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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de I'intégration
ordinaires a un ordre arbitraire, réel ou cemplexe. Ce terme peut-étre considéré comme
mal approprié, car une meilleure description pourrait étre "La différentiation et de l'in-
tégration a un ordre arbitraire", mais alors pourquoi lui avoir attribué le nom de "Calcul
fractionnaire"?

Ala fin du 17°™€ siecle, époque a laquelle Newton et Leibniz ont développé les fonde-
ments du calcul différentiel et intégral. Leibniz a notamment introduit le symbole :

dn
atn

f

pour désigner la n¢™¢ dérivée d’une fonction f. Quand il a rapporté cela dans une lettre
a 'Hopital (apparemment avec ’hypothése implicite que n € N), 'Hopital a répondu :
1

< Que signifie ;—:n f@)ysin=5>.

Le fait que de 'Hopital ait spécifiquement demandé pour n = %, c’est-a-dire une frac-
tion, a en réalité donné le nom a cette partie des mathématiques. Aprés la question initiale
qui a conduit au nom "Calcul fractionnaire", la quation est devenue : n peut étre n'importe
quel nombre : fractionnel, irrationnel ou complexe ? parceque la réponse était affirmative
que le calcul fractionnaire est devenu un terme peu approprié, mais est tout de méme
rester en usage.

Les équations différentilles fractionnaires peuvent décrire de nombreux phénomenes
dans divers domaines des sciences appliquées et de I'ingénierie tels que 'acoustique,
électrochimie, viscoélasticité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des
polymeres, électromagnétique, médecine, économie, astrophysique, génie chimique, phy-
sique, statistique, thermodynamique, bio-ingénierie, etc.

Plusieurs mathématiciens sont intéressés par le calcul quantique qui a essentielement
débuté en 1748. Au 19°¢¢ siecle (1846), Heine introduit la notion de g-analogue ou g-
extension (sous entenu que la formule originale se trouve étre limite quand q tend vers
1 de sa q-déforme). En 1867 son éleve Thomae a utilisé les travaux de Fermat en proba-
bilité pour introduitre la notion de g-intégrale entre 0 et 1, Cette notion est prolongée au
début du vingtiéme siecle par E H . Jackson [1870-1960] : il a introduit la q-théorie de q-
analogue, il s’'intéressé aux q-analogues de certaines fonctions spéciales, de méme il s’est
construit les notions de q-dérivée, g-intégrale.

Pendant le 207¢™€ siecle I'application de cette théorie a trouvé des assises dans plu-
sieurs domaines scientifiques : physique, mécanique quantique et combinatoire.

Pusieurs mathématiciens et physiciens ont construit a ’essor de cette théorie par des
travaux considérables.

La théorie de stabilité pour les équations fonctionnelles a commencé avec un pro-
bleme lié a la stabilité des homomorphismes de groupe qui a été soulevé par S. M. Ulam

4



Introduction

en 1940 dans une conférence donnée a I’'Université du Wisconsin. Le probleme posé par
Ulam était le suivant :

Soit G; un groupe et soit G2 un groupe métrique muni de la distance d (.,.). Pour € > 0
donné, existe-t-il un 6 > 0 tel que si une fonction h: G; — G satisfait I'inégalité :

d(h(ts),h(t)h(s)<bd
pour tout ¢, s € Gy, alors il existe un homomorphisme H: G; — G, tel que :
d(h(t),H(1) <e, VteGy?

En 1941, Hyers a répondu affirmativement a la question d’Ulam pour le cas ou G; et Gy
sont des espaces de Banach, d’ailleurs ce fut la raison pour laquelle on appelle ce type
de stabilité, stabilité d’'Ulam-Hyers. Puis en 1978, le résultat de Hyers a été généralisé par
Rassias.

Le concept de stabilité pour une équation fonctionnelle apparait lorsque nous rem-
placons I'équation fonctionnelle par une inégalité qui agit comme une perturbation de
I’équation. Ainsi, la question de stabilité des équations fonctionnelle est de savoir com-
ment les solutions de I'inégalité different de celles de I'équation fonctionnelle donnée ?
Une attention considérable a été accordée a I’étude de stabilité d’'Ulam-Hyers et d'Ulam-
Hyers-Rassias de toutes sortes d’équations fonctionnelles.

Ce mémoire se compose essentiellement de trois chapitres, et d'une conclusion.

Le premier chapitre comporte quelques notions de base. Nous commencgons par un
rappel sur les fonctions essentielles du calcul fractionnaire. Aussi, nous introduisons l'in-
tégrale arbitraire de Riemann-Liouville d’ordre non entier, suivi par des propriétés et quelques
exemples. Puis, nous définissons la dérivée au sens de Riemann-Liouville pour un ordre
réel positif en donnant quelques propriétés et exemples. Ce chapitre se termine par la
définition de la dérivée au sens de Caputo pour un ordre réel positif ainsi que leurs pro-
priétés et quelques exemples.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons énoncé tous les outils de base du g-calcul
fractionnaire en rappelant les fonctions gq-spéciales. Par la suite, nous définissons la g-
intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre non entier ainsi que ses propriétés
et des exemples. A la fin de ce chapitre nous donnons la définition des q-dérivées frac-
tionnaires et quelques propriétés de la q-dérivée de Riemann-Liouville et celle Caputo et
des exemples.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons le probleme au limite différentiel d’ordre
fractionnaire avec condition g-intégrale fractionnaire non locale. En suite, on donne deux
type de stabilité d’'Ulam-Hyers, suivi par I’étude de I'existence et I'unicité de solution de
ce probléme. Dans le dernier section, nous avons étudé la stabilité au sens d'Ulam-Hyers
de probléme précédent et la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers-Rassias.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion qui résume les principaux résul-
tats obtenus dans ce travail et une biblographie est donnée a la fin de ce document.



Chapitre 1

Notions de base du calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, on rappelle les fonctions spéciales Gamma et Béta d’Euler.

Ensuite, on définit I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville en donnant
quelques propriétés et exemples. A la fin de ce chapitre, on présente la dérivée fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

1 Fonctions spéciales de calcul fractionnaire

1.1 LaFonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est en mathématiques une fonction cemplexe, considérée égale-
ment comme une fonction spéciale, elle prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des
nombres complexes.

Définition 1.1 [10] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale suivante :
+o0o
F(z):f e 't*"ldt; Re(2)>0 (1.1
0

Cette intégrale convergente absolument sur le demi plan complexe ou la partie réelle est
strictement positive.
Proposition 1.1 [10], [4]

1.
I'(z+1)=2z['(z); Re(z)>0 (1.2)

Ir'ay=1,12=1,13)=2,...., I'n+1)=n!l;, VneN (1.3)

Preuve. On va demontrer la deusiéme proposition :
Par définition, on a:
+00 0
f e 'dt
0

+00
f e ldt
0

= lim - e_tlg
a——+oo

1.

rm



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

En utilisant (3.2),ona:

I'ey = 1I'n) =1,
I'e) = 2I'R)=2.
Par récurrence, on a:
I'm+)=nl'mM)=nn-1)I'n-D=..=n(n-1)(n-2)x..x2x11'(1).
D’ou
I'm+1)=n!; YVneN.
||

Exemplel.l 1. OncalculeI'(3),

1 +00
F(—) :f el idr,
2 0

On fait le changement de variable u = Vi=du-= zd—\/t; = dt=2vtdu, si t =0, alors

u=0etsit=+oo alorsu=+oo, ainsi:

1 +oo ,—u? +0o
F(—):f ¢ 2udu:2f e du.
2 0 u 0

Sachant que l'intégrale de Gauss est donnée par f0+°° e ¥ du= 4, alorsona:

1 VT

I'=|=2—=vym.

[5)25 =7

2. Etpour F(—%) , En utilisant (3.2), ona:
I'(z+1
I'(z)= (2 ).

z

Alors,

2 —% 3 2
2 (=141 1
3 —= 2
2
4
= gx/ﬁ.

1.2 LaFonction Béta d’Euler

Définition 1.2 [7]La fonction Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

1
B(x,y) :f tx_l(l - t)y_ldt; Re(x) >0, Re(y) >0 (1.4)
0



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.2 [7]

1. La fonction Béta est symétrique :

B(x,y)=B(y,x); Re(x)>0, Re(y)>0 (1.5)

2. VRe(x)>0,Re(y)>0,0na:

xB(x,y+1)=yB(x+1,y) (1.6)
3. Larelation entre la fonction Gamma d’Euler et Béta d’Euler est :
B(x )—M' Re(x) >0, Re(y) >0 (1.7)
VT Ty ' ey '

1. On faitle changement de variable u=1-t=dt=—-du,sit=0alorsu=1etsit=1
alors u =0, donc on obtient :

B(x,y)

1
f Fta-nYtdr
0

0
f A-w 1w -1du
1

0
—(1)[ W -wldu
1

1
f W1 -w tdu
0
B(y, x).

2. Par définition,on a:
1

B(x,y+1):f Tl -nrd:.
0

En multipliant par x, ona:

1
xB(x,y+1):xf la-n7de.
0

Puis, une intégration par partie donne

xB(x,y+1)

1
xf 1A -0Ydre
0
1
= [tx(l—t)y](l)—f —yt*A-07"ldt
0
1
= y[ 1-0Ytde
0
= yB(x+1,y).

3. On montre que
I ) I(y)=Bx, I x+y).

Par définition, on a:

+00 +00
INx)[y) f e'ttx_ldtf e ?z2V Nz
0

0
+00 +00
= f f e A =1yl grdz.
o Jo

Onposet+z=ualors0<t<u;0<su<+ooetdtdz=dtdu.



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Ainsi,on a:

+00 u
F(x)F(y):f e‘”f Y u-nYdrdu.
0 0

Puis, on fait le changement de variable v = 5, alors udv=dt;sit=0alorsv=0etsit=u
alorsv=1,
ona:

I'x)I(y)

+00 1
f e‘”f w)* ' (u-uv)’ 'udvdu
0 0

+00 1
f e_”u.ux_luy_lf vl -v) tdvdu
0 0
+00 1
= f e_”ux”’_lduf v ra-v) tav
0 0
= Blxy)I'(x+y).
Exemple 1.2 1. Pour calculer B (%, %) , on utilise la formule (3.7) eton a :

B(; 1)_F(%)F(%) VIV
2’2) vy 1

2. De méme pour B (%, g) , on utilise les formules (3.2), (3.3) et (3.7) etona:

B(§ §) _ IR

2’2 4
_ Gxr@)GrR)
3x2x1(1)
_ Gxr@)Bxixr@)
3!
_ exvmExvm) 1
6 16

2 Lintégration fractionnaire

2.1 Laformule de cauchy des intégales n-eme

Soit f : [a, b] — R une fonction continue, on note :

X
0%f) (x):f f(t)dt=F (x).
a

Si on fait une intégration de F encore une fois, on obtient :

(U4F) (x)

fF(u)du f]af(u)du Jo0af W) =(0%f) ()

2w = f}af(u)d fdrf f wdu.

Et comme f € C [a, b] et intégrable on appliquant la théoréme de fubini en permutant
'ordre d’intégration, on obtient :

U%/) (x0) = f (x—8f (Hdu.

2-1!



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Pour le n°™€ itéré, on a :
0af)® = (e f)= 1)‘[ L f (ndt (1.8)
= ! fx( —z‘)”‘1 (Hdt
T m-ni, /

_ L * _ -1
= F(n)fa(x " f(ndt, VneN.

2.2 Lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvielle

A partir la formule de cauchy (3.8), on définit'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouvielle d’ordre non-entier positif « comme suit :

Définition 1.3 [7],[14] Soit f : [a, b] — R une fonction continue. On définit l'intégrale frac-
tionnaire de f d'ordre a = 0 au sens de Riemann-Liouvielle et on note]$ f, par :

-1 (¥ _po-l .
0%f) (x) = T I (x0 n*tf(ndt; a>0, x€[a,bl], 1.9)
(Uaf) ) =f (x).
Proposition 1.3 [7],[14] Vf,geCla,b]; Vo, AeR;ona:
1. Lalinéairtié :
J3(8f +Ag) 0 =A(5f) ) +8(58) (x); Ya>0 (1.10)
2. Semi -groupe :
816 f) @ =1 F) 05 Yaup>0 (1.11)
3. Commutativité :
(1215f) 0 = (185 ) )3 Ve >0 (1.12)

Preuve.

1. Lalinéairtié est évidente.

2. Par définition, on a:

a16) 0 @ )f (-0t (18] (1 ar

= — 0% (1 — P! dudt.
F(a)F ff(x T (W f (wdu

Commea<t<xeta<u<talors:u<t<x=>a<u<x,
(Ia]ﬁf) (x)—;fxfx(x—L‘)O‘_l(t—u)f’_lf(u)dtdu
“e T@I(B)Ja Ju

On pose le changement variable z = ;:—Z >dt=(x—-u)dz,sit=ualorsz=0,sit=x

alorsz=1let (t—uw)P =21 (x—wbh!,
On a aussi :

t—u+zu

r-u = zZXxX—-zZu=>x=——m—
z

z(x—u)(1-2)

> X—ft=——mmm
z

> x-0¥'=(1-2%'(x-w*!.

10



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Alors,

(Ifélgf ) (x) =

= —f (t—w)*P- 1[ 1-2*12Pdzf (w)du

F((x) I

= —’ (t—w)**P 1 f (wdu
I'o I(p) f !

F((x)F

F(O() re)r

0(+[3

f(t WP f (wdu

= f(t w1 f (wdu

a+[3

Uar) .

3. Enutilisant (3.11),on a:

(arbr) o0 = (12" ) o= (167 F) 0 = (Bar) 0.

Exemple 1.3 Calculer les intégrales fractionnaires des fonctions suivantes :

1. f(x)=

Par définition, on a :

x,x>0,(x:%.

(I%f) (x)

l f (x—t)_if(t)dt
2

f (x—=1)" 2 tdt

_ X _ -1
_t(xlt)2] +f (x—1) Zdt]

2

31X
_(x—t)z]
0

l
2
1

D=

|

1

2. fX)=(x—aP, x=a; o,p>0.

Par définition,on a:

0af) @)

fo(x—t)“‘lf(t)dt
I'(a) Ja

R S (NS ISR
= F((x)fa(x N (t—-a)Pdrt.

x prl
ﬁf f (1—Z)°‘_l(t—u)o‘_lzﬁ_l(t—u)f"lf(u)(x_u)dzdu

11



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

On pose le changement de Varlablez_— :dz_n, si t = a alors z =0 et pour
t=xonaz= let(z‘—a)ﬁ zﬁ(x cl)[5 Onaau881
t—a = z(x—-a)=>t—-a=zx—1za
za+t—a
> X=—-
z
=> x—t=((x—a)(1-2).
Donc,on a:
o 1 ! oa-1 a-1_p B
= — —a)"  (1-2% - -a)d
0%f) @ F(Oofo(x a)* ' 1-2" P -aP(x-a)dz

_ nat+p pl
= %‘[ (l—Z)(x_l.Zﬁ+l_le
0
_ q)%+P
_ %B(a,ﬁ+l).

En utilisant la relation (3.7),on a:

N Ip+1) p__1(B+D B
(04 _ a+ I _ a+
(]“f)(x)_F(a)F((x+ﬁ+l)( @ I +[3+1)( arr.
Poura:%etﬁ:%,onaura:

1 13 F(§)

Ji(x—a)2 :F(”)(x a)6

3 Dérivation non-entiére

Il'y a des approches différentes de la dérivée fractionnaire. On cite la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville et celle de caputo.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [14, 8, 15, 11] Soient f : [a, b] — R une fonction continue et a > 0. On défi-

nit la dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction f et on note
RLDQ £ par la formule :

( () (1.13)

F(n1 a)dx"f (x— 0" f (ndt, n-1<a<n, neN*,

Zxﬁ (1), a=n.

Proposition 1.4 [14, 8, 15, 11] Soient f,geCla,b]l; \,peRetVa>0,0na:
1.
BDANS +pg) (0 =A (D2 f) (x) + 1 (*'D%g) (%) (1.14)

("DYLf) () = f (x) (1.15)

12



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

3.
IS (DS f () # f (x)
Preuve.
1. Lalinéairtié est évidente.
2. Par définition,on a:
('DIe) 0 = (DIZIGS) )
= (DY) W
= f(x).

3. Contre exemple :On prend f (x) = x*"!, x>0, a >0,

n

e ()=

(RLD(xf)( )_ d 1) e 1)

dxn (F( )( %)

En utilisant I’expression de la dérivation classique, on obtient :

(RLD2 f) (x) FEG;( _ ()" 1)

D’ol
U%f) () =J%0=04%f (x).

|
Exemple 1.4 Soit f (x) = (x—a)®, x=a; o,p >0.

Par définition, on a :

(""Daf) 0 = (Dale~*f) (x) = e (

n—o—1 B
FI f(x 1) (t—a)Pdt]|.

I'n—o)

Comme, G+
n—a B +1
Ua f)(x)_F(f)+1+n—0()

En utilisant ’expression de la dérivée classique :

(x _ a)ﬁ+n—0(

’

n

x-a)P™ = B+n-a)B+rn-a-1)..-a+1)x-aftre"

dx"
B I'p+n—-a+1) -«
S TIpel- T
D’ou
ar I'p+1) _)
RLH« _ _ A\B+n—a
(FDaf) ) = axn F([S+1+n—(x)(x 2
_ F(B"'l) (dn _ [5+n—0()
- TPR+1l+n-o dx”(x 2
_ I'p+1) F(ﬁ+n—(x+1)(x_a)ﬁ_a)
I'B+1+n-o\ IP+1-a
I+ D _pa
- F(ﬁ+1—a)(x .

(1.16)

13



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

On pose a >0 et 3 =0. Alors,

o
F()(_)_ (x—a) 0.

RLya,,. N0 _
Dalx=a"=77—4 M-a

c’est-a-dire que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d'une fonction constante n’est
pas nulle.
3

— _1 .
Etpoura=3etf=3, onaura:

rGg .o 1f(l) _
o= a-a
NG

2(x—a)’

(RLD(Xf) (x)

3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5 [14, 8, 15] Soient f € C"[a,b], n € N* et a > 0. On définit la dérivée frac-
tionnaire au sens Caputo d’ordre a de la fonction f notée D f comme suit :

dn
(D(Lxlf)(x) = ]Z_O(( ):]Z—(X(f(n)(x)) (117)
{ Ttn- “)f (e — )" lf(”)(t)dt n-l<as<n, neN*,
dx" (x)) a=n.

Proposition 1.5 [14, 8, 15] Soient f,ge C"[a,b],neN*; \,peRetVa>0,0na:

1.
DSOS +upg)(x)=A(DSf) (x) + pn(DSg) (x) (1.18)

2.

n-1 f(’)(a) ]

(JiDLf) (x) = f(x)+Zc,(x a)', neN*, T i=01en=1 (119)

3.
(DYSS) (0 =f (%) (1.20)

4,

AT (= i f(i)(a) .
ISD%f) () =f )+ ) cilx—a); n=lal+1, ¢;= x ,i=0,1.....,n—1 (1.21)

1. Par définition, on a:

X
DY\ f +pg)(x) f x=0" T Af +pg) P (Hdt

I'n-o)Ja

1 x
B F(n—a),[a (x= 0" (Af P () +pg™ (1) dt

A * —a-1 ¢ (n)
= F(n—(x)fa x=-0"" """ wdr+

= A(Dgf) () +u(Dzg) ()

M o —a-1_(n)
F(n—a)fa (x—0"" g™ (ndt

14
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2. D’aprés le développement deTaylor de f,si f € C"[a,b] etneN*,ona:

n— lf(l)( ) .
fx = Y +—— - ——(x-@ + (7))
i=0 :
n—1 (i)
(0ZDaf) 0 = f(x)—Zf ()( —a)'.
i=0

3. Par définition,on a:

(DIaf)® = (5 *Dalaf) )
— (]I’l (XD ]n+(x l’lf) (x)
= (5 “D”I”J“ ")
= (77957 f) (0
(af) (x)
= f.

4. Par définition, on a:

UeDSf) x) = (%7,7°D"f) (%)
— (Ia+n apn f) (x)
= (J7D"f) (%)

n-1

= fW-Y a-a)'.

i=0

Théoréme 1.1 [14, 8, 15] Soient f € C" [a, b], n € N* et Va > 0. Alors I'équation (D

0 admet comme solution :
n—1 .
f@=) cilx-a)', n=lal+1, c;eR
i=0
Preuve. Par définition, on a:
(DSf) (x)=0< (JI D" f) (x) =
Par application de D"%, on obtient :

(DZ927°D" ) (x) = D.

D’aprés la propriété (3.16), on a:

n-1 .
D"flx)=0ef W)=Y ci(x-a).

i=0

La relation la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville :
Théoréme 1.2 [15] Soient f € C"[a,b], ne N* et Va > 0. Alors,ona:

f(l)( )

(D%f) (x) =D | £ (x )+Z (x—a)’

af) ()=

(1.22)

(1.23)

15
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Preuve. On sait que :
_ o f @ (@) i n ¢ (n)
f(x)_z il (x—d) +(Iaf )(.X')

i=0

avec (]2 f ) est le reste du développement de Taylor de la fonction f';
On applique l'intégrale J/'~* a cette identité, on obtient :

n-1 ()
(e w=y —L

_ \hma+i 2n—a1
i:oF(n—a+i+1)(x a) + (3" Daf) (0.

Ensuite on applique D a la formule obtenue, on trouve :

(Dn]n—af) (x) _ n—1 f (i) (a) Dn(x_ a)n—(x+i +Dl’l12n—(Xan(x)
aa ol (n—a+i+1) a a'a a
nml fW(g) (Mn—a+i+])(x—a)o+i-n
= + Dn n I’l—(XDn
;)F(”—O‘+i+1) I'n-—a+i+1-n) (DaJala *Daf) ()
n—-1 f (i) (a) .
= - — X n—(XDI’l .
,;F(i—aﬂ)(x @'+ (Jg*Daf) ()
Alors, par définition de la dérivée de Riemann-Liouville et la dérivée de Caputo, ona:
n-1 0)
RLy« a [ (@) i—a
D =(D L (x- )
df(x) ( af) (x) + 12:(:) Ti—-oa+1) (x—a)
Si f @@ =0pouri=0,1,2,...,n—-1,
onaura:
(R'D%f) (x) = (D%f) (%)
]

Remarque 1.1 Les propriétés de semi-groupe et la commutativité, pour la dérivée de Ca-
puto, sont vérifiées si et seulementsi 0<a<1,0<pf<letO<a+pP<1,ie,

(D;’;D‘fZ f) (x) = (D‘;*‘3 f) (x) = (DﬁDg f) ) (1.24)
Preuve. Par définition, on a :

(DsDhr) ) =

(103" pLr)
(&P Pplf) (0
(Ié_(”ﬁ)lﬁD;IZ—ﬁDéf) x)
(];—mﬁ) []1‘““”D;]Ii[ﬁD;f) )
(2P 1P s) .

D’aprés la propriété (3.20),on a:

(DO‘Dﬁ f) ()

[
e e e e
)
=
+
=
)
SN————
~
=
N—r

16
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Exemple 1.5 1. Ladérivée de Caputo de la fonction constante est nule, f (x) = c.
Par définition, on a:

Do(c) = ¢D%(1)
= ¢l “D"1(D)

= %
= 0.
2. La dérivée de Caputo de la fonction f (x) = (x — af, x=a; o,p > 0 est F](;(E:i) (x—
a)* P,
Par définition, ona:
(DLSf) ) =727 (f ™ (x)) = L fx(x— DL dy
@ a I'n-o)Ja '
Soit0<n—-1<a<navecp>n-1,alorsona:
I'p+1) _
(Mg — p-n
l)=——m(— )
o F(B—n+1)( a)
Dot e+ .
+
D% = f — " (- )P dr.
(Daf) = o Fp—nrn J, F-0" - a
On pose le changement de variable z = % =>dz= %, sit=aalorsz=0,sit=xalorsz=1

et(t—af"=P"x—af " Onaaussi:t—a=z(x—a)=>x—t=(x-a)l - z).
Donc,
En utilisant la relation (3.7), on a:

rp+1)I'n-oI'(p—n+1) rg+1)

D% — _ pP-a_ _ ﬁ—a.
)= e T p-ne ) rpr1= * @ Tpri=a @
Pour(x:g etp=2,onaura:
I'(3) _1 2
DO( = —_ 2 =
(af) F(%) (r—a) n(x—a)

17



Chapitre 2

Q-Calcul

Dans cette partie, on présente quelques concepts et des outils de base sur la théorie de
calcul quantique et puis on introduit les g-fonctions spéciales. Dans la deuxieme section
on cite la g-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ainsi que leurs proprié-
tés et quelques exemples. On termine ce chapitre par une section qui définit la q-dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo et on donne quelques pro-
priétés et exemples.

1 Généralités

Définition 2.1 [6] Le g-analogue de nombre réelle a c'est 'expression f (q) avec q €10,1[;
tel que:

171_1311f(q):a.
On écrit : "
lalg = 49 =l+g+q¢°+..+q*+q" Y acC 2.1)

1-

On peut définir la g-factorielle, par [6] :

n-1 : n-1
(nlg!=[] klq= (q’q)”n; neNou (4:q), =[] (1- 4" 2.2)
k=0 (1-4q) k=0

Le g-shift factorielle est défini par [6] :
n—-1
(@aq),=11 (l—aqk); vneN, (a;q),=1 (2.3)
k=0
La g-fonction (a - b VneN, Va,be C est définie comme suit [6] :

n-1
(@-0j=(a-0"=[](a-bg"), (@-n=1
k=0

Plus généralement, sica € R,ona:

(a-b)® =[] 2=

—_— 2.4
n:Oa_bqOH—n ( )

Si b=0, alors [6] :
(@)@ = a* (2.5)

18
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Ya betaceR etk,neN, [12]

(a—bqk)(a) _ aa(l_qu)(m, 2.6)
ot b,
(a=b) (qﬁ;q)k

(q"—qk)(a) -0, (k<n). 2.8)

1. La q-dérivée ordinaire
Définition 2.2 [6] La g-dérivée d'une fonction f est définie par :

def ) _f (q%)-f ®
dgx — (g-1)x

Remarque 2.1 [9] Si f est dérivable, alors,

flax)-f @ _df @ _ . 2.10)

(Dgf) () = , (x#0); (D"f)(o):}}L%qu 0. (2.9

lim (D =1li =
qlinl( qf) (x) = -1 P

Proposition 2.1 [6, 12]Soient f et g deux fonctions avec g (x) # 0 et g(gx) #0, et soient
o,PpeR

1. Dy est un opérateur linéaire :

Dy (af (x)+pg () =a(Dgyf) (x)+Pp(Dgyg) (1) (2.11)
2. Ondéfinit la q-dérivée du produit de la fonction f la fonction g par :

Dylf (x)g (0] =(Dgf) (x)g(gx) + f(x) (Dgg) (x) (2.12)
3. Etondéfinit aussi la g-dérivée de fraction de la fonction f sur la fonction g par :

f () _ (Dqf) () g(qx) - [ (gx) (Dgg) (x) (2.13)
g ) g(qx) g () ' '

q

4. Pour tout entier n,
Dy(x—a)y=[nlgx-a)y . (2.14)
5. VneN,

n-1

q (2.15)

D, (a—x)Z: —[n]4(a-qgx)
Preuve. m

1. Par définition,on a:

af (qx) +Pg(gx) —af (x) - pg (x)
(a-1)x
a(f (gx) - f ) +p(g(qx) - g (x))
(g-1)x
JMax)-r)  (g(ax)-g ()
(g-1)x (g-1)x
= a(Dgf)(x)+p(Dgg) (x).

Dy (af (x) +Pg (1))

19
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2. Par définition,on a:

DyIf g W) = 1108 ((Zx_) ;)i (g L)
_ fgxggx)—f (X)g (gx)+ f (x)g (qx) - f (x)g (x)
- (g-1)x
_ (f (gx)— f (x))g (gx) N f (g (gx)—g x)
(g—1Dx (g—1Dx
= (Dqf) (0g(gx) + f(x) (Dgg) (x).
3. Par définition,on a:
f@] 1 [flgx) [fx)
Ngw!| = (g-1)xlggn g
_ 1 [flgx) [fqx) flgx) [&)
(g-1)xlggx) gx® gkx) gk
_ 1 [f(gx)(g (x)-g(gx)) 1 (f (gx) - f (x))g (x)
- (g-1)x g (gx)g (x) (g-1)x g (gx)g (x)
o1 [ (qx)(g (gx) - g (x)) 1 (f (gx) - f (x)g (%)
- ggx)g x) (g-1)x g (gx)g (%) (g-1)x

(Dgf) (0g(gx) - f(gx) (Dgg) (x)

g(gx)g (x)

4. On va démontrer par récurrence. La propriété est vraie pour n = 0, car [0]4 =0, et
on suppose qu’elle est vraie pour un certain rang k, i.e., Dy (x — a)’g =kl (x—a) ’0“,‘1.

On vérifié la propriété pour k + 1, sachant que (x—a)g

)it = (x—a)f (x-g*a). En

utilisant la dérivée du produit (3.13), on trouve :

Dy (x—a)k™

Dg(x— a)’;(x— qka)

(x— a)’; + [kl (qx— qka) (x— a)’;_1
(x— a)’; + [kl q(x— qk_la) (x— a)’;_1
(1-qlkly) (x— )X

[k+1]4(x—a)k.

Donc, la propriété est vraie pour k + 1, D’ou, la propriété (3.15) est vérifiée.

5. D’aprés la définition (3.4),

(a—x)g

(a—x).

D’ou

(a—

20

(a—x)(a-qgx)(a-

Vn=1,o0ona:

’x)..

q
q°(q
ql n

(a-

2

a).

“lx)
) n-— l(ql—na_x)
(x-g~ a) (x- q_za) (x—a).

q(q a-x).

n

X =(=D"g" P (x 0 (2.16)

-q'"a)
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En utilisant la formule (3.17) et la propriété (3.15), on obtient :

Dq(a—x)z

(_ann(n—l)/qu (x- q1—na)Z

N P [n]q(x_ql—na)z—l

_ [n]qqn—l.(_l)n—l q(n—l)(n—Z)/Z (x—qz_”(q_la))z_l
= - [n]qqn_l.(q_la—x)z_1
_[n]q[a—qx)z_l.

Exemple 2.1 On calcul les g-dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x)=x",neN;.

2. f(x)=vx,x>0.

Dgf (%)

I
)
{Q

7

VaVE-VE

(Va-1)vx

2 Lag-intégrale ordinaire

Définition 2.3 [5] La g-intégrale d’'une fonction f définie sur un intervalle [0, b] est définie
par:

(Uqf) ) = ff(t)dq (1-¢g fo(xq)q x€0,b] 2.17)

Et la q- intégrale d’'une fonction f définie sur un intervalle [a, b] est :

b b a
Ug,af) (x):f f (t)dqt:f f (t)dqt—f fdgt (2.18)
a 0 0
Définition 2.4 [5] Soit0< g <1, b >0, et n € Z". La q- intégrale restreinte qui dépend
uniquement de q, b et n, est définie comme suit :
n-1

b b N
f f(t)dqt:fb fWdgt=(1-q)b)_ f (bq’)q’. (2.19)
a q"

i=0
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Proposition 2.2 [9]

1. SiF une g-primitive de la fonction f, continue en x =0, alors la q-primitive est :

b
f f(x)dyx=F(b)-F(a),0<sa<b<=<oo.

Dq(foxf(t)dqt):f(x).

(2.20)

(2.21)

1. Comme F (x) est continue en point 0, alors on peut appliquer la formule de Jackson,

en ajoutant une constante, c’est daire :

F(x)

(1-q)x)_D4F(xq')q" +F (0)
i=0

(1-q)x}_ f(xa')g'+F (0,
i=0
alors,
b b a
f fxX)dgx = fo f (x)dqx—fo f(x)dgx
a
= F(b)-F(a).
2. D’apres la propriété (3.21), pour b=xeta=0,ona:
X
fo f (wdgu=F(x)—-F(0),
En appligant la q- dérivée ordinaire, on obtient :
X
D, (fo f dqu) Dy, (F (x) - F(0))
fx).

Théoreme 2.1 [9] Soient f et g sont deux fonctions q-dérivalbes sur [a, b] la g-intégration

par parties est définie comme :

1.
b

b
f f (x)Dgg (x)dqx:f(b)g(b)—f(a)g(a)—f Dyf (x)g (gx)dyx

b b
f f(qx)Dyg)dyx=f(b)gb) - f(a)g(a) —f D, f (x) g(x)dgx

a

Preuve. En appliquant la propriété (3.21) a notre fonction f (x) g (x), on trouve :

b
f Dy (f () gw)dgx=f (b)gb) - f (@) g(a),

d’autre part, par la régle de produit, on obtient :

b b
f [ (x)Dyg (x)dqx+f Dyf 0)g (gx)dgx=f (b)g(b)- [ (a)g(a),

D’ou )

b
f f (x)Dgg X)dgx=f (b)g(b)-f (a)g(a)—f Dyf (x)g (gx)dgx.

22
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Proposition 2.3 [13] Pour tout entiern€ N, ona:

1.
(D8 ) )= F (0,
2.
(Igr“DZf) (xX)=fx) - ”z"l (D f) @ (x— a)(l)
i=0 ilq!

Exemple 2.2 Calcul les g-intégrales des fonctions suivantes :
I. f(x)=x",neNetxe[0,Db].

X X
F(x) = ff(t)dqt=f t"dgt
0 0

= (l—q)xf(xq)i”q"
- 0-aeE

— (1 _ q) xn+lzqi(n+1)
i=0
(1 _ q) xl’l+l
1_qn+1

xn+1

(n+1],

X X 1

X 1
= (1—61)’52 2i
i=0 (xq)
= (1—6/)xi20x2q2iq
1
2=

i-0 9

2. f(x)=, x€0,b] avec x #0.

F(x)

qi

I
—

1-q)

1-q)
q-1)

—

S|~ x|~

~—

1
<

3 Les deux fonctions q-exponentielles

Définition 2.5 [6] On définit deux q-analogues de les fonctions exponentielles par :

1
-0 llq T-(-a)x)y

M8

et, _
X -y x!

Ej=)q 7 —=(1+(1-q)x)7
i=0 [’]q

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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Proposition 2.4 [6]

1.
X _ X
Dgej = e; (2.28)
2.
D,E} =EJ" (2.29)
Preuve.

1. Pour démontrer (2.28), on a besoin d’utiliser la définition (2.26) :

© Dgx!

D, e’ =
7 émq!

[i]qxi—l

[il4!
xi—l

< li— 114!
i

I
8 18

X
[il!

_ X
_eq

™

~
11
o

2. Pour démontrer (2.29), il suffit aussi d’utiliser la définition (2.28) :

O -1 qui
D,E* = 7 —
Fa = 29T T

oo M[i]qxi_l

= 2 —
i=1 q:

_ ) (i—l)z(i—ZJ i1 xi-1

= 2.4 T
i=1 q
[e) ili-1) ixi

= Zq 2 q‘ ' :sz
i=0 [t]4!

2 Fonctions g-spéciales

Dans cette section, on étudie le g-analogue des fonctions spéciales et leurs propriétés.

2.1 Fonction q- Gamma d’Euler

Définition 2.6 [6] la fonction q-Gamma d’Euler notée I'; est définie par :

; 1-q)% D
pq(z):((qz_q)fo(l_q)l—z:%, otz € C\{0,~1,-2, ..., (2.30)
47 9) -
Et elle admet une représentation q- intégrale,
Iy(2) = f x*7'E,dgx, Re(2)>0. (2.31)
0
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Proposition 2.5 [6]

1.
I'y(z+1)=1[z]414(z), Re(z)>0
2.
Preuve.

1. Par définition, on a:

(1_q)(z)

1-g)*

(1- qZ)(l _ q)(z—l)
(1-g)1-q)*!

(2] 4 14(2).

I'y(z+1)

2. En utilisant la propriété (2.32), on prend z=n,n € N*,ona:

[n]q [n— 1]qu(n_ 1)

[l [n—1140n =214 % ... x 2 x 1T,(1)

[n]q!.

2.2 Fonction q-Béta d’Euler

Définition 2.7 [6] La fonction q-Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

1
Bq(x’J’):fO 7 (1-q)" " dgt, Re(®) >0, Re(y) >0.

Proposition 2.6 [6]

1. SiRe(x)>0,neN,ona:

(1-q)(1-q);"

n

(1-4g9),

Bq (x,n) =

2. YRe(x)>0,Re(y)>0,0na:
1-a)(1-q)7 (1-g*)7
o0 (e.9)
(1 - qx)q (1 - qy)q
3. Larelation entre la fonction Gamma d’Euler et Béta d’Euler est :

Fq(x)rq()/)
I'y(x+y)

Bg (x,y)=

By(x,y) = , VRe(x) >0,Re(y) >0

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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26

1. D’abord, en utilisant la propriété (3.16) et la q-intégration par partie pour calculer

B4(x,y), pour toutx>1,y>0,0ona:

1 1
B,(x,y) = _Wfo D (1- 0} dgt
q
[x—1lq4 L
= Tfo % (1-qt); dgt,
q
Et par conséquent,
By(x,y) = [TBq(x— Ly+1). (2.38)
q
D’autre part,on a:
1
B,(x,n+1) = fotx_l(l—qt):;_l(l—q"t)dqt

1 1
f tx_l(l—qt)z_ldqt—q"f (1-qt))  dgt,
0 0

et donc,
Bgy(x,n+1)=Bg4(x, n)—c]”Bq(x+ 1,n). (2.39)

Combinant les formules (2.38) et (2.39), on obtient :

Bgy(x,n+1)

n [x]q
Bgy(x,n)—q WBq(x, n+1)
q

1-4g"

I_—WBq(x, n.

Pour tout x > 0 et n un entier positif,

1
*ld t
| e,

1
[x]gq

B, (x,1)

Alors, on trouve :

(1-4"")..(1-4)
(1 _ qx+n—l) (1 _ qx+1) [x]q

(1-q)(1-a);"

n

(1-4g%),

B4(x,n)

. On va utiliser les deux définitions suivantes, pour démontrer la propriété (2.36) :

(1-a)7
(1-q)) ' =— 5, (2.40)
T (1-a"),
Et,
{4100
1 (1-q""),
- . (2.41)

(1-q9, (Q-a97



CHAPITRE 2. Q-CALCUL

la proporiété (2.36) est vraie pour
s=1,2,3,... A ce que reste vraie pour s€ R?

fl tx‘l—(l _ qt)z dqt,
o (1-g¥),
En utilisant la propriété (2.35), pour écrire son second membre,
1-a)(1-q)7 (1-g*)7
(1-¢%)7 (1-a")7

D’ou le resultat.

3. En utilisant (2.40) dans la définition (2.30), on obtient :

1-a)y

Fq (x) = ~ s
(1-9)"" (1-¢9);
Dongc,
1-q)y 1-q)7
Ly ly(y) = . !

(1-a) " (1-g9)7 (1-a)" " (1-g)7
(1-q)7 (1-a)7
(1-q)™ 1=y (- )y
(1-a)y (1=q)y (1-g**);
(1-q)"™ 7 (1-g9)7 (1-q")7 (1= g*)5
(1-a)7 (1-a)(1-q)7 (1-a™)7
(1= (1-gw)y (=g (1-a)7
Ty(x+y)Bg(x,y).

3 Q-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.8 [12] Soit f : [a, b] — R une fonction continue. On définit la q-intégrale frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre a = 0, noté parJg . f (x) par:

1 . a—
q a

Théoréme 2.2 [12]La relation suivante est vérifiée pour touta € R et x € [a,b], ona:

f(a)

_ (@
Fq((x+1) (x—a)™. (2.43)

U5af) =153 (Dgf ) +
Preuve. En utilisant la propriété (3.16), poura e R,ona:

Dy ((x =) ) = =ty Dy (x—q1)*™"),
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Et en utilisant la g-intégration par partie, on trouve :
1 g (@
« = -—— D —-qt Ddgt

1 04 * (04
sl o)

_fla)
I'g(a+1)

132 (0 f )+ H 0 (v g0)

Lemme 2.1 [2] Soita,3>0,et0<g<1.Alorsona:
X
f (x—qt)* " Pd,r=xPB, (a,p+1). (2.44)
a

Preuve. En utilisant les définitions de la fonction g-puissance et la fonction q-Béta, on
trouve :

(e8]

(1-a)x ) 4" (x- qxq™) ™" (xq")

_ ( )xiqn (a— 1)( _qqn)(a—l)xﬁqnﬁ

X
f (x—q0)“ " Pd,r
a

o0

— (1 _ q) x(x+ﬁ Z qn (1 _ qqn)(O(—l) qnﬁ
n=0

- x“*ﬁfol (1-g0) " Pd,e
= x**PB, (o,p+1)

|

Lemme 2.2 [2]Soita,P,Yy>0,et0<q,p,r <1.Alorsona:

X ry rz
f f f (x-py)* " (y-q2) E-D - rptrDg, tdgzdyy (2.45)
a a a

x(x+ﬁ+y
- WBq(ﬁ,y+ 1)Bp (a,p+y+1).

Preuve. D’aprés (2.44), on obtient :
X ry rz
f f f x—py)(o‘_l) (y—qz)(ﬁ_l) (z—rp(r-1 drtdgzd,y
= ff V(- qz)([3 VMg g2dpy
[vl,

= mfa X—PJ’)«X—DL (y—qz)(ﬁ_l) Z(Y)qudpJ’

1 o— +y
= WBq(ﬁ,YH)L (x-py) "y Ma,y

= By (B + 1)By cp oy + 1) 27 P.

[v], *
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Lemme 2.3 [12] Pour touta,pe R, ona:

“ -1
f (x-q0)® D (18 .f) (Ddgt=0, ©<a<x<bh). (2.46)
0
Preuve. En utilisant les définitions (3.7), (3 9) et (3.20), pour neN,ona:
a n _ n (0( 1)
”—1 (a-1) N
— l+l i i
B Fq(a) l:o ( )" flad)a
a(X n—1 l+1 (a—1)
= - -q aq |q
1:0( [ s (o)
= 0.

Alors, selon la définition de la g-intégrale, on trouve :

foa (x-q1) B-1) (Ig,af) (Ddgt=a(l-q))_ (x- aq”“)(ﬁ_l) (Ig,af) (aq") q" =

(o]

n=0
|

Lemme 2.4 [12]Pour touta,P, u € R, Uidentité suivant est vérifié :

i (1- llql—n)(o‘—l) (1- q1+n)(ﬁ—1) o ( uq)(a+ﬁ—1)

a- - 9 = a+p-1)
(1) 1= (1-q) "™

Proposition 2.7 ([10])Soit Va,p € R", la g-intégrale fractionnaire vérifié les propriétés de
commulatativité et semi-groupe suivantes :

18, 05.0f) ) = (150 £) 0 = (16, 8,0 f) (0, € [, ] (2.48)

Preuve. Par définition et la deﬁmtlon (3.19), et la relation (2.46),on a:

(15.a5af) 0

(2.47)

qt (ﬁ I)Iqaf (l’)dq

Fq(ﬁ)
= (ﬁ_l)f (a-1)
R 0] t = dud,t
Fq(a)Fq(ﬁ)L q ) a ( qu) f(u) qUaq
1 ) b-1) fa (p-1)
Fq((X)Fq(ﬁ) fO (x q ) A (x q ) %

X

t a
fo (t—qu)Vf (u)dqu—fO (t-qu) ™" f wdyu

1 x ot _
) Wfo (r=a)® 1)f0 (1= qu)®™" f dqudgt

(ﬁ‘l)fa (@-1)
@I, t t- doud,t
Fq(a)rq(ﬁ)fo qt) 0 (t—qu) fwdgudg

L [ (B—l)ft e
Fq(a)rq(ﬁ)fo (x=qe)™ 7 | (e qu)™ " f wdqudgt

- G-1 "¢, @D
Fq(a)Fq(ﬁ)f q1) f (t-qu) f (wdgudgt
e ﬁ 1) (0( 1)
B Fq(o‘)Fq(ﬁ)f x=q1) f [ wdgudgt
(p-1 )f (a—1)
T, t) (¢~ d,ud, .
Fc/(o‘)Fq(ﬁ)fo qn)7 " | (t=qu)™ S Gndgudg
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En utilisant le résultat de [1],

)= 1)co

De plus,
pribr) o= (53 s) o~ (53 )@
On déduit que,
(hatfaf) 0= (150" f) @ mfo

D’apreés la formule (2.49), on trouve :

(2.49)

qt)(ﬁ_l)fo (r-qu) " f wdyudgt

x—qt)®" Uf (r-qu) " f wdyud,t

—qt) P (e

qt)(ﬁ_l)fo (t- qu) ™" f wdyud,t.

P o - 0‘+ﬁ o<+ﬁ 1
sl )(x) B ( f)( ”( f)(‘” Fq(O()Fq(f’)f
— 0<+ﬁ
- ( f) Fq((x+ﬁ)
—; _ (ﬁ— )f _ (a—1)
Fq((x)Fq(ﬁ)fo x—qt) A (t=qu)™ " f wdqudgt.
Alors,
(Ig,alf},af) (x) = ( (Hﬁf) (x) + 1.
Ou
(0(+B 1) Nd.t 1 f

En utilisant la définition (3.20), on obtient :

a(l-q) &

(at+p-1)
k4 k) k
I = Fq(a+ﬁ)k§)(x aq ) f(aq)q
x(l-q) & 6D E i k)@ D Ok
Fq(a)]“q(ﬁ);)(x xq ) k;a(l q)(xq aq ) f(aq)qq
(a+p-1)
oo (x_aqk+1) 0 x
= all- a
( q)};} T o+B) f(ad*)q
o 3R x(l-g) & G gD K\ K
a1l q)}épq(a)rq(ﬁ);)(x xq™ )" (xq' - ag"!) " q'f(adt)q
-~ (x—aqk“)(mﬁ*l)
_ _ I'j@+p) K\ Kk
= a) ). 1 @l f(aq)q,
k=0 FX(S)]:’)@) % (¥~ xqm)(ﬁ )(xq - agh) Vg
Par conséquent,
1=a(1-q) Y cf (ad*)q*
k=0
avec
(a+p-1) .
:(x—“qu) - ~ x(1-q) Z(x_xqiﬂ)(ﬁ_l)(xqi_aqkﬂ)(a_l)qi.
Ig(a+p) Tg()IyB) =
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D’apreés la définition (2.30), on a:

(1- q)(a—l) a- q)(ﬁ—l)

T, I = , 2.50
0@ ®) =" @l 1—g)ft (250
et @ po)
_(1-9) orb=
Fq(a‘l‘ﬁ)—w. (251)
En utilisant les formules (2.50) et (2.51), on trouve :

(1 _ q)a+ﬁ—l (x_ aqk+l)((x+ﬁ_1)

1- q)(‘”ﬁ—l)
x(1-q)a-@P2 = o NG o A @D
_(1_q)(a—1)(1_q)(5_1) ;)x (1—61 ) X (CI _;q )

(1- q)(x+[3—1x(x+ﬁ—1 (1 _ qu+l)(0‘+ﬁ_l)

X

(1-¢q) (ax+p-1)

qi

x(x+ﬁ—1(1 _ q)a+ﬁ—l 00 i1 (ﬁ_l) a ii1-i (ax—1) i
_(1_q)(a—1)(1_q)(ﬁ—1);(1_q ) (1—;q ) 7

Sionprend p = ‘;’qk, on obtient :

(1 _ q)(x+ﬁ—1x0(+ﬁ—1 (1 _ qu+l)(a+ﬁ_l)

(1 - q)(@+p-1)

D ) R = i+1) -1 1-i\ @D 4
(1_q)(a—1)(1_q)<ﬁ—1);)(1_‘7 R ) R

En appliquant la relation (2.47), on a:

(1 q)+B1 yocrp-1 (1- qu+1)(0f+f>—1) XOHB1(] = g)oc+B-l (1- qu—i)((”ﬁ—l)
c= _ _

(1 ¢)(+f=D) (1 q)(+B=1) (1 — ¢)B-D)
Donc,
I=a(1- q)}in(aqk) q“=0
D’ou
(15015 af ) 0 = (150 ) 0.
n

Exemple 2.3 Calculer les g-intégrales fractionnaires des fonctions suivantes :
I f(x)= x-a)®): 0<a<x<b; o,peR, pel-1,+o0l.
Par définition, ona:

1
Ig(a)

(5af) 0= fa (x=q0) Pt - a)Pdgr.

D’apres la définition (3.19), ona:

x a
fo (x—qt)(a_l)(t—a)(ﬁ)dqt—fo (x—qt)(a_l)(t—d)(ﬁ)dqt .

18.af) 0= Fql((x)
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32

En utilisant les définitions (3.9) et (3.20), on trouve :

a 0o B
f (x-g0)* " t-aPdyt = a(l-q) (x—aqu)(a D(aqk—a)(ﬁ)qk
0 k=0
3 @-1) (8)
- af’”(l—q)];)(x—aqk“) (qk—l) g
= 0.
D'apres la définition (3.20) et la relation (2.47), on obtient :
X 0o B
f (x_qt)(o(—l)(t_a)(ﬁ)d r = x(l_q) (x_qu+1)((x 1) (qu_ )(ﬁ) qk
0 ! k=0
3 (@-1) a\(®)
= x(x+ﬁ( Q)];)(l qk+1) (qk__) qk
- (ﬁ)
— (X+ﬁ k+1 (a=1) k(1+ﬁ)
= - ,CZO( ) q
BT k-l Gl - )(ﬁ>
) ! (1- )P
(@-1) (8)
1- 1-—
) (l_q)( (E]) )((a+ﬁ)q) (x—a)@*P)
l-q

En appliquant la déﬁnition (2.30),0na:

(]Z,af) (x) = 7 (0() —qt) (o< D (s a)(ﬁ)d f
q
. 1-9“"0-9%®
= (1-4q) (x—a)
Fq (o) (1 _ q) (a+p)
a9t (19" "0-9P -9 p
= (1-9q) (x—a)
_ a— o -1
(1=4) (-9 P(1-q)1-9) " (1-9)°
®) a+p
1- 1-
_ (1-9)" (1-4q) (o a)@B)
(1-q) P (1-¢)
Dot

o _ IyB+1D (a+B)
(af) 0= =@

Sionprendfp=0,0ona:
1 x -
o 0) _ |1« _ (a—1)
18 (- @)@ = (18,,1) () = e f (x—q0)* Va,r.

En appliquant la propriété (3.16) poura € R", ona:
Dyx— 0 =—[al, (x— V.

Donc,

1
——Dy(x-0Wdyt
Fq(a)fa [ad g q(F= D dg

1 X
————— | Dax-0Yadyr
Fq((x+1)fa q (=1 dg

18.q1)
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En utilisant la g-intégration par partie, on trouve :

X
a

a _ _ @
[16.a1) @ T (=07

(x—a)®
Tgla+1)

2. f(x)=x,x>0etaeR".
En utilisant la propriété (3.16) et on applique la q-intégration par partie, on obtient :

1 [* o
af)o = Fq(a)fo (x=q0) "V tdyt
— 1 xD () d
= @, Do) sy

1 COARI (@
_m([(x—qt) ]O-fo (x=q1) dqt)

1 . 1 (@+1)
——— | ———Dy,(x—gt dgt
Fq((x+1)f0 [0+ 1] a(x=a1) 1
1

X

S S RSN 23
- Fq((x+2)[ (x—a?) 0
x((x+1)
T T a+2)
Si on prend o=, alors :
(T+1)
s —
(2f) o = e

4 (Q-dérivée fractionnaire

4.1 Q-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.9 [12] La g-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre o« € R
de la fonction f note RLDZY of estdéfinie par :

(];If’élf) (x), a<0

(D50 ) 0= f @, a=0
(DE0 ") ) = =g DY Ji o= g0 ™= £ (ndt, a>0,
(2.52)
Ot [a] signifie le plus petit entier superieur ou égal «.
Théoréme 2.3 [12] Pour touta€ R"\NetO<a<x<b,ona:
1
D, (RLDZ,Q f) (x) = (RLD‘;;} f) ), (2.53)
2. fl@a
a e
(RLDg,aqu) (x) = (RLDZ,Zlf) (x) - m (x—a)" b, (2.54)
Preuve.
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1. On va considérer trois cas :

1¢" cas : Pour a < —1, solon la propriété (2.48), on trouve :
o
( 1 a1 )(x)
(Dlg.algs ' f) 0
( —(a+1) f) )
(

Dy (M0 o f) )

Preuve.

1. 2¢™M€ cag: Pour —1 <a <0, i.e.,, 0<a+1<1,on obtient:

Dy (D% f) ) = (Dglglf)
(DIl f) )
(RLDg;} f) ).

3¢Me€ cas: Poura>0,0na:

Dy ("D o) 0

(D chﬂ][a] O‘f) )
(D;a]ﬂlq,a_ f) x)
(RLDc;j—al f) ).

2 En utilisant la propriété (2.48), la formule (22), et la relation entre la q-dérivée
ordinaire et la q-intégrale ordinaire, i.e.,

(Jg,aDgf) x) = f(x) - f (a).

On adeuxcas:

1¢" cas: Sia <0, solon (2.53),ona:

RLa _ RL~« f(a) (—a-1)
( Dq,aqu) (x)=Dyq ( Dq.af) (x) - m (x—a) ,

Alors,

Dy (MDS.f) ) = (Dalplf) @
qI“" (0g.aDgf) (x0) + f (@)
751a,aDqf ) (0 + f (@ (Dglg%1) (0
(x—a)
M)
[—a] g (x—a) 2D
T,(—a+1)

f(a) _\(=a-1)
Fq(—(x) (x—a) .

Dy _a+1qu) (x) +f(a)Dq(

Dylg.al%Dqf) () + f (@

Il
—_— —_— —_— f\

RLD(x qf) () +
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28™M¢ cas : Si > 0, 31 € Ny, tel que I < a < [ + 1, alors, en appliquant méme
procédure, on trouve :

Dy (UDY )0 = (DgDE L f) )

DL (Iq.aDg f) () + f (@)

1+2 I+1-a f( a) l+1 (I+1-a)
(Dq Dglg.alga qu)(x)"‘m q ((x a) )

fla e
Fq(—(x) (x—a) .

(RLD(;yaqu) (x) +

Proposition 2.8 [13] La g-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a gauche et
Uinverse droite de la g-intégration fractionnaire, on a :

18 (1D of ) () = (VDG J% of ) () = F (), Yae R\Net0O<a<x<b, (2.55)

Preuve. Par définition, on a:

i (RLDchW f (x)) fod f) )

Iq p J‘; of )0
RLpyaja q . f) )
plejlel-aja f) -
D [0(] a+a )( X)

D [od f) )

Il
TN N N N /N

I
\h
Ei

Exemple 2.4 Calculer la g-dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f(x) =
x—a)®, pour0<a<x<b acR\N,etp> o] —1.
Solon (22), on trouve :

(RLD(Z/,a) (x - a) ®) - plal (]E;ﬂl“x(x —a) (f’))

pra ([ TalPrD (e
Iy(B+Tal—a+1)

(RLDO( . f) )

I+l —a+1) I;(p+1) B+ Tl Ta)
Fy@+Tal—a+1=Tal) I'y (B+[a]l —a+1)
= —Fq(ﬁ * 1) (x—a) (B_O‘) .
IyPp-a+1)

Sion prendPp=0etac R"\\Nona:

(D o f ) ) = (VDG 41) (0= ﬁ (x—a) .
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4.2 Q-dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.10 [13] On définit la g-dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a € R
de la fonction f € C' ([a, b)) note (Dgyaf) (x) comme suit :

(IZ,)‘;f) (x), a<0
(D% of) () = Fx), a=0
(IL‘L‘“DL"V) () = o= fa (=0 VD f(0)dgt, a >0,

(2.56)
Ou [o] signifie le plus petit entier superieur ou égal a.
Théoréme 2.4 [13] Pour touta€ R"\Net f € CI ([a,b]), ona:
1
(D% Dy f) 0 = (D831 F) (o, (2.57)
2. ( )
plal
fl(@
« atl 9Ty ad—a=D)
(DgDS of) o) = (D55 f) (0 + Il 9 . (2.58)

Preuve.Sia=n+¢,ne€Ny,0<e<1l,alors [a]=n+1,[a+1]=n+2.0na:

1.

ra+11 (a+1)Dra+11 f) )
q

1 eDn+2 )(x)

(D5 f) o

i

0a

(11 sDn+1qu) )
(1 (a— n)Dn+1D f) (x)
s

[Df.e

fcﬂ chfcﬂqu) x)

Dy f) ().

2. En utilisant (2.43), on obtient :

(Dqu,af) (x) = ( q]l sDn+1f) (x)
n+l1
- ( q]z sDn+2f) (X) + (?Zzzfjif) (x_a)(l—s)
[a]
_ (Da+1 f) ) +Flz[(]ra]1c )_(“)) (x — q)@1-a=D

Remarque 2.2 [13] D'aprés le théoreme pécédent, on déduit que, la propriété de semi-groupe,
pour la dérivée de Caputo n'est vérifiée pas, i.e :

(D% D, o) 1) # (D6, D5 £) (). (2.59)

Lien entre la q-dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo :
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Théoréme 2.5 [13] Soitae R*\Net f € C' ([a, b]). Alors, ona:

[0 ) 0 =D r)eo SR

- (x-a)Y,
0 lqg+i-a)

(2.60)

Preuve. Tout a € R*\N peut écrit sur la forme a = n + ¢, ot € € ]0,1[. On va démontrer la

relation par récurrence,

pour n € Ny
Premiérement, soit n=0, i.e.,, a € ]0,1[. D’aprés (2.43), on obtient :
1-«a — 2 04 f (a) _ (1—(X)
(Iw f) ) = ( Dcif)( )+ —— G- (x— a)
— (04 f (a) _ (1_0()
= (I%“Dq,af) (X)+—Fq(2—(x) (x—a) .
Par application la q-dérivée, on trouve :
1-« _ a f(a) (1-a)
(Dqlq,a f) (x) = (Dq]q,aDq,af) (x) + me ((x —-a) ),
alors, ;
RL« [ (a) N
( Dq»ﬂf) (x) = (Dq,af) (x) + —Fq(l e (x—a)%.

On suppose que la relation est vérifiée pour un réel a = n + ¢, telque 0 < € < 1, pour un
entier positif n € N* et on va montrer que elle est vérifiée pour a = n+ 1 + €. En fait ,

d’aprés (2.53),ona:
Et'hypothese est satisfaite,

v%wﬂm4wvmwigﬁﬂ?@uwWH)
on peut écrire,
(oo = s o)
_ (Dn+8f) ) +i F( (qf) (il) - @)i~n=e-D)
q
En utilisant (2.58), on obtient :
n+1
TR e ek LY
Donc,
n+1
(RLD(;ya f) () - (DZ;HE f) 0+ (I;j(l _)8()“) (e @)
» (D} f) (@

- (x_a)(l—l’l—s—l)
o lgi—-n-eg)

nel (Dﬁ, f) (@)

i=0

[0 _ p(i—n—e-1)
[Dfaf) 0+ 3 T,G-n-g > % '
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||
Proposition 2.9 [13] Soitae R'\N, et f € C'*! ([a, b]). Alorsona:
1.
(D‘Z,,al‘é,af) (x)=f(x) (2.61)
2. ( )
w11 (D} f) (@) _
(04 (04 _ _ A _ (l)
(]q,aDq,af) (x) = f (%) ;) [i],! (x—a)™. (2.62)
Preuve.

1. On pose f — Ig_af (x) dans (2.60) et en utilisant la propriété (2.55), on trouve :

fa1-1 D}, (I‘Z,,af(a))

RLpo to _[pa T« _ -
( Dq,alq,af) (x)—(Dq,an,af) (x) + ;) Fq 1+i-0 (x—a) .
et donc,
fal-1D! (I"‘ f(a)) .
o T _ [RLpa o _ q\a.a _ -
([Dfatgaf) 0 = (MDGGaf) 0= X g
fal-1 Ig,_aif(a) (i)
= fx)- 12:(:) m(X—a)
= [ (x).
2. D’aprés les propriétés (2.48) et (2.24),ona:
U5aD5.af) 0 = (1550 “D f) )
= (1D f) o
f1-1 (D}, f | (@) ,
= f- ) | ~ ), (x-a)?.
io g
avec [a] : le plus petit entier superieur ou égal a.
u
Lemme 2.5 [13] Soita€ R"\N,pe R" et f € C' ([a,b]). Ona:
a]-1 D! f|(a) ,
(15.aD5af) = (D52 f) 0 - Y 124/ c-a)lB 269

B Fq(i—(x+ﬁ+1)

i=[a—
Exemple 2.5 Calculer les g-dérivées fractionnaires des fonctions suivantes :

1 f)=(x-a)®, 0<a<x<b; aeR\N, Poutp > [a] -1
Solon (2.49), on trouve :

(D5 o) 0

D% 4t - @® =1 (D (v - 0)®))
_ I'g@P+1) _
_ qlad-a q — ) (B-Tal)
Ja.a (Fq(B—FaHl)(x g )
Iy(B+1) Fq(ﬁ—faHl)(x_a)(ﬁ—a)
IyB-Tal+1) I;(B—a+1)
_La®rD e
Iy(p-a+1)
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2. f(x)=1,VaeR"\NetO<a<x<1.
Par définition, on a:

(D 1) 0 =107 (D"1)
J9 4 0)
0.

(D50 0



Chapitre 3

Equations différentielles fractionnaires
au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on présente le probleme, voir [2]. Puis, on énonce les théoremes de
point fixe pour montrer I’existence et I'unicité de la solution de ce probléme. On termine
ce chapitre par I’étude de stabilité.

1 Présentation du probleme

On s’intéresse dans ce chapitre a un probléme au limite différentiel d’ordre fraction-
naire avec condition g-intégrale fractionnaire non locale, engendré par 'équation sui-
vante,

DYx (1) = f(,x(8),18 x(8)],£€10,T( (3.1
alaquelle on associe la condition fractionnaire non locale,
x(0)=0, b x(n) =T} x(©) (3.2)
Ou0<gpzr<l1<as2p35y>0 AcR est une constante donné, Dy est la -
dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre q, ]g est la @-intégrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d’ordre ¥, avec ® = p,z,r et ¥=0,0,y; f:[0,T] x RxR— Rest
une fonction continue.

Le lemme suivant pour calculer la solution intégrale de probléme (3.3) au dessous. On
a:

Lemme 3.1 [2] SoientP,y >0, A€ R 0< gq,p,r <1, et f € C([0,T] x Rx R R). Aalors la
solution unique du probleme au limite d'une équation différentielle d’ordre fractionnaire
avec condition q-intégrale fractionnaire non locale suivante,

D2x (1) = f (£,x(1),]3 x (1)), t€]0,TI, 53
x(0)=0, b x(n) =1} x©®, '
est donnée par,

x(t) = A ff n ps (ﬁ ) qu)(a )f(u,x(u),lsx(u))d udg3.4)
Qr, (B) Ty (@ ¢ I
—fo f (E—rs)(Y—l)(5—qu)(o‘_l)f(u,x(u),lgx(u))dqudrS
QL (y) @ Jo Jo

(t-g5) " 5
+f0 Wf(s,x(s),lzx(s))dqs,
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Ou
_ Fr () a+y-1 _ Fp (O()

Ir(aty) Iy (a+p)

Preuve.En 1 <a <2, soitn=[a] =
On appliquant la définition (2.56) a I'équation de probléme (3.3), on a:

18 Dgx) (0 = (153570 x) (1 = (1595~ "Dlx) (0 = (12 £) (1.2 (0,12 x (1))

D’aprés la relation (2.63), on obtient :

n*h-1 o, (3.5)

(a—1)
t(t—qgs
x () = Ky t%71  fep £9°2 +f (tzas) ~
0 I q (@)
Pour déterminer les constantes kj et k», on utilise les conditions du probleme (3.3).
Or d’aprés la 1°” condition x (0) = 0, implique que :

k2:0)

f(s,x(s),]?x(s)) dgs, ki, koeR (3.6)

Tandis que la 2°*¢ condition fractionnaire non locale ramene a, si on applique la p-intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre >0 avec k, =0 ona:

t(f_ (B-1) (e (a-1)
p _ ((le=ps)” a-1 (s—qu)” 5
(Ipx) (n = ‘[0 I (ﬁ) X (kls +f0 Ty @ f(u,x(u),]z x(u)) dgu|dgs

t
k f (t-ps) (B-1) s“dy,s

Fp(ﬁ) 0
(5 ) (@-1) 5
F (a)f f ‘7”) f(u,x(u),lzx(u))dqudps
= klﬂta‘ﬂs—l
I, ((x+f))
s)B1 (s (@-1) 5
B) Iy (oof f - qu) f(u,x(u),lzx(u))dqudps
En particulier, on obtient :
Iy (@)
b = p a+p-1
S
(]px) (n) IF,, (@)

1 nrs (p-1) (a-1) 8
+Wﬁ fo (n-ps) (s—qu) f(u,x(u),]zx(u))dqudps

et en appliquant r-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre y > 0 et
on répéte le méme proceccus précédent, on trouve :

Iy (o)

B a+y-1
= k— Y
(5] @ T e
1 € s B “
+—Fr(y)Fq((x)f0f0(ﬁ_rS)(Y 1)(S—qu)( l)f(u,x(u),lgx(u))dqudps
Donc,
ky = ;anfs(n_ps)(ﬁ—l) (S—qu)(a—nf(u,x(u),JSx(u))dqudps
L, B) i@ Jo Jo
1 e s i N
_foofo(ﬁ—rs)(v D (s— qu)' l)f(u,x(u),lgx(u))dqudrs
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Substituant k;, k, dans (3.6), on obtient :

x(0) = talx{ e <o Jo 1= p9) ™ (=)™ £ (w0 )12 x ) dgudys

~ o < oo @90 (s qu) ™V £ (w,x ()12 x () dguds

(a=1)

+01%2 +[[—(t_ 9s)
0

Ty @ f(s,x(s),]i x(s)) dgs

D’o1, la solution est :
A t-(x—l

n rs
= - Y (s50 ) o (@-1) 5
x(t) = or, B) Ty @ xfo fo (n-ps) (s—qu) f(u»x(u),lzx(u))dqudps

t(x—l

- x
01 () Iy (@)
(@-1)

t(t-qs) 5
o[ e et das

& ps
f f E—rsr- (s—qu)(a_l)f(u,x(u),lgx(u)) dgud;s
0 Jo

Y

N L@ caty-1
Ot 2= -2r@ gaty-1_»_LpY
4 ¢ M)

a+p-1
I (a+y) #0. m

2 Lexistence et 'unicité

Dans cette section, on va étudier I'existence et I'unicité de la solution de probleme
(3.3) dans I'’espace de Banach noté par € constitué des fonctions x € C ([0.T],R) a valeurs
dans R,

€6 ={x(t): x€ C([0.T],R),Vte[0.T]}

muni la norme suivante,

lxll = sup |x(2)]
te[0.T]

D’aprés (3.4), on défini 'opérateur :

I[:6€—€
par:
II(x) (1) = fonfs(ﬂ_ps)(ﬁ_l) (s—qu)(a—pf(u,x(u),lgx(u))dqu@px)
QL,(R) 4@ Jo Jo
t(X—l E' s )
T X —r) 0D (s gy )P 5
QL () [y (@) fofo(ﬁ rs)V (s—qu) f(u»x(u)JZX(u))dqud,s

(a=1)

‘(t-4qs)
+f0 Wf(s,x(s),];5 x(s)) dys,

c o L@ caty-1_ I
OUL= TTaap® M)
11 sont les solutions du probléme (3.3). On défini , o tel que:

n®*P=1 0. Il est claire que les points fixes de 'opérateur

AT [n®PB,(B,a+1)L; n*POB,(,6+1)B,(B,a+5+1)L, 58)
= + .
211, (B) Iyla+1) Iy (B+1)
T ! EHYB, (y,a+ 1)Ly EY*OB, (o,8+ 1) B, (y,a+8+1) Ly

+ X +

|Q|Fr(y) Fq(O(+1) Fq(a)Fz(6+1)

T« T*OB, (o, 5+ 1)

+ L+ 2)

Iyla+1) Ty [ (8+1)
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et,

|A|Ta_lna+ﬁBp(ﬁ,a'Fl) Ta_1£a+YBr(Y,a'F1) T
= + + .
1211, (B) I'g (a+1) 2 (Y) Ty (a@+1)  Tya+1)

(3.9

Dans le premier résultat on va étudier I'unicité de la solution du probleme (3.3) par Le
principe de la contraction de Banach.

Théoreme 3.1 [2](la contraction de Banach) Soit f € C([0,T] x Rx R, R), si 'hypothese :

(Hy) il exist deux constantes Ly,L > 0 tel que:

f(t, w1, w2) —f(t,ogl,u;g)‘ <L ‘(1)1 —(1;1‘ +L ‘(1)2 —(1;2) , Vte[0,T] etil,u)z,(Jl,(Jz €ER

(3.10)

avec | < 0 < 1 est satisfaite, alors le probleme (3.3) ademt une unique solution sur linter-
valle [0,T].

Preuve. On transforme le probleme (3.3) en un probleme de point fixe, x = I/x, ou /[ est
défini par la formule (3.7).

En appliquant le principe de la contraction de Banach, pour démontrer que // ademt
un unique point fixe qui est une unique solution de probleme (3.3)

oM

e ol 0 < e <1 etla constante o est définie

On pose sup |f(£,0,0)|=M<ocetr =
t€[0.T]
par (3.9), on montre que //B, cB,,telque B, ={xe ¥ :||x||<r}.VxeB,;,ona:

—‘Q‘}M(ﬁ)} —xJo'Js (n=ps) B (5= qu) ™ x| £ (w, x(w), 12 x(w)| dgudys

p q

[IIx(t)] < sup _‘_Q Xf(ffos(é—rs)”‘” (S_qu)(cx—l)x |f(u,x(u),]2 x(u))|dqudrs
t (t-gs5)@7Y

t€[0.T] m
o T | £ (s, x(5),08 x(5))| dys.

ta—l

D’aprés I’hypothese (H;), implique que :

|f (5, 01,02)| = |f (1,01,w2) = £ (£,0,0)| +| £ (£,0,0)] <Ljlwi| + Lz |wo| + M,

pour tout ¢ € [0, T] et Yo, w2 €RR.
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En utilisant les relations (2.44) et (2.45), on obtient :

IA

AT nre (p-1) (a=1)
[11x ()] Xf f - ps s—qu x

T ! S -
_ « —r) 0D (5= gu) @V
|21 (Y) Ty () fofo(a Y (s=au)

T(T- qs)(a_n 5
+f0 F—m)x (s,x(s),lzx(s)))dqs

|A|T®! f f ([3 1) (@-1)
o, )@ n-ps) - qu)

(, x(1),12 x(w))| dgudys

Zx(u))’dqudrs

IA

u (M—ZU)(5 1) a—1
x (L1r+L2rf —dzv+M) dgudpys +
0 I, (3) |~Q|Fr(Y)Fq(a)

£ ps U (1, _ (6-1)
Xf f €-r)0 D (s—qu)* P x (L1T+L2Tf wdﬂ”M) dqudps
0 JO 0

I7(0)
+fT (T—gqs)“ " S (u—zv)@® D
0 Fq (o) 0 I, ()
a-1 a+p a+p+d
= INI'T x(n (L1r+M)Bp(ﬁ,(x+1)+LZL
12117 (B) g () \ladg I, (3) 18],

4 TO(—l Xf{j'S(a_rs)(Y_l) (S_qu)(o(—l)
1A (Y) Tg@  Jo Jo

a+y L r€a+y+8

( ol Lir+M)B, (y,a+1)+ AGIGA
T T*0B, (a, 8 +1)

e, Y T wnoepn

= pr+oM=r.

x(L1r+L2r dzv+M)dqs

Bq(a,6+1)Bp(ﬁ,a+6+1))

By (o,8+1)B, (y,a+5+1)

Alors, on a || //x|| < r implique que //B, c B,.
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Ensuite, Vx,ye € et Vi € [0,T], on trouve :

AT a-
|IIx(t)- Iy ()| = o, @ ff n-ps) (ﬁ ) —qu)*V

J

T(x—l £ ps .

- X E—rs)0 D (s— gu) P
AT (v) Ig (@) fofo : (s—qu)

X ( f(u,y(u),lg y(u))‘) dgud,s
T(T— (a-1)
+f (T-gs) X(

0 I'y (o)

IAN| T ! f f (ﬁ ) (@-1)
o, BT @ n-ps) - qu)

U(y— zv)(6 b
I, (3)

N To-1 xfafs(ﬁ—rs)(y_l) (S_qu)(a—l)
1211 (y) Iy (@) Jo Jo

U (y—zp)®1
I, ()

f(u,x(u),IS x(w) - f(u,y(),] y(u))() dqudps

S x() - fu, y(w), 12 y(w)|) dgs

IA

x(L1 Jx=yl+Lex- ] | dzv)dqudps

x(Ll [x=y|+L2||x-¥] i dzv)dqudrs

! (T—CIS)(O(_D S (u—zp)®D
+‘/(; WX(LI ||x—J/||+L2 ||x—y||j(; Wdzv dqs

= pfx-y].

Le résultat précédent implique que |/Ix—ITy| < p|x—y||. Comme p < 1, IT est une
contraction. Donc, par le principe de la contraction de Banach, on déduit que /7 ademt
un unique point fixe qui est une unique solution du probleme (3.3). m

Maintenant, on va étudier I'existence de la solution du probleme (3.3) par théoreme
de Schauder-Alternative.

Théoreme 3.2 [15](Ascoli-Arzela) Soit € un espace de Banach, soit E une sous ensemble
de €. Alors E est relativement compact dans € si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. E est uniformément borné.

2. E est équicontinu.

Théoreme 3.3 ([2]) (Alternative non linéaire ) Soit 6 un espace de Banach, soit E une sous
ensemble fermé convexe dans €, soit U une sous ensemble ouverte dans €, et0 € U. On sup-

pose que G : U — E est une application continue compacte (i.e, G (U) est une suos ensemble
relativement compacte dans E). Alors, l'une des deux expressions suivantes est vraie :

1. G ademt un point fixe dans U.
2. llexisteu € U (la frontiere de U dansE) et 3\ €10, 1[ avec u=AG (u).

Pour démontrer le théoréme précédent, on détermine N; et N, comme suit :

AT 1B, (B,a+1) N T YR, (y,a+ 1) LT
1211, (B) Iy (a+1) AT (Y) Tqa+1)  Ty(a+1)

- (3.11)
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et

INT* In® P08 (0,6 + 1)B, (B,a+8+1) T OB, (a,5+1)
N, = + (3.12)
1217, (B) @B+ 1) Ty I(5+1)
TO 1Y OB, (o, 5+ 1) B, (Y, a0+ 8 +1)

1211 (y) Iy (@) I (5+1)

Théoreme 3.4 [2](Schauder- Alternative )
On suppose que f : [0,T] x Rx R— R est une fonction continue. in addition on suppose

que : (H/l) il existe une fonction croissante ¥ : [0, +oo[ — ]0,+o0[ et la fonction p €
C([0,T1, R") telles que

|f (t,01,02)| < p (VP (lw1] +|w2]), ¥ (£, 01,0,) € [0,T] x R (3.13)
et (H/Z) il existe une constante k > 0 telle que :

(1-No)k

e (3.14)
lellwtom,

Ot Ny et N, sont définis par les formules (3.11) et (3.12) respectivement, et N, < 1. Alors le
probleme (3.3) ademt au moins une solution sur l'intervalle [0, T].

Preuve. D’abord, on montre que I'opérateur /7 défini sur ensemble fermé (la boule fer-
mée) vers ensemble fermé dans . Pour un nombre positif R, on pose la boule fermée
dans € par By ={x € € : || x|l <R}. Alors, pour t € [0, T], on trouve :

|)\|T°‘1 (;3 ) @1
IIx (1) <
[Ix (1) = T, ) T @ ff n-ps) qu)
1

- x E—rs) ) (s—qu)* P x
12T (Y) Ty (@ fo.[o : (s=qu)

+fwx )f(s,x(s),]ﬁx(s)))dqs

(u,x(u) ,]2 x(u))‘ dqudys

£ (20,10 x0) | dgudys

I, ()
< s u
e @ “(n-ps) —qu)"
U (y _ZV)(S 1) -1
'4 + f —dz )d dys+
X (p(u) Ulx D) + Nl | 7. ) v|dqudps+ o LT @
& ps (1) (1) u (u_zv)(ﬁ—l)
<[ [ @90 (s qu) X(p(u)!P(IIXIIHIIXIIf —dzv)dqudps
0 Jo 0 Fz(6)
T(T-gs)" S (s—zp)®V
+f0 WX (p(s)W(lIxII)+||x||j(1 Wdzv dgs
<

AT (n“ﬁBp (B,a+1) ]| ¥®) . Rn**P+OB, (0, 8+ 1) B, (B, o+ 8+ 1))

1921, (B) Iyla+1) L@ I7(8+1)
N T ! E*YB, (v, a+1) [|p]| #®) . RECYHOB, (o, 5+ 1) B, (y,a+8+1)
X
121 T () Igla+1) Tg@I7(8+1)

LT e o®) | RTBg (@, 5+1)
Iy(a+1) Ty, (8+1)
=A
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Par conséquent, on conclude que || /x| < A.

Deuxiémement, on montre que // défini sur ensemble fermé vers ensemble équicon-
tinu dans €. Soit 13, £, € [0, T] avec £; < t» et Bg une boule fermée dans C ([0.T],R) comme
dans I'étape précédente, soit x € Bg. Alors on trouve :

|A| |l-(X—1 _ l-(X—1|
|!?|]j )qu(a)

xff n=ps)® (5= qu)* P

5 -5

& ps
[ oo
0 JO

_ (a-1)
otz% |f (5,x(8),02 x(9)) | dgs—

_ (a=1)
o 1 (509,02 x(9) | dys

|)‘||l‘0‘1 15| ﬁl) (a=1)
AT, (B) Ty (@) ff n-ps)t (s - qu)

[[Ix () - Ix(R)| =

f(wx @ 18 x )| dgudys

(u,x(u) ,IS x(u))) dgud;s

IA

(u—zv)®D
I7(®)

|ta—1__ta—1| & ps (1)
+|!2|1F ( ); ( )Xf f €=ro)0 D (s—qu)
r\Y) g (a 0 Jo

x (p(u)lﬁ(llxll) + IIxIIfO dzv) dgudys

U (y—zp)®D
x p(u)LP(IIXIIH|Ix||f0 F—(S)dZV)dqud,,s
to (t2=q5)" ™" s (s—zv)® D
T < (p (VWU + 131 fj S dev) dys
i (—gs)® 7Y s (s=2z0)®"
Jo B < (p ) 2l + 1l f§ B dv) g

n**PB, (B,o+ 1) [|p | P(R)
a—1 a—1 a—1 a—1
Al |t1 — I | L@+ |t1 — L |

X e
or Rnf”ﬁ*f‘]sq(cx 3+1)B) (B,a+5+1) O
21T, (B) o |21 (y)

3 (§“+YBr (y,a+1) e[| ¥®) . RECYHOB, (o, 5+ 1) B, (y, a0+ 8+ 1))

IA

Iy(a+1) Ig@I7z(6+1)
47~ 7ol P® | R4~ - 57|y @5+ 1)
T, +1) Ty I;(6+1)

Evidemment, la partie droite de I’ inégalité précédent tend vers zéro indépendamment
de x € By si t; — f». Donc, par application de théoreme Ascoli-Arzela, on déduit que 11 :
€ — %€ est complément continu.

Le résultat suivant sur le théoréme de leray Schauder-Alternative non linéaire une fois,
on montre que I'’ensemble fermé de tout les solutions par I’équation x (¢) = w (/1x) (¢) pour
tout0<w<1.
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Soit x est un solution. Alors, pour t € [0,T],on a:
U))\ta_l n ps -1 -
Hx) () = —/——— ff —ps) P (s @ ) ,2 dgud
0 = i [ et o)
w1 & s _
- _ (y-1) (< _ (a=1) 5
QF,(Y)FL,((X)X.[O[()(E rs) (s—qu) f(u,x(u),]zx(u))dqud,s
t(t=gs) " 5
+u)f0 Wf(s,x(s),lzx(s)) dgs,

Comme précédement, on peut facilement trouver que :

lxll= sup lw(Ix) ()] < |p]| ZUxI) Ny + [ x[ N2,
te[0.T]

sinon, on peut écrire comme :
(1=No2) x|l

—0 < 1.
el @ lxl) Ny

Equivalent a (le) , il existe k tel que || x|l # k.
Soit ensemble
% ={xe C([0.T],R): x| < k}.

On note que l'opérateur /7 : % —C ([0.T],R) est continu et complément continu. Depuis le
choix de %, il existe x € 0% tel que x = wIIx pour tout w € ]0, 1[. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de leray Schauder-Alternative non linéaire, on déduit que // ademt au moins

un point fixe x € % qui est une solution de probléeme (3.3). m

3 Stabilité des équations différentielles d’ordre fractionnaire

On va appliquer la définition de stabilité sur notre probleme a étudier.

3.1 Type de stabilité

Le concept de stabilité d’'Ulam-Hyers est assez important dans les problemes réalistes
en analyse numérique, en biologie et en économie.
Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 3.1 [3] L'équation de probleme (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers s'il existe
un nombre réel A > 0 tel que Ve > 0 et pour chaque solution y € C([0.T], R) de l'inégalité
suivante :

DEy@-f(eym R yw)|<e e, (3.15)

Il existe une solution x € C([0.T], R) de I'équation de probleme (3.3) satisfait :

x©=0, Nbx(n) =] x@®, (3.16)

Avec
ly—=x| <Ae, te(0,TI. (3.17)
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Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.2 ([15]) Léquation de probléme (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias
par rapport a $ € C([0.T], R") s'il existe un nombre réel A > 0 tel que Ve > 0 et pour chaque
solution y € C([0.T], R) de l'inégalité suivante :

DEy@-f(eym 2 yw)|<eom, teioT, (3.18)
Il existe une solution x € C([0.T], R) de I'équation de probleme (3.3) satisfait :

x0=0, b y(n) =T x©, 3.19)

Avec

|y - x| <Aed (), telo,TI. (3.20)

3.2 Etude de stabilité
Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers

Théoréme 3.5 [3]Supposons que (H,) et u < 0 < 1, sont satisfaites, alors le probléme (3.3)
est stable au sens de Ulam-Hyers.

Preuve. Soient € >0 et y € C([0.T],R) une fonction qui satisfait I'inégalité :

Dsy@-f(eym 2 yw)|<e tepo, (3.21)

et soit x € C([0.T],R) 'unique solution du probléme est donnée par la formule(3.4) :

Par g-intégration de 'inégalité (3.21), on trouve :

0= o < o s (1=p9) P (s=qu) ™0 £ (wy @ 12y ) dgudys
(o1

tor e < oo @90 (s qu) ™V £ (wy )12 y () dguds
_gs)@D
—fot%f(&y(s)»]? y () dgs,

T
<0,
Iy @+1)

Y

s o_ L@ a+y-1 _
ou 2= 13 )\F,,((Hs)n

a+p-1
I (a+Y) #0.
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Pour tuot t€[0,T],ona:

YO =G < Jo s =ps) P (s=quw) ™ £ (1, 00,2 y () dgudys
yo-x0| = | torgre ol @90 (s-qu) V£ (wyw )2y w) dgudrs
EPNCEY
Iy G F (53902 y(9) dgs,
a—1 — —
are T o Jo =p9) ™ (s—qu) ™
< (f (y 0,32 y () = f (u,x (), )2 x () dqudps
a- _ -1
+ _QFrt(Y)Fq(O‘) Xfoafos(ﬁ—rs)(Y 2 (S_qu)(a )
(f (wy @, )8y w) - f(u,x W), x(w))dgud,s
—as (a=1)
+ J% < (f(5y(8),J2y)) = f(sx(9),]2x(5))) dgs,

eT® IA| T ! f f (5 ) (@-1)
+
Tya+1) 12T, (@), n-ps) ~au)

LﬂwyW%ﬁywﬂﬁdwxwxngdemw
Tt S (a-1)
f[/’@‘”“knb—qw“
0 JO

AT () Ty @
‘f(u’J/(u)ng(u))—f(u,x(u),lgx(u)))dqudrs

+Fq = fOT (T-qs) " ’f(s,y(S) J? y(s)) —f(s,x(s) g x(s))) dgs

eT™ AT ! f f (5 ) (@-1)
+
Tya+1) 1271, (B) g n-ps) ~qu)

IA

IA

(u—zv)®-b
><(Ll||J’—J‘C||+Lz||y—x||f0 Wdzv)dqudps

T(X—l & ps B
+ X E—rs)0 D (s— qu)
12T, () g (@ f‘[ : (s-au)

(u—2zv)®"
(Llny oty ol [ o) dgudys
6-1)

(u—zv)l
g A R (P P Y P s e

F ()

Finalement,
(04

ly—x| < +ully— x|,

Iy (0(+ 1)

Dongc,
TO(

€:=A¢
(1-p) Iy (a+1)

D’otli le probleme (3.3) est stable au sens d’'Ulam-Hyers. =

ly—x[ <

Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias

Théoréeme 3.6 [3]Supposons que (Hy), u<0<1,et:
(H») il exsite une fonction croissante ¢ € C([0.T], R) et il existe Ay, > 0 telles que :

J7,a® (1) < Apdb (), V1 €[0.T] (3.22)
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sont satisfaites, alors le probléme (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Preuve. Soient € > 0 et y € C([0.T],R) une fonction qui satisfait 'inégalité :

DYy - f(6y @12y )| <ehod @, vie(o,T], (3.23)

et soit x € C([0.T],R) 'unique solution du probleme est donnée par la formule(3.4) :
Par g-intégration de I'inégalité (3.23), on obtient :

0= e < o s (1=p9) ™ (s=qu) ™0 £ (wy @0 12 y ) dgudys
Y Or T E?fr =5 f5 Jo €=r90D (s=qu) 7V f (w,y )12 y (W) dqudys
_ @D
_fot %]c(s,y(s),];S y(9) dgs,

8)\43(]) (1) T™
Fq (a+1) "’

S o- L@ yary-1_ I a+p-1
Ou Q = Fr (O(+Y) E, Fp (O(+ﬁ) n #0
D’autre part, V t € [0,T],on a:

Y0~ o * s (1=p9)® ) (s=qu) 7V £ (1, y @018 y ) dgudys
y@o-x0] = | targre Xl €90 (s=qu) 7 £ (wyw )8y w) dgudys
_ (a-1)
= (59,0 (9) dgs,
a-1 s — —
QF;\{ﬁ)Fq(a) y fonfo (n_ps)(ﬁ 1) (S—qu)(o‘ 1)
(f (wy @), 12 y @) = f (u,x (), x (W) dgudps
a-1 s — a—1
+ —mxﬂ)ﬁfo €=ro0 (s—qu)*V
(f (e y @, 12 yw) - f (u,x (w),1% x (W) dgud,s
(-
+ J% (f(sy(),08y(9) - f(sx(9,]x(9)) dgs,

Ap® (1) T a-l
EAp P (1) L T ff n-ps) (ﬁ )s qu) Y
T @+ D) [T, (@), @

£ (v 0,18 y ) —f(u,x(u),lz x ()| dgudys

T ! b -
0D (- gy) @D
lar (Y) I'g (00 Xfo fo G=rs s qu)

‘f(u,y(u),lg y(u)) —f(u,x(u),lgx(u))) dgud;s

A

IA

+Fq = fOT (T—qs)(a—l) ‘f(s,y(s),lgy(s)) —f(s,x(S),]gx(s)))dqs

ey (1) T |)\|T°‘ 1 f f (ﬁ ) (@-1)
Ty@+1) 1271, (B) @ n=ps)" (s qu)

IA

U (y—zp)®1
I, (0)

T ! s _
0D (g g @D
|r2m(y)n,(ooxfofo(E r (s = qu)

U(y— zv)(S_D
I (9)

X(L1 ||y—x||+L2 ||y—x|| | dzv)dqudps

x(Ll Jy =+l +12 |y [ dzv)dqudrs

(a-1) u (u_zy)(ﬁ—l)

I ()

X(Ll Iy =+l + Loy -+ [ d.v)dys.

+
Fq((x) 0
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Finalement,
Iyl = TR sy -l
x| ———"+ -x|,
Y Tya+n 01
Donc,
ly—xf =t (1):=Acp (1)
—x| < € :=Ae .
Y (1-p) Iy (a+1) b ¢
D’ou le probleme (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.
Exemple 3.1 On considére le probleme suivant :
D3/ZX(t)_ 2sin(me) |x(9)] I7/5x(t)+l tE]O 3[
1/2 T (et+4)*” 2+|x(t)| (6+t)2 3/4 ’ Ul (3.24)
x(0)=0, 5155 x(3) =135 x(3),

alorsa=3/2,q=1/2,6=7/5,2=3/4,A=1/5p=1/2, p=3/5,n=5/2, y=5/2, r =2/3,

5 2sin(me) |x(9)] 715
£=3/2,T=3, et f(t,x(1),]2 x (1)) = e 2+|x(t)|+(g+t)213,4

x(0)+3.

Comme ’f(t,u)l,mz) —f(t,ml,u)g) < % w1 —(51‘ + % ’wz — W
est satisfaite avec Ly =1/25 et L, =1/36, on trouve :

, alors 'hypothese (H;)

Fr (O() Fp((x)

Q=—""" oyl NP P15 0.4141558,
I (a+y) Iy (a+p)
_ Tt f]a+ﬁBp(ﬁ,0&+1)L1+n“+ﬁ+6Bq((x,6+I)Bp(ﬁ»a+6+1)L2
11T, (B) [yla+1) Ty [ (8+1)
T ! EHYB, (Y,a+1)L;  EYOB, (a, 6+ 1) B, (y,a+8+1)Ly
+ x +
1211 () Tyla+1) Ty I;(8+1)
T T*0B, (0,8 +1)
‘e T, LoD 2

u

0.8514717 < 1.
Donc, par de théoreme de contraction de Banach, le probleme (3.24) admet une unique
solution sur [0,3], et par le théoreme de stabilité, le probléme (3.24) est stable au sens de

Ulam-Hyers.
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Résumé

Lobjectif principal de ce mémoire est d’établir la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers pour
le probleme au limite d’'une équation différentielle fractionnaire impliquant la q-dérivée
de Caputo et d’ordre compris entre 1 et 2 avec une condition g-intégrale fractionnaire
au sens Riemann-Liouville non locale dans un espace de Banach, et I'autre étude par
Ulam-Hyers-Rassias. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur le principe de
conrtraction de Banach.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, q-analogue, Point fixe, Equations différentielles, q-
dérivée de Caputo, Existence, Unicité, Stabilité.

Abstract

The main objective of this paper is to estalish stability in the Ulam-Hyers sense for
boundary value problem of a fractional differential equation involving the Caputo q-derivative
and of order between 1 and 2 with a condition fractional g-integral in the sense Riemann-
Liouville nonlocal in a Banach space, and the other study by Ulam-Hyers-Rassias. The
results obtained in this work are based on the Banach contraction principle.

Keywords :Fractional calculus, g-analog, Fixed point, Differential equations, q-derivative
of Caputo, Existence,Uniqueness, Stability.
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