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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célebre
mathématicien Rolf Nevanlinna joue un roéle trés important dans 1’étude des équations diffé-
rentielles linéaires dans le domaine complexe, en particulier dans I’étude des propriétés des
solutions des équations différentielles complexes, notamment la croissance et ’oscillation des
solutions.

En 2000, Heittokangas [10] a étudié les équations différentielles linéaires complexes dans le
disque unité a coefficients fonctions analytiques. Apres le travail de Heittokangas, plusieurs
mathématiciens ont étudié les équations différentielles linéaires complexes dans le disque
unité (voir [23]). En 2010, Tu et al. [22] ont étudié les cas homogenes et non homogenes
sur le plan complexe, et les chercheurs, Jin Tu et Hai-Xia Huang en 2015 ont étudié dans
[26] Voscillation des équations différentielles linéaires a coefficients analytiques d’ordre [p; q]
dans le disque unité, lequel représente le but de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on
aura besoin dans le deuxiéme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduc-
tion a la théorie de Nevanlinna.

Dans le deuxiéme chapitre, on démontrera quelques résultats dus a Jin Tu et Hai-Xia
Huang [26], sur l'oscillation des équations différentielles linéaires homogeénes et non homo-
génes sous certaines conditions sur les coefficients.



Chapitre 1

Théorie de R. Nevanlinna

Dans ce chapitre on donne quelques définitions et notations, résultats dont on aura besoin
par la suite.

1.1 Introduction

Considérons les équations différentielles linéaires

FO 4+ Aa(2) f5D 4+ Ag(2) f = 0 (1.1.1)

et
FO 4+ Aa () fE D 4o 4 Ag(2)f = F(2) (1.1.2)
Plusieurs résultats intéressants ont été obtenus lorsque les coefficients Ag(z), -, Ax_1(2),

F(z) (k > 2) dans (1.1.1) ou (1.1.2) sont des coefficients analytiques dans le disque unité
(voir par exemple [4 — 7,11 — 18]). En 2010, Tu et al. [22] ont étudié les équations (1.1.1) et
(1.1.2) a coefficients fonctions entiéres d’ordre [p, g] dans le plan complexe. Apres cela, il y a
eu un intérét croissant dans l'interaction entre les coefficients analytiques d’ordre [p, ¢ et les
solutions de (1.1.1) et (1.1.2) (voir [2,3,21]). Dans ce mémoire, on va étudier la croissance
et les zéros des solutions des équations (1.1.1) et (1.1.2) avec des coefficients analytiques
d’ordre [p, q] dans le disque I'unité A = {z : |z| < 1}.

1.2 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna
Théoréme 1.1 [18] (formule de jensen) Soit f est une fonction méromorphe telle que

f(0) #£ 0,00 et soient ay,as, - ,a, ( respectivement by, by, -+ ,b,) ses zéros (respectivement
ses poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

In|£(0) ——/ln‘fre ‘d<p+21n| Zln‘;.

[bj|< lai|< r

bl

Définition 1.1 [18] Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, v >1

In" 7 = max (Inz,0) = {O, 0co<l



Définition 1.2 [18] Soit f une fonction méromorphe, pour tout a € C, on désigne par
n(t;a; f) le nombre de zéros de f(z) = a dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée
avec son ordre de multiplicité et on désigne n(t;o00; f) le nombre des péles de la fonction f
dans le |z| <t. On définit

T

fia) _ /n(t;a; f);n(o;a; /)

N (r;a; f) =N <r; dt +n(0;a; f)Inr,

0
si f#£aeC et

n(t; o0; f) — n(0; o0; f)
t

Niriooi f)= N0 )= [ dt + n(0; 00; f) Inr
0

N(r;00; f) est appelée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque |z| < r.

Définition 1.3 [18] (La fonction de proximité) Pour f une fonction méromorphe, on définit
la fonction proximité de f par

2m
1 1 1
m(r; a; f)=m <T; —f—a) = %/hﬁ—v(mw) _aldso
0

sif#ZaeCet

27
mirioo; f)=m(ri )= 5 [0 [1e)| dp.
0

Définition 1.4 [18] (La fonction caractéristique) Soit f une fonction méromorphe, on dé-
finit la fonction caractéristique de Nevanlinna par

T(r; f)=m(r; f)+N(r; f).

exp 2

Exemple 1.1 Pour la fonction f(z) = ®2%, on a z =0 est un pole simple. Alors

T

N(r; f) = /n(t;oo; f) = n(0;00; f)dt—i-n(O;oo; f)nr

t
0
= Inr.
De plus
1 2 1 2 pei®
) _ + i _ + €
m(r; f) = 27T/ln {f(re )|dg0—27r/ln o dy
0 0

Wl

jus

> bl
1 T COS @ 1
- — [m¢ dgpz—/rcosgodgo—/lnrdgo
2m 2m

INE]
INIE]



D’ot

z z z 1
T(T;€—> :m(r;e—)+N<r;e—) :£+—lnr
z z 2z T 2

Théoréme 1.2 [18] (Premier Théoréme Fondamental de Nevanlinna ) Soit f une fonction
méromorphe et a € C tels que

f(z)—a=) Ciz',Cpn#0, meZ,

i=m

est le développement de Laurent de f(z) — a a lorigine. Alors

1
T (r ) = TS = Gl + i)
avec

lo(r;a)] < In"|a| +1n2.

1.3 L’ordre et le type de croissance d’une fonction mé-
romorphe ou analytique dans le disque unité.

Définition 1.5 [10] Soit f une fonction analytique sur A. Alors l'ordre de f est défini par

= log™ log™ M(r, f)
omlf) = rliHlf log (ﬁ) .

avec M(r, f) = I‘H&X |f(2)|. Si f est une fonction méromorphe sur A. Alors l'ordre de f est

défini par

o(f) = lim

r—1- log (1%7,

—log" T(r, f)
)

Exemple 1.2 Pour la fonction f (z) = exp {(1 — 2)76} , B>1,0na

o(f)=8-1, ou(f) =25

Exemple 1.3 Pour la fonction f (z) = exp {%} , on a

o(f)=0=0ou(f).

Définition 1.6 ([10] [19]) Soit f une fonction méromorphe sur A, d’ordre o (0 < o < 00),
on définit le type de f par

7(f) = lim (1 —7)"T(r, f).

r—1-

Si f est une fonction analytique d’ordre oy (0 < oy < 00), on définit le type de [ par

mu(f) = lim (1 — 7)™ log®™ M(r, f).

r—1-



Exemple 1.4 Soit la fonction f (z) = exp { (1_12)@} , B> 1. Alors

Définition 1.7 ([9] [10] [24] [27]) Soit f une fonction méromorphe sur A, et soit

I \(¥)
DU = lm =iy

ou T(r; f) est la fonction caractéristique. Si f est analytique sur A, et soit

_ ——log M(r, f)
Dulf) = I = a =

ou M(r; f) = max |f(z)]. Si D(f) < oo, on dit que f est non-admissible ; si D(f) = oo, on

dit que f est admissible. Si Dy (f) < oo, on dit que [ est de degré fini; si Dy(f) = o0, on
dit que f est de degré infini.

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.8 [19] La mesure linéaire d’un ensemble E C [0;00) est défini par

+o0

m(E) = / xa(t)dt

0

avec X (t) est la fonction indicatrice de [’ensemble E. La mesure logarithmique d’un ensemble

E est défini par
“+o0o

my(E) = / XET“)dt.

Exemple 1.5 La mesure linéaire de l'ensemble E = [4,6] U [6, 8] C [0,00) est

~+00 6 8

m(E) = /XE(t)dt:/dt+/dt=4.

0 1 6
Exemple 1.6 La mesure logarithmique de l’ensemble E = [1,6] C [0,00) est
+o00 6

my(E) = /XE(t)dt:/%dtzlnG.

t
0




1.5 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.9 ([8] [19]) Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit [’exposant de
convergence des zéros de la fonction f par

__logt N (r, %)
MO =y

ol
1

N(r,l) :/7‘71(75,%) ;TL(O’_)dt—I—n(r,%) log r,
0

S

tel que n (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction [ dans le disque |z| < r.

~

Définition 1.10 ([8] [19]) On définit l’exposant de convergence des zéros distincts de la

fonction f par
_logt N (7‘, %)
MP) = rliql* log (ﬁ—r)

() -10)

t

Y

ol

=
N
=
| =
N———
I
o\\z
3|

1
dt +mn (7‘, —) log r,
f
tel que n (t, %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f dans le disque |z| < r.

}

1
z

Exemple 1.7 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = exp { T

est égal a 0.

1.6 La notion d’ordre p- itératif d’une fonction

Pour la définition de 'ordre p—itératif d’une fonction méromorphe, on a besoin de définir
les expressions suivantes. Pour tout » € R, on pose exp;r = € et €XpPy4q T = €xp (expp 7’) )
p € N. On définit log, r = logr et log, ,r = log (logp T) , p € N, pour tout r assez grand.
On a aussi exp,r = r = log,r et exp_; r = log; 7.

Définition 1.11 ([11][26]) Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit l’ordre p—itératif}

de la fonction f par
log, T'(r, f)
= lim —2——-~.
7»(/) e - log(1 — )

Pour f une fonction analytique sur A, l'ordre p—itératif de la fonction f est défini par

log, .y M(r, f)
_ 1 p+1 ) ‘
/) - log(1 — )

Remarque 1.1 Sip = 1,0n note o1(f) = o(f) et op1(f) = onm(f), et nous avons o(f) <
ou(f) <o(f)+1 (voir [27] ) et opp(f) = 0p(f) pour p > 1(voir [5] [11]).



Définition 1.12 [19] Soit f une fonction méromorphe sur A, d’ordre p—itératif o,(f) (0 < 0, < +00) |
Alors le type p—itératif de f est définit par

1 T(r,
7, (f) = rl_i)r{l_og?_i—)g:ﬁ (p > lest un entier).
1—r

Si f est une fonction analytique sur A, d’ordre p—itératif on,(f) (0 < oprp < +00). Alors
le type p—itératif de f est défnit par

log, M(r,
TMp (f) = Tl_i)r?%m (p > 1 est un entier).

1—r

Définition 1.13 [11] Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit l’exposant p—itératif]
de convergence des zéros de la fonction f par

log N(r,i
a () = T V)
r—1- log (1)

On définit l’exposant p—itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

log, N(r, })

Ay (f) = rligl* log (ﬁ

Exemple 1.8 L’exposant p—itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =
exp {ﬁ} est égal a 0.
1.7 La notion d’ordre [p, ¢]- itératif d’une fonction

Définition 1.14 ([2] [3] [26])Soit 1 < g < pou?2 < q=p+ 1, et [ est une fonction
méromorphe sur A. Alors le |p, q] —ordre de f(z) est défini par

log T(ra f)
= lim 22—
U[p7q](f) rigl* lqu (ﬁ)

Soit f est analytique sur A.On définit [p, q) —ordre de f(z) par

UM:[p,q](f) = lim

Exemple 1.9 Pourp=2etq=1 et f(z) = exp, {(%)2}
D’ou

Remarque 1.2 Si f(z) est une fonction méromorphe satisfaisant 0 < oy, 4 < 00, alors

(i) Olp—n,q = X (n < p) y Olp,g—n] = 0 (n < Q> y Olptn,gtn] = 1 (7’L < p) pourn =1,2,.--
(ii) Si[p',q'] sont deux nombres entiers satisfaisant ¢ = p'+q—p et p’ < p, alors oy g =0
510 < opg <1 etopy =00 sl <oy, <oo.
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(iii) opp g =00 pour ¢ —p' > q—p et op g =0 pour ¢ —p' < q—p.

Définition 1.15 ([3] [26])Soit 1 < ¢ < p ou2 < q = p+ 1, et f(z) est une fonction
méromorphe sur A. Alors le [p, q] —ordre inférieur de f(z) est défini par

log, T(r, )

= lim ———=.
) = 0 S ()

Pour f(z) une fonction analytique sur A, on définit le |p, q] —ordre inférieur de f(z) par

log,,1 M(r, f)
— lijm =t 0l
MM,[p,q](f) el logq (l_ir)

Définition 1.16 ([2] [3] [26])Soit 1 < ¢ < p ou 2 < q = p+ l,et soit f une fonction
méromorphe sur A. On définit le [p, q]- exposant de convergence des zéros de la fonction f
par

ol

v )= 0y,
r,— | = n(r, - |logr,
f ¢ f
0
etn <t; %) désigne le nombre de zéros de la fonction f dans le disque |z| < r. On définit le

[p, q]-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction [ par

— log, N (r l)
~N . P 7
A = lim ———*.

palD) = I g ()

Exemple 1.10 Soit f (z) =e* —1

log, N (7", l) 1 r
A y(f) = T ——~ 2 = Tim —ol A=l G _,
’ 1= logy (1) r—1-log; (=)
Donc le [p, q] —exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) = e* — lest égale
V() = 0.
[1,1]

Exemple 1.11 Soit f (z) = 5 exp 72 exp (exp 1) . Alors

Donc le [p, q] —exposant de convergence des zéros de la fonction f (z) = % exp 112 exp (exp 1;)'

2
est égale 0.
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Définition 1.17 ([3] [26]) Soit 1 < q < p. Alors le [p, q] —type de la fonction méromorphe
f(z) d’ordre [p,q] sur A avec 0 < o, 4(f) = 01 < 00 est défini par

Ti lngfl T(’I“, f)
Tipg (f) = lim —.
T el (£5)]7
Soit f(z) une fonction analytique d’ordre [p,q|, avec 0 < orpq(f) = 02 < 00 sur A, le
[p, q] —type est défini par

— log, M(r, f)
T f) = lim P 55
M{I%Q]( ) e [1qu71 (1:")] 2

Remarque 1.3 Dans les Définitions 1.14-1.16, nous divisons la paire de nombre entier
positif (p,q) en deux cas : (i) p>q > 1 et (i) 2 < q=p+1, et nous pouvons obtenir des
résultats différents dans ces deux cas .

Proposition 1.1 [26] Soit f(z) est une fonction analytique d’ordre [p,q] sur A. Alors les
cing assertions sont vérifiées

(i) Sip=q=1, alors o(f) <ou(f) <1+o(f).

(ii) Sip=q>2 etopg(f) <1, alors opq(f) < ormpq(f) < 1.

(iii) Sip=qg>2etopg(f) =21, oup>q=>1, alors opq(f) = ormpq(f)

(iv) Sip>1 et oppi(f) > 1, alors D(f) = 00 ; si oppia)(f) < 1, alors D(f) = 0.

(v) Sip>1etonppin(f) > 1, alors Dy(f) = 00; si o ppr(f) < 1, alors Dy (f) = 0.

Preuve. (i), (iv) et (v) sont évident, on démontre que (i7),(7ii) et (i7) par l'inégalité
voir([8, 28])

T(Taf)§10g+M<r’f)§ 1+3TT(1+T

T 5 ,f>(0<7“<1)

d’ou

log, T'(r, f) < log;Jrl M(r, f) < max{logp (&) ,log, T <12i,f)} (1.7.1)

sip=q>2etopq(f) <1,de (1.7.1) nous avons

O (f) < oapg(f) < 1.

(iti) Sip=q>2et opq(f) > 1, 0up>q>1, daprés (1.7.1) nous avons

U[p,q](f) = UM,[p,q](f)-

Proposition 1.2 [26] Soit f(z) une fonction analytique d’ordre [p,q] sur A. Alors les trois
assertions sont vérifiées

(1) Sip=q=1, alors p(f) < pp(f) <1+ p(f).
(ii) Sip=q2>2 et ppg(f) <1, alors puy o (f) < piagpg(f) < 1.
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(iii) Sip=q>2 ety (f) =1, oup>q>1, dors puy,  1(f) = piarpq(f)-

Proposition 1.3 [26] Par la proposition 1.1 (iii), sip =q > 2 et op q(f) > 1, oup > ¢ > 1,
alors Tipq)(f) = Tarpa (f)-

Proposition 1.4 [26] Soit f(z) une fonction analytique d’ordre [p,q] sur A. Alors les trois
assertions sont équivalentes

(i) sip>q>1, alors sz,q](f) = X;q](f). -
(i) sip=q =1, alors XN(f) < Xﬁ(f) < XN(f) + 1.

(iif) SZ'7p =q > 2, alors X][Zf](f) < X[Zp](f) < max {ngp](f), 1}. En outre, nous avons

N 7 N N 7

- . N
)‘[p,p](f) - )‘[p,p](f) st )‘[p,p}(f) > 1, et )‘[p,p](f < /\[p,p](f> <1si )‘[p,q](f) <L

JR— alt.tY—n(0.1
Preuve. On suppose que f(0) Z 0, et soit 0 <r < R < 1.Par N <7‘, %) = /Mdt,

nous avons

(V2
=
3
/N
S+
=
N—
|
3|
VS
=
|
N—
oY
~

SionposeR:'r’—i-%.

()

[V
=3 \?U
3|
/;;\
<l
~—
|
3l
/N
o
=
N——
oY
~
(V4
-
—
;ﬁ
~
e
N——
QL
~

Vv
3
TN

. 1 1 — (1+r 1
! (“?)Sloguw?—r)]v( 2 ’?>'

On alog (1 + 4%) ~ &=2(r — 17), on obtient

__log ﬁ(r,l> __log N(li l) ] 2r
P f < max im p i f : ng (1 r)
r—1- log, (75) r—1- o, (75

Par I'inégalité ci-dessus, on obtient
N <7 ~N
(i) sip>q>1,alors Ay, ,(f) < Ap o (f);
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(i7) si p=q =1, alors Xﬁ(f) < XN(f) +1;

.. . _ﬁ _N

(iii) sip = q > 2, alors Ay, ,,(f) < max{Ay, ;(f),1}.
D’autre part,

< ﬁ(r,%) log (%) +N(ro,%) (0<rg<r<l),

Remarque 1.4 Les conclusions de la Proposition 1.4 sont également valables pour )\E‘W]( f)
et Ajy (f)-

1.8 Préliminaire lemmes

Lemme 1.1 ([10], [27]) Soit f(z) une fonction méromorphe sur A, et soit k > 1 un nombre

entier. Alors
f(k:)
m (Ta T) = S(T,f),

ot S(r, f) = O{log™ T(r, f) + log(ﬁ)}, éventuellement a l'extérieur d’'un ensemble E; C

[0,1) avec /% < 00.

Eq

Lemme 1.2 Soient 1 < q¢ < p et k > 1 des nombres entiers, si f(z) est une fonction
méromorphe sur A telle que op,q(f) = 06 (0 < 06 < 00). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

(i) Sip>q>1, alorsm <7‘7 %) =0 (expp_1 {(06 +¢) log, (ﬁ) }) ,

(ii) Sip=q>2etopg(f) =06>1, alorsm (T, %) =0 (expp_1 {(06 +¢) log, (I—L)}) ,
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vy (k)
(iii) Sip=q¢>2et0<opg(f)=06<1,oup=q=1, alorsm <T,f7> = O{log (I%T)},

soit e > 0 et r — 17, éventuellement a lextérieur d’un ensemble E; C [0,1) avec

Preuve. Par le Lemme 1.1, il existe un ensemble E; C [0, 1) avec / % < oo telle que

Eq
) 1
m (T, —) =0 {logJr T(r, f) + log (—) } (r ¢ Ey). (1.8.1)
f 1—r
Par la Définition 1.14, nous avons
T(r, f) < exp, {(06 +¢) log, (1 i r) } (1.8.2)

pour tout € > 0 et r — 17. D’apres (1.8.1) et (1.8.2) on obtient

m <7“, ?) _0 (exppl {(06 +e)log, (%r)} +log (1#_7”)) (ré B (183)

(i) Sip > q > 1,d’apres (1.8.3) nous avons

o (r §> =0 (exp, 1 { (o0 +)tog, (2 )}

(it) Sip=q>2et opq(f) =06 > 1, de (1.8.1), nous avons

" ( %) — 0 {log" T(r. )} (r ¢ Ev),

alors m <7", %) =0 (exp,_; {(06 +¢)log, (=) }) (r ¢ E1). m
(17) Si p = ¢ = 1, d’apreés (1.8.3) nous avons m (r, %) = O{log (&)} (r ¢ Ey). Si

p=q>2et0<opg(f) =06 <1, dapres (1.8.1) on obtient m (7‘, %) =0 {log (l—ir)},

pour r — 17, éventuellement a Pextérieur d’un ensemble E; C [0, 1) avec / % < 00.

Eq

Lemme 1.3 [7] Soient k et j sont des nombres entiers satisfaisant k > j > 0, et soient
e>0etde (0,1). Si f est une méromorphe sur A telle que fU) n'est pas identiquement

nulle, alors
< ((1_1|Z,)2+€.max{1og(1_1‘4) ,T<s<z>,f>})kj (21 ¢ B1).

’f(’“)(Z)
avec s(|z]) =1 —d(1 — |z]).

7(2)



15

Lemme 1.4 [13] Soit f une solution de (1.1.1) sur Dp = {z € C: |z| < R}, avec 0 < R <
00, et soit n. € {1,--- ,k} est le nombre des coefficients non nuls Aj(z), j =0,--- ,k—1,
et soient 0 € [0,2m) et € > 0. Si 29 = ve' € Dy telle que Aj(z9) £ 0 pour j =0,k —1,
alors pour tout v <r < R,

|f(r€i9>’ < M exp nC/A max ‘Aj(teia)}l/(k—j) dt | . (1.8.4)
=0,
ot M > 0 est une constante satisfaisant
re
M<(14¢) max , 790)] T=A E (1.8.5)
320k \ (ne) max [Au(z)]
n=0,- k-1
Preuve. Soit v < r < R, et on note
hg () = max ‘Aj(:neia)r/(kfj) : (1.8.6)

§=0,- k—1

On prend p telle que r < o < R, et soit ¢g > 0. Alors hy est une fonction de Riemann
intégrable sur [v, g|, et donc il existe une partition P := {v =z, 21, -+ ., Zp_1,T, = 0 } de
[v, o] telle que z; # r pour tout j =0,--- ,n, et

e

U (P, hy) / he (5) ds < <o, (1.8.7)

v

avec U (P, hg) est la somme supérieure de Riemann de hy, correspondant a la partition P.
On définit la fonction auxiliaire gy : [v, 0] — R,

9o (t) = (nc~ sSup hyg (l‘)) ) T <t< Tj+1, ]: 0,--- y TV — L.

zj< @ Sxjp

Alors gy (t) est une fonction qui satisfait gy (t) > n.. he (t) pour tout ¢t € [v, o] . De plus

o
1
U (P, hy) = n—/gg (s) ds,

et donc, par (1.8.7),

r

ni/gg (S) ds < /h@ (S) ds + &p- (188)

v

Ensuite, nous définissons la fonction auxiliaire

t

V (t) := exp /99 (s)ds

v
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sur [v, o) et la constante
{ 0, si Aj(2) =0,
(5]‘ =

1, sinon,

avec j =0,--- ,k— 1. Alors comme g(gl) (t) = 0 pour tout t € [v, 0)\P avec | > 1, alors V (t)
satisfait 1’équation

1 ) 1
VI = gy (5861 VED == —gy (" 01V = —go (1) 50V = 0

sur [v, o)\ P. Comme gy (v) # 0, alors la constante

Cy:= max (M>

=01\ gy (v)

est bien définie. En outre,

Co <  max |72 o)l : (1.8.9)

= =0, k—1 (nc)j ’ m?),i_l ’An (Z6)|j/(kfn)

et

C()V (V) = C(),
CoV' (v) = Coge (v),

~
—
N
)
SN
SN—
IN A

‘f(k_l) (Veig)} < Cuvh (v) = Coge (V)k_l i
Il est clair que v (t) = f (te) . On résoud I'équation
o™ — ey (t) oD — o (t)v =0,

avec p; (t) = "0 4; (te) , j=0,--- ,k—1.Ona

. 1 »
p; ()] = [4; (te?)] < —9 ()7 4.

Pour tout j =0,--- k-1, et

COV (V) )
C()V/ (I/) y

=
S
IAIA

C[)V(k_l) (I/) y
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Nous avons, par (1.8.8),

r

}f (tew)‘ = |v(r)| < CoV (r) = Coexp /gg (s)ds
< Cyexp /nc.hg (s)ds+mneeg | = M exp nc/hg (s)ds |,

avec, par (1.8.9) et on choisit gy pour r suffisamment petit, M satisfait (1.8.5). Comme
v <r < R est arbitraire. m

Lemme 1.5 [3] Soient 1 < g < p sont des nombres entiers. Si Ag(2), -, Ap_1(2) sont des
fonctions analytiques d’ordre |p, q] sur le disque unité, alors chaque solution de f de (1.1.1)
satisfait

O-[P‘H#I](f) = O-M,[]H-L(J](f) < maX{O-M7[P7Q]<Aj)|j - O? 17 o 7k - 1}

Preuve. Soit 01 = max{o,pq(4;) : 7 =0,1,--- ,k —1}. Et soit f(z) # 0 une solution de
(1.1.1) et soit 6 € [0,27) telle que |f(7“ei9)‘ = M(r, f). Par le Lemme 1.4, on a

T

M(r,f) < Mexp|n.|[ max I‘Aj(teie)‘l/(k—j) g (1.8.10)
‘]: 7...7 -

< M exp nc/‘ max 1(]\4(7“, Aj))l/(kfj) dt
=0, -

< Mexp (nc(r—v) ma)él{M(r,Aj)}).

]:07 s

D’aprés la Définition 1.14, pour tout £ > 0 donné

M(r, Aj) < exppy, {(01 +¢)log, (1—;) } (j=0,---,k—1). (1.8.11)

D’apres (1.8.10) et (1.8.11) on obtient
oM pii,q(f) S o1+
Comme ¢ > 0 est arbitraire on trouve par Proposition 1.1 (ii7)
Olpr1,g(f) = Onmpr1q(f) < 01 = max{on,pq(A4;)| j=0,1,---  k =1}
|

Remarque 1.5 Le Lemme 1.5 est également valable pour le cas : 2 < q=p+ 1.
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Lemme 1.6 Soient 1 < g < pou?2 < q=p+1 et f(z) une fonction analytique sur A
satisfaisante puyr (, o (f) < 00. Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble Ey C [0,1)

avec ldt = 400 telle que pour tout r € Es, nous avons

E>

M0 1) < ety { (g () + ) o, (1) |

Preuve. Par Définition 1.15, il existe une suite {r,}>°; — 1~ satisfaisante r, < 1 —
—1_7;{"“ (0 < d < 1) et pour tout € > 0, nous avons

M(rn, f) < €XPpi1 { (NM,[p,q]<f) + g) logq (1 —17“ > } :

Il existe ni(€ N) tel que pour tout n > ny et r € [ l_d”", n} , Ous avons

M(r.f) < M(Tn,f)<expp+1{(ﬂM7[p,q1(f) 5) logq(l 17« )}

< exp,i { (MM,[p,q](f) + %) log, (d(l;—?“)) }
< expPpig {(MM,[p,q](f) + 5) log, (%) } .

Soit I'ensemble Fy = U52 | [1 — = rn} Pour tout » € Es, nous avons

’I’L

M0 1) <ty { s () + 2o, (72 )}

avec
my By = Z / = Z log = +00.
n= nll - Tn n=ni
n
Lemme 1.7 Soit 1 < g <pou2 <g=p+1letAz) (j=0 -k — 1) sont des
fonctions analytiques sur A satisfaisant max {oup.q(A;)] 7 =0, —1} < oo. Alors

chaque solution f(z) de (1.1.1) satisfait
M[p+1,q}(f) S maX{lu“M,[p,q](AO)v 0M7@7Q](Aj)| j = 17 e 7k - 1}
Preuve. Par le Lemme 1.4, soit 6 € [0,27) telle que | f(re)| = M(r, f). Alors

r

M(r,f) < Mexp|n.|[ (I)na),i I‘Aj<tei90)|1/(kfj) dt
j: s, k—

k-1

< Mexp nc/' max (M (1, A;))Y =Dt
J=Uyey

§=0, k-1

< Mexp (n max {M(T,Aj)}).
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Par conséquent, d’aprés le Lemme 1.6, nous avons

Bpr1,g () = tarper,g(F) S max{ g, 0(Ao), onpg (A 5 =1, k= 1}

Lemme 1.8 Soit 1 < g <pou?2<q=p+1 et soit f(z) une fonction analytique sur A

satisfaisant 0 < o q(f)(ou orpq(f)) = o7 < oo, Alors il existe un ensemble Es C [0,1)
% = +o00 telle que pour tout r € Ey, nous avons

E3

satisfaisant

i
1 log, (%)

log, T'(r, f) . log,. ., M(r, f)
————= =07 | lim T =07 .
r—1- log, (1)
Preuve. Par la Définition 1.14 il existe une suite {r,}5°; — 1~ satisfaisant 1 —d(1 —r,) <

(0 <d < 1) et
. logp T(rTU f)
hm —_—

n—oo 1qu (1_17"”)

Par conséquent, il existe un ny(€ N) tel que n > ng et pour tout r € [r,, 1 —d(1 —r,)], nous

= opq(f) =07

avons
log, T'(r, f) S log, T'(rn, [)  log,T(ry, [)
Ty 2> = .
log, (1*7‘) log, (17[17d1(17rn)]> log, (d(lirn))
Par conséquent
. log, T(r, f)
lim ———— = o7.
r—1- 1qu (E)
Soit 'ensemble E3 = U2, [y, 1 — d(1 — 7,,)]. Pour tout » € E3, nous avons
| log, T(r, f)
1m T 1N o7,
r—1- Iqu (E)
ou
. 1—d(1—ry) 0o
dt 1

n=ngy e

Nous pouvons également montrer que

o, MO f)
L 1
r—1~ log, (ﬁ)

= 07(r € E3) de maniére similaire.

Lemme 1.9 [22] Soit 1 <qg<p(ou2<qg=p+1)etl1<q <p (ou2<q =p +1),
et soit fi(z), f2(2) des fonctions analytiques dans A satisfaisant oy q(f1) = 08 > 0 et
Ty o] (f2) = 09 < 00. Si o q(f1) et Ty o] (f2) satisfont l'une des conditions suivantes
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() P —p=q —q=0ctop 1(f) <opq(f);
(i) p —p<q — g

(iil) p—p=q —q>0, 05 (f2) < 1;

(iv) P —p=q —q<0,0pq(f1) > 1;

alors il existe un ensemble E; C [0,1) avec / 1d—_tt = 400 tel que pour tout r € £, nous
Ey
avons T(r fo)
lim =72 — 0.
r—1- T(T, fl)

Preuve. (i) Par la Définition 1.14, pour tout € > 0 donné et lorsque |z| = r — 17, nous
avons

T(r, fo) < exp, {(ag +e)log, (1—ir> } | (1.8.12)

Par oy, (f1) = os et Lemme 1.8, il existe un ensemble E; C [0,1) avec [{% = +oo
Ey
satisfaisant log. T(r. f1)
0 T,
r—1- log, (ﬁ)
donc X
T(r, f1) > exp, {(08 —¢)log, (1 — T)} (r— 17, r e k), (1.8.13)

avec 0 < 2¢ < gg — 09, Par (1.8.12) et (1.8.13), pour 1 < g < p (ou 2 < g = p+ 1) on obtient

T(r.fo) _ expy (o9 +¢)log, (+5)

T(T,fl) < epr{(08_5>lqu (ﬁ)} — 0 (T’—)li, TEE4>,
donc —_
Tliqgm =0 (r € Ey).

(ii) Comme o7, q(f1) = 05 > 0, oLy q/](fg) =09 <ooetp —p<q —q, par la Remarque 1.2
NOUS avons 0,/ 1 (f1) = oo, alors d’aprés une preuve similaire du cas (i), nous avons

lim 202 g e py),

r—1- T(T’, fl)
(ii) Comme p' —p = ¢ —q > 0 et oy q/](fQ) < 1, par la Remarque 1.2 nous avons
Olp,q (f2) = 0, alors d’aprés une preuve similaire du cas (7), nous avons

lim L) g e my)

r—1- T(T’, fl)
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(iv) Comme p —p=q —qg<0et Olp.g (f1) < 00, par Remarque 1.2 nous avons a[p,g/](fl) =
00, alors d’apres la preuve similaire du cas (i), nous avons

lim T(r, fo)
r—1- T(T, fl)

=0 (T€E4).
|

Lemme 1.10 [22] Soient A;(z) (j = 0,1,--- ,k — 1), F(2) # 0 des fonctions analytiques
dans A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) Sip > q > 1, f(2) est une solution de (1.1.2) satisfaisant max{op,4(A;), oppq(F)|

: ~N
J= 07 17 o >k - 1} < U[F:Q}(f)a alors /\[p,q}(f) = )‘][;)[,q](f) = U[PvQ}(f)'
(ii) Sip > 1, f(2) est une solution de (1.1.2) satisfaisant max{op pi1)(A;), Oppr1(F), 1]

. —N
J = 07 17 e 7k - 1} < a[p,p+1]<f)7 alors )\[p,p+1](f> = )\fz,erl](f) = O-[p,p-‘rl](f)’

Preuve. (i) Supposons que f(z) est une solution de ( 1.1.2 ). Par ( 1.1.2), nous obtenons

1 1 [ f® fl=1)

—=—=|=—+ A o4+ Ay ). 1.8.14

FF < 7 + Ag—1 7 + + Ao ( )
Si f posseéde un zéro au point zo d’ordre a(a > k), et Ap,---, Ar_1 sont des fonctions

analytiques en zg, alors F' doit avoir un zéro en z, d’ordre a — k, donc

() () ()
N (7‘, %) <kN (r, %) + N (r, %) . (1.8.15)

Par le Lemme 1.1 et (1.8.14), nous avons

m(r,%) §m(r,%) —I—i:m(r,Aj)+O{log+T(r,f)+log <ﬁ>} (r ¢ By).

(1.8.16)
Par (1.8.15) et (1.8.16), on obtient

. - 1 k-1
?) +0 (1) < kN <r,?) +T(r, F) —|—ZT(T’, A;) (1.8.17)

10 {log+T(T, £) + log (%)} (r ¢ By).

T(r,f) = T(r,

Jj=0

Comme max{o,4(4;), Opqg(F)j =0,1,--- k= 1} < 0ppq(f), par le Lemme 1.9, il existe

un ensemble F5 avec % = +o00 tel que
Es

maX{T(T’ F) T (r,A;)
T(r,f)" T(rf)

}HO (7”—>17,T€E5,j:()7...7]€_1>' (1.8.18)
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Par (1.8.17) et (1.8.18), pour tout |z| = r € E5 \ Ej,nous avons

(1—o)T (r,f) <kN (r,%) +O{log+T(r,f)+log (1—;)},

. N ) N
a}prs on obtient o, (f) < /\[p7q}(f). Par ansequent, /\[p,q](f) = )\][;)f,q](f) = 0pg(f).
(71) D’aprés une preuve similaire du cas (i), nous pouvons facilement obtenir la conclusion
du cas (77) .

Lemme 1.11 Soit 1 < q < p et soit f(z) une fonction analytique sur A satisfaisant
OMfpg (f) = 010 (0 < 019 < 00) €t 0 < Tarpq(f) = 71 < oo. Alors pour tout B, < 71, il

existe un ensemble Eg C [0, 1) satisfaisant 1d—_tt = +o0 tel que pour tout r € Eg,nous avons

Eg

log, M (r, f) > {logq1 (%_r)]gm.

Preuve. Si ¢ = 1, alors on le Lemme 1.11 est vérifié, voir [25] . Si ¢ > 2, par la Définition 1.17
nous pouvons choisir une suite {r,} -, — 1~ satisfaisant 1 —d(1 —r,) < 7,11 (0 < d < 1)

telle que
: log, M(ry, [)
lim

J10
e ()

Ensuite, pour tout € donné (0 < ¢ < 71 — f3), il existe un n3 (n3 € N) tel que pour n > ns et
pour 7 € [rp, 1 —d(1 — r,)], on obtient

=T1.

log, M (rn, f) > (11— €) [1ogq1< ! )T (1.8.19)

1—7r,
Comme ¢ > 2, nous avons

logq—l (ﬁ)
lim ————~ =1
me logy ()

Pour tout donné §,; < 71 — ¢, il existe un ny (n4 € N) tel que, pour n > n4, nous avons

Jg10
10g 1 (%) 1 010
q—ln > L, i.e.,(Tl — 8) |i10gq_1 <ﬁ)‘| (1820)

log, 4 (ﬁ) TL—€

()

Soit ns = max {ns,ns} et Eg = U2, _[r,, 1 —d(1 —7,)], par (1.8.19 — 1.8.20), pour tout
r € Fg, nous avons

log, M (r,f) > log, M (r,f) > (r1 — &) [logq1 (#)]

1—r,
1 g10
> By log, s 1-r ;
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avec
l—d(l—rn)

mlEGZZ / —Zlogd 400

n=ns T

n
Lemme 1.12 [1] Soient g : (0,1) — R et h: (0,1) — R des fonctions monotones croissantes

telles que g(r) < h(r) en dehors d’un ensemble exceptionnel Ey C [0,1) avec /— < 0.

Ey
Alors il existe une constante d € (0,1) telle que si s(r) =1 —d(1 —r), alors g(r) < h(s(r))
pour tout r € [0, 1).

Preuve. Par hypotheése, il existe E; avec d—tt = 0 < 400 pour tout € [0,1) et © ¢ E},
Ey

nous avons ¢(r) < h(r). Maintenant, si on fixe ¢ (r) = (1 —7) (1 —e ") alors pour

tout € [0,1), il est facile de vérifier que lintervalle J. = [r,r + ¢ (r)] est inclus dans

[0,1), et 'intégrale / 1d—_tt = o+ 1. Donc J, ne peut pas étre contenu dans F il existe ¢ dans

Jr
[r,r + ¢ (r)] telle que g(t) < h(t). Par la monotonicité de g et h, on obtient g(r) < h(r+p (r)).

Si on fixe d = e+ alors 7+ (r) =s(r). m

Lemme 1.13 ([9] [24]) On suppose que f(z) est méromorphe sur A avec f(0) = 0. Alors
r , )
m(r,f) < [L+ (5)] TR )+ N(R, ), (1.8.21)
avec 0 <r < R <1, p(t) = X log 1L

Lemme 1.14 ([22] [28]) Soit f(z) une fonction analytique d’ordre [p,q| sur A. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes

(i) Sip>q>1, alors oy (f) = opg(f).

(i) Si3<qg=p+1, alors opp(f) < max {op,q(f),1} et

Ot (1) < mas {0 (1)1}

(iii) Si p = 1, ¢ = 2, alors 0[1,2](f/) < maX{U[l,2](f)71} et opg(f) < 1+ 0[1,2}(fl)
6]

(voir [

6).

Preuve. Par le Lemme 1.1, nous avons

T(r, ) < 2T (r, f)+m ( ff) < 3T(r, f)+0O {log : i T} O<r<1 ré¢E). (1822)

Par (1.8. 22) et le Lemme 1.12, on a a[p a(f
{oppt1)(f), 1} . D’autre part, soit R = 1~

T(r, f) < (3 +log f T>) T (1 ;F s f’) . (1.8.23)

< opq(f) (0= g 2 1) et oppi(f) < max
<

')
, 0 <r <1, par le Lemme 1.13, nous avons
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D’apres (1.8.23), sip > ¢ > 1, alors 07, (f) < g (f) et si3 < g =p+1, alors o, 1 (f) <
max {0, ,+1)(f ), 1}. Nous pouvons facilement obtenir la conclusion (iii) par (1.8.22) et
(1.8.23). m



Chapitre 2

Oscillation des Solutions des
Equations Différentielles Linéaires a
Coeflicients Fonctions Analytiques
D’ordre [p,q] Dans Le Disque Unité

2.1 Introduction et résultats

Le but principal de ce chapitre est d’étudier ’oscillation des solution des équations différen-
tielles a coefficients analytiques d’ordre [p, ¢] dans le disque unité des équations homogenes
et non homogeénes de la forme

FO 4 A a () 5D o Ag(2) f =0

et

FO 4+ A a () fED o Ag(2)f = F (2)
ot Ag(2), -+, Ap—1(2), F(2)(k > 2) sont des coefficients analytique dans le disque unité. On
va démontrer les résultats de J. Tu, H.-X. Huang [26].

Théoréme A [22] Soient A;(z)(j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres satisfaisant
max {o,q(A;)] j # 0} < opg(Ag) < co. Alors chaque solution de f(z) # 0 de (1.1.1)
satisfait

Tpi1,4 (f) = 0ppq(Ao).

Théoréme B [22] Soient A;(2)(j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres satisfaisant
max {opq(A;)] j =1,k — 1} < 0pq(A) < 00

et
max {7},.q)(4))|01p,q(4)) = T1p.g)(Ao) > 0} < 7 g)(Ao).
Alors chaque solution de f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

U[p+1,q](f) = U[p,q}(A0>-

25
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Théoréme C [11] Soient p € N et o5 > 0. Alors toutes les solutions de (1.1.1), ou
les coefficients Ay(z),- -, Ax—1(2) sont analytiques sur A, satisfont ops,+1(f) < o3 si et
seulement si 0j/,(A;) < o3 pour tout j =0,--- ,k— 1. En outre s € {0,--- .,k — 1} est le
plus grand indice pour lequel o, (A;s) = maxo<j<k—1{omp(4;)}, puisil y a au moins k — s
solutions linéairement indépendantes de (1.1.1) telles que

oumpr1(f) = onrp(As).

Théoréme D [22] Soient F(z) # 0, A;(2)(j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres
satisfaisant max { o, q(A4;), opr1.g(F)| j =1, ,k — 1} < 0p4(Ap). Alors chaque solution
f(2) de (1.1.2) satisfait

X[1a+1,q](f) = )\[p+1,q](f) = 0[p+1,q](f) = U[p,q](Ao)-

Théoréme 2.1 Soient Aj(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions analytiques d’ordre [p, q|
sur A. Alors les assertions suivantes sont vérifiées

(i) [20] Sip > ¢ > 1 et max {opg(A;j)| j#0} < oppg(do) < o0, alors chaque solution
f(2) #0 de (1.1.1) satisfait
Olp+1,6 (f) 2 Opg(Ao).

(ii) Simax {op,1)(A4;),1] j # 0} < oppi1)(Ao), alors chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1)
satisfait
Olpt1p+1) () = Oppr1(Ao)-

(iii) Sip>q>1 et max{opq(A;)] j#0} <0pg(do) oup>2 et

maX{U[np}(Aj)‘ J# O} < 0y (Ao)(> 1),

alors chaque solution f(z) Z0 de (1.1.1) satisfait

O [p+1,q] (f) = Olp,q] (Ag).

Théoréme 2.2 Soient A;(z) (j =0,1,...,k — 1) des fonctions analytiques d’ordre [p,q| sur
A. Alors les assertions suivantes sont vérifiées

(1) Sil<q<p max{oapy(d) j#0} < [ fp.q (Ao), alors chaque solution f(z) # 0 de
(1.1.1) satisfait
N[p+1,q](f> = MM,[p,q](Ao)-

(ii) Si2<qg=p+1, max{owmpp1)(4;),1] j # 0} < oarppr1(Ao), alors chaque solution
f(z) #0 de (1.1.1) satisfait

1941 () = oatppr1)(Ao)-

(iii) Si2 <q=p+ 1, max{orpp1(4;), 1] j#0} < [ pp+1(Ao), alors chaque solution
f(z) £0 de (1.1.1) satisfait

MM,[p+1,p+1](f) = MM,[p,pH}(AO)-
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Corollaire 2.1 Soient A;j(z) (j = 0,1,--- .,k — 1) des fonctions analytiques d’ordre [p, q|
sur A. Alors les assertions suivantes sont vérifiées

(i) Si1<q<p, max{oapg(A;)] J7# 0} < tiarppg(Ao) = Oarpg(Ao) = 04, alors chaque
solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

L1, (F) = arpe1,g(f) = Opirg(f) = onrprig(f) = o4

(i) $i2 <q=p+1, max{oappr1(A)), 1] 57 0} < piag ) (A0) = O pprn)(Ao) = 0y,
alors chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

M[p+1,p+1}(f) = MM,[p+1,p+1](f) = U[p+1,p+1](f) = UM,[p+1,p+1}(f) = 011-

Théoréme 2.3 Soient 1 < q¢ < p et Aj(z) (j =0,1,--- .,k — 1) des fonctions analytiques
sur A satisfaisant
max{aMmq](Aj)\ Jj# O} < O'M’[p,q](Ao) < 00
et
max { 7arp.q) (Aj)| 00 g (A7) = Oarp(Ao), § 7 0F < Tar g (Ao),
alors chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait ofpy1.4(f) = Orm,p.qg(Ao).

Théoréme 2.4 Soient1 < g<petAj(z)(j=0,1,--- ,k—1) des fonctions analytiques sur

A. Soits € (0,--- ,k—1) le plus grand indice pour lequel oy p g (As) = max {O’M,[pyq}(Aj” 0<j<k- 1}
Alors, il ya au moins k — s solutions linéairement indépendantes f(z) de (1.1.1) telles que

Opt1,g (f) = O jp,q(As). En outre, tous les solutions de (1.1.1) satisfont oppy1.4(f) < 05 si

et seulement si oy [pq(Aj) < 05 pour tout j =0,1,---  k — 1.

Théoréme 2.5 Soient A;(z) (j = 0,1,--- ,k — 1), F(2) # 0 des fonctions analytiques
d’ordre |p, q] sur A. Alors les assertions suivantes sont vérifiées

(i) Si1 < q < p max{ompg(A), omprigF) j=1,+ k—1} < oarjpg(Ao), alors
chaque solution f(z) 0 de (1.1.1) satisfait

Npra(F) = e = s (F) = oar (o)
avec une solution exceptionnelle fy satisfaisant
Olp+14 (fo) < Ot fp,q(Ao)-
(i) Si2<qg=p+1, et
max {0 ppr1](A7), Onpripr) (F), 1] =1, k= 1} < o ppey(Ao),
alors chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

)\[p+l7p+l](f) = )\][;\D[—i-l,p—i-l](f) = J[p+1,p+1](f) = OM,[p,p+1] (A())»
avec une solution exceptionnelle fy satisfaisant
Tp+1p+1)(fo) < Our fppr1)(Ao)-

Remarque 2.1 En général, les Théorémes 2.3 et 2.4 ne sont pas vrais pour le cas 2 < q =
p+ 1.
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2.2 Preuve du Théoréme 2.1
(i) Si f(z) # 0, on peut écrire (1.1.1) sous la forme

_ M) fV(z) f'(z)

—Ap(z) = + A2 + 4+ Ag(z . 2.2.1
=70 &7 Gy B2
Par (2.2.1), nous pouvons obtenir
k—1 k f(])
m(r, Ag) < Zm(r, A+ Zm (r, —) + O(1). (2.2.2)
j=1 j=1 f
Comme max {04 (A;)| j # 0} < 0pq(Ao), alors par le Lemme 1.9, il existe un en-
semble Ey C [0,1) avec [ {% = +oo tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € Ey,
Ey
1OUS avons (rA)
mr, A; _ .
—_—c 1 E =1,---,k—1). 2.2.
m(r,Ao)—)O (T_> 7€ Lig, ) ) ) ) ( 3)

Par le Lemme 1.1, il existe un ensemble F; C [0, 1) avec / 1d—_tt < 0o tel que pour tout

Ey
z satisfaisant |z| = r ¢ E7, nous avons

n (o) colueren e (o)) pas

Par (2.2.2)-(2.2.4), pour tout r € E,\ E; suffisamment grand, nous avons

1

B (r,Ap) <O {log+T(r, f)+log (1—:) } : (2.2.5)

Par conséquent
Op.q(Ao) < opr1g(f)(1 < g <p).

(ii) Par (2.2.5), nous avons o, »41](Ag) < max {opi1,+1(f), 1}, et puisque oy, 1) (Ao) > 1,
il est facile de voir que

Olpp+1)(Ao) < Oppr1p1 (f)-
Par conséquent, chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

J[p,p+1}(f40) < U[p-i—Lp-&-l](f)‘

(iii) D’aprés (2.2.5), nous avons o, q(Ao) < Opi1,g(f)- Sip =q > 2 et op,q(A40) > 1 ou
p > q > 1, par la Proposition 1.1 (iii) et le Lemme 1.5, nous avons

i1 (f) S max {onpg(4) =01,k =1} = 07,4 (Ao).
Par conséquent, chaque solution de f(z) # 0 (1.1.1) satisfait

U[p+1,q](f) = ULmq}(Ao)-
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2.3 Preuve du Théoréme 2.2

Supposons f # 0 est une solution analytique de ( 1.1.1). D’aprés ( 1.1.1) nous obtenons

f(k) f(k—l) f/
f f £l

Par le Lemme 1.3, pour |z| =7 ¢ Ej, nous avons

|[Ao| < ’ + [Ag1] + | A4 (2.3.1)

J

(<1iT>M.max {log (%) T (s (r),f)}) (j=1,---,k). (232

o1 = max {oarpq(A;)] 7 0} < pias g (Ao) = 11y
Par les Définition 1.14 et Définition 1.15, pour tout ¢ donné (0 < 2 < j1y — 011), on a

f])Z
f(z)

Posons

1
M) < emyn {lon+ g, (1)} o1 =1 oD, @)

1
10 ey {21, (1)} 1 25

Par (2.3.1)-(2.3.4), pour tout z satisfaisant |Ag(2)| = M (r, Ag) et |z| = r ¢ E1, nous
avons

expp+1{(u1—a)logq(1ir>} < k.expp+1{(011+€)logq< ir>} k
.((11T>M.max{1og(lir),T<s<r>,f>}>

1 < g ()

—_

Par le Lemme 1.12, on obtient

D’autre part, par le Lemme 1.7, nous avons

“[erl,q}(f) < max {MM,[p,q](AO) oM, pq]( ])’ J# O} = IUM,[p,q](AO) = Hq-

vérifiée pour toutes les solutions de ( 1.1.1), par conséquent, toute solution f(z) # 0 de
(1.1.1) satisfait

ﬁ‘[p+1,q]<f) = NM,[p,q](Ao)-

(74 — ii7) Par une preuve similaire au cas (7), nous pouvons facilement obtenir les conclu-
sions des cas (ii — ).
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2.4 Preuve du Théoréme 2.3
Si Aj(2)(j =0, , k—1) satisfont max {oa[pq(A4;)] j =1,k — 1} < orrppg(Ao) on

a le Théoréme 2.3. Ainsi, on suppose qu ’au moins I'un des A;(z)(j = 0,--- ,k — 1) satisfait
oM p.q(Aj) = O p,q (Ao).On choisit 3y, B3 tels que

max{ 7, p.q) (Aj) 00, p.a) (A5) = Tt g (Ao), J 7# 0} < By < Bs < Tarpg)(Ao) = T2

On pose o ,jp,q(Ao) = 012, et par la Définition 1.17, nous avons
1 012
M (r, A;) < exp, {62 [logq1 (1—>} } (r—17) (2.4.1)
—r

Par le Lemme 1.11, il existe un ensemble Eg avec [ ;% = +00 tel que pour |z| = r € Ej,
Eg

M (r, Ag) > exp, { 8, {logq_l <1 L )} m} | (2.4.2)

r

on a

Par (2.3.1), (2.3.2), (2.4.1) et (2.4.2), pour tout z satisfaisant |Ag(z)| = M (r, Ag) et
|z| =7 € Eg\ Ei, on a

o loe (75)] ) = wen {ena (25
| ((;)Mmax{bg ()6 <r>,f>}>

Par I'inégalité et le Lemme 1.12 ci-dessus, nous avons

k

Opi1,q(f) = 012
D’autre part, par le Lemme 1.5 nous aura
Tpr1,q) (f) S max. {nrpg(A))] J =0, k} = oafpg (Ao) = 012

Alors chaque solution f(z) # 0 de (1.1.1) satisfait

Opt1,q (f) = oar g (Ao)-

2.5 Preuve du Théoréme 2.4

Nous divisons la preuve en deux parties .

(i) Si s =0, alors d’aprés le Théoréme 2.3, on a le Théoréme 2.4. Si 1 < s < k — 1, on doit
prouver que (1.1.1) posséde s solutions linéairement indépendantes de f(z) vérifiant

U[erl,q](f) < O M,[p,q] (Ag).
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Supposons le contraire, que (1.1.1) posséde s 4 1 solutions linéairement indépendantes
fo1, - foss1 telles que oppy1q(fo) < Tarpg(As)(j=1,---,5+1), et on applique la procé-
dure standard de réduction de l'ordre (voir [ 19, p . 61 ] ), nous avons donc que fo1, .., fo.s+1
sont des solutions linéairement indépendantes de I’équation

y®) 4 Ao,k—l(z)y(k_l) + -+ Ago(2)y = 0,

Ici, nous utilisons Ag g, -, Agr—1 au lieu de Ay, -+, Ap_;. Pour 1 <m < s, et
fm—l,j+1 ' .
fm’j: R (j:17...7s+1_m)‘
fm—l,l
Tableau 1 Relation entre les coefficients et solutions
k k-1 k—s S s—1 1 0 solution
foo 1 Agr— Ao k—s Ags Ags—1 Ag Ao forso s fosn
il 1 At s A A s Aqg Avp fias s fis
fs—l As—l,k—s As—l,s As—l,s—l As—l,l As—l,O fs—l,lv fs—l,Z
fs 1 As,s As,sfl As,l As,O fs,l
Par la procédure standard de réduction de l'ordre, apres les étapes de réduction de la
m du tableau 1, nous savons que f,, 1, fm2, ", fmst1—m sont les solutions analytiques

linéairement indépendantes de

y(k—m) + Am,k—m—l('z)y(k_m_l) +ot Am()(Z)y = 07

)

Avec . ) .
n fm—1,1 (2) .
Apj(2) = Z (511) Am—l,n(z)m (j=0,--+,k=1)
n=j+1 )
et A, x_n=1pour tout n =0,1---,m. Par conséquent
)

|Am,j(2)] < M. |Am—1,(2)] (=0, k=1, n=j+1,-- k—m+1).

fm—1,1(Z)
(2.5.1)
Nous choisissons 3,, 35 telle que

max {O-M’[Pvlﬂ (AO,j)l j =5+ 17 e 7k - 17 O-[p-l-l,q}(f[),l)a T 7U[p+1,q](f0,s+1)} < 54
< ﬁ5 < O'M7[p’q](As).

Par le Lemme 1.3 et (2.5.1), pour chaque 0 < n < s, on obtient

1
M(T,Anjl)§expp+1{ﬁ4logq<:)} (ré By, l=s+1—n,--- k—n—1). (2.5.2)

Par le Lemme 1.8, il existe un ensemble E3 C [0, 1) avec % = +00 tel que pour tout

Eg
r € F3, nous avons

M (r, Ags) > exp,,y {55 log, <i> } ) (2.5.3)
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Par (2.5.1)-(2.5.3), pour tout r € Ej, on a

1 1
M(Ta An,s—n) > 5 €XPp+1 {65 logq (E) } (n = ]-7 T S)' (254)

On pose m = s, aprés s étapes de réduction, nous avons que f,; est une solution analy-
tique de
y(k_S) + As,k—s—l(z)y(k_s_l) + -+ AS,O(Z)y = 07

et satisfait oppi1,(fs1) < Tasp,g(As), aussi nous avons

() ()
fs1(2) fs1(2)

Par (2.5.2), (2.5.5) et le Lemme 1.3, nous avons

[Aso(2)] < + [Agp—s-1(2)] 4+ A (2)] ;818

‘ . (25.5)

M(r, Aso) < M.exp,,, {64 log, (1—;)} (r ¢ Ey),

ce qui est une contradiction avec ( 2.5.4 ) pour n = s. Par conséquent, (1.1.1) posseéde s
solutions linéairement indépendantes f(z) vérifiant

U[erl,q](f) < O M,[p,q] (Ag).

(ii) Par le Lemme 1.5, il est facile de voir que toutes les solutions de ( 1.1.1 ) satisfont

Opi1,q (f) < max{oapg(A;) j = 0,---  k} < 05 si oppg(A4;) < o5 pour j =
0,1, k—1.

D’autre part, on suppose que toutes les solutions de ( 1.1.1 ) satisfont o,41,9(f) < 05 et
quil y a au moins un coefficient A;(z) de ( 1.1.1 ) tel que oa,p,q(A;) > 05. Maintenant, si
s € {0,--- ,k — 1} est le plus grand indice tel que

O pg(As) = max{oarpq(A;)] 5 =0, k— 1},

d’apres la preuve du cas (i), ’équation (1.1.1) a au moins k— s > 1 solutions linéairement
indépendantes f(2) telle que opp41,9(f) > 05. Ceci est une contradiction, donc o/ 4(A;) <
os pour tout 7 =0,1,--- ,k— 1.

2.6 Preuve du Théoréme 2.5

(i) Supposons que f est une solution de ( 1.1.2 ), par la théorie élémentaire des équations
différentielles, toutes les solutions de (1.1.2) ont la forme

f=+CHA+Cofs+ -+ Cifi,

avec C, Cy, -+ - , C}, des constantes complexes, { f1,- , fr} est une base de solutions de
(1.1.1), f* est une solution de (1.1.2) et s’écrit

f*=Difi+ Daofo+ -+ Dpfa, (2.6.1)
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ou Dy, Dy, -+, Dy sont des fonctions analytiques sur A satisfaisant
D;:FGj(fh?fk)W(fl?7fk)71 (]Zlaak)v (262)
ou Gj(f1,- -+, fx) sont des polynomes différentiels en fi,-- -, fj et leurs dérivées avec des
coefficients constants, et W (f1,- -, fx) est le Wronskian de fi,--- , fx. Par le Lemme 1.14

et d’apres le Théoréme A, nous avons

Opi1g (f5) = Opg (Ao) (G =1,--- k)
et par (2.6.1) et (2.6.2), on obtient

U[:D—&-Lq}(f) < maX{U[p—iqu](fj): U[p—s-l,q}(F)’ j=1--k} = UM,[p,q](AO)

Nous affirmons que (1.1.2) ne peut posséder au plus une solution exceptionnelle de
fo satisfaisant opp11,9(fo) < Oarp,q(Ao). En fait, si f* est une autre solution satisfaisant

U[erl,q](f*) < OM,[p,g] (Ao), alors

Tt (o — f*) < onsp,q(Ao).

Mais fo —f* est une solution de ( 1.1.1 ) qui satisfait o 41,4(fo — f*) = oapg(Ao), cela
est une contradiction. Alors,

Tpt14) () = T pg(Ao)
est valable pour toutes les solutions de (1.1.2) avec fy une solution exceptionnelle satisfaisant
0 1,9 (fo) < Onrjp,q(Ao). Par le Lemme 1.10, nous obtenons

)\fZ+1,q](f) = )‘fg+1,q}(f) = U[p-l—l,q](f)
pour toutes les solutions satisfaisant

Tp1,q) () = 0 pq) (Ao)

avec fp une solution exceptionnelle satisfaisant

O-[p+17q] (f0> < O-Mﬂ[pvlﬂ (AO)

(ii) Par une preuve similaire au cas (i), nous pouvons obtenir la conclusion du cas (ii) .
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conclusion

Plusieurs chercheurs ont étudié l'oscillation des solutions des équations différentielles
linéaires a coefficients analytiques et a coefficients entiéres dans le disque unité ou dans le
plan complexe.

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus a J. Tu, H.-X. Huang [26] concer-
nant ’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients analytiques
d’ordre [p; q] dans le disque unité de la forme

FO + A ()70 4o 4 Ag(2)f =0
et
f® 4 Akfl(z)f(kfl) + o+ Ao(2) f = F(2),

avec Ag(z), -+, Ax_1(2), F(2)(k > 2) des coefficients fonctions analytiques dans le disque
unité. Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les
coefficients sont des fonctions méromorphes ?
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