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Résumé

La problématique abordée dans ce manuscrit concerne l’estimation non paramétrique
de certains modèles fonctionnels, dans un espace de dimension finie.

Nous supposons pour commencer que l’échantillon que nous étudions est constitué de
variables indépendantes et identiquement distribuées. Nous avons fixé comme objectif
l’établissement La convergence en moyenne quadratique de la fonction de régression
et la densité par la méthode du noyau.

Dans la deuxième partie de ce manuscrit, nous estimons la densité par la méthode
histogramme et la méthode du noyau. Sous certains des hypothèses, nous étudions
une propriété statistique qui concerne La convergence en moyenne quadratique.

Dans la troisième partie de ce manuscrit, nous considérons le même type de indé-
pendance des observations que le cas précédent, en s’intéressant à l’estimation de la
fonction de régression par la méthode locale linéaire. Enfin, nous comparons la perfor-
mance de l’estimateur de la régression à noyau classique et la méthode locale linéaire
à l’aide de simulations.

Mots clés : Fonction de régression, estimation non paramétrique, polynômes locaux,
, Convergence uniforme presque sûre, locale linéaire.



Introduction

La théorie de l’estimation est une branche des mathématiques qui est très impor-
tants dans la recherche en statistique. elle permet de faire des prévisions et réduire
la complexité du phénomène étudié. Cette théorie est habituellement divisée en deux
composantes principales, à savoir, l’estimation paramétrique et l’estimation non pa-
ramétrique.

La statistique paramétrique est le cadre classique de la statistique. Le modèle
statistique est d’écrit par un nombre fini de paramètres, c’est à dire la structure
du modèle est spécifiée a priori. Par contre la statistique non paramétrique
modéliser les caractéristiques inconnues d’une population à partir d’un échantillon
de celle-ci. c’est à dire cette méthode consiste, dans la majeure partie des cas, à
estimer, à partir des observations, une fonction inconnue, élément d’ une certaine
classe fonctionnelle.

On dit également de ces méthodes qu’elles permettent de " laisser parler les données"
(traduction de " letting the data speak for themselves "). Bien qu’en pratique,
ces méthodes requièrent des jeux de données de taille importante, elles présentent
l’avantage de ne nécessiter que d’hypothèses de régularité (continuité, dérivabilité, .

. . ) sur la fonction de lien entre les variables.

Dans ce mémoire nous nous focaliserons sur l’estimation non paramétrique des
fonctions de densité et de régression. Ces modèles ont connu un essor important dans
l’analyse des données avec un large gamme d’applications en filtrage et la prévision
dans les communications et le contrôle des systèmes.
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Historiquement, La première application que nous verrons relève de l’estimation de
fonctions de densité par des méthodes d’opérateur ‘a noyau (kernel) avec les travaux

fondateurs de Rosenblatt [15] et de Parzen [17]. Ces premiers travaux ont été étendus
à la notion de régression kernel, imparfaitement traduit en français par le terme de
régression avec lissage par opérateur ‘a noyau. Dans ce domaine, on identifie deux
papiers fondateurs publiés la même année : Nadaraya [14] et Watson.

Organisation du manuscrit :

1. Chapitre 1 : Le premier chapitre est consacré aux outils mathématiques,
les inégalités et techniques utilisées et existantes pour nous aider à démontrer
les théorèmes. Cette partie a été suivie par une présentation sur les types
d’estimation non paramétrique de la fonction de répartition. Comme résultats
asymptotiques nous établissons la convergence presque complète et erreur
quadratique moyenne( MSE).

2. Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous concentrons sur les méthodes d’estima-
tion de la densité : La méthode d’estimation par histogramme et la méthode
d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut
être vue comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme.
De plus, nous présentons également les propriétés fondamentales de Estimation
à noyau de la densité.

3. Chapitre 3 : Dans cette partie nous présentons l’estimation non paramétrique
de la régression par la méthode deNadaraya Watson et celle de polynômes
locaux qui est une généralisation de la méthode de Nadaraya Watson. Ensuite,
nous avons établi sous certaines conditions, une propriété statistique qui
concerne erreur quadratique moyen de l’estimateur de Nadaraya-Watson.

Nous terminons notre manuscrit par un quatrième chapitre (Simula-

tion) : Dans ce chapitre nous avons illustré notre méthode par une application
sur des données simulées, l’objectif est l’étude comparative entre la méthode
locale constante et la méthode locale linéaire.



Chapitre 1

Modéle de fonction de répartition

Dans ce chapitre, nous avons commencé par une partie introductif, en s’intéressant
d’abord aux notions élémentaires sur la statistique non paramétrique. Ensuite nous
avons exposé un bref descriptif sur l’estimateur empirique de la fonction de répartition,
pour lequel nous avons énoncée le théorème de la vitesse de convergence. Dans la
dernière sections , On suppose qu’on dispose des observations indépendantes et nous
présentons l’estimation non paramétrique de la fonction de répartition par la méthode
de noyaux et les propriétés de l’ éstimateur.

1 Quelques outils de probabilités

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques définitions et théorèmes utilisés dans
ce manuscrit.

Notions de convergence

Définition 1.1. (Définition A.1.[12]).

Soit (Xn)n∈N, une suite de variables aléatoires réelles définie sur un espace de proba-

bilité (Ω;A;P ). On dit que la suite (Xn)n∈N converge presque complètement (p, co.)

vers X une variable aléatoire réelle définie sur le même espace, si et seulement si

∀ϵ > 0,
∞∑
n=0

P (|Xn −X| > ϵ) < ∞,
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et nous écrivons Xn
P,co.−→

n→+∞
X.

Définition 1.2. (Définition A.3.[12]).

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles, (un)n∈N une suite de nombres

réelles. On dit que Xn = O(un) en p, co., si est seulement si

∀ϵ > 0,
∞∑
n=0

P (|Xn| > ϵun) < ∞.

Définition 1.3. (Proposition A.5.[12]).

Supposons que lim
n→+∞

un = 0, Xn = Op,co.(un) et lim
n→+∞

Yn = l (p, co.) où l est un

nombre réel. Nous avons :

1. XnYn = Op,co.(un).

2.
Xn

Yn

= Op,co.(un), à condition que l ̸= 0.

Ordre de grandeur

Pour comparer les vitesses de convergence asymptotique de différents estimateurs, on
utilise la famille de notation de Landau. Notons les séquences stochastiques que l’on
exprimera avec les notions de "petit op " et de " grand Op " .

Définition 1.4. Soit Xn une séquence de variables aléatoires réelles indexée par un
entier positif n = 1, 2, ... et C une constante positive. On dit que Xn est bornée en
probabilité, si pour tout ϵ > 0, il existe une constante positive C est un entier positif
N tel que

P [|Xn| > C] ≤ ϵ,

pour tout n > N , où ϵ est un petit nombre positif arbitraire. On écrit

1. Xn = Op(1) pour indiquer que Xn est bornée en probabilité ,

2. Xn = op(1) si Xn
P−→

n→+∞
0 où P−→ dénote la convergence en probabilité (i.e.

P[|Xn| > ϵ] → 0 quand n → ∞),

3. Xn = Op(Yn) si Xn/Yn = Op(1), et Xn = op(Yn) si Xn/Yn = op(1).
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Quelques inégalités utiles

Théorème 1.1. (Markov)[13].
Soient X une variable aléatoire réelle. Alors, pour tout a > 0 ,

P (|X| > a) <
E(|X|)

a
.

Théorème 1.2. (Bienaymé-Tchebychev)[4].
Soient X une variable aléatoire réelle. Alors, pour tout a > 0 :

P (|X − E(X)| > a) <
var(X)

a2
.

Théorème 1.3. (Inégalité de Bernshtein Fréchet)[1] Soit X1, X2, ..., Xn une suite de
variables aléatoires i.i.d, tel que, αi ≤ Xi ≤ βi et αi, βi ∈ R. Alors, ∀t > 0 on a :

P

[∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(Xi − E (Xi))

∣∣∣∣∣ ≥ t

]
≤ 2 exp

(
−2t2∑n

i=1 (βi − αi) 2

)
.

2 Estimateur empirique

Soit X une variable aléatoire (v.a.) de loi F ; avec F (x) = P (X ≤ x) la fonction de
répartition de X : Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de X et soient X(1) ≤ X(2) ≤
... ≤ X(n) l’échantillon ordonné. Supposons que F soit complètement inconnue (non

paramétrique), un estimateur pour F est la fonction de répartition empirique, notée
Fn qui est définie par :

Fn (x) =
1

n
̸= {i =: Xi ≤ x},

=
1

n

n∑
i=1

I]−∞,x] (Xi) ,

=


0 si x < X(1),

k/n si X(k) < x < X(k+1),

1 si x > X(n).

(1.1)
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Exemple fondamentale 2.1. Le programme R suivant permet de simuler la distri-
bution empirique pour un échantillon de taille 100 ; issu d’une v.a. de loi exponentielle
de paramètre λ, dont la distribution théorique est :

F (x) =

∫ x

−∞
λ exp(−λt) dt, avec : λ = 1

Code R
N=100 taille de lechantillon
X=rexp( N, rate=1) ;Y=numeric(N) ;V=numeric(N)

FN=function(x)

for(i in 1 :N)

if(X[i]<=x)

Y[i]=1

else
Y[i]=0

mean(Y)

a=min(X) ;b=max(X) ;x=seq(a,b,length=N)

for(i in 1 :N)

V[i]=FN(x[i])

plot(x,V,xlab="x",ylab="Fn(X)", main="Distribution Non parame-

trique",type="l",col=4, lwd= 2)

lines(x,pexp(x), lty=2,lwd=2)
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Figure 1.1 – Simulation d’une distribution empirique

Les Propriétées élémentaires de la fonction de répartition empirique

1. Fn(x) est un estimateur sans biais de F (x) :

E(Fn(x)) =
1

n

n∑
i=1

E(I]−∞,x](Xi),

= P (X < x),

= F (x)

2. Variance de l’estimateur Fn (x).

Il est facile de montrer que, pour tout x , la variance de l’estimateur Fn (x) est
donnée par :

V ar [Fn (x)] =
F (x) (1− F (x))

n
−→ 0, n → ∞.
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3. L’erreur quadratique moyenne de l’estimateur Fn (x)

E [Fn (x)− F (x)]2 = E [Fn (x)− E [Fn (x)] + E [Fn (x)]− F (x)]2 ,

= V ar [Fn (x)] + [Biais {Fn (x)}]2 ,

=
1

n
F (x) (1− F (x)) .

(1.2)

Donc, quand n → ∞ , on a : E [Fn (x)− F (x)]2 → 0. Alors pour tout point x

. L’estimateur Fn (x) est un estimateur consistent de F (x).

4. Le théorème central-limite donne :
√
n(Fn (x)− F (x))

loi−→ N(0, 1).

5. La loi des grands nombres donne : ∀x ∈ R Fn (x)
P−→ F (x).

6. Théorème de Glivenko-Cantelli fournit la convergence presque sûre uniforme de
la suite des fonctions de répartition empiriques : supx∈R |Fn (x)− F (x) | → 0,

ps.

Ensuite, nous présenterons, en détails une résultat concernant la vitesse de conver-
gence de Fn.

2.1 La vitesse de convergence

Théorème 2.1. soit X1, X2, ..., Xn un n_échantillon de X de fonction de répartition
F et Fn la fonction empirique. Alors, pour tout x on a :

Fn (x)− F (x) = 0

(√
log n

n

)
(P.C.O)

.

Preuve 2.1. D’aprés la définition précédente de vitesse de convergence, il suffit de
motrer que : ∃ε > 0, tel que

∞∑
n=1

P

[
|Fn (x)− F (x)| > ε

√
log n

n

]
< ∞.
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On note :

A =
∞∑
n=1

P

[
|Fn (x)− F (x)| > ε

√
log n

n

]
.

On a :

Fn (x) =
1

n

n∑
n=1

I]−∞,x] (Xi) et F (x) = E [Fn (x)] .

Alors l’expression finale est donnée par

A =
∞∑
n=1

P

[∣∣∣∣∣1n
n∑

n=1

I]−∞,x] (Xi)−
1

n
E

[
n∑

n=1

I]−∞,x] (Xi)

]∣∣∣∣∣ > ε

√
log n

n

]
,

=
∞∑
n=1

P

[
n∑

n=1

∣∣∣∣∣I]−∞,x] (Xi)− E

[
n∑

n=1

I]−∞,x] (Xi)

]∣∣∣∣∣ > ε
√
n log n

]
.

On utilise l’inégalité de Bernshtien Fréchet.
On sait que :

0 ≤ I]−∞,x] (Xi) ≤ 1,

en notant t = ε
√
n log n . donc , par identification αi = 0 et βi = 1.

nous trouvons :

A =
∞∑
n=0

P

(
n∑

n=0

∣∣I]−∞,x] (Xi)− E
[
I]−∞,x] (Xi)

]∣∣ > t

)
≤

∞∑
n=0

2 exp

(
−2ε2n log n

n

)
,

≤
∞∑
n=0

2 exp
(
log n−2ε2

)
,

≤
∞∑
n=0

2n−2ε2 ,

≤
∞∑
n=0

2

n2ε2
< ∞.

Donc, ∃ε > 0 tel que :

2ε2 > 1 ⇒ ε >
1√
2
.
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Pour que la série converge.
D’où

∞∑
n=0

P

[
|Fn (x)− F (x)| > ε

√
log n

n

]
< ∞.

De cela, nous concluons que

Fn (x)− F (x) = 0

(√
log n

n

)
P.C.O.

3 Estimation non-paramétrique par la méthode de
noyaux

Le concept de noyau a d’abord été introduit par ROSENBLATT(1956), mais c’est

CACOULOS(1966) qui a été le premier à utiliser le terme " noyau" pour désigner la
fonction que l’on utilise dans les méthodes non paramétriques.
Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées (i.i.d). (X1, X2, , , , , , , Xn) de fonction de répartition inconnue F . On ap-
pelle estimateur à noyau pour F noté

F̃n (x) =
1

n

n∑
i=1

H

(
x−Xi

hn

)
.

Où H est une fonction de répartition et hn est une suite des nombres réels positifs.(le

paramètre de lissage).

Proposition 3.1. Soit X1, X2, ..., Xn un n−échantillon de X de fonction de répar-

tition F . Soit F̃n (x) un estimateur à noyau H vérifiant
∫
R yH

′ (y) dy < ∞. Alors :

F̃n (x) est un estimateur asymptotiquement sans biais de F (x)

Preuve 3.1. Il suffit de montre que

E
[
F̃n (x)

]
→ F (x) , Si n → ∞.
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E
[
F̃n (x)

]
= E

[
1

n

n∑
i=1

H

(
x−Xi

hn

)]
,

= E

[
H

(
x−X1

hn

)]
,

=

∫
R
H

(
x− z

hn

)
f (z) dz,

=

[
H

(
x− z

hn

)
F (z)

]+∞

−∞
+

1

hn

∫ +∞

−∞
H ′
(
x− z

hn

)
F (z) dz,

Par un changement de variables, on pose :

x− z

hn

= y =⇒ z = x− yhn,

=⇒ dz = −hndy.

On voit que le premier terme est nul car il est composé de deux fonctions de réparti-
tions .

Alors, E
[
F̃n (x)

]
devient :

E
[
F̃n (x)

]
=

∫ +∞

−∞
H ′ (y)F (x− yhn) dy,

D’aprés le developpement limité de F (x− yhn) on a :

F (x− yhn) = F (x)− hnyF
′ (x) + o

(
h2
n

)
,

Donc ;

E
[
F̃n (x)

]
=

∫ +∞

−∞
H ′ (y) (F (x)− hnyF

′ (x) + o (hn)) ,

= F (x)

∫ +∞

−∞
H ′ (y) dy − hnf (x)

∫ +∞

−∞
yH ′ (y) dy + o (hn)

∫ +∞

−∞
H ′ (y) dy,

= F (x) + hn

∫ +∞

−∞
yH ′ (y) dy + o

(
hn

2
)
,
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On pose :

M =

∫ +∞

−∞
yH ′ (y) dy.

Si M < +∞ Alors ;

E
[
F̃n (x)

]
− F (x) = −hnM + o

(
hn

2
)
−→ 0.

3.1 Etude asymptotique du biais et de la variance

Considérons l’estimateur à noyau

F̃n (x) =
1

n

n∑
i=1

H

(
x−Xi

hn

)
,

La variance de l’estimateur à noyau est donnée par :

V ar
[
F̃n (x)

]
= V ar

[
1

n

n∑
i=1

H

(
x−Xi

hn

)]
,

=
1

n

n∑
i=1

V ar

[
H

(
x−Xi

hn

)]
,

=
1

n
V ar

[
H

(
x−X1

hn

)]
car les Xi sont identiquement distribuées

=
1

n

{
E

[
H2

(
x−X1

hn

)]
−
(
E

[
H

(
x−X1

hn

)])
2

}
,

=
1

n

{∫
R
H2

(
x− z

hn

)
.f (z) dz − F 2 (x)

}
car E

[
H

(
x−X1

hn

)]
→ F (x) ,

=
1

n

{[
H2

(
x− z

hn

)
.F (z)

]+∞

−∞
+

∫
R

(
H2

(
x− z

hn

))′

F (z) dz − F 2 (x)

}
.



3.1 Etude asymptotique du biais et de la variance 16

On pose y =
x− z

hn

, alors on déduit

V ar
[
F̃n (x)

]
=

1

n

{
F (x)

∫
R
y
(
H2 (y)

)′
dy − F 2 (x)

}
.

On sait que ∫
R
yH ′ (y) dy < ∞ =⇒

∫
R
y
(
H2. (y)

)′
dy < ∞.

D’où, V ar
[
F̃n (x)

]
→ 0 quand n → ∞.

L’erreur quadratique moyenne (en anglais : " Mean squared error , MSE) de l’esti-

mateur à noyau est donnée par MSE(F̃n) = E
[
F̃n (x)− F (x)

]
2

MSE(x) = E
[
F̃n (x)− E

[
F̃n (x)

]
+ E

[
F̃n (x)

]
− F (x)

]
2,

= V ar
[
F̃n (x)

]
+
[
Biais

{
F̃n (x)

}]
2,

D’aprés les résultats précédents on a montrer que :

V ar
{
F̃n (x)

}
→ 0 et Biais

{
F̃n (x)

}
→ 0, si n → ∞.

Alors ;

E
[
F̃n (x)− F (x)

]
2 → 0.



Chapitre 2

Modèle de densité :

Tout au long de ce chapitre,on suppose que les observations X1, ..., Xn sont des va-
riables indépendantes de même loi (i.i.d) de densité f . Pour simplifier, on suppose
que les Xi sont à valeurs réelles et que f est la densité par rapport à la mesure de

Lesbesgue sur R. Par conséquent, P(Xi ∈ [a, b]) =
∫ b

a
f(x)dx, ∀a, b ∈ R. De plus on

supposera que f est deux fois continûment différentiable.

1 Estimation par Histogramme

L’estimateur le plus rudimentaire pour estimer une densité est l’histogramme des
fréquences. Supposons que l’on ait x1, ..., xn, n observations issues d’une même loi de
probebilité de densité f , où f est à support borné [a, b[. Pour estimer cette densité
f par la méthode de l’histogramme, ce qui revient à approcher f par une fonction
en escaliers, on découpe [a, b[ en k classes [αi, αi+1[ où i = 1, ..., k, avec a = α1 et

b = αk+1 L’estimateur histogramme s’écrit alors : ∀t ∈ [a, b[, ∃i = 1, ..., k tel que

t ∈ [αi, αi+1[ et

f̂n (t) =
fi

αi+1 − αi

,

où fi est la fréquence du nombre de points de la classe correspondante. Ce que l’on
peut encore écrire plus concisément : ∀t ∈ [a, b[,

f̂n (t) =
k∑

i=1

fi
αi+1 − αi

1[αi,αi+1[ (t) ,
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où

fi =
1

n

n∑
j=1

1[αi,αi+1[ (xj) ,

il est facile de voir que l’estimateur du type histogramme de densité s’écrit

f̂n (t) =
k∑

i=1

1

n (αi+1 − αi)

n∑
j=1

1
[αi,αi+1[

(xj) (1) ,

Pour s’implifier les notations, on supposera maintenant les classes de même largeur,
c’est-à-dire que pour tout i = 1, ..., k ; αi+1 − αi = b (n). Il est aisé de remarquer que

f̂n est une densité de probabilité. Si on pense à la convergence de cet estimateur, il

est clair que f̂n sera d’autant plus proche de la vraie densité f que les largeurs de
classe seront plus étroites, d’où la nécessité d’imposer que b (n) → 0 quand n → ∞.

En revanche, il ne faut pas que b (n) tende trop vite vers 0, sinon on pourrait avoir

des classes ne contenant aucun point, et donc une fonction en escalier f̂n avec des
marches d’ordonnée nulle, trés éloignée de la réalité. Il faut donc que, certes b (n)

tende vers 0 avec n, et que, malgré cela, il ≪tombe≫ de plus en plus de points dans
chaque classe, ce que l’on peut résumer dans la condition :

nb (n) → ∞ quand n → ∞.

L’erreur quadratique moyenne E
[
f̂n (x)− f (x)

]2
est de l’ordre de n−2/3, pour un

choix optimal de b (n) .

2 Estimateur à noyau

L’estimation de la densité par histogrammes est une méthode naturelle trés répendue
car elle est facillement implémentable . Cependant, l’estimateur de densité fournit
par un histogramme ne peut pas être adapté à la situation assez courant où nous
disposons d’une information à priori sur la régularité de la densité à estimer. Plus
précisément, si l’on sait par avance que la densité de l’échantillon observé est, par
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exemple, deux fois continûment différentiable,on aurait naturellement envie d’estimer
cette densité par une fonction qui, elle aussi, est deux fois continûment différentiable.
Or, les histogrammes sont des fonctions qui ne sont même pas continues. Il est naturel
alors de vouloir “lisser” les histogrammes. On s’attend alors à ce que le résultat du
lissage améliore non seulement l’aspect visuel de l’estimateur,mais produise de plus
un estimateur plus proche de la vraie densité que l’estimateur par histogramme.

2.1 Définition et propriétés élémentaires

Soit x ∈ R et h > 0 . Si l’on suppose que x est le centre d’une classe de l’histogramme
et que h est la longueur des classes, l’estimateur de f (x) par histogramme peut
s’écrire comme

f̂h (x) =
1

nh

n∑
i=1

1 (|Xi − x| ≤ h/2) =
1

nh

n∑
i=1

1

(
|Xi − x|

h
≤ 1

2

)
.

Une façon de généraliser les histogrammes consiste à utiliser la formule ci-dessus pour
tout x ∈ R et pas seulment pour les centres des classes. Cette géné ralisation est certe
utile, car elle conduit vers un estimateur qui est constant par morceaux comme les
histogrammmes, mais à l’avantage d’avoir des plateaux de longueurs variables. Ce-
pendant, cela ne nous conduit pas vers un estimateur continu. On remarque aisément
que la discontinuité de l’estimateur défini ci-dessus est une conséquence de la discon-

tinuit é de la fonction indicatrice. Par conséquent, en remplaçant 1
(
|z| ≤ 1

2

)
par une

fonction K quelconque,on obtient l’estimateur

f̂K
h (x) =

1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
.

qui est continu et même l fois continûment différentiable.

Exemple fondamentale 2.1. Dans cet exemple, nous donnons la simulation de
lestimateur à noyau d’une densité de loi normale N (0 ;1)

Code R
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n=100
X=rnorm(n) echantillon Noyau Gaussien

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5*t2)
h = 0.2parametredelissageh

s = 1000

a = min(X)

b = max(X)

x = seq(a, b, length = s)Intervalle[a, b]

w = numeric(n)

fn = numeric(s)

for(jin1 :s)

for(iin1 :n)

D < −(x[j]−X[i])w[i] = K(D/h)

fn[j] = sum(w)/(n ∗ h)
plot(x, fn, xlab = ”x”, ylab = ”fn(x)”, type=l, col=4, lwd= 2)

lines(x, dnorm(x), lwd = 2, lty = 2)

Dans ce dernier graphe, la ligne discontinue c’est la densité théorique f(x) d’ une loi

normale centrée réduite et la ligne continue c’ est la densité à noyau fn(x) : Ici, le

noyau K est une densité normale et la le paramètre de lissage est h = 0.2 (h ≃ n−1/5).
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Figure 2.1 – Densités théorique et empirique.

Définition 2.1. Soit K : R → R une fonction quelconque et soit h un réel positif.
On appelle estimateur à noyau la fonction

f̂K
h (x) =

1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)

où h est un paramètre appelé paramètre de lissage il dépend de n et il vérifie :

h → 0, lors que n → ∞,

et K est une densité de probabilité appelée noyau

Noyaux usuels :

-le noyau rectangulaire :

K (u) =
1

2
1[−1,1] (u) ,

-le noyau triangulaire :

K (u) = (1− |u|)1[−1,1] (u) ,
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-le noyau d’Epanechnikov :

K (u) =
3

4

(
1− u2

)
1[−1,1] (u) ,

-Le noyau gaussien

K (u) =
1√
2π

e−u2/2.

Les courbes de ces noyaux sont présentées ci-dessous :

Figure 2.2 – Les courbes des noyaux : riangulaire, Biweight, Gaussien et Epanech-
nikovc

Code R

K1=function(t)(1-abs(t))*ifelse(abs(t)<=1,1,0)

K2=function(t)(15/16)*((1-t2)2) ∗ ifelse(abs(t) <= 1, 1, 0)

K3 = function(t)dnorm(t)

K4 = function(t)ifelse(abs(t) < 1, (3/4) ∗ (1− t2), 0)op = par(mfrow = c(2, 2))

curve(K1(x),−1, 1, ylab = ”K(x)”,main = ”Triangulaire”)

curve(K2(x),−1, 1, ylab = ”K(x)”,main = ”Biweight”)

curve(K3(x),−4, 4, ylab = ”K(x)”,main = ”gaussien”)

curve(K4(x),−1, 1, ylab = ”K(x)”,main = ”Epanechikov”)par(op)
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Lemme 2.1. Si K est positive et
∫
R K (u) du = 1, alors f̂K

h (.) est une densité de

probabilité. De plus f̂K
h est continue si K est continue.

Preuve 2.1. L’estimateur à noyau est positive et continue car la somme des fonctions
positives et continues est elle-même une fonction positive et continue. Il faut donc

vérifier que l’intégrale de f̂K
h (.) vaut un. En effet,

∫
R
f̂K
h (x) dx =

∫
R

1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
dx,

=
1

nh

n∑
i=1

∫
R
K

(
Xi − x

h

)
dx.

On pose : u=
Xi − x

h
,

noustrouvons 1
nh

∑n
i=1

∫
RK (u)hdu = 1.

On voit donc que, tout comme l’estimateur par histogramme, l’estimateur à noyau
est une densité de probabilité. Il a de plus l’avantage d’être continu à condition que
K le soit, ce qui n’était pas le cas pour les histogrammes. Par conséquent, lorsqu’on
estime une densité continue, il est naturel de s’attendre que l’estimateur à noyau soit
meilleur que l’estimateur par histogramme. Le but de la suite de ce chapitre est de

donner des résultats quantitatives caractérisant le gain obtenu par l’utilisation de f̂K
h

par rapport à f̂H
h .

2.2 Etude du biais et de la variance

Lorsqu’on définit un estimateur à noyau, on a non-seulement le choix de la fenêtre
h > 0 mais aussi celui du noyau K . Il y a certain nombre de conditions qui sont
considérées comme usuelles pour les noyaux et qui permettent d’analyser le risque de
l’estimateur à noyau qui en résulte.
HYPOTHESE : On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :

1. (H.1) :
∫
R K (u) du = 1.

2. (H.2) : K est une fonction paire ou , plus généralement,
∫
R u K (u) du = 0.
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3. (H.3) :
∫
R u

2|K (u) |du < ∞.

4. (H.4) :
∫
R K (u) 2du < ∞.

Proposition 2.1. Si les trois premières conditions de l’hypothèse K sont remplies
et f est une densité bornée dont la dérivée seconde est bornée, alors

Biais
(
f̂K
h (x)

)
≤ C1h

2 ,

où C1 =
1
2
supz∈R |f” (z) |

∫
R u

2|K (u) |du, et sous les hypothèses (H.1)-(H.4), on a :

V ar(f̂K
h (x)) ≤ C2

nh
,

avec, C2 = supz∈R f(z)
∫
R u

2|K(u)|du.

Preuve 2.2. Commençons par calculer le biais :

Ef

[
f̂K
h (x)

]
=

1

nh

n∑
i=1

Ef

[
K

(
Xi − x

h

)]
,

=
1

nh

n∑
i=1

∫
R
K

(
y − x

h

)
f (y) dy,

=
1

h

∫
R
K

(
y − x

h

)
f (y) dy,

=

∫
R
K (u) f (x+ uh) du .

En effectuant un dévlopement limité à l’ordre 2, il vient

Ef

[
f̂K
h (x)

]
=

∫
R
K (u) f (x+ uh) du

=

∫
R
K (u)

[
f (x) + (uh) f ′ (x) +

(uh) 2

2
f” (ζu)

]
du (ζu ∈ [x, x+ uh])

= f (x)

∫
R
K (u) du︸ ︷︷ ︸

=1

+hf ′ (x)

∫
R
u K (u) du︸ ︷︷ ︸

=0

+
2

2

∫
R
u2K (u) f” (ζu) du.
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Il en résulte que d’où la premiére assertion de la proposition. Pour prouver la seconde
assertion, on utilise le fait que les variables aléatoires Yi = K ((Xi − x) /h) , i =

1, ..., n sont i.i.d. et que la variance de la somme de variables indépendantes coïncide
avec la somme des variances :

V arf

[
f̂K
h (x)

]
=

1

(nh) 2
V arf

[
n∑

i=1

K

(
Xi − x

h

)]
,

=
1

(nh) 2

n∑
i=1

V arf

[
K

(
Xi − x

h

)]
,

=
1

(nh) 2
× n× V arf

[
K

(
X1 − x

h

)]
,

≤ 1

nh2
Ef

[
K

(
X1 − x

h

)2
]
,

=
1

nh2

∫
R
K

(
y − x

h

)2

f (y) dy,

=
1

nh

∫
R
K (u) 2f (x+ uh) du,

≤ 1

nh

∑
z

f (z)

∫
R
K (u) 2du︸ ︷︷ ︸ .

C’est exactement ce qu’il fallait démontrer.

2.3 Quelques remarques :

Les évaluations du biais et et de la variance que l’on vient de démontrer ont un certain
nombre de concéquences résumées ci-desssous.

1. Vitesse de convergence : On déduit de la Proposition 2.2 que le risque

MISE de f̂K
h (x) admet la majoration suivante :

MISE
(
f̂K
h (x)

)
≤ C2

1h
4 +

C2

nh
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On vérifie aisément que la valeur de la fenêtre h qui minimise le majorant du

MISE est hopt = (C2/4C
2
1)

1/5
n−4/5. En injectant cette valeur dans l’expression

du MSE on obtient :

MSE
(
f̂K
hopt

(x)
)
≤ Const.n−4/5.

Cela montre que la vitesse de convergence de l’estimateur à noyau est de n−4/5.

Elle est donc meilleure que la vitesse n−2/3 obtenue pour les histogrammes. Par
conséquent, les estimateurs à noyau sont préférables aux histogrammes lorsqu’il
s’agit d’estimer une densité deux fois continument différentiable.

2. Optimalité de la vitesse : On peut démontrer qu’il est possible d’estimer f

à une vitesse meilleure que n−4/5 sans imposer des hypothèses supplémentaires
(de régularité ou de structure) sur la densité inconnue f.

3. Sur-lissage et sous-lissage : Lorsque la fen̂tre h est très petit, le biais de
l’estimateur à noyau est très petit face à sa variance et c’est cette dernière
qui détermine la vitesse de convergence du risque quadratique. Dans ce type
de situation, l’estimateur est très volatile et on parle de sous-lissage(under-

smoothing, en anglais). En revanche, lorsque h grandit, la variance devient petite
et c’est le biais qui devient dominant. L’estimateur est alors très peu variable
et est de moins à moins influencé par les données. On parle alors d’un effet de
sur-lissage(over-smoothing en anglais). En pratique, il est primordial de trouver
la bonne dose de lissage qui permet d’éviter le sous-lissage et le sur-lissage.

4. Comparaison avec le cadre paramétrique : Dans la théorie statistique pa-
ramétrique classique, la vitesse de convergence usuelle pour le risque quadratique

est de n−4/5 obtenue pour l’estimateur à noya est meilleur que n−2/3 obtenu pour
l’estimateur par histogramme mais reste quand-même inférieure à la vitesse pa-
ramétrique. Ceci est tout à fait naturel et traduit la complexité de l’estimation
non-paramétrique comparée à l’estimation paramétrique. On peut remarquer
également que lorsque la régularité de la densité tend vers l’infini (β → ∞), la
vitesse de convergence se rapproche de plus en plus de la "vitesse paramétrique"



Chapitre 3

Régression non paramétrique

Soient les observations de couples (xi; yi) ; i = 1, ...., n, où les xi représentent les
valeurs observées de la variable explicative X et les yi représentent celles de la variable
dépendante Y . La méthode la plus communément utilisée pour étudier la relation entre
ces deux variables est la régression linéaire simple, qui suppose un modèle de la forme

Yi = α + α1Xi + ϵi; i = 1, ...., n

où les erreurs aléatoires ϵi sont non corrélées, de moyenne nulle et de variance σ2.
Cette méthode possède l’avantage d’être facile à interpréter et, lorsque les postulats
sur les résidus ϵi sont vérifies, elle permet de faire des tests d’hypothèses statistiques
formels sur les paramètres. Par contre, il arrive que la linéarité de la relation ne soit
pas toujours respectée. Dans ce cas, il est préférable de choisir un modèle plus flexible
qui reflété mieux la relation entre X et Y . Le modèle de régression non paramétrique
suivant peut alors être employée :

yi = r(xi) + ϵi, i = 1, ....., n

où r(xi) représente la moyenne conditionnelle de la courbe de régression, c’est- à-dire

r(x) = E(Y |X = x).

L’objectif est d’estimer la fonction r pour expliquer et prédire Y à partir de X. Pour
cela on dispose des réalisations de n couples de variables (X1, Y1) , ..., (Xn, Yn). On va

supposer que les (Xi, Yi) sont indépendants.
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1 Estimateur de Nadaraya-Watson

On suppose que les (Xi, Yi) admmettent une densité f : R2 → R et on suppose que

pour tout x > 0, fX(x) =
∫
f(x, y)dy > 0, (fX est la densité de X). On peut alors

écrire

∀x ∈ R, r(x) = E[Y|X = x] =

∫
yf(x, y)

fX(x)
dy

Un estimateur naturel de r(x) est donné par

r̂n(x) =


∫

y
f̂(x, y)

f̂X(x)
dy si f̂X(x) ̸= 0

0 si f̂X(x) = 0

.
Soit h −→ 0 quand n −→ ∞, alors les estimateurs de f(x, y) et f(x) est donné par

f̂n,X(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
,

f̂n(x, y) =
1

nh2

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
K

(
Yi − y

h

)
,

Définition 1.1. Si K est un noyau d’ordre 1 alors ∀x ∈ R, estimateur de la fonction
de régression est donné par :

rn(x) =



n∑
i=1

YiK
(
Xi−x

h

)
n∑

i=1

K
(
Xi−x

h

) si
n∑

i=1

K

(
Xi − x

h

)
̸= 0

0 si
n∑

i=1

K

(
Xi − x

h

)
= 0

. C’est l’estimateur à noyau introduit par Nadaraya-Watson (Nadaraya, 1964 et Wat-

son,1964).
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Plus généralement, des estimateurs de r(x) peuvent s’écrire :

r̂n(x) =
n∑

i=0

ωn,i(x)Yi,

où ωn,i(x) =


K(

Xi−x

h
)∑n

i=0 K(
Xi−x

h
)

si
∑n

i=0K(Xi−x
h

) ̸= 0

0 sinon
.

ωn,i(x) sont des poids dépendant de x et de (X1, ..., Xn).

Remarquons aussi que, si
∑n

i=0K(Xi−x
h

) = 0 i.e. si x se trouve dans une zone où il

n’y a pas de Xi, alors r̂(x) = 0. Et sinon , comme
∑n

i=0 ωn,i(x) = 1, alors Yi est une

moyenne pondérée des Yi qui correspondent aux points Xi proches de x.
Dans la pratique, comme K est en général symétrique et décroissant sur R+,le poids
associé à Yi dans cette moyenne pondérée est d’autant plus grand que Xiest proche de
x. Les Yi associés à des points Xi qui sont loin de x n’ont pas ou peu d’impact sur
l’estimation de r(x). C’est en cela que la méthode est locale, au contraire de l’EMC
non paramétrique.

Preuve 1.1. Supposons donc que
∑n

i=1K
(
Xi−x

h

)
̸= 0. alors

r̂n(x) =

∫
yf̂n(x, y)

f̂n,X(x)
dy,

=
1

f̂n,X(x)

∫
y

1

nh2

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
K

(
Yi − y

h

)
dy,

=
nh∑n

i=1K
(
Xi−x

h

) 1

nh2

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)∫
yK

(
Yi − y

h

)
dy,

=
1∑n

i=1K
(
Xi−x

h

) n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
1

h

∫
yK

(
Yi − y

h

)
dy,

=
1∑n

i=1K
(
Xi−x

h

) n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
Yi.
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Pour la dernière ligne, on a utilisé le fait que

1

h

∫
yK

(
Yi − y

h

)
dy =

1

h

∫
(Yi − uh)K(u)hdu = YiK(u)du− h

∫
K(u)du = Yi

Remarque 1.1. Si K est continu, positif et à support sur R (par exemple le noyau

gaussien) alors r̂n(x) est continu.

Remarque 1.2. Si la densité fX est connue. Dans ce cas, il est pr éférable d’utiliser

r̂n(x) =


∫

y
f̂(x, y)

fX(x)
dy si fX(x) ̸= 0

0 si fX(x) = 0

Proposition 1.1. On suppose fX connue. On s’intéresse à l’estimation de r(x) pour
x fixé. Soit K un noyau d’ordre 1. On suppose de plus les hypothèses suivantes
– (H1) fX(x) > 0.

– (H2) Il existe ϵ > 0 tel que les fonctions fX et r sont continument dérivables sur

[x− ϵ, x+ ϵ]

– (H3) Pour tout y ∈ R et si |u| ≤ ϵ on a :

|f(x+ u, y)− f(x, y)| ≤ M(x, y)ϵ,

où ∫
y2M(x, y)dy < ∞ et

∫
y2f(x, y)dy < ∞

– (H4) K est un noyau à support dans [−1, 1] et de carré intégrable.

Proposition 1.2. Sous les hypothèses (H1)-(H4), il existe une constante C(x) (dé-

pendant de x) telle que

E[(r̃n(x)− r(x))2] ≤ C(x)(h2 +
1

nh
),
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Remarque 1.3. Si on choisit une fenêtre h telle que h ≍ n−1/3 (le signe signifie “de

l’ordre de ”), il existe une constante C′(x) telle que

E[(r̃n(x)− r(x))2] ≤ C′(x)n−2/3

Preuve 1.2. On utilise la décomposition biais/variance :

E[(r̃n(x)− r(x))2] = Biais2 + variance

Etude asymptotique du biais

L’étude asymptotique du biais basée sur

1. le théorème du transfert et le théorème de Fubini .

2. les hypothèses (H1)-(H4).

3. l’inégalité des accroissements finis.

E[(r̃n(x)] = E

(
1

nhfX(x)

n∑
i=1

YiK

(
Xi − x

h

))
,

=
1

hfX(x)
E

[
Y1K(

X1 − x

h
)

]
,

=
1

hfX(x)

∫ ∫
yK(

t− x

h
)f(t, y)dtdy,

=
1

fX(x)

∫ ∫
yK(v)f(x+ vh, y)dvdy.

En outre on a :

r(x) = E [Y |X = x|]

=

∫
yfY (y|X = x|) dy

=

∫
y
f(x, y)

fX(x)
dy.
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Donc :

r(x)fX(x) =

∫
yf(x, y)dy.

Ensuite, nous pouvons déduire que

r(x+ vh)fX(x+ vh) =

∫
yf(x+ vh, y)dy,

Alors :

E[r̃n(x)]− r(x) =
1

fX(x)

[∫ ∫
yK(v)f(x+ vh, y)dvdy −

∫
yf(x, y)dy

]
,

=
1

fX(x)

[∫ ∫
yK(v)f(x+ vh, y)dvdy −

∫ ∫
yK(v)f(x, y)dvdy

]
,

=
1

fX(x)

[∫
K(v)f(x+ vh)r(x+ vh)dv −

∫
K(v)r(x)fX(x)dv

]
,

=
1

fX(x)
[(v)[fX(x+ vh)− fX(x) + fX(x)]r(x+ vh)dv] ,

−
[∫ 1

−1

K(v)fX(x)[r(x+ vh)− r(x)]dv

]
.

On applique l’inégalité des accroissements finis sur r et fX et sous l’hypothèse (H4),

il existe une constante C(x) telle que, pour tout |u| ≤ ϵ,

|r(x+ u)− r(x)| ≤ C(x)u,

|fX(x+ u)− fX(x)| ≤ C(x)u.

On appliquer ces inégalités avec u = vh pour |v| ≤ 1 et |h| ≤ ϵ , nous obtenons :

E[r̃n(x)]− r(x) ≤ 1

fX(x)

[∫ 1

−1

|K(v)||fX(x+ vh)− fX(x)||r(x+ vh)|dv
]
,

+

∫ 1

−1

|K(v)||r(x+ vh)− r(x)|dv,

≤ C(x)

fX(x)

[∫ 1

−1

|K(v)||hv||r(x+ vh)|dv
]
+ C(x)

∫ 1

−1

|K(v)||hv|dv.
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Ensuite, d’après l’hypothèse (H2), il existe une constante c(x) telle que |r(x+ hv)| ≤
c(x) pour tout |h| ≤ ϵ et tout |v| ≤ 1. On a :

|E[r̃n(x)]− r(x)| ≤ C1(x)h,

avec,

C1(x) = C(x)(
c(x)

fX(x)
+ 1)

∫
|K(v)|dv.

Etude asymptotique de la variance

V ar[(r̃n(x)] = V ar

(
1

nhfX(x)

n∑
i=1

YiK

(
Xi − x

h

))
,

= nV ar

(
1

nhfX(x)
Y1K

(
X1 − x

h

))
,

= n
1

n2h2f 2
X(x)

ar

(
Y1K

(
X1 − x

h

))
,

≤ 1

nh2f 2
X(x)

E

(
Y 2
1 K

2

(
X1 − x

h

))
,

=
1

nh2f 2
X(x)

∫
y2K2(

t− x

h
)f(t, y)dtdy,

=
1

nhf 2
X(x)

∫
y2K2(v)f(x+ vh, y)dvdy.

Sous l’hypothèse (H.3), on obtient : l’expression finale est donnée par :

V ar[(r̃n(x)] ≤ 1

nhf 2
X(x)

(

∫
y2K2(v)M(x, y)ϵdvdy +

∫
y2K2(v)f(x, y)ϵdvdy,

=

∫
K2(v)

nhf 2
X(x)

(
ϵ

∫
y2M(x, y)dvdy +

∫
y2f(x, y)ϵdvdy

)
Finalement ,si |h| ≤ ϵ, la mojoration de la partie de variance est donnée par :

V ar[(r̃n(x)] ≤
C2(x)

nh
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où

C2(x) =

∫
K2(v)

nhf 2
X(x)

(
ϵ

∫
y2M(x, y)dvdy +

∫
y2f(x, y)ϵdvdy

)
.

Cette quantité est finie d’après les hypothèses (H.3) et (H.4)

Calcul du risque quadratique

E[(r̃n(x)− r(x))2] ≤ C2
1(x)h

2 +
C2(x)

nh
.

On équilibre les deux termes

h2 ≈ 1

nh
⇐⇒ h ≈ n

−1
3 ,

et si on choisit une fenêtre h∗ = cn
−1
3 avec c une constante positive, on a

E[(r̃n(x)− r(x))2] ≤ Cs(x)n
−2/3.

2 L’estimation par la méthode des polynômes locaux
dans le cas réel

2.1 Le principe de la méthode

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polynômes locaux est
fondée sur une simple généralisation de l’estimateur de Nadarya-Watson appelé à
noyaux. L’idée principale de cette approche est de considérer le problème de la ré-
gression sous l’angle des moindres carrés en considérant la fonction de régression r(.)

comme solution d’un problème de moindres carrés. Par convenance, nous rappellons
la définition de l’estimateur à noyau :
lorsque K ≥ 0,

r̂n(x) =

∑n
i=1 YiK

(
Xi−x

h

)∑n
i=1K

(
Xi−x

h

) =
ĝn(x, y)

f̂n(x)
.
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où K est un noyau et h = hn est le paramètre de lissage. Nous avous, lorsque K ≥ 0,

{ĝn(x, y)− r̂n(x)f̂n(x)} = 0.

L’estimateur de la régression r̂n(x) peut donc être regardé comme la solution du pro-
blème de moindres carrés pondérés suivant :

min
a0∈R

n∑
i=1

(Yi − a0)
2K(

Xi − x

h
). (3.1)

En d’autres termes, l’estimateur r̂n(x) est obtenu par une approximation des moindres
carrés localement constante des valeurs Yi.
Plus généralement, définissons l’approximation des moindres carrés localement poly-
nomiale de la façon suivante :
l’estimation localement polynomiale consiste en l’ajustement local d’un ploynôme de
degré p aux données {(Xi, Yi) : 1 ≤ i ≤ n}.
En effet, soit p un entier naturel fixé. Nous cherchons à ajuster le polynôme

a0 + a1(· − x) + a2(· − x)2 + . . .+ ap(· − x)p

aux données (Xi, Yi), via la méthode des moindres carrés pondérés.

Premièrement, on suppose l’existence de la (p + 1)-iéme dérivée de la fonction de

régression r(.) au point x. Nous pouvons alors approximer localement la fonction de

régression r(x) par un ploynôme d’ordre p.
Il s’ensuit, via le développement de Taylor autour du point x,

r(z) ≈ r(x) + r′(x)(z − x) + r′′(x)
2

(z − x)2 + . . .+ r(p)(x)
p!

(z − x)p

≈
∑p

j=0
r(j)(x)

j!
(z − x)j =:

∑p
j=0 aj(z − x)j.

(3.2)

Lorsque z est situé dans un voisinage du point x.
A présent, nous ajustons localement le polynôme (3.2) aux données

{(Xi, Yi) : 1 ≤ i ≤ n} par la méthode des moindres carrés pondérés avec comme

fonction de poids K
(
Xi−x

h

)
.
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Il faut minimiser par rapport au vecteur a = (a0, . . . , ap)
T ∈ Rp+1 la quantité sui-

vante :
n∑

i=1

(Yi − r(z))2K

(
Xi − x

h

)
. (3.3)

On remplace r(Xi) par son dévloppement de Taylor :

n∑
i=1

(Yi −
p∑

j=0

aj(Xi − x)j)2K

(
Xi − x

h

)
. (3.4)

La solution de ce problème de minimisation peut-être donnée en utilisant les notations
matricielles, le problème (3.4) peut se résumer ainsi

min(Y −Qa)tK(Y −Qa). (3.5)

où Q la matrice définie par :

Q =


1 (X1 − x) (X1 − x)2 · · · (X1 − x)p

1 (X2 − x) (X2 − x)2 · · · (X2 − x)p

...
...

...
...

...
1 (Xn − x) (Xn − x)2 · · · (Xn − x)p


et

Y = (Y1, . . . , Yn)
t et a = (a0, . . . , ap)

t

On désigne par K la matrice diagonale de poids :

K =


K
(

X1−x

hn

)
0 · · · 0

0 K
(

X2−x

hn

)
· · · 0

...
... . . . 0

0 0 · · · K
(

Xn−x
hn

)


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En suppsant l’inversibilité de QtKQ, et d’après la théorie des moindres carrés, le
vecteur de solution est donné par

â = (QtKQ)−1QtKY

où â = (â0, . . . , âp)
T ∈ Rp+1, le vecteur qui minimise l’expression (3.5).

D’après (3.2), la dérivée k-ième r(k)(x) peut-être donc estimer par âk × k! pour k =

0, 1, . . . , p. Il s’ensuit la définition suivante : La statistique

r(k)n (x) = âk × k!, 0 ≤ k ≤ p, (3.6)

est l’estimateur localement polynomail d’ordre p de la dérivée k-ième de la régression

rk(x).

Remarque 2.1. Lorsque k = p = 0, on retrouve bien l’estimateur à noyau r̂n(x).

2.2 La méthode locale linéaire

Un exemple praticulièrement intéressant est le cas p = 1 et k = 0.

L’estimateur r̂LLn (x) de la fonction de régression est appelé l’estimateur localement
linéaire.
D’après (3.4) et (3.6) , il est égale à â0 lorsque â = (â0, â1) désigne le vecteur solution
de l’équation des moindres carrés suivant :

min
a0,a1∈R

n∑
i=1

{Yi − a0 − a1(Xi − x)}2K
(
Xi − x

hn

)
.

Plus explicitement, l’estimateur localement linéaire est défini par :

r̂LLn (x) =:
ĝn,0(x)f̂n,2(x)− ĝn,1(x)f̂n,1(x)

f̂n,0(x)f̂n,2(x)− f̂ 2
n,1(x)

, (3.7)

où

f̂n,j(x) =:
1

hn

n∑
i=1

{
Xi − x

hn

}j

K

(
Xi − x

hn

)
, j = 0, 1, 2,
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ĝn,j(x) =:
1

hn

n∑
i=1

{
Xi − x

hn

}j

K

(
Xi − x

hn

)
, j = 0, 1.



Chapitre 4

Application sur des données simulées

La fonction de régression est un outil fondamental pour décrire la relation entre deux
variables aléatoires. Dans ce chapitre, nous allons déterminer ce lien par les deux mé-
thodes d’estimation non paramétrique : locale linéaire (L.L) et la méthode de noyaux

(L.C). L’objectif principal est de montrer à l’aide de données simulées réelles la su-
périorité de la méthode d’estimation par polynômes locaux sur la méthode à noyau.

Simulée les données

: on suppose que l’on dispose de l’observation de n variables Yi, i = 1, ..., n indépen-
dantes,et l’on se place dans le cadre du modèle de régression standard :

Yi = r(xi) + εi

avec, ε1, ε., , , , , .εn (i.i.d) et E(εi) = 0, Var(εi) = σ2. où les prédicateurs xi sont
déterministes et à valeurs dans R et r est une fonction inconnue que l’on cherche à
estimer. On va estimer la fonctions de régression suivante à l’aide d’ un estimateur
de Nadaray-Watson et locale linéaire.

Code R

n < −1000

x < −(1 : n)/n

Data 1
rsnr = 5 rapport signal sur bruit
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r = 0.5 + (0.2 ∗ cos(4 ∗ pi ∗ x)) + (0.1 ∗ cos(24 ∗ pi ∗ x))
sigma1 <- sd(f1)/rsnr Niveau de bruit

Y1 <- r + rnorm(n,mean=0,sd=sigma1)
Visualisation des donnees avec la fonction de regression
dev.new()

plot(x,Y1,type="l",pch=19)

library(KernSmooth)
Estimation a noyau
h = 0.2
hatf1 = locpoly(x,Y1,degree=0,bandwidth=h,gridsize=T,range.x=c(0,1))y

lines(t, r,type="l",col="blue", pch=19)
on choisit un ensemble de valeurs pour h
h.grid = seq(0.001,0.05,length.out = 8)

erreur = rep(0,length(h.grid))

for (j in 1 :length(h.grid))

r= locpoly(x,Y1,degree=1,bandwidth=h.grid[j],gridsize=T,range.x=c(0,1))y

erreur[j] = sum((truef1-hatf1)2)

Résultats de simulation

Avec le programme du logiciel R , on obtient la courbe dans la figure qui représente
la fonction théorique comme régression et son estimateur par la méthode de noyaux
( figure à gauche ) et par la méthode locale linaire (figure à droite) avec le paramètre
de lissage h = 0.05.



Application sur des données simulées 41

Commentaires

La comparaison des deux diagrammes indique que l’approche locale linéaire ( graphique

à droite) donne de meilleurs résultats que la méthode classique du noyau ( graphique

à gauche). Ceci est confirmé par l’erreur quadratique moyenne (MSE) pour déférente
des valeurs de paramètre de lissage h comme l’indique le tableau suivant :

Le paramètre (h) 0.010 0.014 0.018 0.023 0.027 0.032 0.036 0.041
MSE(L.C) 0.607 1.238 2.252 3.320 4.187 4.781 5.163 5.428
MSE(L.L) 0.669 1.214 2.146 3.151 3.992 4.586 4.969 5.217

Remarque 0.2. les estimateurs localement polynomiaux sont supérieurs aux estima-
teurs à noyaux dans le cadre du dispositif expérimental aléatoire, car la variance de
cette méthode et celle de la méthode du noyau sont les mêmes, alors que d’aprés Fan
[11], l’estimateur localement linéaire ou localement polynomail a un meilleur biais

que l’estimateur à noyau. Il est d’ordre O(hp+1), alors qu’il était d’ordre O(h) pour
la méthode du noyau.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité les techniques de l’estimation non paramétrique
de la fonction de densité de probabilité et la fonction de régression. Nous avons uti-
lisé méthode de noyau (Parzen-Rosenblatt)pour estimer la densité et celle Nadaraya-
watson pour la régression.Ces méthodes sont particulièrement utilisées pour évaluer
la performance de l’estimateur.
Les principaux résultats que nous avons établi la vitesse de convergence presque-
complète de la fonction de répartition empirique en précisant sa vitesse de conver-
gence, lorsque les observations sont indépendantes. Ensuite, nous avons concentrés sur
les méthodes d’estimation de la densité : La méthode d’estimation par histogramme,
la méthode d’estimation par noyau de la densité et la régression. Nous avons présenté
également, les propriétés statistiques de chaque modèle fonctionnels. De plus nous
avons construit un estimateur local linéaire de la fonction de régression et nous réali-
sation des simulations par utilisant le logiciel R qui nous permet d’observer l’influence
le paramétré de lissage sur la méthode de noyaux et local linaire.
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