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Introduction

0.1 Origine du probleme

0.1.1 Motivation : Equation de la chaleur

Historique

C’est au Baron Jean-Baptiste Joseph Fourier (Aux 1768, Paris 1830) que revient le
mérite d’avoir trouvé I’équation de la propagation de la chaleur dans les solides. Il
mit au point une méthode pour sa résolution; L’analyse de Fourier est née et malgré
toutes les contestations émises (Lagrange, Laplace, Legendre,...), 'académie des
sciences luil décerna un prix en 1811 pour sa théorie mathématique des lois de la
propagation de la chaleur en accord avec I'expérience.

Les importantes réserves émises retarderent la publication de son traité sur la
propagation de la chaleur. Ce ne fut qu’en 1822 qu’elle paru sous une forme achevée
dans son livre intitulé "théorie analytique de la chaleur ”. La mathématicienne
Sophie Germain (1776-1831) et I'ingénieur Claude Navier étendirent la théorie de
Fourier a d’autres domaines que la transmission de la chaleur.

0.1 Définition. Soit U un ouvert de classe C™ dont la frontiére est O U .I’équation
de la chaleur est une équation aux dérivées partielles de type parabolique donnée par

%(x,t)—cAu(x,t)=f(x,t) (x,0) € UXJ0,T]

Avec ¢ un scalaire strictement positif et T > 0, complétée par des conditions aux
limites adéquates

u=0 (x,t) e 0Ux]0,T[ (1)
u(x,0) =u,(x) xe U 2)

La condition (2) donne la température a I'instant t =0

C’est une équation d’évolution. En régime permanent ou stationnaire, lorsque la
température u(x,?)ne dépend plus du temps, alors I’équation de la chaleur prend la

forme réduite

Au(x) = f(x) xeU
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Complétée par les conditions aux limites compatibles avec et selon la nature du
probléeme posé, souvent du type Sturm-Liouville ou du type Robin

u=0 xeoU (1)
H(x))=0 X, €0U (2)
Remarque 0.1
Le milieu matériel, siege du phénomene de conduction peut étre homogene ou non,

isotrope ou non isotrope. Ces dimensions sont finies ou infinies.

0.1.2 En dimension 1

Soit S une tige hétérogene constituée d’un corps isotrope fixe [-1,0] et d"une couche
mince [0, §], d’épaisseur 3§, (§ > 0). Alors le probléeme de la diffusion de la chaleur, plus
précisément probleme de conduction c’est a dire sans transport de matieres dans S et
dans le cas stationnaire pour les données physiques du probléme est représenté par les
équations suivantes :

@)'(x)+au’ (x)=g (x) xe]-10
W) (x) +aul (x)=g.(x)  x€]0,0]

Avec les conditions aux limites :

u’(-1)=f
{(Uf ) ()= [’
et les conditions de transmission :
u’ (0)=u (0)
{P @) (0)= p,(u})(0)

ui (x) représente la température au point », p et p, les coefficients de conductivité des
corps ]-1,0[ et ]0,3[ , a < 0 est le coefficient d’échange avec le milieu extérieur, g, les

sources de chaleur, f la température au point » =—1 et f’ le flux de chaleur au point

1=0.

0.1.3 En dimension 2

Comme en dimension 1, le probleme de la conduction dans une plaque hétérogéne
[-1,8]%[- =, ] constituée de la jonction de deux plaques [-1,0]%[-x, ] et [0, 6][-, 7] est
représenté par les équations :

{Aaﬁ (x, )= g (x,)) (x,») €]-1,0[x] - 7, 7]
Auf(xay):gf(x9y) (X,y) 6]0’5[X]_7[77[[

avec les conditions
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avec les conditions

uf(_lay)sz—(y)a yE]—ﬂ',ﬂ'[
u’ (x,~m)=u’(x,7)=0, x]-1,0[

u’ (x,~-7)=u’ (x,7)=0, x€]0,5[ 1)
ou’

=5, 0)=f'(»), yel-za]
L Ox

et les conditions de transmission
ou’ ou’
—(0,y)=p, (0,

P ax( y)=p 8x( ») 2

u’(0,y)=u)(0,y),  yel-za[

Le méme probleme peut étre étudié avec des conditions périodiques aux bords

u’ (~1,y)= 1 () yel-z,x{
u’ (x,~7)=u’(x,7)=0 xe]-10[
ou’ _ou’ _
o (x,—7)= o (x,7) xe]-1,0[
u’ (x,~7)=u’(x,7)=0 x €]0,0] 3)
ou’ N ou’
o (x,—7)= o (x,7) x€]0,9]
5
D@D L») el
he

Dans ce cas, I'outil utilisé est bien sur 1’analyse de Fourier

0.14 En dimension quelconque
En dimension quelconque, le segment [- m, 7] peut étre remplacé par un ouvert

2 . -1 2oz
quelconque, régulier ou non de R"", n > 2 et plus généralement par le bord d’une
variété de dimension n.

0.1.5 Cadre des équations différentielles abstraites

Cas général. Formulation abstraite

Dans le cadre des équations différentielles abstraites, on note

u’ (x,y) =1’ (x,.)y =u’ (x)(y)
g’ (x,»)=g°(x,)y=g°(x)(»)
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5 5 1 . . . : .
u“ et g deviennent alors des fonctions vectorielles de la variable x dans un espace E, ou

E est un espace de variable y. Alors les problemes précédents peuvent étre réécrits dans
le cadre des équations différentielles abstraites sous la forme (ici on cache la variable y)

@) (x)+ Au’ (x)=g°(x)  x€]-1,0[U]0,d]
u' ()= f

(P) 1@ (&)= f’

u’(01)=u’(0")

P @) (07)=p,(u’)(0")

A étant un opérateur fermé de domaine D(4), non nécessairement dense inclus dans un

espace de Banach complexe E, g° une donnée dans C([-1,8];E)et f, f° des données
dansE; p_, p, des scalaires strictement positifs représentant respectivement les
propriétés

intrinseques telle que la conductivité des deux corps joints |-1, 0] et ]0, J[ .

Dans I'exemple précédent (1), 'opérateur A est 'action de dérivation seconde par
rapport a la variable y complétée des conditions aux limites et de domaine D(A)

D(4)=\p e C*([-7,7]): (-7) = (1) = 0]

Le probleme de transmission avec couche mince a été traité par de nombreux auteurs,
mais dans des cadres différents. Citons a titre d’exemple A. Favini, R. Labbas, K.

Lemrabet et S. Maingot [6], en considérant des données homogenes, et en utilisant un
changement d’échelle, ces auteurs ont obtenu des résultats d’existences d’unicité et de

régularité dans les espaces L’ tout en supposant le second membre dans un espace
d’interpolation.

Dans ce travail, le probleme (P°) sera traité avec des conditions non homogenes dans le
cadre des espaces de Holder, en utilisant la notion d"impédance « défini » par un
opérateur 7 comme suit

La résolution du probleme
() (x) + Au) ()= g/ (x)  x€]0,0]
(P) qu(0)=v
@.)(8)=f’

ol ¥ estun parametre donné dans E, conduit a définir formellement I'opérateur
d’impédance par

@) (0)=T;(g?. [ )

Ensuite le probléeme (P’ )est entierement décrit par le probleme :

10
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@) (x)+ Au’ (x) = g_(x) xe]-1,0
(P°) qul(-D =1
@) (0)= pTy(g;, [ ,u’ (0))

Noter que 7; permet de transporter les informations requises du probleme (Rfs )vers le

probleme (P°)de domaine fixe, d’ot1 son avantage.

Comme il a été mentionné, on traitera le probleme dans le cadre Holderien. On
supposera par la suite que

° e C*(-1,0],E
{ge ELOLEY y hp e

g’ eC*([0,6],E)

Mais on ne supposera pas, compte tenu des caractéristiques différentes des deux corps
que

g:(0)=g_(0)
Dans ce cas, on montre (voir plus loin) que g5 est holdérienne par morceau sur ]-1,0] et
10, 8].

Ce présent travail se divise en deux parties, la premiére est une partie synthese de
I'article " Omar Belhamiti, Rabah Labbas, Keddour Lemrabet, Ahmed Medeghri —
Study of boundary value and transmaission problems in the Holder
spaces. Applied Mathematics and computation 202 (2008) 608—619.". Les
auteurs traitent le probléme de transmission dans un domaine avec couche mince dans le
cadre des équations différentielles abstraites en supposant le second membre plongé
dans un espace de Holder. L'outil d’analyse utilisé est le calcul fonctionnel de Dunford
qui par sa richesse s’adapte mieux a ce genre de probleme puisqu’il permet d’écrire
formellement la solution du probleme posé.

o . 3’ s s . )
Pour la deuxieme partie, on présentera I'écriture de la solution u" tel que

Indépendamment du parametre 1), basée sur le calcul fonctionnel de Dunford, suivi a

nouveau d"une étude sur I'existence 1'unicité et la régularité maximale de la solution. On
essaye de dégager les différences majeures entre 1'étude faite dans la partie I et celle faite
dans cette partie II.

11



Chapitre 1

Les rappels

1.1 Lemmes techniques

On présente dans cette section, un rappel sur les propriétés élémentaires des fonctions
hyperboliques sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique définies dans le champ
complexes, puis on exposera les lemmes techniques de majoration et de minoration qui
seront utilisés tout le long de cet article, suivi d'un lemme de dérivation sous le signe
somme puis d’un rappel sur les fonctions de Green et une méthode de leurs
constructions, a noter qu’on ne mentionnera pas la théorie des distributions pour la
construction de telles fonctions, malheureusement souvent utilisée en physique. Aprés,
on fera un petit rappel sur la détermination principale de la racine carrée. Une chose qui
peut sembler a premiere vue dérisoire, mais nécessaire pour la résolution des équations
différentielles du second ordre dans le champ complexe. On terminera par un bref
rappel sur les espaces d’interpolation et la théorie spectrale et enfin la théorie des
semigroupes

Définition 1.1 Pour tout z € C, on note

z -Z V4 —Z
e’ +e . e’ —e
coshz = T sinhz =

Les fonctions z = coshz et z = sinh z sont holomorphes sur tout C.

1.1.1 Propriétés

l.a) Pourtout zeC
|cosh z|” = cosh?(Re z) — sin® (Im z)
|sinh z‘z = cosh*(Rez) - cos’(Imz)
1.b) Pourtout .€C telque Rez > )
|cosh z| < cosh(Rez) < "

‘sinh z‘ <coshRez < e

12
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1.c) Pourtout zeC
cosh(Rez) >1

Si Rez=>)
sinh(Rez) >Rz
1.d)
‘coshéz‘ <cosh&ERez<eR? §i&E>0
‘coshéz‘ <coshéRez <R 5iée<0
Preuve

l.a) Soit z =x+iyeC

er + e—Zx

|
+ Re(ez e‘z)
]

‘cosh z‘z = (cosh z)(coshz) = %
= %(cosh 2x+cos2y)=cosh’x—sin’y
De méme

2x -2x _ |
¢ *e _ Re(ezez)
2 J

|sinh z|” = (sinh z)(sinh z) =%
= %(cosh 2x-cos2y)=cosh’x—cos’ y

1.b) Supposons que Rez = x > ). Grace a la décroissance de 1 +e ™", on a

_ x( 1+e‘2xj .
coshx <e’| sup 5 =e

x>0

Alors,
‘cosh z‘ <coshx<e”
De la méme maniére, on démontre aussi

‘sinh z‘ <coshx <e”

1.c) Elémentaire. Si » >0, la courbe d’équation y = sinh x est située au dessus da sa

demi-tangente a I'origine qui est précisément la demi-droite d’équation: ((y =x, » 20).

1.d) Pour € > 0, le résultat est immédiat. Supposons que £ < 0

Ex

-&x 2Ex
e +e e +1 .
coshéx=—2 =e ’x( 5 ]ée 7

Une premiére application de ces propriétés est la preuve du lemme suivant

13
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Soit . € C. Pour tout § € [-1,0] et & € [0,1], On note

A_(&,0)=coshdzcosh&z — psinhdzsinh &z
Lemme 1.1 Pour tout ¢ € C tel que Re . > ) et p un réel strictement positif, on a

8 (6B (p 1)

Preuve

Soit . € C tel que Re: >, alors

Az(ﬁ,ﬁ)‘ < ‘cosh&zcosh 52‘ + p‘sinh5zsinh§z‘
<(p+1)coshoRezcoshERez

< (p + l)eﬁReze—fiRez

< (p + l)e(ﬁ—f)Rez

T
Lemme 1.2 Pour tout nombre complexe z non nul tel que ‘arg Z‘ < % ona

arg(l—e'z)—arg((1+e'z)£argz si O<argz<rm/2
arg(1-e)-arg((1+e”)>argz si —7/2<argz<0
Preuve

Soit z un nombre complexe non nul tel que ‘arg Z‘ <7 /2.0na

l-e” (l_e_z)(1+;) ) 1—‘6_2 ’ —(e_z —e_Z)

-z 12 12
lte ‘1+ez ‘1+e2

1-e? =2ilme* 1-e " +2ie"siny
2 - 2

‘1 +e” ‘1 +e”
On déduit
"1-e7 ) "2¢siny )
arg — =arctan ————
N l+e 7 . l-e )

a) Supposons que 0 <argz <7 /2, alors xet ysont deux réels strictement positifs.
Par suite,

2¢ *siny <2_y_1
1-e*  2x «x
Alors, puisque Re : > )

14
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arg[l_ e_ ] < arctan(lj =argz
l+e~ X

b) Si —7w/2<argz< ),alors

"1-e7) "2¢*siny )
arg — = arctan ——— =
l+e~ Cl=-e

2
2> arctan 2

A

Donc

Interprétation géomeétrique

On rappelle que si 4, B _ sont trois points d’affixes respectives1; -e “; ¢ ~,ona

arg(l_ e_j J = mes (A?,E)

1+e

Alors si U estun point d’affixez = x+i7y, 1+ >0 et y> 0, on peut interpréter
géométriquement ce résultat simplement par

mes (A—C,E) > mes (@,O—D)

FIG.1.1

Par récurrence sur l'entier n, on a de méme
arg(l - e"”) - arg((l + e_"z) <argz si O<argz<z/2

ne N
arg(1-e ™ )-arg((1+e ™ )>argz si -7/2<argz<0

15
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Lemme 1.3 Soit z un nombre complexe tel que ‘arg Z‘ =0<r/2.

Il existe une constante C, strictement positive pour laquelle on a

‘1+e‘z

>C,

Preuve. Pour z=x+iy, (x,y) eR’, ona

(1 + e_z)(l + e_z)

’ +2Re(e”)

2
‘1+e_z

1+‘e_z

1+e +2e ™ cosy
= (e +cosy) +sin’ y
Selon le signe de cos y, on distinguera deux cas

Premier cas. Supposons que cosy = 0. Alors

2 2 . .
‘1+e_z = (e_x +cosy) +sin” y > cos’ y +sin’ y =1

Deuxiéme cas. Supposons que cos y <0.0Ona

2 _ 2 :
‘1+e2 =(ex+cosy) +sin’ y >sin’ y

et le minimum est atteint si

e +cosy=0
autrement
y=arcos(—e ") (1.1)

Soit (x,,y,)un point de la courbe d’équation (1.1). On a
2
> sin’ (ar cos(—e ™ ))

sin’ (arcos(—e ))= (1 —e7)

Or le point (x,,y,)existe si cosy, <0. Par suite

‘1 +e”

— < x, <
2tan 3, tan f,

By = arg(x, +iy,)

D’autre part, de (1.1)

x, >0 si et seulement si Ln‘cos yo‘ <0

Inégalité toujours vérifiée. Par conséquent tan ff, > Oetl'on a

16



1.1 LEMMES TECHNIQUES 17

V4

, T
‘1+e_z >1—¢ "

Dans les deux cas on a
7

) o
‘1+e_z >I>1-¢ ™

A la limite, lorsque x,, fend vers +00 ona

V4

lim|1-e ™% |=1
ﬁo—)(:r

Le minimum égal a 1 apparait donc comme une valeur limite a I'infini. On a toujours

2
>1

‘1+e_z

Remarque 1.1 La constante C, ne dépend pas de argz

Lemme 1.4 Il existe une constante C, strictement positive telle que pour tout z, un
nombre complexe vérifiant Rez >0, ona

‘l—e_z

>C,

Preuve. Soit la transformation 7 du plan complexe dans lui-méme définie par
(M,V) - (2 - u,—v)

L'image de 1+e " par 7 estle nombre complexe 1—e*.Ona

[@=ww = [2=ull +] =l + V]~ 4 44

g Mz —4e "cosy

lu

(e —cosy)’ +sin’ y
Alors,

‘1+eﬂ

g‘l—e_z‘ Si cos(Im\/;)<O

‘l—e_z

’ Z(I—e‘)‘)2 >C, si cos(Im\/;)zo

La suite est triviale.

Lemme 1.5 Sous les méme conditions que le lemme 1.4 précédent et pour tout
0 €]0,1], il existe une constante strictement positive C, indépendante de 9 telle que

‘1 +e %

>C,

17



1.1 LEMMES TECHNIQUES 18

Preuve. C,ne dépend pas de |z| et 'homothétie z = 5z, (6 > 0) laisse invariant
I'argument de z, d’ot le résultat

Le lemme suivant est utile par la suite. Il sera souvent utilisé

Lemme 1.6 Soit z un nombre complexe tel que ‘arg Z‘ <7 /2.Pourtout 0 >0,0na

A (-1,8)2 %(C(9 )’ cos@ePHDRe?

Pour rappel
A.(&,0) =cosh zo cosh z& — psinh zo sinh z&
{é e[-1,0]

Preuve. Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant

Lemme 1.7 Soit z, et z, deux nombres complexes non nuls. On a

2422 () +‘zz‘)cos(argzl - argzz)

2
{0{ =argz,
: f=argz,
2,42, =(z+ zz)(zl + zz)

= ‘zl‘z + ‘22‘2 + ZRC(le_Z)

Preuve. Posons

=|z| +|z.| +2|2||2|(cosacos  +sinasin B)

= ‘21‘2 +‘22‘2 +2‘ZIHZZ‘COS((I— ,6’)

= ‘21‘2 + ‘22‘2 + 2‘4“%‘(%5% — sinng

= (‘21‘2 +‘22‘2)(0052¥+Sin2 (Z;IBJ +2‘21H22‘(0052¥—Sin2 (Z;IB)
e 2l 52 o o 5

(=) cos S5 ol sne 52

On déduit

a-p
2

2+ 2, 2 (|| +]z,]) cos®

18



1.1 LEMMES TECHNIQUES 19

Mais on a aussi démontré 1'inégalité suivante

‘Zl + 22‘2 > (‘Zl‘ - ‘zz‘)z sin’

a-p
2
A titre facultatif, on a aussi
-2 2 (2] - [2]) o 2
‘Zl - Zz‘z 2 (‘Zl‘ t ‘ZzDz sin’ %
Passons a la démonstration du lemme 1.6. On a

4A,(-1,6)|= (1+e‘25z)(1+e‘22)+p(1_e—zaz)(1_e_22)

Posons

(a,b) = (1+e'252,1+e'22)
(c,d) = (l—e'zgz,l—e'zz)

Alors, par le lemme 1.7

4A,(-1,6) 2 7 (

ab|+ p|cd)

Cos(arga -|2- argh argc J;argd)‘

Par le lemme 1.2

(arga+argb _ argc+argdj
2 2

arga—argc|+|argb—argd|
2 [ 2

|
<

|
< %(Zargz) =argz

Par suite,

4A,(-1,6)| = "% (

ab‘ +p‘cd‘)cos0

> e(§+1)z

ab‘cos@

Par le lemme 1.3

47, (-1,8)2(C,) e ™ cosd n

Remarque 1.2 Sip=1

0,(-1,6)|=|coshSzcosh z + sinh Szsinh |
= ‘cosh(& + l)z‘

d’ ot

A (-1,8)= %Cgemz

Ce que I'on a gagné en facteur, on I'a perdu en puissance !

19



1.1 LEMMES TECHNIQUES 20

Soit (y) le contour du domaine
Sy, = {z : ‘argz‘ <4,, 6, e]O,%[} v B(o,&,)

Lemme 1.8 11 existe une constante positive C ne dépendant que du contour (y) telle que
pour tout ¥>0,ona

]

<
r’

, ve]o,]]

/

Preuve. Voir figure 1.2
‘z + r‘ > AB =rsing,

et
‘Zir‘ZCD=‘z‘sint90
On note
yi={zey:‘z‘2r} , yf:{zey:‘z‘>r}
Alors,
d d K
e T P
\dz\ Kild
y_r‘risz‘V o =2 I

Le reste est immédiat.

[r+z|

Fig. 1.2

20



1.2 DETERMINATION PRINCIPALE DE LA RACINE CARREE 21

1.1.2 Dérivation sous le signe somme

Lemme 1.9. Soit G une application continue, dérivable de [a, b] x[a, b] dans un Banach
E. f une application continue de [a, b] dans E ; Alors I'application

u:.x— _fG(s,x)f(s)dS
est dérivable sur le segment [a, b] et 'on a
() = G0 )+ [ S 5.0 5)d
. OX

Preuve. Soit / un scalaire strictement positif tel que a<x+h<b.Ona

x+h X

u(x+h)-u(x)= [ G(s,x+h) f(s)ds - [ G(s,x) f(s)ds

x+h

= [[Gls,x+ h) = G5, 0)]f (5)ds + [ Gls,x+h)f(s)ds

D’autre part, f et G étant continues sur [a, b], alors

x+h

I G(s,x+h) f(s)ds=hG(0,,x+h)f(0,)
¢,un réel compris entre x et x + /4. En prenant la limite lorsque /4 tend vers 0 du rapport

u(x+h)—u(x)

et en remarquant que ¢, tend vers 1, on obtient le résultat voulu.

1.2 Détermination principale de la racine carrée

Définition 1.2 On appelle détermination de la racine carrée sur un ouvert U de C,

toute fonction continue f :U — C vérifiant :

/)] =2

On note la détermination principale de la racine carrée par «/ z

\Jz est la détermination principale de la racine carrée définie par :

it/

Oel-r,x[, z=rs" alors Nz=r:2.
On conclut facilement que :

zeC-R et Re(x/z)>0

21
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4
Soit ¢ € 0,— .Notons S, le secteur
2 P

J

"T-@)
Si¢=!z:‘argz‘</1 -l
L 2

Alors,
-z€S,, implique N-z €S,
On rappelle que v -z est holomorphe dans S »
Propriétés
% Il n’est pas difficile de vérifier I"équivalence suivante :

—z€§,, &> zeX, ={z: q0<argz<27z—qo}
D’une maniere équivalente

-zeC-R_<zeC-R,

% Si —z€S,,, alors arg(\/—_z):ﬂ-;(p

% Si —z€§,,, alors Re(\/;)>0

% Pour des raisons topologiques, il est impossible de prolonger la fonction racine carrée

de R* vers R* en une fonction continue f de C dans C vérifiant | f (Z)J2 =z

Imz

Re z

Figure 1.2

22



1.3 FONCTIONS DE GREEN 23

Remarque 1.2. Par la suite, on utilisera selon les cas, I'une ou 'autre des deux notations
2,0u S,

A noter que tout ce qu’a été énoncé dans les lemmes techniques est encore valable pour
la détermination de la racine carrée. On retiendra I'estimation suivante

AZ(—1,§)‘ > l(CH )2 Sln(gj e((ﬂl)Re\/__z
4 2

avec

A (&,0)= coshd~/—z coshé—z - psinh Sv-zsinhé&v-z
¢€[-1,0]

1.3 Fonctions de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations
différentielles. On ne traitera dans se paragraphe que les équations différentielles
ordinaires de type Sturm-Liouville et plus particuliéerement, I'équation de la chaleur
stationnaire.

Définition 1.3. s étant un point arbitraire du segment [0, 3], z une fonction continue
sur [0, 8] a valeurs dans un espace de Banach. On appelle fonction de Green de
I"équation de la chaleur stationnaire, la fonction qui est solution au sens des distributions
de I’équation :

n — N
u' tzu=o, (E)
ou J; est la distribution de Dirac, avec les conditions aux limites homogenes posées :

{alu(O) + Bu'(0)=0

(1.0)
o,u(6) + pu'(6)=0

avec 0, , f3j des scalaires. La fonction de Green de I’équation de la chaleur stationnaire ou
noyau de chaleur apparait comme la solution de 1'équation différentielle

Lu =0,
ou L est I'operateur différentiel du type Sturm-Liouville

Lu = u"+zu
Donc a priori c’est une distribution, mais dans la plus part des cas c’est une fonction,
d’ot1 le nom de fonction de Green.

1.3.1 Construction de la fonction de Green

Cette fonction notée G(s, t) se construit de la fagon suivante :

% Pour 0 <t <s < 9, c'est la solution u, de I'équation
u" +zu=0 (1.1)

qui satisfait a la premiere condition
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1.3 FONCTIONS DE GREEN 24

a,u,(0) + fu,’(0)=0 (1.2)
Pour 0 < s <t < §, c'est la solution u, de I'équation
u" +zu=0
qui satisfait a la seconde condition
a,u,(6) + Pou,'(6)=0 (1.3)

% elle est continue pour t=s
% la dérivée est discontinue au point t = s et subit en ce point un saut de valeur 1.

Pour construire la fonction de Green, on choisit une solution particuliere u,de (1.1)
satisfaisant aux conditions (1.2) en 0 et une autre solution u, de (1.1) satisfaisant aux
conditions (1.3) en 8. D"apres la définition, u,ou u, ne vérifie pas simultanément les
conditions (1.0).

On pose alors

W g,y ()uy(t)  si s<t<O
Wy u)u, (D, (s)  si t<s<O

G(s,t) = {

ot W(u,,u,)(s) étant le Wronskien du systeme {ul (s),u, (S)} On vérifie que la fonction

G(s, t) ainsi définie vérifie les conditions données dans la définition, et de plus G(s, t) est
une fonction symétrique en s et t

Vérifions maintenant que G(s, t) est bien la solution de I'équation (E).

On a besoin du lemme suivant

Lemme 1.10. Soit f une fonction nulle en dehors d"un intervalle [a, b], continue,
dérivable sur [a, b] sauf au point s de |a, b[ tel que

f6+0)-f(s-0)=0

Alors (T P ) ’,la dérivée de f au sens des distributions est donnée par

(Tf)’:f’+0'§s

Preuve. Soit g la fonction définie sur [a, b] comme suit

L f® t<s
g(t)_{f(t)—O'Y(t—s) >

ou Y désigne la fonction échelon unité.

24



1.3 FONCTIONS DE GREEN 25

/f\
A
|6 -7 S
—//\V’/ g N
Figure 1.3

g est une fonction continue sur [a, b], dérivable sauf peut étre au point t =s. Alors g
définie une distribution 7, a support borné et dont la dérivée est donnée par

(7,)' =(7,) - o0,
Mais g est continue, alors 7, = g (au sens du produit scalaire défini sur D'), alors
(Tf)’= g'+00,
Ce qui se traduit par

La dérivée au sens des distributions de la fonction discontinue f est égale a la somme

de la dérivée de sa partie continue et de la distribution de Dirac o0,
Alors, par définition de G et pour s fixé, G(s, t) vérifié 'équation
o’G

o +zG=0

o
G est partout continue, dérivable sauf au point t = s ; Comme ? subit un saut égal a1
4

en s, alors par le lemme 1.10

oG oG .
(? distribution — ( o 12 )fonction + Os

Donc, au sens des distributions,
o°G
ot’

+tzG=0

Proposition 1.1. Si G(s,t) est la solution de 1'équation non homogene

u'+zu = 0,

25



1.3 FONCTIONS DE GREEN 26

satisfaisant aux conditions aux limites, la solution de I'équation

u'tzu = f
est donnée par

u(t)= ]ZG(s,t)f(s)ds

Preuve

En effet, G(s, t) est continue partout, dérivable sauf au point t = s ot elle subit en ce point
un saut égal a1, alors par application du lemme 1.10 précédent, on obtient

u"(1) = j A uy ($)uy () f (s)dls + ,? Ay (D), (s) f (s)dls

\ u, (t)(uz)/(t) ; (ul)/(t)MZ (t) f(l‘)

Avec A désigne a priori le Wronskien du systeme {”1 ,uz} au point s

D’ailleurs,
u, () (u, ) (1) - (”1)/(t)”2 (?)
A

f@O=7@)
Donc

u" () + zu(r)

‘ 5
=P G0 2, O 51l + 20 G0+ 2 (01 ) + £ 0
Compte tenu de la définition de u, et u,, on obtient

u" (1) +zu(t) = ()

Au passage il faut remarquer qu’on n’a pas mentionné la notion de distribution. Reste a
vérifier que la solution ainsi construite, vérifie les conditions aux limites.
Ona

u(t) = j A uy ()uy (2) £ (5)ds + f N uy ()uy () f ()dis
Alors t

u(0) = ul(O)T A uy(5) f (s)ds

(1.4)

w'(0) = () (0)f A", (5) £ (5)ds

D’ou, par définition de #,

26
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au(0) + fu’(0)=0
Il Ten est de méme au point t = d. Pour le voir, il suffit simplement de remplacer u, par

u, etlavaleur 0 par & dans I'expression (1.4)

Proposition 1.2. Soit f une fonction continue sur [0, d]. Si vest la solution du probléme
homogene vérifiant les conditions aux limites, la solution complete de I'équation donnée

u" vzu=f
satisfaisant aux mémes conditions aux limites est de la forme :

u(t)=v(t)+ j. G(s,t) f(s)ds

Preuve.

Soit u la solution du probleme
u"+zu=f

u(a)+u'(a)=«a
u(b) +u'(b)= 8

Si vest la solution du probleme homogene
Vit zv=0

v(a) +V(a)=«a

v(b) +V'(b)= ¥
Alors u - vest la solution du probleme
o"+zo=f
o(a) +o'(a)=0
o(b) +o'(b)=0

On applique alors la proposition 1.1 et conclure.

1.3.2 Détermination de la fonction de Green

Pour déterminer la fonction de Green du probleme
u"+ zu = O,

alu(O) +,Blu'(0)
a,u(0) + pu'(5)

Il 1l
S o

On détermine la solution du probléme

27



1.3 FONCTIONS DE GREEN 28

u"+ zu = 0
alu(O) + ,Blu’(O) =a (1.5)
au(0)+ pu' (o) = b
La fonction de Green est alors donnée par
—— vy, (sW,(f) 0<s<t<o
_ I W)(s) (00
G(s,t)=
v(tw,(s) 0<t<s<o

1
W (¥,,¥,)(s)
ou ¥, et ¥, sont deux solutions de probleme (1.5) vérifiant respectivement

{aly/l 0)+ 181‘//1/(0) =0

a,¥,(8) + 182‘//2/(5) =0

W(v,,¥,)(s)désigne le Wronskien du systeme {V/1 ,V/Z} au point s. (Attention a I’ordre)
Méthode pratique-Exemple.

f une fonction continue sur [0,1]. Trouver la fonction de Green du probleme aux limites
suivant

V'=1)
»(0)=0
y)=0
La solution générale du probléme
y// — O
y0)=a
y)=p

est

y(x)=a(l-x)+ fx
L’ensemble de toutes les fonctions 1+ — y(x) quand a,  varient est un espace vectoriel
de dimension 2 dont les générateurs sont
x>1l-x et x>
La fonction de Green du probleme posé est donc définie par
a(l-7) 0<x<r<l1
t(1-x) 0<r<x<l1

G(x,t)= {

28
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Comme on peut le vérifier, la solution du probleme posé est
1
Y(x) = [G(x,0) f(t)dt
0

1.4 Théorie spectrale et espaces d’interpolation

1.4.1 Notions préliminaires

Soit E un espace de Banach muni de la norme H H . On désigne par I I'identité de E

Définition 1.4 Un operateur linéaire non borné dans E est un couple (4,D(A)) ou
D(A) est un espace vectoriel et 4 une application linéaire de )(A4) dans E. Le sous-
espace D(A)estle domaine de A4.

Définition 1.5 Un operateur (4, D(A))non borné dans E est fermé si son graphe

G(A) = {(x, Ax):x e D(A)}
est fermé dans ExE.
On munit D(A) de la norme du graphe

[l = ]+ 4]

Proposition 1.3 L’espace (D(A), . HD(A)) est un espace de Banach et

A€ L(D(A),E)

1.4.2 Ensemble résolvant. Résolvante

Définition 1.6 Soit 4 un operateur non borné dans E. L’ensemble résolvant est
I'ensemble p(A) des nombres complexes défini par

P(A) = {z eC:(4-a1)'e £(E)}
La résolvante est 'application :
Ae p(A)—> (A-Al)"

On note la résolvante par R(A, A).On a les propriétés suivantes

X/
*

% 0(A) estun ouvertde C
< Pour A€ p(A4), R(A,A)est holomorphe et

(R(2,4)) = (R(A,4))
& lim R(A,A) =)

|40

< 7ere identité de la résolvante. Pour A € p(A4) telque 4 =0, 0ona
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AA-A)" T
A A

% 2me jdentité de la résolvante. Pour 4, 4 dans p(A4)

(A-AD)" =

(A=AD)" = (A= puD)" =(A— ) (A=A (A= ul)”
1.4.3 Operateurs sectoriels

Définition 1.6 Un operateur linéaire A4 est dit sectoriel s'il est d’image dense,

L(A4) > (0,+00)et

sup|e(t - 4)™| < o0

t>0
Soit A un operateur sectoriel. Il existe un angle ¢ € (0,7) tel que le secteur

S, = {z eC :fargz| < H}
soit contenu dans p(4). On peut alors définir I'angle spectral ¢, de la maniere suivante

Détinition 1.7 'angle spectral ¢, de I'operateur A4 est défini par

6, =inf{fe(0,7):S, ,c p(4) et M, , <oo}
avec

M, , = sup |A(A-4)"| < oo

€S,y
Proposition 1.4 Soit A un operateur tel que
i) p(4)> {/1 :Red > 0}
ii) Il existe une constante positive M telle que
— AY! <
H/i(/1 A) Hz:(E) =M
Alors A est sectoriel.
Plus précisément, il existe 6, E]O,%[ et g, > 0 telles que
i) p(A)> S, = {z eC: ‘argz‘ < 6’0} v B(0,5,)
ii) supHZ(z - A)_IH <M

z€8p,
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Se

N

o(A)

1.4.4 Racine carrée d’un operateur.

Soit A un operateur fermé¢, de domaine D(A4)et ¢ € D(A). Pour tout
A>0,4 € p(A) on définit I'operateur J'"* par :

Jl/z(p=IX_I/Z(X—A)_I(—A)QDCM,
0

1/2 : .
Lemme 1.11. L’operateur /'~ admet une extension fermée.

1/2

En d’autres termes J '~ est fermable.

Pour la démonstration, voir BALAKRISHNAN [6]
Alors on a la définition suivante :

o e,e 1/2 . . p
Définition 1.8. (—=A4) ~ est la plus petite extension fermée de J 2

Propriétés

o (—A)l/2 est fermé

12
o - (—A) est le générateur infinitésimal d"un semigroupe analytique non

fortement continu en 0, noté

4 e—((—Aﬁz X
L

Jl‘>0

Soit (y) la courbe simple direct, frontiere du domaine S b
1
e (4= —_f (=2)"*(A— A)"'d A est un operateur borné.
2ir,
En utilisant les propriétés des intégrales de Dunford, on peut écrire
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(A" j )z Ay qodz-—ffj(_—zz)( 2 AY ' pdz
et puisque (—A)_l/2 est borné, alors
(A", j )z Ay qodz-—f F@)z=A) (A P ez

Ce qui donne en def1n1t1ve

f(2)

i) j — (=~ A pdz = % | / (ZZ)(Z — A (- Ay pdz

Lemme 1.12. Soit A un operateur fermé de domaine (A)non nécessairement dense.
Ona
D(4)=D(~(4)")

Pour la démonstration voir Haase [8]

1.5 Généralités sur les espaces d’interpolation

Définition 1.9. On dit que deux espaces X et Y forment un couple d’interpolation si
tous deux s’injectent continument dans un espace vectoriel normé Z
Autrement dit, ils existent deux constantes positives C et C, telles que

[, <Gl et I, = .,

Exemple: X = H'(R), Y=W*(R), Z=L*(R)X=H(R)

1.5.1 Espaces intersections et sommes

Soient X et Y des espaces de Banach formant un couple d’interpolation, alors X nY et
X + Y sont des espaces de Banach si on les munit des normes respectives

e ., = max([e] ], )
et

e, = inf (I, +]1, )
De plus,

XnYcXet Yo X+Y

avec injections continues.
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Preuve. Il est clair que l'intersection de deux espaces vectoriels est un espace vectoriel et
que X N Y muni de la norme || . || .y €st un evn donc complet puisque c’est I'intersection

de deux Banach.
Reste a vérifier la complétude de X +Y . Alors sil’on pose

D={(x,—x), xeXmY}

Ona
X+Y=(XxY)/D

D étant un espace fermé, comme image réciproque du fermé {0} par I'application
continue : (x,y) = X+ y.Par suite X + Y est complet.

Maintenant, X et Y s’injectent continument dans X +7Y, en effet, par définition des

normes définiessur X nYet X +Y

Siue X

<uf, <l
HuHX.LY_ u X = u

My <l <M

Ce qui établit les injections demandées.

XY

SiveY

XY

1.5.2 Espaces intermédiaires

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach, formant un couple
d’interpolation.
On appelle espace intermédiaire entre X et Y, tout espace de Banach E vérifiant

XnYcEcX+Y
Avec injections continues de X NnY dansE etde Edans X +YV

Remarque 1.5.1 Quand on établit qu'un espace de Banach est un espace intermédiaire
entre X et Y, on cherche toujours a établir une estimation de la forme

e < 7 (e [l )

Ou F une fonction strictement positive, et le plus courant de la pratique est celui ot la
fonction F est de la forme :

F(a,b)=Ca"’b’ 0<0<1,C>0

1.5.3 Espaces d’interpolation

Soient X,Y deux espaces de Banach formant un couple d’interpolation et soit E un
espace intermédiaire entre X et ¥
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Définition 1.11. On dit que E est un espace d’interpolation entre X et Y, si toute
application linéaire de X +Y dans X +7V,continue de X dans X etde Y dans Y est
continue de E dans E.

SiT:X+Y—> X +Y linéaire telle que
T-X—>X T:Y->Y
et
|7l <2

X->X

I7l,.., <=

Alors

7], <=

L’espace d’interpolation est dit d’exposant 6, (0 <0 < 1) si

I71,.. <c(rl,...)” (Il

On note
( \
Lf(R+,E) =17 LR“E,%
u)

Lemme 1.13 (Inégalité de Hardy). Soient H et L deux opérateurs définis par

(Hf )(x) = i [ £ty

(L)) {f £(0)dr

On note
I - {f e 17(0450): [ ¢ (o) de < oo}>
0
i) Si l+0{<1,a10rs HEE(LJZ,LJZ) et
pP
-1
Jil< 1-a-
P)
i) Si l+0{>1, alors LEE(Li,Lg) et
p
1
\\Lug[lm_ﬂ
p J

Détinition 1.12. Soient £, et £, deux espaces de Banach s’injectant contintiment dans
un espace topologique Z.

Pour p2>1et 0<6 <1, onditque
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ue (EO,E1 )H,p

si et seulement si
i) V>0, Ju,(t)e E,, Ju,(t) € E, tels que
u=uy(t)+u,(r)
i) t’u,e Z(R,,E,) et t°u e LZ(R,,E,)
Avec les définitions usuelles lorsque p = o0

On peut aussi définir les espaces d’interpolation (EO E, )H ,par

Définition 1.13. On définit la fonction K de Lions par

t>0, K(t,x,Ey,E )= inf (|af+]5])

x=a+b
aeky ,bek;

Pour p=1et 0<é <1, on définit I'espace d’interpolation réelle (EO’El)y ,par
{(EO,EI )y, =¥ € Ey+E it 1 'K (1,x,E, E,) € L (0,400)}

Ixl, , =] & (t.x, B, E,)

Lf(0,+oo)

L
Définition 1.14. Pour p>1et 0<é <1, on définit I'espace (EO’El)g , par

VieR, Ju()eE,nE: u={ u(t)dt
we(E,E), o (DeE,nEy:u=] u()
’ e“uel’(R,E,); " ue ’(R,E,)
Avec une éventuelle modification lorsque p = o0

Remarque 1.5.2 Les définitions 1.12, 1.13 et 1.14 sont équivalentes

Proposition 1.6 1'espace (EO,E1 )g pmuni de la norme

. -0
HuH = inf Ht u,
0.0 R, —>E, i=0,
u=uq (t)+u; (1)

n H 1-0

! Lf(R+,E1)}

1L (R, .Ey)

est un espace de Banach vérifiant
E,nE c(Ey.E,), cE,+E,
Avec injection continues.

(EO’EI) est donc un espace intermédiaire entre £, N E| et £, + £,
0.p
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Propriétés
e Pourtout 0<&<let p=1

(EorEl)g,p = (EI’EO)l_H,p
e Si E,cE, pour 0<6 <6,<1

(EO’EI )Hz,+oo c(EyE, )91,1

En particulier, pour tout p =1

(EnE), ,<(E).E)
e Pour 0<¥<1,1<p <p,<o0

0,,p

EynE c(Ey.E),, c(E.E), c(EuE),,, cE+E,

L’espace (EO,E1 )H ,est un espace d’interpolation est une conséquence du théoréme
suivant

Théoréme 1.1 (théoréme d’interpolation réelle abstraite). Soient (X, X;) et (¥;,Y])
deux couples d’interpolation. 7' : X, + X, — ¥, + ¥, un operateur tel que

Tel(X,Y,)
TeL(X,X)
Alors, pour tous 8 € (0,1) et p €[1,+o0[

T e [,((X():Xl)gjp’(YO’Yl)eap)

De plus, on a I'estimation suivante
1-6 0
HTHE((XO9Xl)g,pr(YOrY1)g,p) < HTHXO—>YO HTHX1—>Yl
Cas particulier. Pour (EO,E1 )M prendre X, =Y, = £, et X, =Y =E,

Exemple 1.5.1

On désigne par C, (R")1'espace des fonctions continues bornées sur R"” muni de la

. k .
norme de la convergence uniforme H . Hw et par C, (R")le sous-espace des fonctions

continues de classe (*dont les différentielles sont bornées sur R” , muni de la norme
k
7L+ XA,

Pour 0 <@ <1 et p >1, on désigne par W’”(R")le sous-espace des f € L’ (R")tel que
| ) -f)
R"XR"

‘ ‘9p+n

1/
[f]Wg,,, = dxdy] < o0
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Muni de la norme

H : HWQ’P(R") - H : HLP(]R”) +[']W9’p(]R")
C’(R") est I'espace de Holder des fonctions continues C; (R") telles que

[f] , =Sup‘f(x)_f(J/)‘
c%(R™)

4
=y fx-y

< 400

Muni de la norme
HfHCG(R") - HfHoo +[f]c‘9(R")

Alors
(C@®"),Ci®RM), =C"®R")

(L @®",w' (R”))g,p =W (R")

1.5.4 Méthodes d’interpolation
Il existe deux méthodes qui caractérisent I'interpolation la K-Méthode et la J-Méthode

Définition 1.13. Soit 8 € (0,1) et E un espace intermédiaire entre X et ¥

i) E est dit de classe J,, entre X et Y s’il existe une constante c telle que

VxeXaY, |, <cl], "y
Notation J,(X,Y)
i) E est dit de classe K, entre X et Y s'il existe k > Otelle que

K(t,x)<k |||,
ou K(¢,x)désigne la fonction de Lions

K(t,x)= inf ([, +2]],), >0

X=u+v

Notation K; (X.Y)
Caractérisation de la classe J,

Proposition 1.7 Soit E un espace intermédiaire entre X et Y. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes

i) E est de classe J,(X,Y)
i) (X,)Y), ck

Détinition 1.14 Soit E un espace intermédiaire entre X et Y. E est dit de classe K,
entre X et ¥ si
(X.Y),, cEc(X.Y),
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Autrement dit

K, (X,Y) = J,(X,Y)nK,(X,Y)
Exemple 1.5.2 C' (R") ek, (C(R” ),C2 (R”)) par contre C' (R") n’est pas un
espace d’interpolation entre C' (R”) et C* (R")

1.5.5 Procédés de réitération

Théoreme 1.2 Soient 6, 6, telsque 0<6, <f <1et0<[0,1].Si E,, i=0,1 sont

respectivement de classe K, entre X et Y alors

(E‘O,EV1 )9’1) = (XDY)(1_9)90+991,17

Relation de commutation. Il est facile de voir que
(anE1)9,p = (X’Y)(1—9)90+991,p si et seulement si (X,Y)&p = (EO,E1 )m’p

Exemples 1.5.2
(Cﬁl (Rn ), CHZ (Rn ))H’m _ C(1-9)91+992 (Rn)

Plus généralement, si Q est un ouvert de R”

(C‘g‘ (ﬁ),ng (5))9’_'_00 — CU-0)0+00, (6)
(LPO»‘IO (Q)’Lpl,ql (Q))g,p — [P (Q)

1 1-¢ 6 1 1-0 0
+_

Avec

_=—+— _=

P P P4 4 4

1.5.6 Interpolation des operateurs linéaires

Soit A un operateur fermé de domaine (A4).On définit les espaces d’interpolations
D,(0, p) par

D,(0,p)=(D(A),E)_, =(E,D(4)),,
Eventuellement

D,(0,+0)=(D(A),E)

Proposition 1.8. Soit 4 un operateur fermé de domaine J(A).on suppose que

1-0,+>

p(A4)>(0,+00), AM >0,V A1>0 H;L(;L_A)—lugM
Alors
UA(Q,p)={(peE:/1—>/19A(,1_A)‘1 eLf(R+,E)}

Eventuellement
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D, (6,+0) ={¢eE:sup

>0

A AL - A) @ < oo}

Preuve. Soit xe D, (6, p) tel que
u,(t) e D(A), u()ek
{x =u,(t)+u,t), t>0
Alors
A(A—A) ' x=(A—A) " duy(6)+ A2~ A) u,(1)
Par suite

AA(A-A) x

< MA| Aug| + (M + 1) 2°||u,

<(M+1)A°K (27, x,D(A), E)
Par le changement de variable = A" on déduit facilement
A APA(A-A) xeI2(0,400)
Réciproquement, soit x € L} (O,+oo)

x=-A(A-A) x+A(A-A4) x = a, + b,
Alors
ol + 2] <[ (2 )" x

+2(2-4)"x

D(A)
Par suite

2K (A%, D(A),E) < 27 (||| +]b,])
<A? (2

<ci’|

A(A- A)_lx

H(2- )"

En utilisant I'inégalité de Hardy
A’ ||x| € L2 (1, +00) = 27 @ e L{(1,+o0)

= (/19“‘” P HxH) e IF(1,+o0)

& HxH e L7 (1,+o0)
Par suite

'K (27", x,D(A),E) e L (1,+0)
Par le changement de variable 4+> 4™, on montre de la méme maniére
AK(A,x,D(A),E)e L(0.1)

Finalement, x€ D (0, p)

39

)



1.5 GENERALITES SUR LES ESPACES D'INTERPOLATION 40

Définition 1.15 Pour 0< @ <1 et ke N, on note
D,(0+k,p)={xeD(4"): A'xeD,©,p)}

el S 7
On rappelle que dans le cas particulier ot k =2

D(4%)={xe D(4): Axe D(4)}
Muni de la norme
ot 2 e e

U(AZ) est un espace de Banach.

Proposition 1.9 Pour 0 <@ <let p=>1

D,(0.p)=(D(A4).D(A) _,
Preuve. il suffit de voir que l'application ([ - A)_l est un isomorphisme de £ dans
D(A) et un isomorphisme de D(A) dans L)(Az). Par le théoreme 1.1, ([ - A)_lest
aussi un isomorphisme de D, (8, p) vers (D(AZ),D(A))I_H "

1.5.7 Caractérisation des espaces d’interpolation entre E et D(4°)

Proposition 1.10 Sous les mémes conditions que la proposition 1.8
D(A)e K, (D(4), k)
etsi @==1/2
(D(AZ),E)M =D,(26,p)
Preuve. Soit x& D(4’)cD(4), x=(A-A)(4-A4) x,alors
Ax=(A-A) A*x—A(A-A4) " Ax
Par l'identité de la résolvante
Jax], <2, + 2+ D],

Le premier terme ne dépend pas de 4, alors

4], < min[%HAszE M 4D, )

A>0
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1/2

| x|, <2(M (M +1))
Mais Ax € D(A), alors

1/2 1/2
2
4% ]

172

HXHD(A) - CHXHI/Z HxHD(Az)

Par suite

D(A)eJ,,(D(4*),E)
Reste a montrer que
D,(0,p)e Ky, (D(4°),E)
Pour xe€ D(A), On écrit
x=A(A-A4) x-(1-A)" Ax
Avec

- M
- Ay A <M1,

|4(2-4)"x

(2= 4)"x

+H/1A(/1 ~4)" AxH

D[A2) - ‘
< M| x|+ A(M +1)] 4x]

Alors en prenant A = £, on trouve

K(1,x,D(4),E)< Mi"|x],, , + Ml + (M +1)1' | 4]

D(4)

Comme on peut le remarquer la fonction # > K (z‘,x,D(Az),E ) est borné sur [0,1] et

K(t,x,D(A2 ),E) <(2M+ I)HXHU(A)

Par le changement de variable 7> ¢, lafonction t > K (t,x,D(AZ),E ) est borné
sur [1,+o0[ , alors

D(4)eK,,(D(4*).E)

Supposons que ¢ =1/ 2. Par I'application du théoréme de réitération 1.2 et par un
choix convenable des espaces E, et £, ona

Si £, = D(AZ), E = D(A) alors
E,eK,(D(4’),E)et E eK,,(D(4).E)
Pour 0<a<1

(0(#).000),, (o)) ., ., =((+).)

Pour ¢ = 260, la suite est immédiate

a
X4
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Maintenant, si
E, =D(A) et £, =FE
Alors
(D(A),E), = (D(4),E)

On conclut facilement pour @ +1=26, 1/2 <@ <1.1I suffit de se rappeler que

(D(4).E),, =D,(a.p)
Pour plus de détails voir Lunardi [19] et [20]

I
Z,P

1.6 Semigroupes

1.6.1 Semigroupes fortement continus

Définition 1.16 soit E un espace de Banach. On dit qu'une famille d’opérateurs
linéaires bornés (S (z‘))t>0 est un semigroupe fortement continu si les trois conditions

suivantes sont vérifiées
i) Pourtous 120,5>0 S(t+s5)=S#)S(y)
i) S0)=1,
iiiy  Pour tout x € £, I'application #—> S(¢)x est continue de 0, +oo[ dans E

Un semigroupe fortement continu est appelé Cp semigroupe

La continuité de I'application # — S(#)x n’entraine pas en général que l'application

t > S(t) € L(E) est continue. Pour le voir il suffit de considérer E = L7 (R) et pour
r 20, on définit S(¢) = 7, par
T, (u(x)) =u(x—1)
Il est clair que S(r) est un Co semigroupe. Par contre si I’on considere u, I'indicatrice du
segment [0,7]
x—t xe[t,2f

r,(u(x»:u(x—r):{

0 sinon
Alors
tpl—l
ol =,
et

HT, - IH > 2—1p qui ne tend pas vers 0

Définition 1.17 soit (S(#)) _,un Co semigroupe. Le générateur infinitésimal de

(S®). ,est I'opérateur linéaire de domaine D(A), défini par
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D(A) = {qo ek: tlir;}m existe}

Y e D(A) qu:tlirgw

Théoréme 1.2 Soient (S (t))t2 o (T (l‘))t20 deux Cp semigroupes. Si 4, B sont deux
générateurs de (S(2)) ., (T(?)),, telles que 4 =B, alors (S)) = (T()),,

Un semigroupe est donc caractérisé par son générateur infinitésimal.
Le théoréme suivant caractérise le générateur infinitésimal d’un semigroupe
Théoréme 1.3 Soit A le générateur infinitésimal du Co semigroupe (.S (t))tzo Alors
1. Pour tout 7>0, D(A)est stable par (S(z‘))tzoet pour tout @ € D(A)
AS(t)p = S(t)Ap
2. D(A) est dense dans E

3. A estun opérateur fermé
Question : Etant donné un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. A
quelle condition est-il le générateur infinitésimal d'un semigroupe
Théoréme 1.4 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un opérateur linéaire 4
soit le générateur infinitésimal d"un Cp semigroupe est

i) A est fermé densément défini

iy dneR YA>w Aep(A), et pour tout entier n, il existe un réel positif M

pour lequel

M
(4-0)

Exemple. On prend E = C([0,7]) et1'on définit I'operateur A par

|2, 4y <

D(4)={feC*([0.7]): £(0) = f(7)=0}
af = 1"

On montre que A vérifie ii) mais le domaine de A n’est pas dense dans E car
D(A4)={feC([0,7]): f(0)= f(x)=0}

Alors A n’est pas un générateur infinitésimal d'un Co semigroupe.

1.6.2 Semigroupes analytiques
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Définition 1.18 un semigroupe analytique est une famille (7' (t))t>0 d’opérateurs
bornés sur E et vérifiant

i) T0)=1,
ii) Pour tous ¢,y 20, T(t+5)=T ()T ()
iiiy Pourtout x€ £, ImT(¢t)x =x

—0*

iv)  Pour tout x € £, 'application ¢ > T'(¢)x est analytique

Le théoréme suivant donne une caractérisation des semigroupes analytiques

Théoréme 1.5 Soit 4 un operateur linéaire vérifiant

1. A est fermé densément défini

2. p(4)>{4eC :ReA>0}.IL>0 Viep(4):

<L
[

|R2,4)]

Alors A est générateur infinitésimal d’un semigroupe (T (t))t2 0 vérifiant
) IM>0 V>0, |T@)|<M
i) V>0, T(t)e L(E,D(A)) et

M
HAT(Z‘)HL(E) = 7

On a déja rappelé la définition des operateurs sectoriels. En voici I'application

Théoréme 1.6 soit 4 un operateur linéaire. Alors —A est sectoriel si et seulement si 4

est le générateur infinitésimal d'un semigroupe analytique (T (t))t>0 donné par
[
T(t)=—o1/\e"R(4,4)dA
® 27[1';[ ( )
Avec (¥) un contour simple dans p(A4) et ‘}‘im ‘arg /1‘ =0, Oe ]7[ / 2,7[[

Maintenant on intéresse au cas ot le domaine L)(A) n’est pas dense dans E.

Soit 4 un operateur vérifiant

1. ilsexistent @ € |7/2,7| et M >0 tels que

p(A) > {z eC:|argz| < ga}
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2. Pourtout A e S(p
M
4]

D’apres le théoréeme 1.5, si D(A) est dense dans E alors A4 est générateur infinitésimal

(2. 4)]

d’un semigroupe analytique. Mais si n’est pas dense, on peut définir une application de
10, +oo[ vers L(E) par

At 1 At
=— R(A,A4A)dA
¢ 21’7[{6 ( ’ )

Ou est une courbe entourant le spectre 0(A) de A.
On pose :

e =1,
L’application ainsi construite possede les propriétés suivante

1. Pour tous 7,5y >0
eA(t+s) — eAt.gAs

2. pour tous >0
d

At _ g At
” (e ) = Ae
3. t > ¢ est analytiquement prolongeable dans un secteur contenant le demi-axe réel
positif
4.Si xe D(A),
Ae™'x = e™ Ax

At ,
5.1t ¢~ commute avec la résolvante

R(A,4)e™ = e"R(4,4)

Définition1.19 I'application ainsi construite est appelée semigroupe analytique
généralisé.

Notation (eAt )t>0

L’une des plus importantes conséquences est la proposition suivante, utile par la suite

Proposition 1.11 Soit (eAt) , un semigroupe généralisé.
>

1. Sixe D(A), alors lime®x =x

t—0"

Inversement si lime"x =y et x€ D(4), alors y =x
t—0"
At
, — . ex—x
2.si xe D(A) et Ax € D(A), alors lim——— = 4x
t

t—0"
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1.7 L’opérateur d’impédance

1.7.1 Exemple illustratif

Deux barres rigides A et B de coefficients de conductivité oa et op distincts sont mises bout a
bout. On suppose que oa < o, alors la diffusion de la chaleur de A vers B subit au niveau de
la jonction de ces deux barres un obstacle ou plus précisément une résistance qui crée au
niveau de la jonction une zone appelée zone d’'impédance par analogie au courant électrique.

Pour pouvoir modéliser la diffusion de la chaleur au niveau de la jonction, une nouvelle
condition aux limites a été introduite, c’est la condition d"impédance.

Mais cette nouvelle condition trouva son essor dans la théorie de la diffraction des ondes,
citons a titre d’exemple la pénétration d'une onde dans un matériau parfait dont la surface
est recouverte d"une fine couche diélectrique.

Historiquement, elle a été introduite par Leontovitch. Pour plus d’amples renseignements,
on peut consulter le livre de B.Engquist et ].C.Nedelec : Effective boundary conditions for
electrmagnetic scattering in thin layers.

On peut aussi consulter le theme de C.Casenave et E.Montseny : Opérateur d’impédance sur
frontiere circulaire pour 1'équation des ondes.

1.7.2 Expression de la condition d’impédance

Une maniére d’écrire la condition d'impédance est F(u / 0L, Onu /0Q) =0, ou Q2 désigne le

bord du domaine €2, dnu la dérivée suivant la normale a Q et F un opérateur linéaire.

On démontre et nous I'admettrons qu’il existe une condition d"impédance particuliere pour
laquelle, la restriction a Q de toute solution u du probleme posé sur tout le plan coincide avec
une solution uo du probleme sur Q.

Dans ce cas, la condition d"impédance est la trace de Borin de la solution u sur 0.
Autrement dit,
u/0Q = Z(0hu/0Q)
ou d’une maniere équivalente
Onu/0Q = T (u/0Q)
Avec T = Z1 est 'opérateur d’admittance.
Dans notre cas, la condition d’impédance s’écrit :

u'(0) = Ts(u(0))



Chapitre 2

Probléeme aux limites et transmission : Cas

scalaire
On considere le probleme aux limites et transmission suivant :

(uf)”(x) +zu’ (x)=g (x) xe]-1,0[
@) (x)+zu’ (x)= g (x)  x€]0,0]
u’(-1)= 1.
P’y 4(chy ‘
e {(uf)'(a‘) —p
- { ©=uw/©
p () (0)=p,(u’)(0)

La méthode utilisée consiste a résoudre le probleme (Pf ) défini sur [0, 6] comme suit :

@Y (x)+zu’ (x)=g°(x) x€]0,0]
oy
(£7)qui (0)=v
@)(®)=f!
ouzed, = {/1 :|arg /1| > 490} , /., /. des données dans un Banach complexe
E, g’ € C([0,5];E) et ¥ un parametre auxiliaire qui sera explicité plus loin. Ensuite, on
résout le probleme (P°)sur le domaine fixe [-1,0], ot (#°) est défini comme suit
@)'(x)+zu’(x)=g (x)  xe]-1,0[
(P°):qu’(=1)=f.
@) (0)= pTy(g?, £ .u’(0))



CHAPITRE 2 PROBLEME DE TRANSMISSION : CAS SCALAIRE 48

ouze,, £,/ des données dans un Banach complexe E, g’ € C([0,0];E) et ¥ un
paramétre auxiliaire qui sera explicité plus loin. Ensuite, on résout le probleme (P°) sur
le domaine fixe [-1,0], ot (P_‘) )est défini comme suit
@) )z’ (W) =g () xel-10]
(P)ul(-1)= 1.
@) (0) = pTy(gl, £ ul (0))

Avec f une donnée dans E, p = p, / p_ un scalaire strictement positif,

g e C(I-LO0LE) et Ty(g?, £7,u? (0) (egal aTy(g?, £ ,u° (0))) est I'opérateur
d’impédance dont I'avantage est de transporter avec précision les informations requises
sur le probleme (P°) vers (P°).

Vu les conditions aux limites, il est bon de se rappeler que le probleéme (P°) ainsi que

(P°) ne peuvent se ramener a un probléme d’ordre 1 de Cauchy.

2.1 Résolution du probléme modéle

Comme on peut le remarquer, la similitude entre les deux problemes (P”)et(P’)incite a
résoudre un probleme plus général noté (P) :

u"(x)+zu(x)=g(x) surla,b|
P):qu(a)=0
u'(h)=u
Avec @, p deux données dans E et g € C([a,b]; E) . z un complexe dans > o

La solution générale du probleme (P) homogeéne est de la forme :
u(x)= Ae'# 4 Be Y

ou A, B sont deux constantes et v/ -z est la détermination principale de la racine carrée
définie par

La méthode de la variation de la constante donne :
A(x)e" ™ +B/(x)e ¥ =0
-z A (x)eﬁx —J—zh’ (x)e_ﬁx =g(x)

Le déterminant du systéme est non nul. Le systeme admet une solution unique a savoir :
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<A’(x>,B'<x))=[ Zj; g (x),- Nl; ‘”g(x)

par suite,

jieJ'—” g(s)ds

]
N

jge'J'_”g(S)dS ,B(x)=B-

1
N

A(xX)= A+

Ce qui donne

u(x)= AeV 7 4+ Be .fsmh\/;(x s)g(s)ds

J_—Z

A et B sont deux constantes a déterminer selon les conditions initiales du probleme (P) :

Ae\/—_ZG \/—_za

+ Be” =0

b
A=z = B—ze V7 = U= _fcosh \/;(b —5)g(s)ds

On trouve
o =
cosh —-z(b-19)g(s)ds
2\/; cosh \/;(b a)s ( g(s)
. oV - e V-7 )
-z coshv/—z(b-a)"  2cosh~/—z(b-a)
et
= =
coshv—-z(b-s)g(s)ds
2\/; coshv/~z (b-a)t, f ( )8(s)
e —za e\/sb

Tz coshd—z(b-a) " 2cosh—z(b-a)"

Finalement, l’expression de la solution u du probleme (P) est

hv-z hv-z
u(x)= \/;COSh\/;(b g fcos \/_(b s)sin \/_(x a)g(s)ds

j.smh\/;(x s)g(s)ds

J-z°

. sinh~/—z (x—a) P coshv/-z (b- x)
J-z cosh/-z (b- a) coshv/-z (b- u)

La solution du probléme homogene relatif a (P) est
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2.1 PROBLEME MODELE 50

. sinhv/—z(x - a) +coshJZ(b x)
\/;cosh\/;(b a) cosh\/;(b a)

Les générateurs sont donc les applications :
sinhv/—z(x - a) o coshv/=z(bh - x)
\/—_ZCOSh\/;(b—a) ’ cosh\/—_z(b—a)
-1
cosh~/-z(b-a)

Finalement, I'expression de u(x)

sinhv/—z(x - a) coshz/—z(h-x) %
-fG d
. J=z coshv=z(b-a) +cosh\/—_z(b—a)w j (r.5)g(s)ds

dont I'expression du noyau est :

sinhv/—z (s — a) cosh~/—=z (b — x)
J=z coshv/-z(b - a)

sinhv/—z (x — a)coshv/—z(b - 5) <y
J=z coshv/-z(b - a) B

X —>

dont le Wronskien est W (x) =

non nul, alors

G(x,s)=

2.2 Le probléme (P,)

La solution du probléme (P’) est donnée par :

sinhv—zx s cosh\/—_z(c?—x) & s 5
u, + v—-|K L X8)8, (8 ds
( )= \/; cosh\/—_z5 5 cosh\/;5 '([ o (59)8,(5)

Avec
sinh~/~zscoshv/=z(5 - x) 0<s<x
5 ~ J=z cosh/-z5
Kz,+(x’S) -
sinh\/;xcosh\/;@ —5) Y<s<S
J-z cosh/-z5 o

2.2.1 La condition d'impédance

Un simple calcul de la dérivée de (u]) (sans le noyau) donne
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2.1 LE PROBLEME (P,)

51

B 1 \/_ smh@&
(u ) 0= cosh\/;5 f coshv/-z5

j cosh/=z(5 - 5)g’ (s)ds

cosh \/;

L’opérateur d'impédance 7, est1’application :

(g, 20> T2, f7.v) =) (0)
Par suite
Ty(g), f2.v)
1 s J-zsinhv/-z58

- v y - cosh\/—_25s+gd5
cosh\/zﬁf cosh~/-z& cosh\/;(S'f (0 -5)g, (s)

Pour I'étude du comportement de 7}, on donne la proposition suivante

Proposition 2.1 Soient ¥ et f° dans E, g’ un élément dans C([0,5],E)et ze X g
Alors

12 1

5

[NCARD EYelE

+
cwskE) | Z‘” 2
Preuve. On a

coshRe\/_(ﬁ
HT (8117 )H 0 ‘cosh\/—_5‘

)

C([0,5];E)

n + n ‘Z‘I/Z COSh Re\/—_25 Hl//H
‘cosh\/;5 ‘ ‘cosh \/—_25 ‘

En utilisant les lemmes techniques précédemment vus, on obtient

_ 2Rev-z5 S s s ‘ L
HT‘(gb‘»f(S’W)HS (I-e )& sy g Rev-z0 ]?rb ‘Z‘mﬂ” H
e |2 sin(@ /2)‘“8—2@ ‘1 L g2 ‘1 —
0
“free 1 £ e \WH
= ‘1 +e‘2x/—_z§ _2‘2‘ sin(@o / 2) tlcqo,61,E) ‘2‘1/2
2 2‘1/2 1 5

csr |7 | 2‘1/2

c sin(6, / 2) \z
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2.3 SOLUTION DU PROBLEME (P’) 52

D’oti la continuité de 7, autant que application linéaire opérant sur I'espace produit

C(0,0[;EYx Ex E

2.3 Solution du probléme(P°)

Le probleme avec condition d"impédance s’écrit

@) () +zu’(x)=g (x) xe]-10
(P)jul (- =1
@) (0)= pTy(g?, [ ,u’ (0))

avec z€,
0

Par la résolution du probleme modele (P), la solution du probleme (P°) est donnée par :

5.\ sinhx/—_z(x+1) S cosh\/_x
u'(x)=p \/—_ZCOSh\/—_Z (u,) (0)+ \/; S J‘H(x $)g_(s)ds

Avec
sinhv/-z (s+1)coshv-zx
-1<s<x
\/; cosh\/—_z
H(x,s)=
sinhv/-z (x+1)coshv-zs
x<s<0
\/; cosh\/;

2.4 Solution compléte du probléme (P°)

On doit calculer ¥

v =1 (0) = sinh~/—z 7 p sinh~/—z sinh~/=z& v
P \/—_z cosh\/; cosh \/;O cosh\/; cosh \/;5
h+/- .
‘p@cos;j_—gsh@ Jeosh=2(5 -9)g! ()
f 0 sinhv/-z(s +1)

cosh\/—_z 1[1 \/—_Z cosh\/—_z

g (s)ds

Posons

A (x,0)= cosh+/—zxcosh+/-z68 - psinh\/—_zxsinh\/;§

Alors, 'expression de ¥ est :
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2.4 SOLUTION COMPLETE DU PROBLEME (P°)

53

J-psmhx/_
e 15)0 J-z
1 J- 0 coshv/-z8 sinh\/;(s +1)
A.(=1,0)7 J-z
cosh\/;5 coshv=zo ., sinh/-z r
ooy TP (-1,5)

Le parametre ¥ dépend effectivement de /., f° et de p. Substituant 'expression de

cosh/-z(5 - 5)g’ (s)ds

g_(s)ds

v dans celle de la représentation de u° (x). On obtient

ul (x) == K2, (x,5)g] (s)ds + J_—S“isgf— S
. _ |
_J‘ \/li_szlfh(:/;‘) cosh\/—_z(5 —5)g?’ (s)ds
COSCI:)\S/}:Z/%g X) J' \/C_izszl \(/_li) sinhv/—z(s +1)g_(s)ds

+cosh\/—_z5 I+ sinh+/—z f
U A(-1,6) P I=r 1o |

Pour x €[0,0],ona

coshv/-z (0—x) smh\/; sinh+/—zx
J-zA _(-1,0) \/—_ZCOSh\/—_Z5
_ pcosh\/—_zxsmh\/; +sinh+/-zxcosh+/-z
J-zA (-1,5)

Posons

w.(x,0) = pcosh\/;xsinh\/; +sinh~/—zxcoshv/~z
x€[0,0]

Alors, la solution compléte #° du probleme (P’) est

u) (x)==[ N2, (x,5)g. (s)ds ~ | COSh\/—_Z\(/é;_;Ax)(s_iiﬂ;)/;(s +1)

w,(x,0) 704 cosh\/;(§—
"o (-1,5) A.(-1,6)

g_(s)ds

x)f_
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2.4 SOLUTION COMPLETE DU PROBLEME (P°) >4

Avec
w,(s,0)coshv—-z(d - x) 0<s<r<s
5 V=zA,(-1,9)
N, (x,5)=
w_(x,0)coshv—z(J —s) .
z 0<x<s<0
V-zA_(-1,0)

De la méme maniere que pour uf , 'expression de la solution #° du probleme (P°) est
A (x,0) A(x0) o) psmhx/—z(x+1)f
A (~1,5) V-zA(-1,6)

_]chosh\/—_z(ﬁ s)smh\/_(x+1) s
J-zA_(-1,5)

u’(x)= jin_(x,S)g_(s)dS

g, (s)ds

ou
A, (x,8)sinhv=z(s +1) leir<0
5 J-zA_(-1,8)
K: _(x,5)=
A (s,5)sinh/—z (x +1)
_Zz 1<x<s<0
J-zA_(-1,5)

Ainsi, la solution u du probleme (P°) est entierement déterminée. Notons qu’elle n’est
pas dérivable en 0 (a cause de la condition d’impédance).
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Chapitre 3

Etude du cas abstrait (Synthése de ’article)

Dans tout ce qui suit, E désignera toujours un espace de Banach complexe, I est I'identité
de E. ||.|| désignera toujours la norme sur E.

Apres avoir étudié le probléeme aux limites et de transmission dans le cas scalaire, on se
consacre dans se chapitre a étudier I'existence, I'unicité et la régularité maximale de la
solution stricte du probléme:

@Y (x)+ Au’ (x)=g°(x)  sur]-1,0[U]0,0]
(P‘)) u’ (-1]= 1. @) (8)=f
u’(0)=u’(0")  (’)(0")= p(u’)(07)

A est un operateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans E,
indépendant de la variable x, f, f” des données dans E, & un paramétre dans ]0,1] et p

un scalaire strictement positif et g° une application qui vérifie 'hypothese :

g =g’ |10 eC(-10]E)

s s . 0<2a<1
8. =8 ‘[0,5]EC ([035]7E)

(2b)

Notons alors que g° € C**([~1,0],E) si et seulement si g (0)= g (0)
En effet soient x, x' telsque x <0< x ', alors
l¢° @) - g’ ()| <[g’ @) -g° ) +|&° ) - g° ()|
<Jg (x)-g (0 +]| g (©) - &’ (x|
< CI(x)™ +(=x)]

<L)+ (-]
<C(x-1")"
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56

Vu les caractéristiques différentes des deux corps, on n’a pas généralement
2_(0)=g°(0), donc en plus des conditions de Holderianité (2b), on supposera aussi
que

g (0)== g2 (0)

3.1 Résolution du probléme (P°)

Comme dans le cas scalaire, on introduit un nouveau parametre auxiliaire noté ¥ en
posant :

u; (0)=u’(0)=v
puis on étudiera d’abord le probleme aux limites noté aussi (P’ )et défini par

@?)'(x) + Au? (x) = g2 (x)  sur]0,0
(P)) qul(0)=v
@)(@)=f!
qui, une fois résolu, nous permet de déterminer la forme explicite de I'operateur
d’impédance 7, défini par :
(g7, 17 ) > Tp(gl £ .v) =) (0)

Vu les conditions aux limites, on remarquera que les deux problémes ainsi posés ne
peuvent se ramener a un probléme de Cauchy du premier ordre.
On supposera par la suite que I'operateur A vérifie la condition d’ellipticité (/,):
4 M
p(A) D [0, +0[ ,IM > Otel que YA >0 |(A— A1) Hsﬁ
.l_

On rappelle que la condition (/,)entraine 'existence de ¢, € |0, n/2[ et &, >0

tels que :
p(A)o%, = {z :‘argz‘ < 6’0} v B(0,&,)
M
j— -1 —_—
|- a0 < —
0, =argl

Proposition 3.1. Soit A un operateur linéaire fermé vérifiant ’hypothese (#,). Alors

— -4 est générateur infinitésimal d'un semi groupe analytique non nécessairement
fortement continu en zéro.

Pour la démonstration de cette proposition voir Grisvard [8]
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3.2 RESOLUTION DU PROBLEME (P) 57

3.2 Résolution du probléme (P°)

La méthode utilisée pour étudier le probleme (Pf) est essentiellement basée sur une

construction formelle de la représentation de la solution sous la forme d"une intégrale de
Dunford comme dans Labbas-Terreni [12], Labbas [13] et sur I'utilisation des espaces
d’interpolations notamment les espaces Holderien.

3.2.1 Représentation de la solution du probléme (P’)
Comme dans [7], [12] et [13], 1a solution du probleme (P:)) est donnée formellement

par:

1 ¢coshv—-z(0—x) -
ul (x) = A-2)"vdz
+ (%) 2ir”, cosh\/—_zé ( )
1 ,sinhv—-zx s
+ A- d 3.4
21'7[{ \/; ( 2) S dz G4

o
L [TK (ras) (A= 2)' ¢ (s)dlselz
2ir Ly 7
=d’ (x, AW +n’ (x,A) f° +v°(x,4,2°)
sinh+/-zscosh~/=z (5 - x)
\/; cosh\/;5

sinh+/—zxcoshv/-z(5 - s) »
J-z coshv/-z& B

‘s . . 2 oy 17 —1t)
(y) est la frontiere du domaine % y, Orienté positivement de +oo e vers -~ e .

|

Avec le noyau de Green

0<s<x

Kf:+(x,s)=
s<oO

Imz

v

A

Rez

FIG 3.1



3.2.  RESOLUTION DU PROBLEME (P%)

3.2.2 Représentation de la solution par les semigroupes

Sous I'hypothese d’ellipticité (%), I'operateur — (—A)l/2 est le générateur infinitésimal d’un

semigroupe analytique non nécessairement fortement continu en zéro

(¢™7)
x>0

e—(—A)l/2x — ﬁj’elx(_(_A)l/Z . /1)_1)(761/1
e

Défini pour x > 0 par

(y) est une courbe entourant le spectre de (-4)"*.

Alors en utilisant I'intégrale de Dunford-Riesz
! .
h(A)=——[h(z)(4-2)"dz
2,

h étant holomorphe dans le domaine X 5, - chaque terme de la représentation de la solution
uf (.) peut étre réécrit de la manieére suivante

e—\/:x (1 + e—2(5—x)x/;)

4 (x, Ay = 21 f (A=z) ‘vz

T, (1+e™)
_ (1+e‘2‘5ﬂ)‘1([+e‘2(”‘)‘)”)e‘xmw

Par Lunardi [21], I'operateur
([ +e 20 )

est bien défini, et admet un inverse borné.

De méme

nf (x,A4) ff
_ (1 420V )—1 ([ _ g )e—(o‘—x)ﬂ (_A)—Uz ff

Pour v (x,A4,g°), on rappelle que

v (x,4,87)
1 “ﬁ sinh~/—zs cosh\/;(é - X)
2im 5% J-z cosh+/-z8

(A-z)"'g°(s)dsdz
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3.2 RESOLUTION DU PROBLEME (Pf)

1 “5- sinh~/—zxcosh~/=z(5 - 5)
2im’% J-zcoshy/-z5

_29\/_)(1+e—2(5—x)\/—_z)e—(x—s)\/—_z A(A- )_1 f( )
2,,[ 2(1+e-25J-_z) j;g >) dsdz

( TN+ ) -y gl
S e NS

Ce qui donne

I +1,
_ 1 - 2(5-x)W-4 _1/2x —s\/_ ~(x-s)N-4
ST (e YAy (1) g

—%T'l (1 — e )(—A)“2 }(1 0 )(e‘(”)m )gf (s)ds

ou l'on a posé

T = (1 4 e‘”“)
Finalement
uy (x)
. -1
_ ((1 N e—zoﬂ) ([ N e—z(ﬁ—x)ﬂ)e—xﬂw

+ ([_I_e—zo\/ﬁ) ([ esz_) —(o- x)\/_( A)—I/Zf

_%T—l (1+e—2(5—x)«/3)(_A)‘1/2j;'(1 —2sJ_) ~(rs)V-4 §(S)dS

—%T‘l (1-e™")(-4)" f(l R () " O

3.2.3 Etude de la convergence des intégrales

L’existence de la solution du probleme posé est liée a la convergence en norme des
intégrales dans I'expression (3.4) de u’ (x)
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3.2 RESOLUTION DU PROBLEME (Pf)

Pour vf' (x, 4, gf)

En tenant compte du lemme 1.1 et 1.3 et de la condition d’ellipticité (%), on a

: cosh Rev/—zscosh Rev/—z (0—x)
B | e~ I L S
% coshRe+/—zxcoshRe+/—z (0—-59) 5
I e el
X sRex/— ol —x)Rev/-z 5
27[”‘ ‘3/2 Rev-z5 14e? SNEEY) ds‘dz‘ &+ C([0.6:E)
xRe\/_ o0 s)Rev/-z 5
272_.” 3/2 RCJ_gl _zJ_a ds‘dZ &+ C([0,5E)
—Re x/_x
SRR B —de|g?]....,
275 |2 sin(8, / 2)|1 + €7 R
1 2_e—Re\/3(§—x) _e—Re\/sx s
PR 2=zs| ‘dz‘ &+ C([0.5]:E)
275, ‘z‘ ‘1+e sin(6, / 2) ’
Par le lemme 1.5, on a
s 5 1 1
v, (X,A,g+) < 7Z'C90 sin(@o /2);':‘2‘2 ‘dZ‘ g+ C([0,0;E) <C g+ C([0,61;E)
Pour n’(x,A)f’
5 eRe\/sx s
+ SCI‘ ‘3/2 Re«/Zo*l 8—2\/35 dz f* E
G —x)Rev-z
T e
2 <)
0 ‘2‘3/2 E

Pour d?’ (x, A
Soit x €]0,0[. On découpe le contour (y) en

y+:{zey:‘z‘2i2} et y_:{zeyzgos‘z‘siz}
X

X

1/2 L .
Alors, en posant ¢ =|z| "~ x, on déduit
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3.3 REGULARITE DE LA SOLUTION #° 61

—xRev-z d )
vz (<l [ b
a Z‘ . ‘Z‘ )
too _—osin(8y/2) Ux® 72
<cl2fE——do+ [ T |Pl<cly]

1 &
Comme on peut le remarquer I'intégrale converge uniformément sur tout compact inclus
dans l'intervalle ]0, 9].

Conclusion. Pour x €]0,0]

ul (x)e C(10,8[;E)

Remarque. Dans toute la suite et selon les cas, on ne tient guere des estimations et I'on
désignera toutes par la lettre C

On étudie maintenant les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence et la

régularité de la représentation u° de la solution du probleme (P°)

3.3 Régularité de la solution #°

3.3.1 Conditions nécessaires
On dira que u est solution stricte du probleme (P?) siles deux conditions suivantes sont
réalisées :

a) ue C*([-L,61,E)n C([-1,61;D(4))

b) u vérifie (P°)

Une solution stricte du probleme (P°)est une solution classique si D(A) = E, ’est-a-dire

si elle est complétement définie, ce qui ne sera pas réalisé dans notre cas a cause de la
densité de D(A).

La proposition suivante va nous donner les conditions nécessaires pour que l’application

() = {u(s(x) 1<

<
u; (x) 0<x<o

+

5 Jagi
u" définie par

soit solution stricte du probleme (3.1)

Proposition 3.2. Soient g C**([-1,0];£) et g’ € C**([0,5];E), 0<2a<1

On suppose que

u’ e C*([-1,0];E) n C([~1,0]; D(A))
u’ € C*([0,61;E)n C([0,61; D(A))

61



3.3 REGULARITE DE LA SOLUTION #° 62

Alors, nécessairement

{gf (0)- g (0)e D(A)
Af g (-1)e D(4)

Preuve. Grace aux majorations précédentes, il est facile de voir que

u; € C(10,5[; E)
et si 'on suppose que pour tout x appartenanta [0, 5], on a
u(x)e D(A)
alors
L u(r)—u 0
/(O) r_)o ( ) ( ) D(A)
W (0) = m u(2r) 2u(r) +u(0) D(A)
On déduit que
(@2)"(0)= g_(0)~ Au’(0) € D(4)
(u?)'(0) = g7 (0) - Au;(0) € D(A)
Finalement

g-(0)- g7 (0) € D(4)
De méme pour »”(-1), il suffit de remarquer que u(-1) = f
Pour la suffisance, on étudiera séparément la régularité des deux solutions uf sur [0,0]
et u° sur ]—1,0[ et on cherche 2 montrer qu’il ya des conditions suffisantes de
compatibilités entre le second membre g’ et les données pour que le probleme

(Pd ) admet une solution stricte. Plus précisément on montrera en premier temps le

) N . . . « a4z 2 oy 2 . o)
théoreme suivant qui assure I'existence 1'unicité et la régularité de la solution u, sous les
conditions de compatibilités

{Aw - g7(0)e D(4)
(-A)" 12 € D(A)

Théoréme. Soit gf e C*([0,0];E) avec 0 < 2a <1. On suppose que

{Vf e D(A)
17 e D(N-A4)
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3.4 EXPRESSION FORMELLE DE Au’ (x) 63

Alors

1. uf de la représentation (3.2) est la solution du probléme (Pf) sur ]0,6].
2. u? € C([0,6];D(A) N C*([0,0]; E) si et seulement si
Ay — g7 (0) € D(A)
{(—A)“ff & D(4)
Afin de démontrer ce théoreme, on doit auparavant expliciter la forme de Au’ (x)
3.4 Expression formelle de Au’(x)
Les intégrales définies dans la représentation de %’ sont absolument convergentes, alors
u’ (x) € D(A)
On peut donc appliquer I'operateur A a uf (x) .Pour cela, on a besoin du résultat suivant

[[K (rosyds=—1+ cosh+/-z (5 - x)

o S z zcoshv—-zo
et des lemmes :
Lemme 3.1
— _1 ~ N
(U2 o ()i = 2in a7 g? (v)
9 z
Preuve

-zt — )" 5 _ ! 5 \
JU=E g (e - hm[ B G

R—o0
J

+0, _
=2inA”'g’ (x) - lim [ (4-Re”Y'do
—>o0 0,
=2ir A7'g% (x)

Avec

7/R={ZE}/Z‘Z‘=R} et Fgoz{zey;‘argz‘ggo’z‘zR}

Lemme 3.2. Soit f(z) une fonction analytique sur le domaine D, sauf pour un nombre

fini de points, continue sur 0D.

Si pour tout o> 0 et r assez grand, on a

‘f(reiﬁ)‘: 0(‘r—(a+1)

)
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Alors,

1)
‘ J. f(2)de) = o[r—a/

Cr={zeC:‘z‘=ret O,<argz<2r-0, r>0}

ou

Preuve. La démonstration de ce lemme ne présente aucune difficulté.
Remarque 3.1 Par le lemme 3.2, dans tout ce qui suit, chaque fois qu’on utilise I'identité

de la résolvante, le terme sans la résolvante est nul.

Supposons que x €]0,0][, alors
u’(x)=d° (x, AW +n’ (x,A) f°

K2 )= 2 (8 (5) - (o)
1 jcosh\/;(ﬁ - X)
2ir’, zcosh J-z6

(A-2)"gl (x)dz

1 ((4-2)"
¥ 2ir 'l z g+ (dz
=d’ (x, AW +n’ (x,A) f?
1 2 S R ) _ 50 l
ey { {K (x,8)(4—-z2) (g (s)—g; (x))dsd.

1 .f coshv/—z(0 —x)
2ir%,  zcoshv-zo
1,5
+47g: (x)
Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer les propositions nécessaires pour la
preuve du théoréeme énoncé précédemment.

(A-2)" g} (x)dz

Proposition 3.3 1l existe une constante C strictement positive ne dépendant que de (y),
telle que
1. Pour tout ¥ € £ et x>0

d? (x, 4| < C|v|
2. d°(x,A) = v quand x - 0' si et seulement si ¥ € D(A)
3. d°(.,A)Ww e C*([0,5] sietseulementsi ¥ € D ,(a,+00)

Preuve
1. Comme précédemment, on considére le découpage de y en
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1 1
y+={zey:‘z‘2?} et y_:{ZE}/IE,‘OS‘Z‘S?}
Puis

F={zeC:‘argz‘S6’0, z

=1/ xz}
alors
d’ (x, Ay
_ 1 cosh\/—_z(ﬁ—x) A=z vd +J~cosh\/;(§—x)
21’7[;': coshv/-z6 (42 i »  coshy-z68
1 cosh\/;(5—x)
_21’7[;.: coshv/-z5
cosh\/;(5 X)— cosh~/-z. 5

(A-z)'vdz

(A-z)"'vdz

n ~-z)'vdz
21’7[;[_ coshx/;§ )
+— A-z)'vdz ——|(A-z)'vdz
i | (-2 e j (A-2)
4
-1,

1
I3 est nul par analycité.

D’autres parts
(6-x)Re-z

e
HIIHSC;': e —Z _I_e—z«/Zo*

dz|v]

v

a'sm(90/2)
<C J'

——dolv|<Cly|

HI Hzi j‘J‘ \/_Sll’lh\/_(5 T)
? 7T, % cosh\/_5

—RG\/—T
< J-J- 1/2 _2\/__2{5‘
ol
< J.‘ ‘1/2 ‘dZ‘HV/H

1/x? dé
¢ Fad

A-z) 'vdrdz

drldz||v|
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< 2Cx(l -Je, j <Clv|
X

C ne dépend pas de xnide &

(1Elpy=c ao

<Clv|

In)<cfl“

La convergence uniforme de ces intégrales entraine la continuité de d? (., A)¥ sur ]0,3]
2. Supposons pour le moment que ¥ € D(A). En utilisant I'identité de la résolvante

_ (- )y v

z

(A-z)y
On peut écrire

J-cosh\/_ G CEEI N coshv/—z(5 - Vo
’ zcoshv/-z68 ’ zcosh/-z8

Le terme sans la résolvante est nul comme on peut le voir en intégrant a gauche de (y),

En effet,

2ind? (x, A =

cosh/-z (6 - x)‘ [
zcosh/-z6 ‘ )

Alors,
lim 02i7zdf (x, Ay =] wa/z
Par ailleurs, on sait déja que (lemme 3.1) '
j@dz =2iny

Finalement
lim d°(x, Ay =v
x—2—0

Supposons que ¥ € D(A), alors pour tout & > 0, il existe y, € D(A4)tel que

v=[<e
et

d’(x, Ay -v=d’(x, Ay —d’ (x,A)y, +d’ (x,A)y, -y, +y, = [
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Puisque ( ff -y ) € D(A), alors par 'assertion 1) de la proposition en cours

O (x, AW —d? (x, )y, | < Clv -y,
entraine pour x voisin de 0 a droite

D Cr A v <|d] (e A~ Ay | +

D A)y, =y, | +Hy, —v] <32
Par suite,
l_ifilodf (x, AW =v
(La limite étant prise au sens de la norme dans E)
Réciproquement, pour tout x €]0,0[
d’ (x,A)v € D(A)
On déduit aisément que

v= lim d’(x,Aw e D(A)
x—2—0

3. On rappelle la caractéristique de I'espace D ,(a,+00)

D,(a,+o0) = { —z) c:H<oo}

>0
Soit u,v telsque 0Su <v<9 .Ona

J- J~ tsinhv/-z (0-7)
\/_Z cosh/-z&8

d’ (v, Ay —d? (u, Ay = A(A-z) 'vdrdz

Alors
O (v, Ay = d (u, Ay < cj I ‘ dzH\ P
v —rRev-z dz
<cf| | e f A e,
u ‘Z‘ZT—IZ Z‘ \Z\sriz Z‘

v ) 1+w e—asin(HO/Z) i 1 do
a- a-
< CJ- 2t J. 0_201 dO' t 22— J. 2a dTHl// D, (a,+o0)
u

1 &

<Cfrdr|y

<C(v-u)*|w

D (a,to0)

DA((Z,+OO)
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Pour la réciproque, on utilise I'approche des semigroupes. De la condition (/4,), on sait

que —v-4 est le générateur infinitésimal d'un semigroupe analytique non fortement

continu en zéro
-4
x>0

En utilisant I'intégrale de Dunford-Riesz

1
h(A)=——[h(z)(A-z)"dz
2ir,
Le terme d’ (x, A)¥ peut étre réécrit de la maniére suivante :

(A-2z)"'vdz

1 J.e—\/—_zyc(l_l_e—Z(é'—x)\/;)

df (x, Ay =
’ 1+ e'za‘s)

2ir
=(I+ 8—25\/3 )—1([ n e—z(o‘—x)ﬂ )e_xﬂy/

Grace a Lunardi [21], I'opérateur
([ 20V )

est bien défini et admet un inverse borné

Par Sinestrari [10], on déduit

d’ (x, A\ = ¥ quand x - 0" si et seulement si ¥ € M
Pour d’(x, A e C*([0,0];E) alors ¥ € D —(2a,+0) =D ,(a,+0)
Ce qui acheve la démonstration de la proposition.
Conclusion d’ (., Ay € C([0,5];E) pourvu que ¥ € m
-On étudie maintenant les propriétés de I'intégrale :

+1 fsithZx(A—zl)-1 £
2,

\/; cosh \/;5

Proposition 3.4. 1l existe une constante C ne dépendant que de (y) telle que
1. Pourtout x€[0,5]| et f’ €E,ona

n’(x,A)f°|<C

ff

K

et nf (x,A)ff e C([0,0]; E)

2. Si f°eD,(1/2+a,+o0),alors pour tout x €[0,5|
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<K

D(A)

ff

3. Soit f° e D((—A)l/z). Alors An’(x,A) £ € C([0,5]; E)si et seulement si

n’ (x, A) 7

DA(%+LZ,OO)

(-4)" £2 e D(4)
4. Soit 1 € D((—A)m). Alors An’(x,A4) f° € C**([0,5]; E)si et seulement si

(-4)" f € D~ (22,90) = D ,(2,0)

Preuve.
1. déja fait (voir 3.3).
2. Soient x€[0,5] et f°eD,(1/2+a,+00).Ona

) S e—Re\/—_z(b‘—x) 5
HAI’lJr()C,A)f+ SCJ“ZT‘CZZ‘ A D4 (1/2+a,+o0)
y
‘dz ;
<=L o < °
—C.‘.‘le f+ DA(1/2+a,+oo)_C f" D4 (1/2+a +o0)
y
Alors
5 s 5 sl <« g s
n Ge, AV |+ and o) 2 <K || £ o oa HI )
S+,

Par l'injection continue de D (2, +oc) dans E, on déduit le résultat.

3. Puisque
D,(1/2+a,+00)c D, (1/2,1)c D(x/—A)

Alors,
e D(\/ —A)
4. Comme précédemment

|4n v, 4) 2 = 4n @, 4) 17

ve—((S—r)Re\/—_z p s
SC”THA(A—Z) (-4)"” £ | d ||
yu z
re 12 p5
sc{ j i dz|dz|(-4)" £, R
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v e—(z?—s)Re\/——z
< N2 g6
_C_H ‘Z‘I/M H( A Dy(a,+0)
% e—(é—r)Re\/—_z ‘dZ‘ s
SCJ' J‘ 1/2+a ‘dZ‘-I_ .f 1/2+a TH(_A) f;r D, (a,+0)
JF—— ‘Z‘ ! 2‘2‘
(6-7) (6-7)
¢ dt 12 p5
<clf—=" =
_C{ (0-7) A D,(a40)
< o2l 2 po
SCyv-u)"|(=4)" 1, P

- Condition nécessaire. En procédant de la méme maniere que pour I'étude faite
P4 P4 6 6 A Z . .
précédemment, le terme 7 (x, A) f° peut étre écrit comme suit

—(5-x)N-z “2xv-z
nf(x,A)ff: 1 J'e (1_260\/_ )
2irs, N-z(l+e)

i

= (] +e 20D )_1 (] _ oD )e—(o‘—x)ﬂ (—A)V2 2

(A-2)" fPdz

Alors,
_ 5 -1 : :
Anf (x’ A)f'_b — (I + e—25\/——A)) (I _ e—Zx\/——A))e—(b—x)\/J (_A)1/2 f‘+0
Par Sinestrari [10], théoreme 3.1
An’ (x,A) 12 € C([0,51];E) si et seulement si (—A4)"” £° € D(~(-A4)"*) = D(A)
et
An] (,A)f € C*([0,6];E) alors (-A)"" f € D~ (2a,+o0) = D (&, +0)
Ce qui achéve la démonstration.

On s’intéresse maintenant a la régularité de la solution. On a le théoreme suivant

Théoréme 3.1. Soit gf e C*([0,0];E) avec 0< 2a <1. On suppose que

{l// e D(A)

17 e D(-A4)
Alors,

1. uf de la représentation (3.2) est la solution du probléme P’ sur ]0,0[

2. u? € C([0,6];D(A)) n C*([0,5]; E) si et seulement si
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71

2. u’ € C([0,8];D(A)) n C*([0,5]; E) si et seulement si
Av - g’ (0) e D(4)
(~A)" f?  D(A)
Preuve. On rappelle que
uf (x)= df (x, Ay + nf (x, A)ff
1 ¢4 5 R !
5 TR (o)A =2) (82() — g () dsdz
in5%

1 J~(:osh\/—_z(§—x)
2ir’, zcoshx/—_z5
+47'g] (x)

(A-z)" gl (x)dz

Par I'application des deux propositions 3.3 et 3.4, il est aisé de voir que
u; ()€ C([0,61;D(4))
Condition nécessaire et suffisante. On suppose la condition (E) réalisée
Av - g7 (0)e D(4
- { g!(0)e D(4)

(-4)"” £ € D(4)
Alors,

Au (x)=d} (x, A)(Ay - g7 (0) +d (x, A)(g! (0) — g7 (x)) + An (x, A) 7

—ﬁ [J7K? (x50 A(A=2)" (7 () - ° (x))dsdz

+g! (%)

De la proposition 3.3, on a

d (x, A)(Av - g (0))] < C|lav - g (0)|

g’

d] (x. A& ()-8 ()| <C
et de la proposition 3.4, assertion 3)

An’ (x,A) 1 € C([0,6];E)

C*([0,01:E)

Reste a estimer I'intégrale

T [ K940 -2) (8](5) - & (o)

Pour cela et grace a I'inégalité de Holder
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sinh xRe\/—_Z

+a

“dr<C

jC'COShTRG\/—_Z‘T—x
0

E
En effet,

jicoshTRe\/;‘r — x‘za dr = j‘(coshrRe\/;)l_za ( T - x‘ coshrRe\/;)za drt
0 0

2a

1-2a
< J'coshrRe\/;dr\ (ﬂr— x‘coshrRe\/—_zdr\
0 Y, 0 J

IA

sinhRev-zx Vo coshRe\/;x—l\za
Rev-z ) (Re\/;)2 )

Ce qui donne

|7] < Ki(x,s)“s—x‘za ds|dz||g? 051
—xRe\/_ o -
<C_|' ‘ ‘1/2 _[coshRe —zs‘s—x‘ ds‘dZ‘ g’ o (051E)
G -X)Rev-z §
+CJ' ‘ — j'coshRe\/;@ S)‘S x‘ dS‘dZ‘ g’ 2 (0.515)
= CJ. l+a c2 ([0.61:E) <C g+ C**([0.6:E)

Ce qui rassure la continuité de uf sur [0, 8]. Réciproquement, on doit montrer

d’ (x, Ay € C([0,5]; D(A))

S(yeC 0,0];D(A)) alors - ;
u! ()€ C([0,51; D(4)) { An® (x, 4) f? e C([0,5];E)

I1 suffit d’appliquer de nouveau les propositions 3.3 et 3.4 pour aboutir a la condition (E).

3. Par le lemme 1.9, L’expression de la dérivée de uf (.) est donnée formellement par

s 1 eN=zsinhy=z(5 - x)
(Y ()= 21'7['1. coshv/-z6
cosh+/—zx 1 8
¥ 2ir 'f cosh\/;5 (d-z) ) e
J- J. % sinh~/—zssinh~/-z (0—x)
217[ coshv/-z68

(A-z) 'vdz

(A-z)"' g% (s)dsdz
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1 J-.‘.? cosh+/—zxcoshv=z (5 - s)
2im 5% coshv/-z5

4
=3
1

(A-2)" g% (s)dsdz

Pour /,, puisque

{Aw—gf (0)e D(4)
(-A)" £ e D(A)

Alors, par I'identité de la résolvante

sinh+/=z(5 - x)
\/—_z cosh\/—_z

1
H[1H =

— (A—z2)" Avdz
2r

< cf“ ‘Jz l#|<Clil,

Pour /,
1 |, sinhv/-zx -1 12
L|==— A=z (-4
R = A=2"CA7 S
<] ey
lep
/2 po
Pour /,
H[ H<C“. ‘ ‘ ds‘d‘ g C0.51:E)
|- ReVs
_Cfﬁ‘d‘ g/ CI05T:E)
e
_CJ.‘ ‘3/2 & C(10.51:E) <Clgt C(I0.5LE)

La convergence de /, se démontre de la méme fagon que /,

Toujours par le lemme 1.9, Le calcul formel de la dérivée de (1°)/(.) donne
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PN zcoshv/-z(5 - x)
W) x)= iﬂ'}: coshv/-z8
1 +/-zsinhv-zx

2i7z'£ cosh/-z8 =2y frdz

o
L [T 2K (rs)(A - 2)" g (s)disdz
2Ly 7

(A-z)'vdz

1
+—([(4-2)"g%(x)d
21.”{( z) g, (x)dz

Le dernier terme n’étant pas bien défini, on ne peut pas exprimer directement
I'expression de la dérivée de (1 )'(.).
Afin de remédier a ce probleme, on adopte la méthode utilisée par Tanabé

Soit € > ( assez petit et x tels que

I<e<x<d-€<0

S\ 3 \/;sinh\/;(ﬁ—x)
[(u+ ) ]8 ()=- 2irx '1. coshv/~z
1 .coshv/—zx 1 s
' 2irx 'f cosh\/;5 (d=2) f dz
”x gsmh\/;wmh\/_@ X)
2177 coshv/-z

”o coshx/;xcosh\/;@ -5)
2177 e coshv/-z68

4

=31,

1

Alors, on écrit

(A-z) 'vdz

(A-z)"' g% (s)dsdz

(A-z)"' g% (s)dsdz

Maintenant, on exprime formellement 'expression de la dérivée de [(uf ) } (x).On
traite chaque terme séparément afin d’éclairer un peu la situation...(les Bourbakistes
sont loin)
" 1 ZCOSh V_Z(5_X) -1
[, =—— (A-2z) vdz
2irs,  coshv-zo
1 J- coshv/—-z(J —x)

2ir’,  coshv-zo

=—d (x, A)(4Y)

(A-z)" Avdz
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Pour [ ;

I;= 1 \/_zsmh\/_x(A_ 2y de
2ir’, cosh\/;5
1 J-smh\/;x A(A-z) f+
2177 coshx/—_z5 \/;

- —Al’l+ (X,A)ﬂ

On se concentre sur les deux derniéres intégrales

1 J-sinh\/—_z(x—g)sinh\/—_z@—x)

L+, = A-z)"gl(x-&)d
= 5] o (4-2)'g (x- &)z
1 (coshv-z(0—x—¢&)coshv—-zx s
—| (A-2)"g’(x +&)dz

217” coshv-zo

”xg\/—_zsmh\/—_zscosh\/;(ﬁ X)
cosh</-z&

”a \/—_zsmhx/—_zxcosh\/_(ﬁ s)
cosh</-z&8

(A-2)" g% (s)dsdz
217[

(A-2)" g% (s)dsd=

217[

Par l'identité de la résolvante

. _ _ . _ _ —_ -1 o
e sinh =2 (x=&)sinh =2 (§ =) A(A=2)" 5y
2ir coshv/-z8 z
—_ — - - - B y
1. J-cosh\/_z(5 x - £)coshv/—zx A(4-2) gl (x+&)dz
2ir cosh/-z6 z
”x s sinh/~zs cosh \/—_2(5 x) A(4-z)" g’ (s)dsdz
2z7r coshv/-z6 V-z
”a sinhv/—zxcosh-z(5 - 5) A(4-z)" g’ (s)dsdz

cosh\/—_ o \/;

Alors,

()] )

=—d; (x, A)(Av - g7 (0))— An] (x, A) [ = d (x, A)(g} (0) - g} (x))
*sinhv/-zscoshy/-z(5 -x) A(4-2)" , , =
217rJ. '[ coshv/-z5 J-z (1(5) - & (x))dsdz
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J-J- smhx/;xcosh\/;(c? s) A(A-z)™

7Ty xie cosh \/—_25 \/; (g+ (S) ~ 8 (X))deZ
1 cosh\/;xcosh\/;@ —x-&)A(A-z2)" L,
2ir { cosh</-z& z (8. (x+&) =g, (x))dz
1 sinhv-z(x-g)sinhv—z(-x) A(A-2)" , =
Mir { cosh~/—z5 (8i(x=8)-gi(x)dz

+L.J‘[cosh\/;(5 -2x—-&)— cosh\/;(ﬁ -2x+ 8):| A(4-2)" g’ (x)dz
2ir, z

- Etude de la convergence des intégrales entre crochets, pour les autres, elles ont été déja
étudiées.

Pour [,
e—ReJt;g
I||<C|———¢&° >
H 1” f ‘Z‘ Elle ooy
e
<Ce™||g?
e qosre
I, se traite de la méme maniere que /. On trouve
L|<ce*|g’
H 2” Elle ooy

Pour Is

H[3H -

2msinh\/—_z(5 ) A(’j_z)_ ¢’ (x)drdz

2x+e

2ng- ‘ ‘1/2 ‘dZ‘d g+

C(0,6]:E)

e g

‘m e | A% 2 Lo

) C([0,8;E)
‘Z‘Z? z‘<—
2xte _ g _
<cf 2 lfeas‘“(g°/2)+r 1—«/8()]6177 g’
2x-¢ 1 C(0,6;E)
2x+e
<C rdr| g’
J- 2x-¢ &4 C([0,61:E)

)

< Cln(2x+€j g
2x—-¢&

C([0.61:E)
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Pour montrer que u° (.)€ C*([0,5]; E), il suffit de montrer que

o

([(u+ )’] )’ + Auf - gf — 0 fortement, lorsque & —» 0
Ce que nous allons faire.

Ona
Au (x) - g7 (x)

=d; (x, A)(Av — g7 (0)) + An (x, A) £ +d (x, A)(g; (0) - g7 (x))

_ﬁ [[K? (x,9)A(4-2)" (2 (5) - &° (x))dsdz

Puisque
=j' s+_f a’S+xj;E dS+.f .ds
0

xX=& xXt+&e

o'——.o;

alors

([(uf‘)'] )'+Auf el

sinh\/—_zs coshx/—_z(ﬁ -x) A(A-2)" s
{ i A = (8(5) ! ()dsce
smhx/;xcosh\/;@ ~8) A(A-2)" 5 5
- - d.
2im { 3[ coshv/~z& J-z (g:(5) - g (x))dsdz
1 coshx/;xcosh\/;(ﬁ—x—g) A(A-z)" e
'I coshv/-z5 z (g2 (x+&) =g (¥)dz

Sinh\/;(x - g)sinh\/;@ ~x) A(4-2z)"

1 y 5
' coshv/—z8 Z (g, (x—¢&)- g, (x))dz

21’7['[
o [cosh\/; (8 —x—2¢)—cosh/—z(5 - x + 25)] A(AZ 2)” ¢’ (x)dz
-y ]

Pour la convergence absolue, on a

g

C*([0,6E)

H[ H<CJ'J' ‘ ‘1/2 (x S)z"ds‘dz‘

y x-¢
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g

. C**([0.5F)

(x-5)

xX=&

<cf| | Q‘T\dzh [ Z—(x—s)“ds\

‘42

<C _f 2(x— S)_ITo e do +2(x —5)! j. dé |(x—s)* ds‘
1 &

o
8+

C**([0,01:E)

X
2a-1 o
< C_f (x—9) a’s‘g+ o5y
xX—-& ’ ’
<Cg™|g?
&+ C*([0,51:E)

De la méme maniere pour /,.On trouve

|.]} < ce™|e? C*“((0.0LE)
Maintenant,
g <y o) -0
Alors
([(uf)'] )' + Au’ — g% — 0 (fortement) lorsque & —> 0
Mais

Au? ()~ g7 () e C([0,61;E)
Finalement,
u! () e C*([0,6];E)
Reste a montrer que uf (.) estla solution du probleme (RLD ) . D" apres ce
qui précede u’ (.) vérifie I'équation
()" + Au = g
En utilisant l'assertion 2) de la proposition 3.3

d (x, Ay ——=—>v , car ¥ € D(A).

En prolongeant par continuité en zéro a droite, on obtient
u’ (0)=v

Alors, u°(.) est bien la solution stricte du probleme (P°)

Pour I'unicité, on supposera qu’il existe une autre solution v’ (.) du probleme (),

alors (uf ()-v° ()) est la solution du probléme homogene

)/ (x) + A@?) = 0
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Il suffit d’appliquer la proposition 1.1 pour avoir l'unicité. m

3.6 Régularité maximale

3.6.1 Préliminaires

L’un des problémes prédominant qui a suscité I'intérét de la communauté
mathématique dans le cadre des équations différentielles est la régularité maximale.
Le probleme de la régularité maximale revient a se poser la question suivante : si le
second membre de I'équation du probleme (3.2)

(u)"(x) + Au] (x) = g7 (%) (1)

est dans I'espace de Banach C**([0,57; E), en est-il de méme pour ()" et Au’ ou
u’ est la solution de I'équation (1). Si ’est le cas, on dit que 4 a la régularité maximale.

Dans le cadre des espaces L, un des premiers résultats obtenus est le théoreme de DE
Simon [24]. Il s"énonce que si E est un espace de Hilbert et - A est le générateur
infinitésimal d"un semigroupe analytique, alors A a la régularité maximale.

Brézis a ensuite demandé sous la forme d’une question, pour quel espace de Banach le
résultat de De Simon était encore valable.

Il fallait attendre le début des années 2000 pour que Kalton et Lucian[25] apportent la
réponse a cette question longtemps restée ouverte : le cadre Hilbertien était finalement le
seul.

Néanmoins, la régularité maximale peut s’avérer trop restrictive sur 'opérateur 4. en
effet

Baillon [26] a montré que sur les espaces réflexifs, 1'existence et 'unicité de la solution du
probleme de Cauchy

() (x) + Au(x) = f(x)
appartenanta C'([0,0]; E) n C([0,5];D(A)) pour tout f continue entraine que A soit

borné. En revanche le cadre des espaces L est beaucoup plus favorable.

N N . . 2 ey o)
Revenons a notre probleme. Dans quel espace doivent vivre les données initiales ¥, f;

du probleme (P ) pour préserver la régularité optimale et sous quelles conditions a-t-on
la régularité maximale.

Théoréme 3.2. Soit g° € C*([0,0];E); 0<2a <1,on suppose que

v e D(A)

17 eD(V-4)
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Alors
1. u’ de la représentation (3.2) est la solution du probléme (P’).

2. u’()e C*([0,80];E) si et seulement si la condition suivante est réalisée

Av - gf(O) €D (a,+o0)
(-4)" £} e D,(a,+0)

Preuve
1) Pour la majeure partie, cette assertion a été prouvée lors de la démonstration du
théoréme 3.1

2) Suffisance. On rappelle que pour x €[0,0 |

Aug (x) - g2 (x)
=d} (x, A Ay = g2 (0)) + An (x, A) £ +d (x, A)(g? (0) - &7 (x))

1 ¢ S5 -l S5 _ 50 .
. f JKE. ()44 =2 (g2(5) = 7 ()l

Par la proposition 3.3 assertion 2) et la proposition 3.4 assertion 4), on a
d; (., A)(Av - g;(0)) € C**([0,51;E)
A (. A) [ € C* (0,6 E)

Pour le terme
d; (x,A)(g; (0)- g} (x))
5
L[R2 () A4 - 2) (g (5) - g (x))dsdz
2,y
Posons

J(x) = -ﬁ JIKS (o) A(A=2)" (g (s) - g (x))dlsdlz

Par la suite, pour simplifier 1’écriture on notera provisoirement
_ -1
A =A(A-z)
Pour rappel, le noyau de Green est donnée par

sinh~/~zscosh+/—z (0—-x)
J=z cosh/-z8
sinh~/—zxcosh~/-z (0-9)

J-z cosh/-z5 e

Soient u, v telsque0<u <v<o. Alors

Ki(x,s):
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81

J(v) = J(u)

"2 | I K2, (u,5)A.(g] (5) ~ & (u)dsdz

—21—.7[1 PR (90,087 () ] (v)dsc

”smh\/—_zscosh\/_(5 u)

A(g°(s)- g° (u))dsdz
217z -z coshv/-z68 (8. (5) = 8. (W)

smh\/;ucosh\/_ (0 -5) 5o s
f f J—= cosh—25 4.(g7(s) ~ gi (w))dsdz

‘ sinhv/—zs cosh+/=z (6 - v) sin o
I O A () g5 ()

217[

smh\/—_zvcosh\/_(5 s) 5o s
f f J—= cosh—25 4.(g7(s) -~ g (v))dsdz

=l +L,+1,+1,

s J-]‘-Jv-sinhx/;SSinhx/;(ﬁ—r)
)7 2 coshv/-z68
1 ”sinh\/;SSinh\/;(ﬁ—v) s 5
+ A s)— u))dsdz
;f{ T coh oo (g, () gi (u))

D’autre part

A.(g0(s)— g (w))drdsdz

2ir
et
1 % sinh\/—_zscoshx/;(ﬁ V) s s
[ =— A s)— g7 (v))dsdz
s | e eeporav e ACHURE A
_ J-Jv-sinh\/;SCOSh\/;(ﬁ—v) 4.(g°(s) - g° (v))dsd
2ir ", J-zcoshv/-z5 oo '
De méme
" coshv/—z7 coshv/—z (0-59) s s
A s)— v))dtdsdz
;‘:_[;': COSh\/_5 z(g+( ) g+( ))
% sinhv/—zu cosh/—z (0—5) s 5
A s)— v))dsd.
H T coshd =5 (g7(s)~ g, (v))dsdz
et
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smh\/ —zucosh/-z (0 —s) s 5
A -
” J-zcoshv/-z5 (81(9)~ g, (w)dsdz

smh\/;ucosh\/_(é s) 5o s
f f J— cosh—20 4.(87(s) ~ g/ (w))dsdz

Ce qui donne, en regroupant les termes semblables
J(v)-J (u)
J-” t sinh/-zs sinh\/;(§ -7)
ir 0% cosh</-z38
J-” t cosh/—z7 cosh\/;(ﬁ -5)
TN cosh/-z6
_ ”smh\/;scosh\/;(ﬁ—v)/l (2% () — g” (v))dsdt
2, J-z coshv/-z6 (8 (5) g, (v))dscz

. sinhv—zu coshv/-z (5 - 5)

A,(g7(s)- gl (u)drdsdz

A.(g](s)- g’ (v))drdsdz

” -z cosh\/_ Fo) A.(8: ()~ g, (w))dsdiz
s1nh\/;S coshv/—z (S - v) 5N s
sz Ty A0 gl )dsd:

smh\/—_zucosh\/_ (0 -5) 5 5
% - z
I f J=z cosh/—z6 (87 (v) - gl (w))dsd.

6
:Z[j
1

La somme des deux dernieres intégrales donne

1 sinh\/—_zu sinh\/;(5 —-V) s 5
I.+1 = A v)—g.(u))dz
s T 21.77,! ZCOSh\/;§ (g (v)— g, (u))
_ j-cosh\/—_zucosh\/;(ﬁ—v)A (2° (V) - g° (u))dz
2ir zcosh/-z8 e '

Ve
coshv/-z(5 -v)
2ir, zcosh J-z6

1 sinhv/=zusinhv/=z(5 - v)

- A(g2(v)- g’ (u))dz
2z, zcoshv/-z6 (8. ()~ &: ()

A(gl(v)- g’ (u))dz
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&3

cosh~/—zucosh+/-z (0-v)

2in 'I zcosh/-z6 A.(g; (V)= gL )=z

+d! (v, A)(g7 (V) - gl W)

Par suite

d; (v, A)(g; (0)~ g () = d. (u, A)(g; (0) = g7 () + J (v) = J (u)

J..TJV. sinhv/-zs sinh\/—_z(5 -7)

ir 20U coshv/-z5
”J- . cosh+/—z7 cosh\/;(5 -5)
T uu cosh/-z&

smhx/—zs coshv-z(d -v) s 5
4 - z
f f Tz cosh 25 (g5 (s) - gL (v))dsd.

A.(g2(s)- g’ (w))drdsd:z

A.(g2(s)- g’ (w))drdsd:z

I J = Jiz;’i‘j_:f ) 4. (g7(s) - g7 (v))dsce

sinhv/—zusinh~/~z (0-v)

i { - cosh—26 A.(g; (v) - gi (w))dz
—z h/—z _ 5 )
L peos et L2600 ) gt

e

+(d) v, )= (u, 4)) (27 (0)- g7 ()
= (@70 )=t 0, )) (87 0) -0 ) + 2,

Remarque 3.2.5 Malgré les apparences, le simple fait de changer la décomposition de

I, par celle de I, et vice versa nous ramenerait a I'intégrale

1 . sinh~/—zvsinh</=z(S - u) s
) oI5 A4.(g7(v) - g7 ()

2ir s,

qui est naturellement divergente. Le choix n’est donc pas sans risque !
3.6.1 Etude de la convergence des intégrales

Pour /. Grace al'inégalité de Holder

|4]<

g’

(J.COShRC\/_‘S u‘ ds]dr‘dz‘
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g’

SC_” TReF[M]dﬂdz‘

1/2+a
E

v —(r—u)Re"/-z a
< CJ' J' . ‘Z‘I/ZW ‘dZ‘ + J. ‘ Vi“

u > 1 <
‘Z‘ (‘z'—u)2 ‘Z‘ (‘r—u)2

C* ([0,6;E)

Y u

dg+

“([0.0%:E)

oo _-osin(6,/2)

< CJV'(Z(T - u)z"'l_f ©

1

g’

C*([0,6;E)

do+(t - u)z"'l]dz'

<Cf(r-uy*'dr

o
8+

C** ([0.0L:E)

<C(v-u)™

g!

C*([0.6LE)

1,,1,,1, se traitent de la méme fagon que /.

Pour /
H[ H CJ- ‘ 1/2+a gf C**([0.0LE)
- e—a‘sin(ﬁo/Z) s
SC(V—U) a>80.'; ) o do 8. C*([0,5]:E)
2
<Cv-u)|g?]. (05LE)

[ se traite de la méme maniere que /.

Maintenant

(df<v,A)—d"‘(u ) (g (0)-g W)

t—zsinhv-z(5-7) P PN:
f ] i oy A (€10~ g )

Alors
| (@i )50 -0

“ff
<ch(1@

“dr\d |

1/2 g+ C0STE)

dﬁl_go]df
T

—osin(6,/2)

g’

T 2 ([0,6%E)
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3.6 REGULARITE MAXIMALE 85

SC(VZ”— )

g/

C*([0,6];E)
Conclusion

ul () e C*([0,61;D(A))
Condition nécessaire. Par le calcul fonctionnel de Dunford, le terme

d’ (x,A)(g° (0) + AV’ (x, A, g°) Peut étre réécrit sous la forme suivant
d? (x, A)(g7 (0) + AV (x,4,87)

B a2 s _ 172
=S1(1+82(A) (bx)) (~A4)"%x ()(0)

_g! ([_I_e—2(5—x)(—A)1/2)(_A)I/Zj‘s([_e—2s(—A)l/2) —(x-5)(~A)? b(S)dS
0

_g! (] 4 e—zx(—A)”2 )(_A)I/Zj;(] 4 e—2(5—s)(—A)1/2 )e—(s—x)( A)”ng (5)ds

Par Lunardi [23], I'opérateur
s=(rven)

est bien défini et admet un inverse borné. En effet

< e_2§H(_A)l/2H < 6-25M

He_w(_A)l/2 <1

L(E)
Par Sinestrari [10]

d’ (., A)g’0)+ AV’ (., 4,g°) e C**([0,5]; E) implique

d; (., A4y~ g;(0) € C*([0,51; E)
Alors
Av - g°(0)e D (@, +o0)

et par les propositions 3.3 et 3.4, on déduit
(—A)l/2 e D —(2a,+o0) = D (a,+0)

u’()e C*([0,5];E) alors
Av - g°(0)e D (@, +o0)

La preuve du théoréme est enfin achevée. m

3.7 Solution du probléme (#°)

. N o ~ . ’ . ’ ey s
Dans cette section, comme pour le probléeme (P+ ), on étudiera I'existence, 'unicité et la

régularité maximale de la représentation de la solution du probleme ()
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86

@) (x) + Au’ (x) = g_(x)  x€]-L0[
(P)yul(-D= 1.
@) (0)= pTy(g?, £ ,u (0))

3.7.1 Représentation de la solution #°

On rappelle que la représentation de la solution du probleme (P’) est donnée par

RN SN A (x,0) psmh\/—_z(x+1) s
u (X)—f K7 (x,8)g (s)ds + = 5)f b (1.5) A
pcosh\/;(5 s)smh\/_(x+1) s
{ J-zA_(-1,5) g: (s)ds
(_Az(x’jﬁi;hﬁ(“l) 1<s<x<0
Kf_(x,S)= -z z(_ ’ )
’ A (s,8)sinhv=z(x+1) <50
J-zA_(-1,6) T

Alors, le calcul fonctionnel de Dunford donne formellement la représentation de la

solution du probleme (P_a') sur | -1,0[
0
u’ (x) = L [JK? (x,5)(A-z2)" g (s)dsdz
2ir, s 7

A (x,0) Y s
21'7;{ AZ(—1,5)(A ) Jd G0

psinhv/—z (x +1)
+—f
27, -zA_(-1,8)

”PCOSh\/;(ﬁ—S)sinh\/;(xH)
2ir; J-zA_(-1,5)

=w(x,4,g ) +d (x, A f +n°(x,A) f° -’ (x,4,g°)

(A-2)" fOdz

(4- z)_l g’ (s)dsdz

3.7.2 Représentation de la solution par les semigroupes
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3.7 SOLUTION DU PROBLEME (P°) 87

Comme pour uf (x), en utilisant a nouveau le calcul fonctionnel de Dunford, les termes

Z . 5 A 2 2 . RN .
représentant la solution u° (x) peuvent étre réécrits de la maniere suivante

Pour d’(x,A) f..Soit x€]—1,0[, écrivons

A (x,0)
_ % RN _(1 Pt ) (1 o2 ) _ p(l _ N ) (1 _ g0 )J
De méme
A (-1,6)
zi O _(1 Lo )(1 L2 ) N p(l_ N )(1_ o2 )J
Alors
d’(x, A f

_ 7! [([ + e—zxﬂ)(] 4 e—zaﬂ) N p([ _ e—z\x\ﬂ )([ _ 6—25\/3 )} e—(x+1)\/3f‘_

Avec

T = _(1 + e_zm)(l + e_mm) + p(l - e_zm)(l - e_Mﬂ)J

De la méme maniere, on montre que n’(x,A) ff peut étre réécrit sous la forme suivante
- ; - - Sy P W -2 s
n?(x,A)ff _T lp(]—e 2(x+1)J_A)e (5 x)J_A(_A) ff

Pour V° (x,A,g_), écrivons
poosh/—z(8 - s)sinh~/—z (x +1) = (I te 20 )([ g2 )e(““‘s_w__z

Alors
s
vf(x,A,gf)sz_ ( 2(x+1)\/_)J'([+e—2(§—s)\/—_) —(s—x)N-4 s(s)ds
0

Pour w’(x, 4,2 )
A (x,0)= cosh/—zxcoshv/-z6 — p sinh~/—zxsinh</-z&

_ i TN _(1 4 g )(1 420 ) N p(l _ )(l _ 20 )JI

Posons

87
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T,
_ l (~x+6)-z2 2=z 26-2 _ ~2adv/-z T N —|
—4e _(1+e )(1+e )+p(1 e )(1 e )J
Alors
w’(x,4,8.)
_ —%T_lz; (_A)—l/z ji(] _ e-z(s+1)\/3 )e—(x—s)ﬂg_ (S)dS
-1
0
_%T_l (] _ e—z(x+1)ﬂ)(_A)_l/2 J'T;e—(s—x)ﬂg_ (S)dS
Finalement '

W’ (x)=T'Te""f
4 pT—l (] _ e-z(x+1)x/3)e—(5—x)x/3 (_A)-1/2 ff

—pT~ ( 2(x+1)\/_)j'( 2(5—S)J—_) —(s=x)N-4 b(S)dS
0

_%T—lTx (_A)—l/z J-(I _ e-z(s+1)ﬂ)e—(x—s)x/3g_ (S)dS
-1

0
_%T—l ([ _ e—2(x+1)\/3 )(_A)_l/z ."Y;e—(s—x)mg_ (S)dS

Par [5] I'operateur T est bien défini.

3.7.3 Etude de la convergence des intégrales

Pour que u°(x) € D(A), il suffit que les intégrales données par (3.7) soient absolument
convergentes.

Pour w’(x, 4,2 )

(x,5)

[w (x4, )| < ‘ ds|dz||g ||eg 1o,

x e(ﬁ x)Rev-z (s+1)Re\/;

o] aslace |

372 -
o ‘Z‘ e(5+1)Re\/_z
0 e(§—s)Rex/ze(x+l)Re\/3
+C J' J'
372 -
o ‘Z e(§+l)Re\/_z

x _—(x-s)Rev/-z
< C_f J-e‘TdS‘dZ‘ Hg—HC([—l,O];b)

y -1

C([-1.05:E)

ds|dz|_|

C([-1.0%;£)
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&9

—(q x)Re\/_
+ C.”‘ ‘ ‘3/2 dS‘dZH‘g—HC([—LO];E)

x ~(x-s)Rev-z dz
SCI .f 67‘612“" ,f ‘ 3/‘2 dSHg—HC([—l,O];E)
s - o
0 ~(s-x)Rev-z dz
+ CJ. J. e‘T‘dZ‘+ J. ‘ 3/‘2 dSHg—HC([—l,O];E)
etm P e~
X +oo _—osin(6y/2) ldo.\\
<Cf|26x-5) [ £ do+[=
i{(x ”{{ o IU?U
0 +oo e—asin(60/2) ld
—CJ. 2(x—9) _!‘ - d0'+_"? dng-Hc([—l,O];E)
-lleq-1.01:8)
Pour dfs(x,A)f_.Soit x €]-1,0[, alors
~(x+1)Rev-z
N R
¥
~(x+)Re-z
By I st pr P | Y
|p—— ‘Z‘ B ! ‘ ‘
(x+1)? (x+1)?

+o0 —asin(90/2)
<C| |

1

d0'+,f ]Hf HC(] 1LOLE)

< CHf—Hc(]—l,O[;E)
Pour »n’° (x, A)ff

—(0-x)Rev-z

Y

too _—0osin(6y/2)

S2Cx[_[ ¢
12

da+j J

<C

Pour v’ (x, 4, gf)

89



3.8 REGULARITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (P°) 20

66—(‘9—x)Re\/3 )
Hvﬁ(x,A,gf) SC_” ‘3/2 ds‘dz‘ gf 05,
7 0
-(6-x)Rev-z _ _xRev-z
_Cj-e ‘ s e ‘dz‘ gf C([0,6LE)
y |7 sin(6,/2)
|
= C-i W g/ C051E)

Les intégrales sont donc absolument convergentes par suite

u’ (x) € D(A)

et pour tout x €]—-1,0]

u’ € C(]-1,0;E)

On étudie maintenant, I’existence, I'unicité et la régularité de la solution du probléme
posé.

3.8 Régularité de la solution

3.8.1 Conditions nécessaires

Proposition 3.5. Soient g_e€ C**([-1,0];E) et g° € C**([0,6];E), 0<2a <1

Si

u’ € C*([-1,01;E) n C([-1,0]; D(A))
u; € C*([0,61;E)n C([0,6]; D(4))

Alors nécessairement

g7 (0)-g_(0)e D(4)
Preuve. Voir proposition 3.2

L : B
Pour la réciproque, on commence par donner 'expression formelle de Au° (x).

Soit x€]—-1,0[, ona
Au® (x)=+d° (x, A(Af ~ g (D) +d° (x, A)(g (-1) - g_(x))
+An° (x, A) f2 + AV (x,4,8°) + g_ (%)

1 ° o ! _ >
b j JK (x.9)A(4=2) (2. ()= g (x)dsd

_21. J-psmh\/;§smh\/—_z(x+1)A(A_Z)_lg_(x)dz
ir”,

zA,(-1,0)
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D’autre part

Avf(x,A,gf)— 1 J-psinhx/—zAé'sinhx/—z()Hl)A(A_Z)_lg_(x)dz
Z z(_19§)
% pcoshv/—z (6 — s)sinhv/—z(x +1) I Y
= MH N A(A-2)"(g] (5)- g/ (0))dsdz
psinhy/—zosinhv—z(x+1) . 5
m{ 5 (Lo) (4-2)"(g7(0)~ g(0)dz
_ 1 ¢ psinhv-z8sinhv-z(x+1) ! _ :
—J Y A(A-2)" (g.(x) - g_(0)d:
Alors,

Au’ (x) = An® (x, A) ff +g_(x)
+d° (x, AASf. - g_(-1)) +d° (x, A)(g_(-1) - g_(x))

L j f K (x,5)A(A - 2) (g.(5) - g ()dsce

2irx
pcosh\/;(ﬁ—s)sinh\/;(xﬂ) I Y
MH N A(A-2) (8] (s) - g (0)dsdz
! J-psinh\/fﬁsinh\/—_z(yﬁl)(A_Z)_l(gf(o)_g_(o))dz
Z(—l,&)
1 psinh\/—_z5sinh\/;(x+l) ) _ 2
m{ N A(4-z2)"(g.(x) - g.(0))d:

= An’ (x, A f° + g_(x)
+d°(x, A)Af - g (-D)+d’° (x,4A)(g_(-) - g_(x))

4
21
1
Pour la convergence, on va utiliser les propositions suivantes

Proposition 3.6. Il existe une constante strictement positive C, telle que pour tout

f €eE et xe]-1,0]

7] <l
2. d’°(x,A) f — f fortement quand x = —1"si et seulement si f € m
3. d°(,A)f e€C*([~1,0];E) sietseulementsi f €D ,(a,+00).

Preuve
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1. Pour I’estimation et la continuité de d° (.,A) f_, on écrit

d’(x,A)f.

1 ¢ A(x,0) A (x,8)— A (-1,5)
_21';:] (15)( 2) S+ 2myf_ A (-1,5) (4

.f(A Z) fdz——.f(A z) f.dz

217[ e

—Z)_l f.dz

=l +1L,+1,+1,

Avec

|

| 1
(x+1)* ]

y+=lzey:‘z‘2

1] ~ _
(x+1)2J ;/_—{ze;/.‘z‘s

/; est nul par analycité.

I)<c f(”‘”

(x+1)
400 —U sin(g,/2)

<2Cf

dof]=<C|f]
Pour /,

| 1
‘2177

FOM(T,0),, i
”A(M) (A-z) fdrdz

|2.]=

(r+l)Re\/—
—Cf I rE de|dz|| 1|

x+1
<cfEslell s <cf]

‘ ‘1/2

Pour /,

7.1 <cfas]s]

_HO

_f(A Z) fdz

Grace a la convergence uniforme, on déduit
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d’(.,A)f. € C(-10LE)

Remarque 3.8.1 Comme dans la proposition 3.3, la constante C est indépendante de &.

2. Soit x €]—1,0]. Supposons que f. € D(A), alors par I'identité de la résolvante, on a

oy \
lim d(x, ) f = lim(_f AAZ(M) U=2) A o 8:00) L
x—-1 x—>-1 ” z(_1’5) z yAz(_lsg) z )

Le terme sans la résolvante est nul en intégrant a gauche de (y) et

" J- A (x,0) (A—z)"Af. dZ:J-(A—Z)'lAf_ dz =it f
A (-1,0) z S z i

x—>-1"
Y

Par suite,

d’(x, A)f = f
Pour f~ € D(A), ilexiste he D(A) telque Ve>0 Hf_ - hH <&

et

d’(x, A)f = f =(d° (e, A) f = d° (x, A)h) +(d° (x, = h) +(h - 1)
Alors,

xlig}(df(x,A) f-f)< xlig(df(x,A) [ =d’ (x, A)h) +x1ir_r11+(df(x,A)h —h))
+lim (h— f1) <3¢
Remarque. Pour plus de détails, voir la démonstration de la proposition 3.3
Réciproquement, pour tout x €] —1,0[
d’(x,A) f € D(A)
En effet, D(A)est stable par d° (x, ) autant que application de E dans D(4), alors
lim (d(x,4) 1) e D(A).

Finalement, d’ (., A) /. est continue sue le compact [-1,0] pourvu que f. € D(A)

- Condition suffisante. Soient f € D, (a,+o0) et u,v€[-1,0] telsque -1<u <v<0.
Ona
|d° v, ) f - d° @) 1| = I -A,(v,6)-A(,96)

2ir A (-1,5)

e

(4- Z)_l f.dz
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jf WAT0) (4 ) £ drds

yu z( 15)
i 1)Rev/-z
<Cf [ |aaz| s R
uy
v —(T+1)Re\/— dz
cof| 1 e A e,
g [z e |22

v +oo e—asin(90/2) do_
< c( (241 [ € do v 2 ey [ 90 ]d A
o O'

1 £

D, (a,+o0)

< C.f(l rz)" 1d2'Hf

D, (a,+0)
< c((1+v)2“ _(1+u)ﬂ

—ND,(a,+0)

—lD,(a,to0)

Donc

d’(x,A)f € C*([-1,0];E)

- Condition nécessaire. En utilisant le calcul fonctionnel de Dunford, Le

termed?® (x,A) /. peut étre réécrit de la maniére suivante

d’(x,A) f
:T—l[(”e—zxm)(”ez»r)+p(, euﬂ)(, ezéfﬂ e g

ou

T:_(1+e‘25”)(1+e”_) p(] 25”)(1—52””

En écrivant

T=(1+e? ) (142

o . -1 -1
x 1 +p([—e‘2‘>m)(l—e_zm)(1 +e_2‘)ﬂ) (I +e-zﬂ) |
_ ]
Les deux operateurs

(I+e_2§*/3)_1 et ([+e_2\/3)_1

sont bien définis et admettent des inverses bornés. Pour I'operateur

94



3.8 REGULARITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (P°) 95

sz([_e—zaﬂ)([ —2J_)(I_I_e-zsﬂ)'l(l_l_e_zm)'l

voir [5]
Par Sinestrari [10], théoreme 3.1 et proposition 1.2, on a
d’(x,A)f — f quand x - —1" sietseulementsi f € D(-(-4)"*)= D(A)

De plus, si
d’ (x,4)f. € C**([-1,0L; E)
Alors,
f €D~ (2a,400)=D,(a,+0) (Réitération de Lions)

La preuve de la proposition est achevée.

Conclusion
u’ € C([-1,0];E)
Proposition 3.7. 11 existe une constante C strictement positive indépendante de &
telle que
1. Pour tout xe[-1,0] et f° € E,ona

2. pour tout x €[~1,0] et ffeDA(1/2+0:,+oo),
| clr

3. Soit £ € D(\/—A). Ona
i) An’(x,A)f° € C([~1,0];£) si et seulement si v—A 1 € D(A)

D(A) DA(%i-d,i—OO)

i) An’(x,A)f° e C*([-1,0];£)si et seulement si V-Af° € D ,(a,+0)
Preuve
1. Déja traite.

2. Soit £’ €D, (a,+0). Pour tout x €[-1,0], ona

e—(ﬁ—x)ReJZ
<Cf———1|d
¥ ‘Z

dz
_Cj'“

l+a
)
A

DA(%+0!,+<13)

+

DA(%+(Z,+30)

<C

DA(%+a,+OO)
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C est une constante qui ne dépend pas de

Mais,

D,(1/2+a,4+00)c D,(1/2,1) cD(ﬂ)
Alors
fle D(\/J)

ce qui permet d’écrire

An’ (x,A) f° = 2‘

1 psmh\/_(x+1) A(A z)™! 12
J. A.(-1,0) (=A) " fodz

e

3.i)Ona

~(5-x)Rev-z

<Ccff——|a
BN

1/2

o -x)Rev-z ‘d ‘ ‘ s

<C daz| +
j e

S - x)

+oo _—osin(6,/2)
Szc(-‘- e dO_+J~1/(5 x)? dfj‘

1 o

+oo _—osin(6,/2)
SzC(J- e dO_+J~1/(5 x)? dfj

1 o

1/2

1/2

1/2

ccears

Il est important de remarquer que la constante C ne dépend pas de 3 !

Réciproquement, en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford, n° (x, 4) ff peut étre
réécrit de la maniere suivante

n (x, A) f° = T—lp([ B e—z(x+1)\/3)e—(a—x)ﬂ (_A)—1/2 o
avec

T=(I+e 2J—)([+e 2§H)+p(1—e_2m)([—e‘2§m)

D’apres [5], T est bien définie ainsi que 1'operateur ( I - e—zmgﬂ)
et pour tout x€[-1,0]
An’ (X,A)ﬁ — T_lp(] _ e—2(x+1)\/3)e—(5—x)\/3 (_A)l/z ff

Par Sinestrari (théoréme 3.1 et proposition 1.2)
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An®(,A) 2 € C([-1,0;E) si et seulementsi (-4)"" £ e D(~(~4)"*)= D(A)
ii) Soitff e D, (a,+90). Pour u,vtels que ~-1<u <v<0,ona

| v, ) £ = i ) 17

S C“V' pcoslh(r + l)Re\/;

de|del|(-4)" 17
A (-1,6)|

E+a D (a,+o0)

yu ‘Z

e—(&—r)Re\/Z ‘ dZ‘

. (12)+a drt H(_Al/z ) f+5

<cfl |

“I 1=

jde|+ §

‘Z‘(1/2)+a D, (a,to0)

(5-1)

<Cf(s-)" de|(-2)" 17

D, (a,+o0)

<Cl@-uy = - |I(-4)" 17
(_A)I/Z ff

Pour la réciproque, comme précédemment. Par Sinestrari

D, (a,+20)

< C(v—u)za

D, (a,+0)

An’ (x,A) 7 € C**([-LOL;E) implique (-4)" /7 € D ~(2a,400) = D, (a,+o0).

- Estimations des ) _Ij

Pour cela, on utilise les estimations déja vues, a savoir

5 inhRev/—z6
_fcoshRex/;(ﬁ—S)sz”dS SC‘Sm ? i ‘
5 ‘ZEW
et
0 S 2a C
IKZ’_()C,S) ‘x—s S‘ ™
b z
Pour 7,
coshRev-z(x+1)[ 2 «
leug,‘- ‘Z‘l/z A (_Zl(;)‘ )|:_([COShRe\/;(§—S)S2 de|‘dZ‘ gf 2 (0.51E)
Ve z 2
e—‘x‘Re\/——Z s 5
< CJ;: ‘Zlm ‘dZ‘ 8 C2([0,5;E) =C 8+ C*([0,6 ;)
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Pour [,

0
HIIH < CjﬂKi_(x,s)Hs A ds‘dzmg_
y -1

C**([-1,01E)
<C J' E
Ve

l+a
E

8-

<
C*(-1,0,E) — CHg_ C*([-1,0;E)

2a

dz||e-

‘x C*([-1,0;E)

;|

—osin(8,/2)
[ g

SC‘x - o 2
1

C*([-1.01:E)

SCHg_

C** ([-1L0LE)
Maintenant pour /;, on a la proposition suivante

Proposition 3.8. Soit x €[-1,0]]. L’application L qui a x associé

1 psinh J-z&sinhv/-z
Lx)= 2ir j

1 Lo
y A.(-1,6) = )(A‘Z) (87(0)-g.(0))dz

est un élément de C([—1,0]; £) si et seulement si

g’ (0)- g_(0) e D(4)

Preuve. Pour la preuve voir proposition 4.5

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le théoreme de régularité suivant

Théoréeme 3.3
Soient gf e C*([0,0;E), g€ C*([-1,0];E) ;0<2a <1, on suppose que

12 eD(V-4)
feD4)

1. u° de la représentation de (3.2) est la solution du probléme (P_’)) sur ]-1,0[.

2. u’ € C*([-1,0];E)n C([-1,0]:D(A4)) si et seulement si
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Af — g (1) e D(4)

(-4)" f° e D(4)

2! (0)-g (0)e D(4)
Preuve
On commence par montrer 'assertion 2.
On sait déja que

u’ € C([-1,05;D(4))
Par la proposition 3.5, puisque Af —g_(-1)€ D(A) c D(A), il existe C ne dépendant
que du contour (y) telle que pour tout x €[—1,0]

|2 e, ) (41 - g_(-D)| < C|| 4f. - g (-D)|

et

|2 (e ) (g (x) - g.(-1))]| < Cllg-(x) - gD

Par la proposition 3.6 i), puisque (—A)l/2 f2eD(4),ona
An’ (x, A) /7 € C([=1,0); £)
et réciproquement.
Par la proposition 3.7
LeC([-1,0E) < g (0)~ g (0) € D(4)

On conclut facilement que

Au’ () e C([-1,0];£)

La suite ne présente aucune difficulté.

Remarque

Comme pour u’, I'équation différentielle abstraite définie dans (P°) a un effet

P . P : o
régularisant sur la représentation "

Pour 1. 11 suffit de s’assurer que u° vérifier
@Y +Au’ = g_
u’(-)=f
@) (0)= pT;(g;. /) u’ (0)

Ce cas sera étudié dans la partie II
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3.9 Régularité maximale

Théoréme 3.4, Soient g° € C**([0,0];E), g_eC*([-1,0];E), 0<2a<]1.

On suppose que
/. e D(A)
[
Alors
1. u’ est solution du probleme (P°) sur ]-1,0]
2. Au’ () e C**([~1,0]; E) si et seulement si la condition suivante notée MR est
vérifiée
Af - g (-1)€ D, (@, +o0)
MR \/ﬂff e D, (a,+0)
2(0)- g (0) e D, (a,+o0)
3. (u®)' € C**([~1,0];E)si et seulement si MR est vérifiée.

Preuve
1. Voir théoréme 3.3

2. Condition suffisante

On rappelle que
Au’ (x)= An’° (x,A)ff +g (x)
+d° (x, A)(Af — g (-1) +d° (x, A)(g_(-D) - g_(x)) (3.7)

10, o B .
+E{ I K’ (x,9)A(A-2)" (g _(s)- g_(x))dsd

1 J.jipcosh\/—_zw‘s)smh\/;(XH) A(A-2)"(g! (s) - g} (0))dsdlz

2ir )y J-zA (-1,5)

1 . psinhv-zdsinhv/—z(x+D), 45

+2m£ L(L9) (4-2)"(g(0)~ g(0)dz
1 psinh@&sinh\/—_z(xH) - B

21'7;{ 2 (1.0) A(A-2)"(g.(x)- g (0))dz
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= An (x, A) [ +g_(x) +d° (x, ANAf. — g_(-1)) +d° (x, A)(g_(-1) - g_(x))
4
2,
1
Par I'application des deux propositions 3.5 et 3.6, on a
d’ (x, AN(Af. - g_(-1) € C**([-1,0]; E)

et

An’ (x,A) f° € C**([-1,0;E)

Soient u,v telsque -1<u <v<0

FAQERAD
Slnh\/—_Z5COSh\/—_Z(T+1) Nl S
gl @A( = A(4=2)"(g7(0)~ g_(0))drd:
<CJ‘J' ‘dZ‘dT g ( )HD (a,+o0)

7|2 () -g Oy,

CI{ [P

1 +a
“| 14 \ 2" 4 |22
T

g, (0)- g (0)

| D, (a,t+o0)

v +00 —Js1n(t9 /2) . d
<cf{ b FE o g [ 4o

2a-1
drt

g’ (0)-g (0)

D,(a,+o0)

<Cv-u)*

g’ (0)-g (0)

D (a,+o0)

De méme pour J,
FAQRIAC)

P I[ICOS}AIJ(_I 1D e Jcosh\/_ (5-5)A(A-2)" (8] ()~ £ (0))dsd:

2177

<cj[f SomoRes drj(j'coshRex/;@ S)sz”’dsj‘dz‘

Ve

g+ C*([0,6 k)

u

Par I'inégalité de Holder
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5Re\/_
J'coshRe\/;(d $)s*"ds < K€

L
2

E
On déduit

“T‘ d
00~ L] < j \dz\ [ el

—
s |22
TZ

o
7)\&+

C** (0.5 ;E)

< C_frz"'ldr

g’

C* ([0,51:E)

<C(v-u)

g+

“([0,61;E)
Maintenant, on s'intéresse a J, (x)

On rappelle que le noyau de Green est donné par

_ Az(x,ﬁ)sinh\/;(s +1)
J=zA_(-1,6)

A (s,8)sinhV=z(x+1) |
J-zA_(-1,5) =7

K? _(x,5)=

Comme pour Au’(x),ona
Ji(v)=J,(u)

2mf e }lﬂﬁ”” A(A=2)"(g ()~ g (v))dsce

el e fhdl_a(;ﬂ) A(A4=2)" (g (5)~ g (v)dsdz

£A,8)sinhy-z(s+]) i ]

A(s 5)sth_(u+1) o ) ]
H T i) AU (@ ()~ )dsc

4
=>. /
1
D’autres parts,

2irl, _—J'J'J'a A (z, 5)Slnh\/_(s+1)

Y1 A(-1,8) A(A-2)"(g_(s) - g_(u))drdsdz
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¢ A_(v,0)sinh+/—- (s+1) R ~ :
H o o) 4972 ()~ g )dsd
et

2irl, = —f J‘I R j)_SIAnh(\/l_gS i 1) A(A-2)" (g (s)- g_(v)dsdz

A(v5)smh\/_(s+1) Ly B .
I T AU () ()

De méme
2irl, =‘”fA (5, 5)A00(shlxg)_(r+1)

A(55)511111\/_(u+1) o )
” J==(-1,5) A(A-2)" (g (s)- g (v)dsdz

A(A-2)"(g_(s)- g_(v))drdsdz

et

2ixl, j j (A5, j)_“ih(g()” D 4a=2)" (g (s) - g (u))dsd-

A(sa“)sth_(uH) o )
K ety S G A CE R R R

Donc

2 (J,(v) = J,(u))

_ ”-IA (z, 5)511111\/_(5 +1) A(A= 2 (g () g () drdsds
A (-1,0)
J.'[ 2 \(/5)_51;11(\/1_5()8 = A(A-z2)" (g (v)~ g (u)dsdz
_” [ \(/S)_Sl ;h(\/lzgs L A(A=-2)"(g (s)~ g (v)dsdz
gl f = (25 ()(S}ig“ D (4= (g (5) - g (v)dedsds

SA_(s, 5)s1nh\/_(u+1) oy _ A
I ) 9 @ Mg ()

A(S5)s1nh\/_(u+1) o ~
I o ey A9 (@ ()-8 ()b
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6

=2iry I,
Mais, |

I, +1=

1 AZ(V,§) _ . -1 _ o
+ 21,7[{Z A CLo) A(A-z)"(g.(v)-g_(u))d
LA mcoshz @) :

m{ ALy AU-9 e Mg )

I Amd)sinhv—z@t) B i
s { A CLo) A(A-2)"(g.(v)-g_(u))d

I . psiohv-z(@+Dsinhv=26 B :
iy { A(CLo) A(A-z)" (g.(v) - g_(u))d.

- (g ()= g () + X ()

et ot l'on a posé

A (v,0) = sinh~/—zvsinhv/-z6 - pcosh J-zveoshv-z68
La derniere intégrale va nous étre utile pour J, dans la décomposition (3.7)
J,v)=J,u)+k,(u,v)
1 i psinhv/—z8 sinh~/—z (u +1)
2ir zA_(-1,0)
1 f psinh\/—_zc?sinh\/;(v +1)
2ir zA_ (-1,0)
L i psinhv/—z& sinh~/—z (u +1)
2ir zA (-1,0)

A(A-2)"(g_(u) - g_(0)dz

A(A-2)"(g.(v)-g.(0))dz

A(4-2)" (g (v)- g (w))dz

1 J-I-psinh\/;c?coshx/;(z'H)
- J-zA (-1,6)
Ce qui donne

J,(v)=J )+ J,(v) - J,(u)

=d’ (v, A)(g.(v)- g_(u))

A(A-2)"(g.(v) - g.(0))drdz

2ir
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A(A-2)"(g_(5)— g_(u))drdsdz

A(r5)smh\/_(s+l)
SIS

-” tA (v, 5)S1nh\/_(s +1) A(A— 2 (g (5)— g (v)dsdz

J-zA_(-1,5)
I I s OMVZEED 4y g (5)- g ()dedsd:
.(-1,0)
(A (s,8)sinh-z@+1) )
JJ o i) A9 (20 g ()

A(A-2)"(g.(v) - g_(u))dz

1 .‘-Az(v,é')cosh\/;(u+l)

2ir zA_(-1,5)
1 .‘-A:(v,5)sinh\/;(u+1)
2in? zA_(-1,6)

L “V-psinh\/;5cosh\/;(r+1)
2ir? J-zA_(-1,5)

A(A-2)" (g (v) - g (w))dz

A(A-2)"(g_(v) - g_(0))drd:

On n’a pas encore fini. Pour d° (x, A)(g_(~1)- g_(x)),ona
d’ (v, A)(g (-1~ g (M)~ d’ (u, A)(g (-1~ g ) +d° (v, A)(g_(v) - g_(u))
=(d° v, )= d’ (u, ) (g.(-D)~ g (w))

Finalement,

J W) =J @) +J,(v)-J,(u)

+d2 (v, (g (1)~ g () ~d’ (u, A)(g (-1 - g ()
=(d° v, ) =d’ (u, 4))(g- (-~ g_(u))
LA (z,5)sinh~/-z(s +1)
Mf ) v

LA (v,8)sinh=z(s+1)
J-". \/_A( 15) (A Z) (g_(s) g_(v)dsdz

A(A-z2)"(g.(5) - g_(w)drdsd:

A(A-2)"(g_(s)- g (v))drdsdz

A(Sﬁ)cosh\/_(rH)
e ey
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A (s, 8)sinh/—z(u +1) - ~
I o ey A4 (& () g (s

A (v,0)coshv—z(u +1) v _
m{ Y A(A-2)"(g.(v) - g_(w))dz
1 Al(v,0)sinhv-z(u+1) o ~
m{ Al UM -g )

: 1 ﬁpsinh@&cosh\/;(rﬁ)
2in ), V=zA_(-1,8)

8
= z I j
1
Pour la convergence absolue de ces intégrales, on commence par

(2 A) = d? (u, D)) (g (-D - ) =1,

1 IAZ(V,CS) —A (u,8) A(A-z)"
A (-1,6)

A(4-2)"(g.(v) - g_(0))drd:

HLH =

(g (=)~ g (u))dz

2ir !

-1 EANES) AU-2)
el Sle) I @ (h-g ded:

714 z
v e—(.§+1)ReJ—_z )
<Cf IT‘dz‘ (E+1)de|g

Ve

C*([-1,0L;E)

<Cle.

<ClE+D) =@+ ||g.
<C(v-u)*|g

¢ 2a-1
C** ([-1,0}:E) I (E+D)™ de

C*([-1,0;E)

C*([-1,0E)
Pour 1,

L)< Cf fermes (} cosh(s + )Rev 2 (s - u)z"dsjdr\dzm .
you -1

C*([-1,01:E)

< Cj'j‘e—(rﬂ)Re\/—_z sinh Re\/;(u +1)

1
—ta

dele|Je

C*([-1,0%&)
yu ‘Z

<l arlele

C**([-1,0:)
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v —(‘r u)Re\/_ dZ
sfl 1T el | e
QB s — 12|
(r-u) (t—u)
v{ +oo e—asin(HO/Z) 1 dO'
< C.l‘: .!- O_Za(r_u)l—ZadO--l_;[O_Za(z__u)l—2a deug C*([-1,01:E)

1%
< C_‘. (7 - ”)2a_1 dng— C**([-1,0}:E) sClv- u)2a E-llexe 101
u
Pour ]3
Grace a lI'inégalité de Holder, on a
jcoshRex/—_z(s + 1)‘s W ds<K sinhRe\/—_z(u +1)
a+—
u zl 2
Alors,
ol0" —V)Rev/-z v 2a
|45] < C.f‘ : (ICOShRe\/;(S +D]s -] dsj\dz\”g_ C*(-1.01E)
zZ|? -
e—(u—v;Re\/—
< CJ.TWZ‘Hg C2([-1,0,E)
y z
—osin(6,/2) d
<2C(v—-u)™ f eGTdUJF f O_Z—Zl ‘g_ C2 ([-1,0LE)
L iy
<C(v-u)|g 2 (1LOLE)
Pour /
HI H - C.f ‘ ‘ ‘dZHV u‘ Hg C**([-1,0];E)
e—Jsin(QO/Z) dG
<2C(v-u)*™ _fl - do + _fl Hg C2([-1,01:E)
‘Z‘Z(v—T)Z \Z\S(V_u)
< C(V - u)za g ¥ ([-1,0:E)
Pour /
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" —‘r Re\/—_z
e C.” 2 ‘1/2 dz| dzv** C*(-1,01E)
v u
v —osin(g,/2)
< ZC{ ‘ _[1 Tdcr + ‘ ‘ ‘ e ooy car ‘T‘ > M
22— Z<*
14
< C.HT ! dTHg_ C?*([-1,0,E) < C(V_ u)Za 8- C**([-1.0}:E)
u

Pour le reste des intégrales, on adopte selon les cas la méme méthode de démonstration.
Par conséquent

u’ e C*([-1,01:E)
Condition nécessaire
On utilise la méme technique que pour uf Par le calcul fonctionnel de Dunford, on a

uf (x) — T—l]’;g—(lﬁf)\/ﬂﬁ
. %T—ITXJ'(] _ e—2(r+1)\/3)e—(x—r)\/3 (_A)—1/2 g (T)dT

0
_ %T—l ([ _ e—2(x+1)ﬂ )J' T;e—(r—x)ﬂ (_A)—I/Z g (r)dr

+pT—l ([_e—2(x+1)ﬂ)e—(a‘—x)«/ﬂ(_A)l/sz

b o
_pT—l([ e—z(x+1)\/_)J'e—(r—x)H (]_l_e—z(o—r)ﬂ)(_A)l/z o(T)dT
0

ou

T = ([ + e_zxm)(l + e_z‘sm) + p([ - e_“H)(] - e—zaﬂ)

(I + e‘z‘/_ )(1 + e‘zsﬂ) + p([ — e_ZH )(1 - e_wﬂ)

Par Sinestrari [10]

T

Af - g (-1)e D,(a,+)
u’ () e C**([-1,0]; D(A)) si et seulement si { g°(0)—g_(-1) € D, (@,+0)
(A" 1 € D (a,+0)
Conclusion

Le résultat suivant est une conséquence du précédent, facile a vérifier
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Af —g (-1)e D, (a,+0)
(u’)" e C**([-1,0]; E) si et seulement si { g°(0)—g_(~1)€ D,(a,+0)
(-4)"” f € D,(a,+0)

Le théoreme (3.4) est completement démontré m

3.10 L’operateur d’impédance
On exprime dans ce paragraphe I'expression de I’opérateur d’impédance sans le
parametre y. On rappelle que

“- wz(s,5)sinh\/;(5 - X)
A.(-1,0)

D)'(x) = (A-z)" g (s)dsdz
2w, (x,8)coshy/—z (8 - s)

- 2ir '}‘,")‘: A (-1,5) (A-2z) g, (s)dsdz

(A-z)"g_(s)dsdz

” 0 sinh+/=z (3 — x)sinh~/=z (s +1)
A (-1,5)

217[

1w, (x5,0) 1 VzsinhVz(5-x)
2i7r'£AZ(—1,5)( A m{ A (-1,0)

(A-z2)" fdz

L’opérateur d’impédance est par définition, I'application T, quia u’ € C’ ([0,61;E)

associé I'application (#°) (0). Comme u° dépend linéairement de g°,g , £, f, on
note I'operateur d'impédance par

T,(g0.8.. /7. 1)

4 . pN b 7 .
et I'on considere que 7, opeére sur I'espace produit

C([0,5]:E)x C([-1,0; £) x EXE

On a formellement

Ty(g0.8.. [0 /)=
1 J-j:cosh\/;cosh\/;w—s)
2ir A.(-1,0)

7 0

] f} sinhv/—z5 sinh/—z (s +1)
' A (-1,6)

2z,

(A-z)"' g% (s)dsdz

(A-2z2)"'g (s)dsdz (3.8)
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coshv-z 0
+sz (15)( may S

J- J-zsinhv-z6
75, A (-L9)

(A-z2)" fidz

:21j
1

Soit 4’ I'application quia & € (0,1) associée A’ (&) = g% (5¢).

Ona
5 _ 5
Erllcqosne) Flicqone)
et
)
] ! ’(x)- (7))
&4 C*([0.51; E) xe[Ol] 5 © a0 ‘x—T 2a
< L e
P, A (e (TR V)

On suppose qu'il existe /. >0 tel que

1
Su —
55[013]( o

Alors, on a la proposition suivante

ff

j <l (3.8)

Proposition 3.9 Pour tout 4’ € C([0,1;E), g_ € C([-1,0};E), £’ € E, et
f €D, (1/2+a,+00), il existe une constante K > 0 indépendante de & tel que

g +He e

e SN B

C([0,6;E) - DA(1/2+a,+oo))

Preuve. 11 suffit d’estimer chacune des intégrales / ; dans (3.8)

Pour /,
HI H—C.” ‘ ‘ ds‘dz‘ g+ C(0,51;E)
Rev=2 5
<C.£ T‘dz‘ Erllcqosr
- CJ.‘ ‘3/2 C([0,ILE) <K hf C([0,1LE)

1, se traite de la méme maniere que /,. On trouve
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HI2H < KHg—HC([—l,O];E)

Pour /,
sinhv/—z& .
A(A - d.
217['[\/—_ZAZ(—1,5) (d-z) S
Alors
H] H—CJ. I+a dZH‘f D,(1/2+a 4o0)

7
<kl

Pour 13. On note

D, (1/2+a +0)

1 1
7/+={zey ‘2‘2;} et 14 ={ze;/ ‘Z‘SEJL
Ona
e—&Re\/—_z ‘dZ‘ 5
LI|<C| | ———|d —
=l §< el )

+oo _—osin(fy/2) /62
<oc| [ © do+ | %
1 o S

Ce qui assure la convergence des intégrales |; et par suite
T e C(C([O,5];E) X C([-L0];E)yxEx E,E)
On suppose maintenant que

{ff;é’ E]O,l]} estborné sur D, (1/2 +a,+o0)

I existe alors une constante positive notée /,  , telle que

sup
0<6<1

Proposition 3.10 Pour tout g’ € C**([0,0];E),g_€ C**([-1,0];E), /- € D(A) et

ff e D,(1/2,+00), il existe une constante positive K indépendante de & telle que

1) T (gf,g_,ﬂj,f_)eDA(l/2,+oo)

i) [|7;(e.8./7.)

- l+,1/2

<K gf (0,6 1.E) +Hg—HC2“([O,§];E) +l+,1/2 +Hf—HD(A))

D (1/2,400) (
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Preuve
i) On doit estimer chacune des A(A4—A)"'] ;- Pour cela, on applique la troisieme
identité de la résolvante :

A,z e p(A) AA-2)(A-2)" = A

-z) —E(A— A)

Ce qui donne

% cosh~/=z coshv/—z (5 — 5)

A(A- )T, =—21, [f A(A-2)"(4-z2)" g°(s)dsdz
in5%

A(-1,5)
2”[ ” cosh\/—_ZAC(()slllxg/;_z(ﬁ s) z (A 2 g (5)dsde
2”[ ” 4 cosh \/—_ZAC(()SI;\;;_Z@ s) - A (A 1 (5)dsd

La seconde intégrale est nulle comme on peut le constater en intégrant a gauche de (y).
Alors

Rev—z
Jaca-2"1], -cﬂ‘ ‘\ |

g+ C([0,6,E)
—C,f‘ ‘1/2‘ “ ‘ g+ C([0,0E)
Ry
“lp e e
Par le lemme 1.9
HA(A ) IH— g/ C0.5LE)

‘1/2

Donc

I,€D,(1/2,+0)

En procédant de la méme maniere que pour /,, on a aussi

|4ca-2y IH-cH ds\dzwg H

C(-1.0LE)

\d \
< C;‘:‘Z B /7«HZ‘1/2 Hg—HC([—l,O];E)

C
= Wug—HC([—I,O];E)

Ce qui donne

I,eD,(1/2,+00)

112



3.10 IL’OPERATEUR DIMPEDANCE 113

A(A- )T, = 1 f coshv-z _z (A-2)" fodz
2ir s A(-1,8) z— 4

_ 1 J- cosh~/—z
2ir 5, (z—=A)A,(-1,0)

A(A-z2)" fOdz

Alors

|aca-27"r)<cf-= "o r°
Vé

-0 Rev-z
]
2= |||

D, (1/2,+0)

ff

o
<C
I

K )
- ‘2‘1/2 f;-b

172 D, (1/2,+00)

K

D, (112,400) W”Z w12

Par suite

A(A-2)"I,e D, (1/2,+0)

(A=Y, = 1 J-\/—_251nh\/—_z5 z (A=) fde
2ir, A(-1,0) z-4

(A-z2)"Af dz

1 J- \/—_Zsinh\/;5
(z-AMA,(-1,0)

" 2ir ”
Alors,

HA(A A) ' H—C_[ 1/2 ‘d H‘fHU(A)

<C J-‘ —‘2“‘ ‘1/2 HfHD(A)

‘1‘1/2 Hf HU(A)

Donc

A(A-2)"'1,eD,(1/2,+0)
i) immédiat
Conclusion L’operateur 7 est continue de

C*([0,0];E)x C*([-1,0]; E)x D(1/ 2,+00) x D(A)

vers 'espace D, (1/2,+o0)
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Chapitre 4

4.1 Solution compléte du probléme (Pf)

. N . N o N
On se consacre maintenant a écrire la solution du probleme (P’ )sans le parametre ¥

4.11  Construction de la solution
On rappelle que dans le cas scalaire, la représentation de la solution u¢ sans le paramatre

¥ du probleme (P’ )est donnée par

s (x)

__6 s s 7 cosh/-z(8 — x)sinh/—z (s +1)

=[N )gl ()ds - | NS 2 (s)ds
w,(x,9) §+cosh\/;(5—x)f_

+
J-zA_(-1,6) s A.(-1,6)
Avec le noyau de Green

w.(s,8)coshv/-z(5 - x)
0<s<x
J-zA_(-1,5)
w.(x,8)coshv/-z(S —s)
J-zA_(-1,5)
et oul'on a posé

w,(x,0) = pCOSh\/;xsinh\/; +sinhv/—zxcosh+/-z
x€[0,0]

N2, (x,5)=

0<x<s<o

Comme dans la partie I, par le calcul fonctionnel de Dunford, une représentation de la

solution uf du probleme (Hro) est donnée par



4.1 SOLUTION COMPLETE DU PROBLEME (P°)

115

1 s
() = [ N2 o s)(A - 21" g (s s
2y

1 J-j— cosh~/=z(S — x)sinh~/=z (s +1)

o \/_—ZAZ (_1,5) (A - ZI)_ g (S)deZ

- 2ir

cosh\/—_z(5—x){ U
= (A-zI) fdz

Le w®d) o oy |
+2m£\/__ZAZ(_L§)(A I fde+— {

=V (0, A4,80) + W, (x, A, g ) + 1] (x, A) [+ (x, A) f-

.s . . . 2 cps 17 -
(v) est la frontiere simple du domaine X s, Orienté positivement de +oo e vers —we

4.1.2 Etude de la convergence des intégrales

L’existence de la solution du probleme posé est liée a la convergence en norme des

intégrales dans I’expression (4.1) de u? (x)
Pour v (x,4,g°)
On a

VI/Z(S,5)COSh\/;(5 - x)‘

<(1+ p)coshRe~/—zscoshRev -z coshv/—-z(0 — x)
< (1 + p)eRex/—_z(sH)eRe«/;(z)‘—x)

Donc, en tenant compte de
-0, 2 .0,
Rev-z =‘\/—z‘cos( > )=‘z‘ sm?

et du lemme (1.3) on déduit :

41+ p)|g? (),

] (C,, )2(sir1020)2

<

J' Nzi (x, s)gf (s)ds
0

Alors, en utilisant 'hypothese d’ellipticité (h,)

g, 1
< :

Gy TE

4M(1
- (I+p) |

) f N? (x,s)(A-zI)" g% (s)dsdz

Pour 0<x<s<0o
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4.1 SOLUTION COMPLETE DU PROBLEME (P°) 116

Re\/—(x+1) Rev-z(5-5)
_(1+p)j T

g’ (s)|ds

[N, (x,5)g° (s)ds

En procédant de la méme maniere que précédemment, on trouve

5 4M(1+ p)|g° (s
”Ni(x,s)(/l—Zl)_lgf(s)dsdz < d+p) g - )HJ‘ ‘ ‘
T £ (C,)(sin 0) 72l
Finalement
o S 5
A pS Clle. C([0.51,E)
Avec

AM1+ p)

C =
7(C, )(sm O) 7‘ ‘

e

La constante C' ne dépend que du contour (y)

Pour w’(x,4,g ). Comme

cosh/—z sinha/=z (s + 1) < @RV 2 (9 gReV=2 ()

Il vient

i Icosh\/Z((s x)sinh~/=z (s +1)(A - zI ) 'g.(s)
el J=zA (-1,6)

Mg )
. 2z(C )zsinzﬁ Nl
& 2

E

< CHg—HC([—l,O],E)

Pour n’(x,A)f?’ .1lest facile de voir que

dz

‘3/2

s
5, |

2 . z
7(Cy,) smz0 V‘

+ £

. 5 o : .
De méme, pour d; (x,A4)f . On ala majoration uniforme suivante

‘COSh\/__Z(5_x) < 1 e—Re\/:(Hl)
| A.(LY) (C, )’ sir1920
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Alors
—Rev/—z(x+1)
s, s— e _pet
27(C, ) s1n?°y ‘ ‘
<D|7],

D _étant_une_constante qui ne dépend que de (y).

Remarque. Comme dans la partie I, Dans toute la suite et selon les cas, on ne tient
guere des estimations et 1’on désignera toutes par la lettre C

Au prochain paragraphe, on étudie les conditions nécessaires et suffisantes pour

I'existence et la régularité de la représentation u° de la solution du probleme (Pf)

4.2 Régularité de la solution

4.2.1 Conditions nécessaires

De méme que dans I'étude faite dans la partie I (proposition 3.1), les conditions

nécessaires pour que
B
" u®(x -1<x<0
) { "

u’ (x) 0<x<o
Soit solution stricte du probleme (P°) sont données par la proposition suivante

Proposition 4.1 Soient g_e C([-1,0];E) et g° € C([0,6];E) avec 0<2a <1
On suppose que
u’ € C*([-1,01;E) n C([-1,0]: D(4))
{ ;€ C*([0,61;E)n C([0,5]; D(A))
Alors, nécessairement
{gf (0)- g_(0)e D(4)
Af - g (-) e D(4)
Preuve. Voir proposition
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme fondamental suivant

éoréme. Soient g € -1,O;E)et g, € ,0|;E)avec 0 <2a <1.0On
Th Cza([ LLO]; E f Cza([() O;E) 0<2 1.0

suppose que
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Jf-eD(4)
12 eDHA)
Alors,

1. u; de la représentation (4.1) est la solution du probléme (P ) sur ]0,3]
2. u} € C([0,61;D(A4))n C([0,5]; E)si et seulement si

Af - g (-)e D(4)

2, (0)- g (0)e D(4)

(~4)"” f € D(4)
On commence par

4.2.2 Expression formelle de Au’(x)

Les intégrales définies dans la représentation de u° sont absolument convergentes,
alors
u’ (x) € D(4)

On peut donc appliquer I'operateur 4 a uf (x) . On a besoin du résultat suivant

1 coshv/-z (0—x) cosh+/-z

6 —_—
IN5+(X,S)dS =—+
Yy z zA,(-1,0)

Supposons que x €]0,0][, alors

N B eV
A”+(x)_2i7z;f \/;AZ(—I,ﬁ) 4

o
L[ N? () A4 - 2 g7 () sz
2,y 7

1 f} coshv/—z (8 - x)sinhv/—z (s + 1) A(4 - z) ' g _(s)

2ir s, J=zA (-1,6)
. 1 i coshv/=z(8 - x)(A-2)" Af o
2ir ) A (-1,6)

_ 1 J-wz(x,ﬁ)A(A—z)_l bl &
2iry,  N-zA,(-1,5)

-i [TN?,(x,5)A(A - 2) '[g? (5) - g (x)}dsdlz
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1 i J-cosh\/—_z(5 x)sinhv-z(s + ) A(4-2)" g (5)

2ir)? J-zA_(-1,5)
1. i cosh~/—z(8 = x)(A-2)" Af .
2ir? A (-1,6)

o
L[V () A4 - 2 P ()
2y 7

Au; (%)
_ J-W(xé')A(A z) f
2ir%,  N-zA.(-1,58)

——? JINE (o) =2) g (5) - (ol

f J-coshx/—_z(5 x)sinh~/=z (s + ) A(4 - z)° 'g.(s)

i), J-zA_(-1,8)
IcoshJ—_z((s—x)(A—z) AL,
2ir? A(-1,5)
1 J-cosh\/—_z(ﬁ—x)coshx/;A(A—z)'lgf(x) &
2ir y ZAZ(_135)
-1 0
1 J‘A(A—Z) g, (x)dz
2ir, z
Par le lemme 3.1
J— _1 5 ~
LpAd=D) 809 i) )
2ir z

Au] (x)
_ J~w(x ,O)A(A-z) f
2in5,  N-zA(-1,8)
——H JNE, (19004 =2) () &7 (o
j f 0 coshv/—z(8 - x)sinhV-z(s + ) A(A-z)" g (s)
J=zA_(-1,6)

L IcoshJZ (5 —x)A-z)"Af .
A (-1,8)

dsdz

2z7z

2ir "

119
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1 coshv/—z(8 — x)coshv—zA(4-z) " g° (x) o

2ir?) zA,(-1,6)

+g7 (x)

1 % coshv=z(8 —x)sinhvV=z(s + DAL~ 2)" g (5)
{ jl J-zA_(-1,5) dscz
_ 1 f} coshv/-z (5 - x)sinhv=z(s + 1) A(A - 2) '[g_(s) - g (-1)]
o J=zA_(-1,6)
1. J- cosh~/—z (5 - x)A(4 - z)_lg_(—l)dz
2ir, zA_(=1,0)
1 | coshv/-z(8 - x)coshv/-zA(4-2)" g (_l)dz
9 zA_(-1,0)

dsdz

2ir
Alors
Au (x)
1 cw.(x,0)A(A-2)"f°
=— .f dz
2ir V=zA_(-1,0)

o TN A=) 18209 2! oM
. fcosh\/; (0 -N)(A=2)"(4f ~g (1)
2z, A (-1,0)
B ﬁ cosh~/=z (8 - x)sinhv—z (s + 1) A(4 - z) [ (s)— g (0)]
2ir??, J-zA_(-1,5)
cosh~/—z (5 - x) (

1 ) o
_2mI zA (-1,3) A(A4-2) (g (0)-g (1)d

1 . coshv/—z(8 - x)cosh~/-zA(A - z)"(g° (x) - g°(0)) o

dsdz

B 21'7;{ zA,(-1,5)

1 J-cosh\/—_z (8 ~x)coshv-zA(4-2) (¢ (0)~g.(0))
21'7[}/ ZAZ(—1,5)

+47(x)

Comme pour Au’(x),ona
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w () A2 A S
zA_(-1,9)

-1
Au’ (x) =
(%) 21’7[{

_21_?” [N? () A(A-2)"[g? (5) ~ g7 (x))dsdz

p L feosh =z (@ =) (A —g (),
A (-1,0)

4.2
2ir, “.2)

dsdz

1 f} coshv/-z(5 - x)sinhv=z (s + ) A(4 - 2) '[g (s) - g (0)]
2ir J-zA_(-1,5)
coshv/—z (6-x) (

1 e
_21'7[;‘: zA_(-1,5) A(A-z) (g_(0)-g_(-1))d.

1 i cosh+/=z (5 = x)cosh~/-zA(A4 - z) (g (x) - g°(0)) o

2in zA(-1,6)
1 i cosh+/—z (5 = x)coshv/-zA(A - z) (g (0) - g_(0)) .
2ir zA,(-1,9)
+g7 (%)
- @Ji}gf(x)

Pour que u’ (x) € D(A), il suffit que dans la représentation (4.2), les intégrales ainsi
définies soient absolument convergentes.

C’est ce que nous allons faire a la prochaine étape

4.2.3 Convergence des intégrales

On commence par étudier les propriétés de I'intégrale :

+1 cw,(x,0)A-zI)" f° 4
21';;{ J=zh(-Ls)

Proposition 4.2. Il existe une constante C ne dépendant que de (y) telle que

m (x, A) [, =

1. Pour tout x€[0,5] et £’ €k, ona
n; (x, A) ]
et n’(x,4)f’ eC(0,0];E)

<C|f?

E

2. Si f°eD,(a+1/2,+00), alors pour tout x € [0, |

121



4..2 REGULARITE DE LA SOLUTION 122

<K

D(A)

n, (x, 4) [} A
3. Soit £’ € D(—(—A)l/z), Alors

An’ (x,A) f° € C([0,0;E) si et seulement si (—(A)l/z)ff € M

Dy (%Hz,ao)

4. Soit 1 € D(—(—A)l/z). Alors
An’ (x,A) £ € C**([0,0]; E) si et seulement si
(-A4)"” f? € D, (2a,90) = D, (a,%0)

Preuve. 1) Déja fait et pour rappel

20+ p)M

dz

3/2

ff
|

7(C,))’ sinio v |2]

n (x, A)f7)

\ <
E

Pour 2) on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.1. Soient r > 0 et un réel compris strictement entre 0 et1. Alors pour

tout @ € £, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

iy )l Aaca- r)‘lquE <K

11) Pour tout zey

a

z

A4-2)"| <k
Preuve. Voir Grisvard [8]

Preuve de 2). Soient f° € D, (a +1/2,+o0)et x €[0,5]. Par I'application du lemme
4.1, on obtient

e—ReE(a—x)
| <Cp+Df——
Ve

| 4n? e, 4).£7) e 1

oo |
DA (E‘HZ,OO)

e—ReE(ﬁ—x)
<C(p+)f——i—
Ve

1+a
E

1
D,(=ta,©
4 (3 )

ff

Loy |
DA (E+Q,OO)

<K|f°

La suite est immédiate. Il suffit d’appliquer la définition de la norme du graphe et de
se rappeler que D ,(a,+00) s’injecte continument dans E.

3. Condition suffisante. Grace aux inclusions :

DA(Q'+1/2,OO)CDA(1/2,1)CD((_A)I/Z)
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on déduit que

f2eD((-A")
On peut donc écrire
w, (x,0)A(A-2)" (A" f7
zA_(-1,0)

dz

An’ (x, A f° = j
2ir s,
Alors, grace a I'identité de la résolvante, on a

J- Wz(x,é‘) (A—Z)_l(—A)l/szdZ

\2 A (-1,5)
—Re-z(5-x) ‘ o
<C(p+1) j ‘dz‘+_[‘ | -
<KH( A)1/2
ou I'on a posé respectivement
1 1
V. ={zey:‘z‘2 (5—x)2JL et ¥_ ={zey:‘z‘£ (5—x)2JL

4. Condition suffisante. Soient u#,v deux réels tels que 0 <u < v <, posons

{wz,+ (x,0) = psinh\/—_zxsinhx/; + cosh~/—zxcosh/-z

x€[0,0]
Alors
‘ w,,. (7, )(A_Z)—l(_A)“zf&drdz
NER) '
ReJ—_z(r+1) V2 S
<C(p+1).fj.‘ SReVz @ 1)dT‘dZ‘H(_A) K Dy(a,t0)
Re\/Z(Hl) U2 S
<C-” +zz R\/—(ﬁ 1)dr‘dZ‘H(_A) f* Dy (a,+>0)
v e‘Re*/‘_z(‘s_T) 12 46
st[f T\dz\ TH(_A) /s Dy(a.+0)
u y ‘Z‘Z
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< Kj'(é o) dr||(-4)” 17

D, (a,+o0)
<K@ -w =@ =N £, .
< _oN2a|le N2 o
SK-u)“|(=4)" f, -

Réciproquement, pour démontrer la condition nécessaire on a besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.2. L’operateur T défini par :

T=(I+> Y1+ )4 p(I - )1 -0V 1)
est bien défini et admet un inverse borné.
Preuve. Voir [5]
On sait que (proposition 2.1) que —(—A)l/2 génere un semigroupe analytique non

nécessairement continu en zéro (a cause de la densité ). Par le calcul fonctionnel de

5 5 NP . .
Dunford, le terme n; (x, A) f,” peut étre réécrit de la maniére suivante

n, (x, A) f!
— T_l[p(] + e—Zﬂx)([ _ e—ZH) + ([ _ e—2\/3x )(1 + 8_2\/3 )]e—(d—x)ﬂ (_A)—I/Z f§

+

avec
T=T+e "I+ )+ p(I - )1 -e )

Par le lemme 2.4, 7" est bien défini.
Alors pour tout x€[0,0],0ona
An] (x, A) [

=T [pU +e Y1 - )+ (T =)L+ ))e A (—g)? 12
Par Sinestrari [10], proposition 1.2 et théoreme 3.1 page 39, on déduit que

An’ (x,A) f° € C([0,57]; E)si et seulement si (—A4)"” f° € D(-(-A4)"*) = TA)
et

An’ (x,A) f° € C*([0,8];E) implique
(-4)" f? € D~ (2a,+0) = D (a,+0)

La preuve de la proposition est achevée m

On étudié maintenant les propriétés de l'intégrale :
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5 1 coshx/—_z(c?—x) N
d+(x,A)f_—2m£ CLe) A

Proposition 4.3. Il existe une constante C ne dépendant que de (y) tel que, pour tout
xe[0,0]et f €E, ona

(A L] <) f),

2. Si f eD,(a,+00), alors

SEVA 1] VA P
3. d’(x,A)f € C*([0,5];E) sietseulementsi f €D, (a,+00)

Preuve. 1) Déja traitée
2) Soit f € D, (a,+00), alors pour tout x €[0,0|

1 h o -
A= }M ZCOZAC(5) D (4-2y f e
e—(x+l)Re\/—_z )
<Cf rE 2 A(A-z)" f ||
Ve
—(x+1)Re\/_

_cj

1+a ‘dz“‘-f;“DA(a,+oo)

Finalement,

MEIYA EYel VA P
3) Soient u,vtelsque 0Su<v<o et f €D, (a,+o0), alors

P A= dl w,A) ]|
AR ” J-zsinhv=z(5 - &)

2imyn 2A(-L6)

2(A-z)" fd&dz

smhx/—_5 &

e e A S

Y u
RJ_( -

<CJ.'[ +a R\/_(§ l)dguf; DA([Z’+®)‘dZ‘
v —Re\/_(r§+1)

<cff* 2| de| 1], o,
e
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v —RevV-z(14&) dz
scft | els [ g,
u \zz(gﬂ)z ‘Z 2 \z\s({gﬂ)z ‘Z‘z
Un peu de calcul
On pose o = |z|"2(1 +£), alors
e—Re\/Z(H:) oo e—ff Sin(%o)
J‘l H—lm‘dz‘ = 2(1 + 5)_“20[ ITC]O' = Kl(l + 5)20{_1
— 2|2 !
(1+¢)
De méme,
| ( 1 l-aj 1-2a
—=(01-20)| ———-¢&,> |<———
R B N N T
(1+5)
alors
|
v —Re\/—_z(l+§) d v
[ ] —ad+ | ‘—i‘adé <K[(+&)de
' ‘2‘2(5:1)2 ‘Z i ‘z‘g(éjl)z ‘ ‘2 J '

oul'ona posé K =max (K, (1-2a)). Par suite

|2 @, ) f = d? (u, ) 1 | < KIA+) = (1 +u)*]

ﬁ“DA(a,+w)

SK(v—u)za A

Finalement, on vient de montrer quesi f € D, (a,+o0)alors

D, (a,too)

d; (x,4)f. € C*([0,5; E)

Réciproquement, on utilise le méme procédé que pour nf (x,4) ff, le terme

d’(x,A)f peut étre formulé de la maniére suivante

df (x,A) f. = T_l([ + e_zm(‘?‘x))e—ﬂ(xﬂ)f_
avec

T= g(] e YT =Y T+ e YT+

T est bien défini. (Pour la démonstration, voir [5])

Par Sinestrari, proposition 1.2 et théoreme 3.1, on a

d°(,A)f €C([0,51;E) si et seulement si [ € D(—(-A)"*)= D(A)

et
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di (., A) f € C*([0,6];E) alors [ €D (2a,+00)= D, (a,+0)

Ce qui acheve la démonstration de la proposition.

On étudie maintenant la convergence de I'intégrale J,. On rappelle que

P ”coshﬁw x)sinhv=z (s + D A(4—2)"'[g (s)— g (0)]

dsdz
2ir s J-zA_(-1,6)

Toujours par I'identité de la résolvante, J, peut étre réécrit de la maniere suivante

L j} -z coshv/~z(8 - x)sinhv/—z (s + 1) (A - 2)'[g_(5) - g (0)]

']; = R dsdz
2ir AZ(—1,5)

Alors

Rex/_(é x)eRe\/_(sH) 2a g ‘ g

|4 H<CI f i s |
[2[2[8.(-1,8)
Rev-z(5-x) 0
<cf— [f =N ds g ]yl
7|22 [8,(-1,6)]

et

J'eRe\/—(sH) 2o =0+ 20 -1 J‘ Re\/Z(m) 201 1o
Re+/ -z -1
Par l'inégalité de Holder, on a

0
J'eReJ—_z(m) 20-1 1o < (J'epReJ—_z(m)dS)l/p(J' (20 l)qu)l/q

-1 -1

J'eRe\/_(sH) 2a- ldS<K(J'epRe\/_(s+l)d )l/p <K

-1 -1 ‘Z‘zp

ReJt;

Alors pour p = 2— > 1, on peut écrire
a

0 Rev-z
- Ke
J'eReJ_z(s+1)S2adS < 1
1 ‘ —+a
B
Ce qui donne
Re/-z(5- Do Rev/-z

|Vl < CI

1+a eRe\/Z(é‘_H) ‘ Z‘Hg—‘cz"([—l,()];u)
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e—Re\/—_zx
SCI l+a dzmg C** ([-1,0;E)
y |z
< CHg 2 ([-1,0:E)
Conclusion
J,€C([0,0,E)
Pour J2

Ty =5 [N () (A= 2 T2 5) - ) (e

On a besoin du lemme suivant

Lemme 4.3. Pour tout x, s €[0,0], ona
° 2a

j' Nf+(x,s) ‘x— s‘ ds <
0

l+a
g
Oul'on a posé

[w_(s,5)coshv/=z (S - x) 0<s
J=zA (-1,5) oo

w, (x,8)coshv/-z(8 - s)
J-zA_(-1,6)

Nz‘i(x,s):

Preuve. La preuve n’est pas difficile, mais le calcul est un peu laborieux.

= s

On écrit

Ni(x,s)

‘X—S

Ni(x,s)

2a
= s =

Ni(x,s)

Alors, par I'inégalité de Holder

x x =20 , 2a
HNZ (n.5) ‘x _ S‘za ds < {”N‘S+ (x,s) dsj {”Ni(x,é‘) ‘x - S‘dS)
0 0 0
et
1-2a
¥ -2« N Re\/z(s—x) B —xRev—z \1—201
[J' N (x,9) ds\ < Cj'e ——ds| < C(le—
0 J N E
De méme
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T ds
|22 )
2a
K(jg e—Re\/_udu K(l_e—Re\/:x\
b Rz k E

i

2a ( X —Re\/;(s—x) \20
j < KL J~ (s—x)e 1
0

Alors

| I—Za( | \
dS<K[‘ J — K =max (C, K)
z

3
22

fiv:

De la méme maniére, on montre que

<
I+a
X ‘Z
Alors,
2] < g C2 (0.5 :E)
Par le lemme 4.3
I, u_cf“ T -
<Clg’ 2 ([0.51:E)

D’oui la continuité de J, sur le compact [0,5].

Maintenant pour J|

On rappelle que
S J-cosh\/—_z(5—x)cosh\/—_ZA(A—z)‘l(gf(x)—gf(O)) o
° 2iry zA_(-1,5)
Alors
Rev/-z(5- x) gRe Rev-z o 5
HJ6H dz‘ E+llcze o)
< C(x)™ { ‘ ‘ d\ & 2o qosu,
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\/;x dZ R
<cot | Srlis | et
z‘> \z\s—
—a'sm(g )
< C(x)*[2 j —ada +K]|g° o s
<C g+ C**([0.6:E)
Finalement, J est continue sur [0,3].
Pour J
—(x+l)Re\/_ )
bl €f, - 0" e ke o
S CHg_‘ 2% ([-1,0]:E)

Passons a I’étude de la derniéere intégrale J, .

cosh+/=z (8 - x)cosh~/-zA(4 - ) (g° (0) - g_(0)) o
zA(-1,5)

Mais dans ce cas, on ne peut plus utiliser 1'identité de la résolvante, sinon

< e
Ve

)
g’ (0)-g (0)] |dz]
On reconnait au second membre une intégrale divergente au voisinage de 0.
Mais, si I’on suppose que

g!(0)-g.(0)e D,(a,+0)

alors

| H—CI -

g’ (0)-g (0

Dy (a,+o0)

\
g (0)-g (0

4.3 SOLUTION STRICTE

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le théoreme suivant

<C

DA(QJ—OO)

Théoréme 4.1. Soient g € C* ([-LOL;£) et g’eC™ ([0,6];£), 0<2a<1.0n

suppose que
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J- e D(4)
fle D(H)
Alors

1) uf de la représentation (4.1) est la solution du probléme (Pf) .

ii) u’ € C([0,5];D(A)) n C*([0,5];E) si et seulement si
Af - g (-1) e D(4)
g, (0)-g_(0)e D, (a,+)
(-4)"” £ € D(A)

Preuve. Par la proposition 4.3, pour tout x €[0,0| et Af. —g_(-1) € D(A), il existe
une constante positive C qui ne dépend que du contour (y) telles que

d? (x, A Af. - g (-)| < C||4f. - g.(-D)

Par la proposition 4.2, on a

An’ (x,A) 1 € C([0,5];E)
Par les majorations des J; précédentes, on a quasiment prouver le théoréme dans le cas
ou

g.(0)-g (0)€ D, (a,+0)
Il reste a prouver que u° est bien la solution du probleme.

On rappelle que

_ o
P (1) = [ [ N2 (x,5)(A - 21 g (5)dlsz
2y 7

(A-zI)"'g (s5)dsdz

R ﬁ cosh~/=z (8 - x)sinhv/—z (s +1)
2ix”, J-zA,(-1,6)

coshx/;(ﬁ—x)(A_ZI)_lf_dZ

1 w_(x,0) 1S 1
+ = A-zI dz +
21’7['!\/—2AZ(—1,5)( it 21'7;{ A.(-1,6)

=V (x, 4,87 )+ W (x, 4,8 )+’ (x, A) £ +d°(x,A) [

Posons

w_,(x,0) = psinh J-zxsinhv/-z + coshv/-zxcoshv/-z
xe[0,5] ’
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On déduit formellement, une représentation de (uf )

w,(s,0) sinh\/;(ﬁ - X)

A (Lo (A-z) g/ (s)dsdz

WY (x) = 2; f j

(x,0)cosh~/-z(5 - s)

_ J'j'wz’* (A-2)"g%(s)dsdz
2ir ) A(-1,5) S

I ¢ osinhv=z(5-x)sinhv/=z(s+1) , ,
' 2ir '}U‘l A (-1,68) (A-z) g_(s)dsdz
Wz,+(x:§)

(A-z)" fPdz

1

+—
2ir 5, AL (-1,0)

1 J-x/—z sinhv/—z(J — x)
2ir, A (-1,0)
5

=> I,
1
La convergence des intégrales ne présente aucune difficulté apparente sauf peut-étre

pour
les deux derniéres.

(A-2)" fdz

Ona pour x€[0,0]

)
s [ S—ade | A,

< C T —osin(dpy) 1
<—- J'e da+.fda Hf_HE

1 £0

<C@)| 7|,
Posons
Wz,+ (‘x’ 5)

2 (L) (A-z) f'dz

1
S°(x,A) f° =
P, A) S m{

Pour la convergence absolue de § f (x,A4) ff , on a la proposition suivante

Proposition 4.4. 11 existe une constante C ne dépendant que du contour (y) tel que

1. Pour tout x€[0,5] et /1 € £
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5
g

2. S2(x, A)f’ - £° — 0 lorsque x —> & si et seulement si £ € D(A)

Preuve.

1. Soient x€[0,0] et £ € E, alors

ST (A,x) 17

1 Wz,+(xﬂ5) AN\l g0
_2i7r;[AZ(—l,5) (A-z) i dz
w,,(x,0)-w_, (0,0)

1 )
+ z, > z,+ > A— -1 ()d
2m£ Loy AT S

+2— [ (4-2y fdz——j(A 2) fOdz

l;/uC

=L+, +1,+1,
[, est nulle par analycité et

oo —o sin(y/ )

HIH—CI H CI A
SCf;’
J-zw (z,5) g
I [ Ly (A=) e
) —Re\/_(ﬁ—
<CH
EE
e

O'

=C J"z‘sm(@ /2)

scj—

+90 o

[zl cl, a0 =clr

2. Supposons pour le moment que jf e D(A).

De la méme maniére que pour d?’(x,4) f- (prop 3.3) et par l'identité de la résolvante

WL ONA=D A O
zA_(-1,5) zA_(-1,0)

2irS? (x, A) f = |
Ve

Y
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Le terme sans la résolvante est nul comme on peut le voir en intégrant a gauche de (y),
alors

RN R
lim 2izS%(x, )7 = A2 A g
x——5 ’ z

Par ailleurs,

3! S5 ! o Al o \
A A o UAD A , (UED A
Ve z fioe Y RuCg z Cr z /

=2in f°

Finalement,

lim S2(x,A)f> = f7°
x——>5

Supposons que f.° € D(A). alors pour tout & > 0, il existe ¥ € D(A) tel que

ff—V/H<8

et
ST, AV S = f2 = 8] (x, AV fS =S (x, AW + ST (x, Ay —v +v = 7

Puisque ( 12— ) € D(A), alors par I'assertion 1) de la proposition en cours

| 12 =]

entraine pour x voisin de 0 a gauche

NYCVIVAETN

Par suite,

S2(x, )1 - S (x, | < C

<3g

<|

2 (x, A) 17 = 87 (x, Ay +|

S (x, Ay -] +|y - £7

lim S°(x,4)f° = f°, (La limite étant prise au sens de la norme de E)
x—>7
Pour la réciproque, il suffit de calquer la démonstration de la proposition 3.3.

Cependant, on ne peut pas exprimer directement 1'expression de la dérivée de

(u°)/(x) . En effet, on rappelle (voir rappels : fonctions de Green) que

5
J'N .. (x,8) 2°(s)ds est 2-différentiable et solution de I'équation différentielle aux
0

conditions homogenes :

u" +zu= g’
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Alors,

82
2

y o \_ o _ y o \
P [I N_ . (x,5)g’ (s)ds/ =g’ (x) [I N_,(x,5)g’ (s)ds/

Par suite, si on accepte qu’on puisse exprimer directement I’expression de la dérivée
s .
de (u; )(x), on aurait

82
ox’

U f N_, (x,0)(A-z)"g! (S)dsdzj

5
=[(4-2)"gl(x)dz=[[zN. (x,6)(A~2)" g] (s)dsdz
¥ 70
On reconnait dans le second membre une intégrale

J(4=2)"g! (x)dz

qui n’est pas bien définie !
Pour calculer la dérivée de (1°)/(x), on doit procéder autrement (voir Tanabé [16])

Soit € > 0 assez petit tel que

] £<x<S-¢
[(Uf ) } (x) = 2:7[ { { = (S’ﬁ)Asjr(lilg((s =9 (4 2y g (s)dsdz
' 2:7z { }1 Sinh\/__Z(gA:(x—) 18,?? Feh (A-2z)"g (s)dsdz
’ 2; { VAV(—()ICE )) (42" fde - 2; £ J__Zsmhf O 42y s e
S =3

Il est assez facile de vérifier que les intégrales /,,/,,/, sont convergentes.

Pour /,.La condition [ € D((—A)l/2 ) est suffisante, en effet

1 J. w_,(x,0)
2iz 5 \-zA (-1,6)

2.1

(A—Z)l(—A)l/szdZH
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e—Re\/—_z((?—x) .
<C(p+ 1) ———|d||(-4)" £,
e z|2
<C(p+Df %\dz\H(—A)” k|
7 ‘Z‘E
Pour /;

‘1 sinh\/—_z(ﬁ—x) -1
e A-2)"4
| ‘2;7;{ J-zA_(-1,5) =2 f_‘
e—Re\/z(XH)
SCI—;“”ZH‘AJ[—HE SKHf-HD(A)
T

On déduit grace a la convergence absolue des intégrales [, 1<j<5

fim[ ()], =)

La limite étant prise au sens fort.

Maintenant, on exprime la dérivée de [(uf )’ ] ~(x).Pour cela, le calcul de chaque terme

sera explicité séparément.

! J‘WZ(X—S,ﬁ)sinh\/;(g_x)
y zA_(-1,0)
. J'xj'ng(sﬁ)cosh\/;(g_x)
2ir % \/__ZAZ(—1,5)
L'(x)=+ 1 J'Wz,+(X,5)cosh\/;(5_x_8)
2, A (-1,8)

L1 ﬁ w, (x,8)coshv/-z (8 - s)
27y he  N-zA,(-1,5)

I/ (x)= A(A-z)" gl (x—&)dz

2ir

A(A-z)"g°(s)dsdz

A(A-z)"'g’ (x+&)dz

A(A-z)"g°(s)dsdz

. 1 (%coshv=z(6 - x)sinh</—=z(s +1)
L= { fl J=2A(-1,5)

v 1w (x,0)
L=t { A(-1,5)

A(A-z)"'g (s)dsdz

(A_Z)—l(_A)l/sz:st

1 J~coshx/;(5—x)

f== A.(L6)

: (A-z)" Af dz
2,
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Pour alléger I'écriture, on note
AZ = A(A- Z)'1
Alors,

[ )] (x) = gl,’m

_ L ew(x9) RS VRN
_+2mfAz(—1,5)(A y AT

Ve

(A-z) '[Af. - g_(-D]dz

1 J-cosh\/—_z(5 - X)

2iz? A(-L0)

1 % coshy/~z(5 - x)sinh~/—z (s +1) )
el NI A[g ()~ g (0)]dsdz
1 coshx/—_z(ﬁ - X) o

m{ Loy e O-g

1 cosh\/;(ci —x)cosh\/; 5o
17 I LA DREA QI

1 cosh\/—_z(ﬁ—x)cosh\/; NI
T ey e gl

1w (x-gd)sinhV-z(5-x) =
o) 4. (L5) Alg! (x-e)- g (x)}dz

1 ow.,(x,0)coshv-z(6-x-¢) o,
ey A(Lo) Alg! (x+e)-g) (x))dz

1 x_swz(g,é)cosh\/;@—x) 5on_ s
+2m~£ { =25 (-1, 4.[g; (s) - gl (x)]dsdz

I ¢4 w(x,0)coshv=z(8=5) 5 .
+2mu =25 (-1,6) 4.[g; (s) - g/ (x)]dsdz

&

1 % w.(x,0)coshv=z(5-5) . 4 5
+ A A s)— g, (x)]dsdz
o { j NESWEYS gl () - g/ (%)]
. 1 J.wzﬁ(x,é)coshx/;(&—x—g) g% ()
2irrs, zA_(-1,0)
. 1 J.wz(x—g,é')sinh\/; (6-x) A& ()i
2ir zA,(-1,0)
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B 1 | w,,(x—&,8)coshv/~z (& - x) A (D)
2irm s, zA_(-1,0)
~ 1 J. wz(x,é‘)sinh\/;(é‘ -x- 8) A.g? (x)dz
2ir”, zA_(-1,0)
Mais
1 w.(x—&8)sinhy/—z(6 - x)-w. (x,8)coshv-z(6-x)
+—] ’ A8 (x)dz
2ir, zA_(-1,0)
o-2 o) '
=+ 1 J'W“( *re, )Azgf(x)dz
2ir, zA (-1,0)
et
1 w“(x,ﬁ)cosh\/;(ﬁ—x—g)—wz(x,ci)sinh\/;(ﬁ—x—g) s
* i J- ’ Azg+ (X)dZ
2ir, zA_(-1,0)
0—-2x-¢&,0 !
__ ! ij( i )Azgf (x)d=
2irs, zA_(-1,0)
Donc, la somme des quatre dernieres intégrales est égale a :
% J. w, (0-2x+&,0)-w, (0-2x-¢&,0) 4.g% (x)dz
2irm s, zA,(-1,0)
En définitif, on peut écrire
()] @
= [ oy ey e
2ir 5, A_(=1,0)
1 coshv/-z (0—-x) )
- A- Af —g (-D)]d
zmi rCLey AT AL g e
1 % coshv/—z(8 - x)sinh~/=z (s +1)
+ A s)—g (0)]dsdz
21.77,1':"1 \/—_ZAZ(—1,5) [g (s)—g (0)]
1 coshx/;(c? - X)
- A 0)-g (-1))d
21';;{ o) (e O-g (D)
1 .coshv-z (0—x) coshv/-z 5
+ A 0)-g (0)]d. 4.5
m{ N 27 (0)- g (0))dz (4.5)
1 coshv/=z (6 - x)cosh~/~z
o [EONEEOZICOSINE 15 (1) - g7 (0)1de
2iry, zA,(-1,0)
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1 J.Wz(x—8,5)Sinh\/—_Z(5_x)Az[gf(x_g)_gf(x)]dz

2ir zA_(-1,9)
1 wz,+(x,§)cosh\/;(5 —x—8&) ; o,
' 21'72"}‘,. zA_(-1,6) A[g, (x+&)— g, (X)]dz
1 “w_ (s, 5)cosh\/_(5 x) 5o s .
' zm£ { J=2h (-1,5) A.[g:(s)— g, (x)]dsd

1 ¢ % w(x,0)coshv—z(S-s) _ » o
i T T ey e 0 el (s

o-2 0)- 0—-2x-¢&,0 !
L0t e e 0200 g e
e

+
2ir zA_(-1,0)
1
=3 I,
Jj=1
La convergence des intégrales /,/,,...,1, a été déja traitée. (Proposition 4.3)

Pour /,

eReJ—_z (x—8+1)eRe\/; (5-x) ,
a
H[7H < CJ. ‘Z‘ eRe\/__z((sH) & dZ‘

e

'

C*([0,61E)

el s

g+

1, se traite de la méme maniere que /,

<cf e
Vd

C*([0,6;E)

<Cg*

¥ ([0,6;E)

Pour /,

H[ H—CJ.J. (x S)Mds‘dz‘ g+ C2% (10,5 ;E)
e ~Rev-z(x-s) dz
<C J. J. e—l‘dZ‘ J. ‘ ‘ (x_S)za gf 2 ([0,51:k)
Ol |22 [ Z‘Z h
(x-s) (x- S)

g’

(x—5) 9 (x—s C2 (0,5 1:E)

. CXJ'S( 1 J- o) —asm(&o/Z)dO__I_ 1 )Jl'zdaj(x_s)zads
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<C J' (x—s)“"ds|g’
0

C*([0,61:E)

< Cg*

g’

C*([0,6E)

Oou C-= maXJZCJ'e s/ f o5 2C.f dO'L

&0

I, se traite de la méme maniere que /. On trouve

||| < ce* (gl

C*([0,6E)

Pour [,

s-2xe W.(7,5) A(A-2)"

1
21_-7[.[."5—2“9 A (-1,5) \/—_Z

|7, = g’ (x)drdz

2xte W (0 —7,0) A(A-z)""
= j [ Al ) A4 2) g’ (x)drdz
25, e A (-1,0) -z
dxte eRe\/_(5 7+1) ‘dZ‘
-Hzx & Re\/—_z(§+1) dv g+( )HC([O,ﬁ];E)
z 2
2x+e Re\/_T ‘ Z‘
< CJ. J‘Zx s de-— 8+ ( )HC([O,(?];E)
Y ‘Z‘Z
2x+& -
<
¢ -f f ‘dz‘d g+ C([0.5E)
2x-gy
<C2x+g ) 7 o7 sin/2) ‘dz‘ d 5
.f T .f ot J. 19T N ego.srm)
2x-¢& 1 ‘Z‘<L2 ‘Z‘Z
- T
2x+g . in(6y/2) 1 5
o sin(6 -1 _
2t .fe do+t™ —.\/g, |dt||g, S
2x—-¢& 1
2x+e
<C _f [2' 1]
C([0,0,E)
xX+e&
SCLn( j 0
C([0,6];E)

Reste a montrer que

140



4.3 SOLUTION STRICTE 141

()] @+ ad - @

tend vers 0 fortement, lorsque € — 0.

On a par application de la décomposition (4.5)

()] @+ A (0)- g0 )
1 J-wz(x— &,8)sinhv/—z (6 - x)

A(A-2)"[g] (x - &) - gl (x)]dz

2ir zA_(-1,9)
| wzﬁ(x,ﬁ)cosh\/;((i—x_g) o L,
“2ie) 24 (-1,6) A=) [g! (v +£) = gl (e

. 1 ijng(s,5)cosh\/—_z(5—x)
0 N-zA(-L9)

L1 ”5 w.(x,8)coshv/=z(5 - s)

2iry ne  N-zA.(-1,6)

s 1 J.WZ’+(5—2x+8)—wz,+(5—2x—8)

2in zA (-1,5)

Y

A(A-2)"[g) (s) - g7 (x)]dsdz

2ir

A(A-2)"[g) (s) - g7 (x)dsdz

A(A-z2)" g% (x)dz

o xte o

Puisque J-...ds=xj-g...ds+ ]C- ..ds + J- .ds + J- ...ds , alors
0 0 X

X=& x+te

()] 0+ 4w @) - gl )
1 J- w,(x— 8,5)sinh\/;(5 - X)

:+2i7ry zA_(-1,6) Algl (x—&)- g, (x)]dz
1w, (x,§)cosh\/;(5 -X—&) 5 s
' 21'7[{ zA_(-1,6) Alg (x+e)— g (x)]dz

1ot wz(s,5)cosh\/;(5_x) 5o s .
217[".". \/;Az(_l’év) Az[g+ (S) 8. (.X')]de

Y x—¢&
1w (x,0)coshv/-z(5—5) . 4 5
— z A s)— x)]dsdz
m” ey el@-gl
5-2 —w. (5-2x-
p b RO TNLOZRE) ) o5 (e
2irr?, zA_(-1,0)
5
=.Zl-i
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Convergence des /,

Re\/—_z(s+1) Rev/—z(5-x)

x e
HGHSCJ;L_E Zze = ds\dzHS x‘ ‘ Hllc? (0.61:E)
Re+/—z (x-s) S
<CX'L'£ ‘dZ‘dS et C** (0.5 LE)
. -
< CX'L (x— S)za_lds‘ g C* ((0.5):E)
<Cs™ gf c2%([0,61;E)

1, se traite de la méme maniere que /,, on trouve

< 2a )
[7:]= C&*|lg2] e o 51
Maintenant,
lim||7.| < lim C&*||g? =
£o0* JH £—0" &l oo
Finalement,
!E?[([(uf )']) 0+l ()= ¢! <x>} = ()" (0) + Au’ (1) - g7 (x) = 0

Pour achever la démonstration, il reste a vérifier les conditions aux limites du
probleme.
Il est évident de voir que

u (0)=v
Par contre en §, il suffit d"appliquer la proposition (4.4).

Finalement, u° est bien la solution stricte du probleme (P°).
Le théoreme 4.1 est enfin démontré m

Maintenant, on doit s’intéresser au cas ot

g°(0)- g (0)e D(A)

Posons

J~ cosh+/—z (0—x)
’ coshv/-z6

IO (x, A& = (A-2)"'E%z

2ir
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Proposition 4.5 Pour tout x €[0,0] et &’ € E, il existe une constante C ne

dépendant que du contour (y) telle que

7 x| <cle|

2. j(x.A)E° —&° >0 quand x = 0" si et seulement si &° € D(A)
3. ]f (x.A)E° € C*([0,0];E) si et seulement si &° € D ,(a,+o0)

. . o Lo
Preuve. Pour une estimation de , On ecrira

J?
J- cosh+/—z (0—x)
2ir v cosh+/-z5
1 J- cosh\/;(5—x)

2ir 5, coshv/-z8
=J,+J,

J2 (x, A)E° = (A-2)"&E%dz

(A-2)"'&%dz

ou l'on a posé :

a) Estimation de J,. Par I'application du lemme 1.5, on a

R Rev-z (8
HJJ\SCI
Z

+—2J_5

H‘dz‘

el

+oo _—osin(fy/2)

<c { eraHg»-H ,

<G [’
De méme, pour J, on écrit

) j-cosh\/;(é xX)— coshv/-z5
> 2im; coshv/-z&

143
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f (A-2z) 55d2+—_f(A 2) &%z

y_uC,

21

_ “ —\/;smh\/_(5 1)
2177 cosh~/-z&

[ (4-2y 55d2+— j (A-2)"&%dz

y_uC,

=1, +1,+1,

dt](A ~-2)"'&%dz

21

1
ou Cx={‘arg‘£€0}m{ze(3:‘z‘=?}

Reste a estimer les trois dernieres intégrales.

1, est nulle par analycité et

H[ H<C."J'COShRe\/_(5 t)

dt\dz\”?’”

r-0 ‘22 cosh@ﬁ‘
soff el
<Cf f——arlae]|e]

0.
y \ZPCeO

<c|dpe|=cle]

£pX

Pour /,
ri=cfilielzc | e
Alors
Jix A<l (C = maxC, 1<i<3)

Condition suffisante. Ce cas a été traité dans la proposition 3.3 et 4.4. Nous ne le
ferons pas.

2. Soient &° € D, (@, +o0)et u, v deux réels tels que 0<u <v<¢5.Ona
L A)E = 7w, A)E
-1 J'cosh\/;(5 V) — cosh\/;(§ u) A(A-z)"'&°
" 2in g cosh/-z6 z
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_ _ _ _ -1
1 i Imnh\/_z(é' D) AA-2)" sy
7 A cosh</-z& J-z

Alors,
Re\/_

0, 2 = P, )7 < Cf [E——dea|€?

yu ‘Z‘Z

<of| 1< e

ul y, ‘Z‘z %‘Z‘z

DA(ZZ,‘f'DO)

L’intégrale entre crochet a été traitée plusieurs fois, on trouve

—Rev-z7 +o0 —as1n(90/2)

J' € ‘dZ‘ 2," 27 Clz_Za—l
CT

dO'
20'

2 &0T

2a-1 2a-1 2a-1
)T <G

On déduit facilement que

J 0 AE = 2, )| < Cf T e

D, (a,+)

< C((V)M _ (u)Za) ‘55
<C(v-u)™ 55H

D, (a,+0)

D4 (a,+oo)
D’ou le résultat.

Pour la réciproque, on utilise le calcul fonctionnel de Dunford. Le terme j° (x, A)E°

peut étre réécrit sous la forme

j~cosh\/_ z(6 —x)

2ir, coshv-zo
—2@(5—x))

(A-2)"E%z

]+( A)é -

(A-2)"'&%dz

] eV (1+e
J. -2z
7’

1+e
_ (]+e—2o< A ) (1+ ~2(8-x)(~ A)“) -x(- A)“zé

Par Lunardi [21] page 59 et 60, I'operateur

1/2
I+

est bien défini et admet un inverse borné.
Par Sinestrari [10], proposition 1.2 et théoreme 3.1, on a

145
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a) JO(x,4)&° — &% lorsque x — 0'si et seulement si £° € D(=(—A4)"?) = D(A)

b) Pour x€[0,0]
o (x, A)E° € C*([0,5;E)

Par suite, les deux applications

x> e_x(_A)l/2
RN e—(Zé‘—x)(—A)m
appartiennent 2 C**([0,57]; £) . Donc,

J(x, 4)&° € D —(2a,+00) = D ,(a,+0)

Proposition 4.6 Soit x €[0,0 . L’application x — J,(x) définie par

1 i cosh+/=z (5 = x)cosh~/-zA(A-z) ' (g°(0) - g_(0)) o

) == A.(-1,5)

2ir o

est un élément de C([0,01]; £) si et seulement si, la condition suivante est vérifiée

g’ (0)- g_(0) e D(A4)

Preuve. On procede par étape.

1. Posons
e—z@& + e—zd—_z
x=2p :
(+e )1+ )
Ona
7 ~ 2p (6—2\/—_2 +e—2\/—_25)
p+l-y 1+ p)1+e )1 +e )= 2p(e?F + o2
~ 2p (6—2\/—_2 + 6—2\/35)
p(l=e 1= )+ 1+ 7)1 +e2)
Alors,
P ‘ zp(e—zo‘\z\”zsin(eo/z) 4 e—z\z\”zsin(eo/z))
<
l+p-y C 6,20
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2. Pour x€[0,0], considérons I'operateur ¥ (x, A)&° défini sur E par :

-1 J-cosh\/;(ﬁ—x)[ V4
i, coshv/-z5 d+p)—-y

v (x,A)E° = j(A ~2)'&%z

Ona

2|22 5sin(8y) N e—z\z\”zsmwo/z)

v (xr, )< Cf ]
Ve

g

6—25\2\” 2 5in(6,/2) 1+ e—2(1—5)sin(90/2))

=cl E ]
e—za\z\” % sin(6,/2) | )
cf T <l
B

D’autre part, on vérifie que (la clé de la proposition !)

1 {—1 i coshv/-z (1 v

\
j(A —2)"'&%dz

+
p+1 2i7rycosh\/;5 (I+p)-v )
_ 1 J-cosh\/—_z(5—x)cosh\/—_z(A_Z)_lg(gdz
2ir A.(-1,0)

En d’autres termes

J2 00 A)E v (xr, A)E° = T (x)

Par suite, par la proposition 4.5 assertion 2), on a

J, € C([0,61;E)
Par la proposition 4.5, on a aussi

lim J2 (x,4)(g° (0)- g_(0)) = g°(0)— g_(0) si et seulement si
g/ (0)-g (0) < D(4)

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoreme de régularité.
Théoréme 4.2 Soient g_e C*“([-1,0];E)et g’ € C*([0,8];E) avec 0 < 2a <1,
On suppose que

{f € D(4)

12 e DN A)
Alors

1. uf de la représentation (4.1) est la solution du probléme (l-’f) sur ]0,0] .
2. u’ € C*([0,61;E)n C([0,5]; D(A)) si et seulement si
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Af - g.(-1)e D(A4)

g/ (0)~ g_(0)e D(4)

(-A)" £ e D(4)
Preuve. 1) déja traitée (théoreme 4.1).

2. Par la proposition 4.3, pour tout x €[0,0] et Af. —g_(—1) € D(A), il existe une
constante C' qui ne dépend que du contour (y) telles que

d? (x, A)Af - g (~D)| < C||4f g (D)

Par la proposition 4.2, on a

Anf(x,A)ff e C([0,0];E)

Par la proposition 4.6

J, () e C([0,0]; E) si et seulement si 22 (0)-g (0)e m

D’ou
Au () e C([0,6]; E)
Par suite
u ()€ C([0,51;D(4))
Alors

u} € C*([0,61;E)n C([0,61; D(A))
La preuve du théoréme est enfin achevée. m
Remarque 4.2.1 Comme pour u’, I'équation différentielle définie dans (P’)a un
effet régularisant sur la solution u’
4.3.1 Conditions suffisante

Posons
0° = [-1,0[u]0,5]

En combinant I'étude faite au chapitre 3 et celle au chapitre 4, on peut énoncer le
théoreme suivant

Théoreme 4.3 Soit g° € C**(Q°;E) avec 0< 2a < 1.On suppose que
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f-eD(4)
{f:" e D(W4)
Alors
1. u° est solution du probléme (Pd) sur |-1,0[u]0,0]

2. u’ € C*(V°;E)n C(0°;D(A)) si et seulement si

Af - g (1) e D(4)
g2(0)-g_(0)e D(A)
(-4)"” £ € D(A)

Preuve. il suffit de se rappeler que

s
u; (x) xe[0,0
= [0 x100)
u’(x) xel[-1,0]
et d’appliquer les théoremes 3.2 et 4.2

Dans le prochain paragraphe, on abordera le probleme de la régularité maximale de la

. o)
solution u,

4.4 Régularité maximale

Théoréme 4.3 Soient g e C**([-1,0];E) et g’ € C**([0,6];E),0<2a <1.0n
suppose que
J-eD(4)
fle D(\/Z)
. Alors, la représentation de uf définie par (4.1) vérifié :
1. u° est la solution du probléme (P’) sur 10,5]
2. Au’ € C**([0,5]; E)si et seulement si, la condition notée MR
(Af - g (-1)e D,(a,+)
g (0)-g(0)e D,(a,+0)
g (-)-g.(0)eD,(a,+0)
J-Af’ e D, (a,+)
3. ()" e C*([0,5]; E)si et seulement si MR est vérifiée.

Preuve.

MR

1).  Déja traitée (voir la démonstration du théoréme 4.1)
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2).  Par le théoreme 4.2, il est facile de vérifier que

u; € C**([0,6];E)
En effet,
C*([0,6];E) c C*([0,8];E)

et
D,(a,+o0)c TA)

Maintenant pour x €[0,0], ona

Aug (x) = An] (x, A) [ +d7 (x, A)(AS. — g_(-1))
1 f S I S § ) 0 7
_E££N2,+(xas)A(A Z) [g+ (S) g+ (X)]de

cosh\/;(c? - x)
i { zA_(-1,0)
j j 0 coshv/—2 (3 — x)sinhv—=z(s +1)A(4 - 2) '[2 (s) - g (0)]

J=zA_(-1,6)

) J-coshx/—_z(5 — x)coshv/—zA(4-z) (g% (x) - g (0)) o
Y zA_(-1,0)
L cosh+/=z (5 = x)cosh~/-zA4(A4 - z) (g% (0) - g_(0)) o
2in ) zA_(-1,6)

A(A-2)" (g (0)-g.(-1))d=

dsdz

217[

2ir

+g (%)
= An] (x, A) f +d} (x, A)(Af - g (1)) + Elei(X) + g7 (x)
Par Iapplication des deux propositions 4.2 et 4.3, on a |
Anl (L A) f7 € C*([0,51:E)
d; (., A)(Af - g (-1)) e C*([0,5;E)
Soient u, v telsque 0<u<v<o
J,(v) = J,(u)

cosh\/;(E -V) - cosh\/;(5 —u)
— | I
" 2iry J=zA (-1,8)

Jsinh J=z(s+1)A.(g_(s) - g_(0))dsdz
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L I J SN2 =0) G A (g () - g (O)dodsd

2z7z A (-1,0)
-1 —IJ SlnhAE((;)_ ) U sinhv/=z (s +1)(g_(5) - g_(O))dsjAzdadz
Alors, e T K
FRORRAC)

v ReJ_(a )

< C“' RV (Hsmh\/—_Z(S +1)s

dSJHg

€2 ([-1,0):E) do ‘dz ‘
Par I'inégalité de Holder,

Ke Re \/—_Z

0
_”sinhx/—z(s +1)s*|ds <
-1

—+a

on déduit

|7, = J, @) < Cf j Hg do|d-|

o

<cffe

St

2 ([-1,05E)

—zZ0

ls |d2| do

2 ([-1,0%E)

IA

C aza_ldO'Hg_

Za)

NS

C([-1,01:E)

IA

("

(v-

g-

2 ([-1,0L:E)

C
C

IA

E-llc2e (-1.01.5)
Pour J

|5 = J5@)

%sinhv/~z (6 — o) coshv/—z 5
| J @A( 5y &g O)dods

<cff~

o e

2177

el -0, dole]

D 4(a,+0)

o||g? (0)- g_(0)

Dy(a,+>)

151



4.3 SOLUTION STRICTE 152

< Cf o> do|g? (0)- 5 (0]

D y(a,+0)

Par suite,

g’ (0)-g (0)

|75 = Js@)| < Cv—u)*

D (a,+)
Pour J,

Y. cosh Re\/_(5 r)

[0 = L@l <cff drldz|g- (0 -g (D, ..,

Yy u

~(147)Rev-z ‘ ‘

e—lm\dz\ + f

o’ |22

le- @ -g (D, ,.0d

CI J

dO'

7)g-0-g D0y

1 (NN

v - 400 e—asin(GO) 1
<cf|2(1+7)" [ —5—do + 2(+2)*" |
" o

<Cf(1+z) " drle - D, ..,

< CZ(I + v)za - (1 + u)za)

<C(v-u)"|g- -2 Dl (0

I)HDA(”J:’O)

Maintenant, on s’intéresse a J,(.x)

J,(x) = —ﬁ [N (x,5)A(A-2) [ (5) - ° (x)]dsdz

Avec
wz(s,§)cosh\/;(5_x) 0<s<x<o
s \/;AZ(_L&)
NZ,+(X’S):
w,(x,8)coshv/-z(6 —s)
z OSXSSS5
J=zA (-1,8)
Alors,

5(V) = J, (1) = —ﬁ [N, (v.5)A(A- 2 [ (5) - g (v)]ddz
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1 4 S5 -1r .6 0
e j N2 )40 =2) g ()= g dsce

cw, (s, 5)cosh\/—_z(5_v) 5o s .
2172"[ J J=2h.(-1,) 4.(g; (s)~ g (v))dsd

- I J Wz(v’j)_—czc’fll(ﬁ()(s‘s)AZ(gf(s)—gf (v))dsdz

w (S,5)COSh\/—_2(5—u) 5o s
2172'""[ \/__ZAZ(_Lé‘) Az(g+ (S) 8. (u))deZ

(] Wz(”’j)_iz‘fh(ﬁ(f =9 4 (g% (s) - g (u))dsc:

D’autres parts

w,(s, 5)cosh\/—_z(5—u) 5o s .
2172’ J.'f \/_ZAZ(—I,é‘) Az(g+ (S) g+ (U))dsd

w (s,5)sinh\/;(5—o-)
££{ AZ(—1,5)

w(s,c?)cosh\/;(ﬁ_v) 5o s
2mf J J=z8.(-1,5) 4.(g7(s) ~ g7 (w))dsdz

A,(g7 (s) - g! (w)dodsdz

2177

et

w,(s,8)coshv=z(6-v) 5. . ]
2172"’."‘ \/;Az(—l,5) Az(g+ (S) 8, (V))de

w (s,c?)cosh\/;(&_v) 5on s
2172' '” \/__ZAZ(_1>5) A.(g7 (s)—gi (v))dsdz

1 tw(s,8)coshy=z(8-v) 5 o
(] o i) O g sz

De méme

1w md)coshy-z(-s) 5. .
J.J' \/—_ZA (_1 5) Az(g+(S) g+(V))dst

O IO 0 - o

;/vu

wz(u,é')cosh\/;w—s) 5o s
el T sy @O0
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et

1 Sw,(ud)coshv-z(8-5) , 5 . .
A S e &gl

_ 1 iwd)eoshy-z(E=s) s s ]
7 | v e CHURE RGO

1 5wz(u,5)cosh\/;(5—s)A 5o s :
T sy 0 sl

Alors,
Ji(v) = J, ()
L, (5,8)sinhV=z(6-0) |, 5 . s
2m%£ A (-1,5) A.(g7 (s)~ g, (w))dodsdz

L1 tw(s,8)coshy=z(8-v) s .
— f = o ey E gl

w(s,5)cosh\/;(5_v) 5o s ]
2172’""‘. \/;A ( 15) Az(g+ (V) g+ (U))dsd

w_, (o, 8)cosh/—z (6 - S)
f I I L CLS)

z(u,&)cosh\/;(ﬁ—s) PN 3
o T i) e el

A.(g7(s)- g’ (v))dodsdz

1 ciw (u,d)coshv=z(8-5) , 5 . ,
T s e Ol

Mais

w (s,5)cosh\/—_z(5_v) 5o s ]
2172' J.'f \/;Az(_l,év) Az(g+ (V) 8. (u))de

2w, (u,8)coshv=z(5=s) | 5 . .
el Vo i) e gl

_ 1 wz’+(u,5)cosh\/;(5_v) 5o s
- 21’77{ zA_(-1,6) A.(g, (v) - g/ (u))dz
1w (u,8)sinh/=2(5-v) 5 = ]
2172';': ZAZ(_Lé‘) Az (g+ (V) 8, (U))d
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coshv/~z (0-v) coshv/-z

1
2irx { zA_(-1,6)

A.(g] (v)— g (u))dz

La derniere intégrale va nous étre utile pour J,

cosh~/—z cosh(o —v)

J4(v)—J4(u)=—2:ﬂ_|' A(g°(v) - g° (0))dlz

" zA_(=1,0)
1 coshv/-zcosh(S —u) PN
e ey CA ORI
Alors
J4 (v)- J4 (u)
1 ¢ coshv/—z(6 —v)coshv/—z S, 6
T o) A.(g] ()~ g’ (W)
1 (cosh\/—_z(ﬁ -v)— cosh\/;(ﬁ - u))cosh\/; 5 5
T 2ir 'J: ZAZ(—1,5) Az(g+ (U) -4, (0))dZ

Ce qui donne, en définitif

JiV) = J (@) +J,(v) = J, ()

1 f” w.(s,8)sinh~/-z (5 - o)
70 A.(-1,9)

1 vwz(s,5)cosh\/;(5_v) 5o s .
2m£{ J=20 (-1,5) A.(g: (s) = g (v))dsd.

A,(g0 ()~ g’ (u))dodsdz

2ir

WL, (0',5)cosh\/;(5 - 5)
A_(-1,0)

1 .4 ) )
+2m£ J A.(g7(9) - g7 ()dodsdz

vu

1 vwz(u,5)cosh\/;(5—s) 5o s ]
+2Z7Z';‘:'£ \/;AZ(_L&) Az(g+ (S) 8, (u))de

,8)cosh/-z (8 - . )
_ 2:” J~ W, (u Z)Aco(s_1 5)2( V) A (g’ (v)-g!(u))dz
) 211'72' J= (u’éizhtgw ) 4 (g () - ¢ (u))dz
) 211'77 J (o 2(0-) ;Zoilg O )eOh=2 4 20y g 01z
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7

-3

1
Remarque importante 4.4.1

On pourrait croire que le choix des intégrales dans la décomposition précédente était
anodin. Le simple faite de changer dans la décomposition précédente, I'intégrale

1 5wz(v,5)cosh\/—_z(5—s) P :
T S ey 0 g0

par celui de

1 5wz(u,5)cosh\/;(5_s) 5o s .
I J=2.(-1,5) 4.(g7 (s) g (u))dsd

et moyennant quelques changements, nous ramenerait a une intégrale divergente ; Un
choix qui n’était pas sans risque.

Pour 7,
smh\/;(ﬁ a)cosh\/_ 0, s s
I = A(A - - 2.(0))dod.
: m{{ T Lo (4-2)"(g) ()~ g (0)dodz
Ona
HI7H<C-” Zadg‘gf CZ”([O,ﬁ];E)‘ ‘
Y u
v e—oRe\/—_z dZ
SCJ. I—ldz+ J. u : g+ C?7([0,51:E)
2 |22 et \z\z

L’intégrale entre parenthese a été déja traitée plusieurs fois, on trouve

e_UREJ__Z ‘d ‘ -1 s —&sin(6y/2) -11
I ——dz+ J' =20 J'e dé+ 20 .fdé
|22 \Z\S—Z‘Z‘Z 1 &
(+oo ) 1 \
=2Ko"' avec K =max J' e"ssm(%/z)dé,_fdé
L 1 & /
Donc
|El<cfo* dofgl] uu i,
<Co-u)” e 2 ([0.6):E)
Pour /,
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e—Re\/—_z(v—u) ) 5
HQHSC{T‘CZZ‘(V_”) 18 ez o
—Re\/;(v—u) d:
<c| [ S+ | I v-u)"|g} 2 0.51E)
| ‘ |ds—— ‘Z‘ B
(v—u) (v=u)
o0 ze—ésin(é’o/2) 2d§ 2 5
SC[{TQ’(S a © ](V “" g C*([0.5)E)
< C(V—U)M gf 24 ([0.51.5)
Pour 1,
1 z(v s)
e A I W
Z2
v ~Rev-z(v-s5)
<C.f f l(v = el e C*([0.5)E)
zl2
v —Re\/;(v—s) d:
ng f e—l\dz\+ f ‘ Z‘ (v=9)"ds|g’ ¥ ([0.5%E)
! \Z‘Z( )2 ‘Z‘E ‘Z‘<( )? 2‘2 -
V=g v=s

g* C*([0,6:E)

v{ oo -—osin(6y/2)
scj[je do+ [0 ](v $) ds

u\ 1 (V_S) gO(V_S)

< C_f (v—2s)"ds

gl

2 ([0,61:E)

<Cv-uy|g?

C*([0.5:E)
1, (resp /) se traite de la méme maniére que /, (resp /()
Pour /,

)< cfffer=enlsu

7y 0u

" dods|d]

gl

¥ ([0,61,E)
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s — u‘ dsjda‘dzu

&4

< C."J‘:e—Re\/;a []ie -zs
0

v u

C*([0,6E)

Par I'application de I'inégalité de Holder,

uRe\/—_z
J'eRe —zs g— u‘ S<K
En
on obtient
H]1H < C.” ‘dz‘do“ &+ % ([0.5:E)
—-&sin(6y/2) dg

v e 5
- ZC{ szl E o —u) de ZSJ.I o —u)™ dg‘ &

(c)'—u)2 (cr—u)2

C* ([0.5;E)

< ij' (o-u)""do|g’

C*([0,61:E)

<C(v-u)™

g’

¥ ([0,6E)

I se traite de la méme maniere que /.

Réciproquement, en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford, on peut réécrire
uf (x) sous la forme suivante :

X L
u’ (x) = —%T - (1 e 0mNA )J.Hse'('”)ﬂ (-A) 2g°(s)ds
0
5 !
—%T‘IHX | (1 4204 )e*“)M (-4) 2% (s)ds

0 1
_T—l ([ + e—2(5—x)\/3)J'(1 _ 6—2(s+1)\/3)e—(x—s)\/3 (_A)_E g (S)dS

-1
1
+ T—Ier—(O'—x)m (_A)_E ff-

+ 77! (I + e'z(é'x)ﬂ)e'(x“)ﬂ (—A)_; 7

ou l'on a posé

T= p([_e—zﬂ)(]_e—zaﬂ)+(1+e—zﬂ)(1+e—zsﬂ)

et
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{Hx :p([_I_e—zxﬂ)(]_e—zﬂ)_l_(]_e—zxﬂ)(]+e—zﬂ)

xe[0,5]

L’opérateur 1" est bien défini (voir [5]). Par Sinestrari [10], proposition 1.2 et le
théoréme 3.1, on a

Af-~g_(-1) e D(4)
u’ € C([0,81;E) si et seulement si (—A)l/2 yad em
g!(0)~g_(0)e D(4)
De plus
Af —g (-1)e D (a,+o0)
g (0)-g7(0)e D, (a,+0)
g.(-1)-g.(0)e D (a,+o0)
(—A)l/2 12 eD (a,+o0)

u’ € C*“([0,81;E) si et seulement si

Conclusion

Il n’est pas difficile de vérifier la conclusion suivante

Af.-g_(-1)e D (a,+0)

(_A)l/z fle D (2a,4+00) = D (&, +o0)
g (-1)-g (0)e D, (a,+0)

g.(0)~ g/ (0) e D, (a,+o0)

W’ e C*([0,81;E) si et seulement si

Le théoréme 4.3 est enfin démontré. m
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