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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude de la transformation de Mellin, ainsi on va
donnée des résultats liées a cette intégrale, puis nous présentons certaines applications
pour cette transformée, a I'aide de sa formule d’inversion.

La transformation de Mellin est fortement reliée a la transformation de Laplace, a la trans-

formation de Fourier et aux fonctions spéciales (Gamma, Béta, Zéta).
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Introduction

Cependant, c’est grace au mathématicien finlandais, Robert Hjalmar Mellin (1854-
1933), qui fut le premier chercheur a donner la formulation systématique a cette transfor-
mation et son inverse. En plus il a travaillé et développé dans la théorie des fonctions spé-
ciales et des applications a la résolution d’équations différentielles hypergéométriques.
Mellin est le fils d'un pasteur, né en Liminka, I'Ostrobothnie du Nord, en Finlande en
1854. Il a grandi et a terminé sa scolarité a Himeenlinna et a entrepris ses études univer-
sitaires a Helsinki, ol1 son professeur est le suédois mathématicien Gésta Mittag-Leffler. A
I'automne de 1881 de Mellin a défendu sa thése de doctorat sur les fonctions algébriques
d’'un seul variable complexe. Il a fait deux séjours a Berlin en 1881 et 1882 pour étudier
en vertu de Kurt Weierstrass et en 1883-84, il est retourné a poursuivre ses études avec
Mittag-Leffler de Stockholm [15].

La transformation de Mellin est une transformation intégrale qui peut étre considérée
comme la version multiplicative de la transformation de Laplace bilatérale, elle est forte-
ment reliée a la transformation de Laplace, a la transformation de Fourier, a la théorie de
la fonction gamma et aux fonctions spéciales et a la théorie des séries de Dirichlet.

La contribution de Mellin accorde une place prépondérante a la théorie des fonctions
analytiques et repose essentiellement sur le théoreme de Cauchy et la méthode de ré-
sidus. Cette transformation a été retrouvée pour la premiere fois dans un mémoire de
Riemann.

Ensuite, malgré cette connexion, il existe de nombreuses applications ot il est pratique
de travailler directement avec la forme Mellin plutot qu’avec la version Laplace, c’est sou-
vent le cas dans la théorie de la fonction complexe, dans la théorie des nombres, dans les
mathématiques appliquées et dans I'analyse des algorithmes.

Cette transformation a de nombreuses applications dans divers domaines, dans le trai-
tement du signal et des images, dans la modélisation physique, dans la modélisation des

lois de probabilités définies sur R*, dans I’économie, ... etc.



Introduction

On réfere le lecteur a ([1],[8],[31,[71,[17]).

Ce mémoire se comporte essentiellement de trois chapitres, et d'une conclusion.
Le premier chapitre comporte quelques notions et préliminaires, ainsi que les définitions,
propositions et théorémes.
Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de la transformation de Mellin, dont nous
donnons trois sections :
Dans la premiére section nous avons énoncé le définition de la transformation, quelques
exemples, ainsi que certaines propriétés liées a cette intégrale.
Ensuite, la deuxieme section contient la formule d’'inversion de la transformation de Mel-
lin.
Puis, la derniere section qui contient le produit de convolution de cette transformation,
ainsi que les propriétés liées a ce produit.
Par la suite, le dernier chapitre basées sur les applications de la transformation de Mellin.
Finalement, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une biblio-

graphie sont données a la fin de ce document.



Chapitre 1

Notions et Préliminaires

Ce Chapitre constitue une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle des notions
et quelques résultats fondamentaux, qui représentent un outil indispensable dans notre
étude. Dans la premiére section de ce chapitre, on présente les fonctions spéciales et leurs
propriétés (voir [9], [14], [12]). Dans la deuxieéme, la troisiéme et la quatrieme section, on
définit la bande de convergence, théoreme de Fubini, théoréme de Cauchy (voir [13], [10],
[6]). Dans la derniére section, on introduit la transformation de Fourier et Laplace et leurs

inverse (voir [4], [5]).

1 Fonctions Spéciales

1.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1 [14] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale suivante :
I(s) :/Ooo e *x Ydx; R(s)>0. (1.1)
Proposition 1.1 [14] La relation du récurrence
I(s+1)=sI1s); R(s)>0. (1.2)

Proposition 1.2 [Formule de compléments][6]

Pourtoutse C\{Z},ona
1 _ sinms
Is)I[(1-s) n

(1.3)

Théoreme 1.1 [6] La fonction I’ est une fonction méromorphe dans C, dont les poles

simples sont les éléments de I'ensemble Z \ {N}.

3



2. BANDE DE CONVERGENCE

De plus, pour keN, ona
(-D*
k-

Res(I,—-k) =

1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 [12] La fonction Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :
1
B(s, r):f 11 -0"ldx; R(s)>0, R(r)>0. (1.4)
0

Proposition 1.3 [12] La fonction Gamma est liée a la fonction Béta par la relation sui-

vante :

F(s)F(r); R(s)>0, R(r)>0. (1.5)
I(s+71)

B(s,r) =

2 Bande de Convergence

Définition 2.1 [13] Soit f une fonction absolument intégrable sur [0, al

i.e.f | f(x) ] dx < oo.
0

La plus grande bande ouverte < o, > dans laquelle l'intégrale converge s'appelle la bande
fondamentale, oir < o, >; est la bande ouverte des nombres complexes s = c +iw tel que

a<c<p.

Im(s)

A

\

> Re(s)

FIGURE 1.1 — Une bande



3. THEOREME DE FUBINI

3 Théoreme de Fubini

Théoreme 3.1 [10] Soit f une fonction continue sur un rectangle [a; b] x [c;d]. Alors :

ffo(x,y)dxdy fab(fcdf(x,y)dy)dx
fcd(fabf(x,y)dx)dy.

4 Théoreme de Cauchy

Théoreme 4.1 [6] Soient U un ouvert simplement connexede C, f:U — C une fonction

analytique dans U, y un lacet rectifiable dans U. Alors :

ff(z)dz: 0,
Y

pour tout lacet contenu dans U.

5 Transformation de Laplace

Définition 5.1 /5] Soit f : R* — C une fonction continue. On appelle transformée de La-

place de f, la fonction L(f) définie par
L(f)(s) =F(s) :f e f(xdx. (1.6)
R+
Pour tout nombre complexe s, lorsque l'intégrale converge.

Définition 5.2 [5] La transformation bilatérale de Laplace est la forme la plus générale de
la transformation de Laplace, la transformation bilatérale de Laplace d’'une fonction f de
la variable réelle est la fonction F de la variable complexe définie par :

+00
F(s) :f e f(x)dx. (1.7)

(e.0]

Cette intégrale converge pour a<R(s) <f, —oo<a<f < +oo.

Définition 5.3 [5] La transformée inverse de Laplace de la fonction F(s), est donnée par
1 o+it
f) =L F©)=-— e F(s)ds. (1.8)
2ni Js-ir
Remarque 1.1 Lintervalle 18—it;8+it[ désigne une droite paralléle a l'axe imaginaire

et de coordonnée réelle 6 dans le plan.



6. TRANSFORMATION DE FOURIER

6 Transformation de Fourier

Définition 6.1 [5] Soit [ une fonction absolument intégrable sur R. La transformée de

Fourier de la fonction f, notée S[f,P]1= f*(P) est définie par
+00 X
SUBI=FB)= [ fe s per (1.9
Définition 6.2 [5] La transformée inverse de Fourier est définie par

+00 .
JIGERIAIE f F*(P)e* ™ ap. (1.10)



Chapitre 2

Transformation De Mellin

Ce chapitre constitue trois partie. Dans la premiére partie de ce chapitre, on introduit
la définition de la transformée de Mellin ainsi que ses propriétés et quelques exemples (
voir [2], [5], [15]). Dans la deuxieme partie, on donne la définition de la formule d’inver-
sion de Mellin ( voir [2], [15]). Ainsi dans la derniére section, on donne la définition de le

produit de convolution de Mellin et quelques propriétés liée a ce produit ( voir [2], [16]).

1 Transformée de Mellin

1.1 Définition

Définition 1.1 [2] La transformation de Mellin M fait correspondre a la fonction f(x), dé-

finie pour x € R*. La fonction analytique F(s), avec s € C, selon la relation suivante :
o0
F(s) ZM[f(x)](s):f fox*dx. 2.1)
0

Généralement, cette intégrale (2.1) ne converge que pour des valeurs de s situées dans la

bande <a,f>.

Proposition 1.1 /6] On suppose
1. f estdéfinie et continue pour x> 0.

2. Lintégrale (2.1) converge absolument pour R(s)=a et R(s)=p. Alors elle converge
absolument pour o < R(s) < p. De plus la fonction s — MI[f](s) est continue et

bornée dans cette bande fermée et holomorphe a lUintérieur.



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

1.2 Exemples:
Exemple 1.1 Soit la fonction f définie par :
fx)=e™,
on trouve immeédiatement, pour R(s) >0:
MIfIE) = [ e d= 1)
Exemple 1.2 On considere la fonction f définie par :
fO=0+x77 R() >o0.

Alors, ona
o0

M[f(x)](s):f 1 +x 7/ x*dx,
0

1
onpose 1+x= l_t’ par suite pour 0<R(s) <R(j) :

0 1-0s1(1-1?
1 .
f fta-nl=dr
0

B(s,j—9)
IAOTAED)!
1))

MI[f(x)](s)

En particulier pour j=1, et pourtout seC telque 0<R(s)<1.Alors, daprés(1.3) ona

M[(1+x) " 1(s) = ——.
SINTS

Exemple 1.3 On considere la fonction [ définie par :

f(x) =H(x — x0)x%,

ot H est la fonction de Heaviside, xy est un nombre positifet z est un complexe.

Donc, pour R(s) < -R(2):

MIf(®)]1(s) = f H(x — xo)x*x* tdx (2.2)
0
= f x*5 gy (2.3)
X0
xZ+S
= —Z"H. (2.4)



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

1 . .
Exemple 1.4 Supposons que f(t)=sint= ?(e” —e~'"), considérons la région D (FIGURE
i

2.1).
A
iR t =i+ iR D
t=lug $e=R+iu
oo
. / € 't =u R i
t=Ee"
FIGURE 2.1 - La région D
Puisque e~ 't°"! est analytique en D, nous avons par le théoreme de Cauchy :
fe‘”ts‘ldt: 0.

Alors,

R R , 0 ,
f e‘”us_ldu+if e_(R+’”)(R+iu)3_1du+f e~ W4 iR du
€ 0 R

e 0 i . .
+if e"”(iu)s_ldu+f e_eee(ee’e)s_liee’edB:O, (a)
R n/2

Posons ¢ — 0 et R— o0, nous avons :

0 ; . .
f ece” €5 liee’®do — 0; R(s) > 0.
n/2

Et
R .
f e ®TOR Y i) du — 0.
0

Et
0 .
f e W4 iR du — 0; R(s) <O.
R



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

Léquation (a) devient :
0o . 0o . .
f e “u’” du:isf e ""u " du,
0 0

donc,

oo . B -~ oo B ~ . ins
f e du=i sf e “u ldu=e"18(s)=e 2 Is).
0 0

De méme, en remplacant i par —i dans l'équation précédente, nous obtenons
oo _ ins
f euldu=ez I1s).
0

En combinant les deux, nous obtenons

S 1 ins ins
f inH) e ldt = —(e 2 —e2)
0 21
. (TS
= sm(;)]’(s)

De méme, nous obtenons

* =1 4, s
fo(cost)t chos(;)F(s).

1.3 Propriétés
La transformation de Mellin posséde les propriétés suivantes ([2], [15]) :

P;: (Linéarité) Soit f,g:R* — C deux fonctions admettent des transformées de Mel-

lin M[f](s) et M[g](s) etsoient «,p € CAlors:
Mlaf +pgl(s) =aM[f](s) +PMI[g](s).
En effet, pour tout a,feCona

Mo f +pgl(s)

foo((xf+ﬁg)(x)xs_ldx

0

f cxf(x)xs_ldx+f Bg(x)x* tdx
0 0

(xf f(x)xs_ldx+f)f g(x)x* tdx
0 0
aM[f1(s) + PMIgI(s).

Py: Pour a—a<R(s)<pPp—a,et a>0,ona

M[x f(x)1(s) =M[f(xX)](s + a).

10



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

En effet, pour tout a réel positifet R(s+a) €]lo,pl ,i.e se<a—a,f—a> ona

M[x? f(x)1(s)

foo x4 f(x)dx
0

fooxs+a—lf(x)dx
0
M[f(x)](s+ a).

P3: Pour a>0,et se<aq,p>,alorsona
MIf(ax)1(s) = a *M[f (x)1(s). (2.5)

En effet, on a

MIf(ax)](s) foof(aX)xS_ldx
0

oo (571 dt

a*“M[fx)](s).

P4: Pour a unnombre réel positif, et se< aa, afp >, alors

a1
MLf(xY)](s) = aM[f(x)]( ).

s
a
En effet, on a

M f(x9)](s)

ff(x“)xs_ldx

0

* %s—lﬂ

fo f()(ta) p

éf ) dt
0

éM[f(x)]( ).

N
a

P5: Pour se<1-f,1-a>,alors

1 (1
M [;f(;) () =MI[f(x)](1Q —s).

En effet, on a

1 1 s—1
‘[0 ;f (;) X dx
1 drt
—-s+27" "
fo FO0™*
M[f(x)](1 - s).

~
%]

~—
Il

11



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

Pg: Pour se<aq,fp >, alors
d
M[f(x)(lnx)](s):%M[f](s).

D’une maniere similaire, et pour 7 un entier, alors nous obtenons par induction :

n

ds"

M f(x)(nx)"1(s) = == MIfI1(s).

Remarque 2.1 On pose :

(Tof)(x) = f(0),
(L)) = fo Fdt.

Par récurrence, on montre que pour tout entier naturel n telque n=1:

1
(n-1)!

(T f) () = fo (It (DL = fo - )" Fwdu.

Proposition 1.2 Pour se<a—-1,—1>,alorsona

/ fdt
0

D’une maniere similaire, et pour se<a—n,p —n>, nous obtenons par induction :

1
M (S):—;M[f](s+ 1).

AC)
MIIL, f1(s) = (1) mM[f](H n).

Preuve. Pour se<a—1,§—1>,alorsona

fooo (foxf(t)dt) xldx
fowfm (ftooxs_ldx)dt
fooof(t) (—Tﬁ) dt

1
—;M[f](s+ 1).

M[foxf(t)dt] (s)

Proposition 1.3 (Dérivation)
Supposons que f et sa dérivée f' admettent de transformation de Mellin, alors pour
a<R(s)<Pona:

: s—1 N 13 s—1 _
}Cl_r%x f(x)=0; )}1_1&)6 f(x)=0.

12



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

Donc, pour a<R(s—1)<Pona:
MIf (X)](s) = (=D (s — DM[f(x)](s - 1). (2.6)
D’une maniere similaire, nous obtenons par induction :

MIf® (0)1(s) = (DX (s - ) MIF (s — k); a<R(s—k) <P,

tels que
lim x> 'fM(x)=0, r=(1,..,n-1) et
x—0,+00
(=K = (s=k(s—-k+1..(s=1)
i (s=Kk)!
C (s—k-D!
B I7(s)
- I(s—k)’

Preuve. On a
MIf'(01(s) = fo " oxldx,
par suite, on fait une intégration par partie on trouve :
M[f'()1(s) = (=D (s = DMIf(0)](s —1); a<R(s—1) <P.
En appliquant la formule (2.6) deux fois, on constate que :
MIf"(0](s) = (s =D (s =2M[f(0)](s -2); a<R(s—2)<P.

On continue 'application de (2.6), de facon générale, on trouve le résultat suivant :

I1(s)
I(s—k)

MIf®)1(s) = (-DF MIf(OI(s—k); a<R(s—k) <B,

a condition que :

lim x> 1fM@=0; r=(1,...,n-1).

x—0,+00

On constate de plus VkeN que:

MIx* 0 (x0)]1(s) = (-1)¥ (F()

D’autre part, comme MI[xf’(x)]1(s) = M[f'(x)](s + 1), on déduit donc d’apres (2.6)

MIf(0)1(s).

que:
d
M (xa) 0] (5) = (—OMIFEIS),
ainsi, en général on vérifie que :
d\* k
VkeN, M (xa) F| (8)=(=9)"MIf(0)](s).

13



1. TRANSFORMEE DE MELLIN

Exemples :
Exemple 1.5 Soit la fonction f définie par
fx)=log(x+1).
Alors, on a pour =1 <R(s)<0:
Mllog(x+ 1)]1(s) = —%M[(l +x) N(s+1),

et vérifié que liom x5 llog(1+ x) =0, ainsidapres (1.3) ona
X—0,+00

1 T
M[log(x+ 1)](5) = —;m (27)
- T 2.8)
ssinms
Exemple 1.6 Soit la fonction f définie par :
fo=0-xn7"

Alors, ona pour 0 <R(s)<1:

o0
Mul—M‘Huri[ (1-x"'x""dx,
0
1 .
on pose 1 — x = ——, on obtient
1+¢

MI(1 - x)"11(s)

1
f A+ tde
0

= [(s)[(1-y9)
T

sinms
TTCOtTS

COSTIS
= Tmcot(ms).

Donc, poura >0 :
Ml(a—x)"11(s) =a® Prcot(ns), 0<R(s) < 1.
Exemple 1.7 Soit la fonction f définie par :
fx)=e",
alors, pour R(s) >0 et d'apres (P) on a
Mle “](x)=a *I(s).

14



2. FORMULE D’INVERSION DE MELLIN

1.4 Relation entre la transformation de Laplace et Fourier

« Avec la transformée de Laplace[2]

Par le changement de variable x=e™’, la transformée de Mellin devient :

MIf1(s)

+00
f f(e—t)e—t(s—l)e—tdt
-0

+00

fle He *'dt.

Alors
MIf1(s) = L[f(e_t)](s). (2.9

« Avec la transformée de Fourier|[2]
Nous pouvons aussi définir la transformation de Mellin en termes de la transfor-

mation de Fourier, alors en remplagant s par c+ i2nff dans I'égalité (2.9), ce qui

donne:
MIf1(s) = LIf(e”Hl(c+i2np)
_ f+wf(e_t)e_(c+i2Hﬁ)tdt
oo _
- f(e't)e"znﬁte'”dt.
Ainsi,
MIf1(s) =S[f(e”He ““1(P). (2.10)

2 Formule D’inversion de Mellin

2.1 Définition et Théoréme

Théoreme 2.1 [2] Soit f : [0, +oo] — C, une fonction continue et F sa transformée de Mel-

lin. Alors, la formule d’inversion est donnée par :
1 c+ioco
f(x)= —f F(s)x’ds. (2.11)
2mi Je-ico

Preuve. Pour s=c+if3 avec ¢>0,ona

F(s) = f foxdx
0
o0 dx
— slogx
fO Je X
o0 ; dx
— clogx ,iflogx
fo f(x)e%%%e —

15



2. FORMULE D’INVERSION DE MELLIN

par le changement de variable logx = u, on obtient
+00 X
F(s) :f fleMye e du,
—0o0
et avec le changement u=-2mnx,ona
+00 .
F(s) = znf f(e—ZT[x) e—Zlﬁnxe—chxdx’
—00

de sorte que f € R et d’aprés la transformée de Fourier (1.9) de la fonction définie sur R
on déduit que :

E(s) =2nS[f (e 2™ )e 2" B].

On utilise la formule inverse de Fourier (1.10) , alors on a

+

e—2ncxf(e—2nx) _ zif OOF(s) ezmﬁxdﬁ,
pL

—00

2n

sion pose e~ ¥ = t, on trouve

fn= r'% f " B9 Pdp,

d’autre part
o0

1 ,
f= z—mf_ F(s)t~ P iap,

finalement, la formule d’inversion est donnée par :

c+ioo

fH)=— F(s)t *ds.

270 Je—ioo

2.2 Exemples:
Exemple 2.1 Soit la fonction f définie par :
J(x) =H((x - x0) —H(x)) x%,

ot H est la fonction de Heaviside, x est un nombre positif et z est un complexe.

Donc, pour R(s) > —R(2)

zZ+S

MIf(x)](s) = ——2

zZ+S

16



2. FORMULE D’INVERSION DE MELLIN

fy{t) fait)

nl ty t= o tg t

£40t) = £ H{t-t o) fa(t) = 12 [H{t-tg}-H(t)]

V/;§rmm\§

Fis} = - —téi

2+8

FIGURE 2.2 — Exemples de résultats lorsque les régions d’holomorphie sont changées

En comparent ce résultat avec (2.4) de l'exemple (1.3) dans la premiere section ,
MI f1(s) ayant la méme expression analytique mais considérée dans deux régions distinctes
de 'holomorphie, la transformée inverse de Mellin donnée respectivement par ce exemple

et 'exemple 3, sont en effet différentes(voir (FIGURE 2.2)).

Exemple 2.2 On considere l'intégrale de Cahen-Mellin :
1 c+ioco
— I(s)x %ds; x>0,
270 Je—ioo
On vérifie que pour tout ¢ >0 et R(s) >0 :
1 c+ioo
— Is)x Sds=e".
211 Je—ioo
De plus, comme la fonction x — I(s)x™° admet des pdles simples et par le théoreme de

résiduon a

1 c+ioo [’}
— I(9)x*ds = ) Res(x *I(s),s=-k)
210 Je-ico =1
_ 00 (_Dk ‘
B kzl K
= e "
Donc,
MU I(9)](x) = e~ . (2.12)
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3. PRODUIT DE CONVOLUTION DE MELLIN

Corollaire 2.1 [15] Soient F(s), G(s) sont les transformée de Mellin des fonctions f et g
avec la bande de convergence sy et sg respectivement et supposons qu'il existe un nombre

réelle c tel que: 1—c€ sy et c € sg. Alors la Formule de Parseval est donnée par :

0 c+ioco
f fx)gx)dx= Lf F(1-9)G(s)ds. (2.13)
0 2mi Je-ioo

Preuve. On a

c+ioo
] = el MIgl(s)M[f1(1—s)ds
c+ioo

_ MI[f1(1-s) Uooxf—lg(x)dx)ds
0

2mi c—ioco

o] 1 c+ioco 1
j(;g(X)(%fc X M[f](l—s)ds)dx.

—ioco

Et en utilisant la formule d’inversion (2.11) pour la fonction f, on trouve

1 c+ioo
e i MI[f1(1 - s)MIgl(s)ds
1 c+ioo
= — F(1 - s)G(s)ds.
210 Je-ico

fo fx)gx)dx

3 Produit de Convolution de Mellin

3.1 Définition

Définition 3.1 [16] Soient f,g deux fonction définies sur R} . Le produit de convolution

de [ et g estdéfinide la facon suivante :

o0 x\dy
(;:)(x):f () (—)—.
f*g Ofygyy

Proposition 3.1 Si F(s) et G(s) sont respectivement les transformations de Mellin des fonc-
tions f(x) et g(x), alors pour a<R(s) <P et pour un réel c bien déterminé, ona [11]:
fe's) 1 c+ioco
f fxgx)xdx=— F(s—2)G(2)dz. (2.14)
0 211 Je—ico

En particulier pour s =1, on obtient

00 1 c+ioco
/(; f(x)g(x)dx: Eﬁ_iw F(1-2)G(z)dz.

De plus :
o d
M‘l[F(s)G(s)](x):f f(y)g(f)—y, (2.15)
0 yry

18



3. PRODUIT DE CONVOLUTION DE MELLIN

cestadire:

M[f%gl(s) =F(s)G(s). (2.16)

Preuve. Pour démontrer la relation (2.14), on choisit un réel c € I.(s) =]sup(as,R(s) —

Bg), inf(B £, R(s) —ag)[. Alors par le théoreme d’inversion, on obtient :

[e) o) 1 c+ioco
) gx)x*tdx )x tdx— G(z)x *dz
8
0 0 2Mi Je-ioo
1 c+ioco (o)
= o= G(z)dzf fox** tdx
Tl Je—ioo 0
1 c+ioco
= Py . F(s—2)G(2)dz.
C—100

De méme pour démontrer (2.15), on utilise le théoreme d’inversion :
1 c+ioco

— F(s)G(s)x *ds
210 Je-ioco

M E(5)G()](x)

L[ G ‘S(foof( yusld )d

= — S)X u)u u S
27i c—ioco 0
du 1 c+ioo

fooof(u)—— G(s) (g)_sds

U 21i Je—ioo

fooof(u)g(g)d—;.

La formule (2.16) en découle. m
Exemple 3.1 Soient r,y€C, tels que R(r),R(y) >0,0na:
Mt e (s) =T (s+71), R(s) >—-R(r),

et

M e ()= I(s+y—1), R(9)>-R(y) +1.

Ainsi, pour —R(r) <R(s) <R(y) ona

1 c+ioo 0o
— Is+n(y—9s)ds = f Y e 2t gy
271 Je—ico 0
I(r+y)
= or+y ’

d’ott, pour —R(r) <c<R(y) :
1 c+ioco

— A I(y- =277V .
el N (s+r)I(y—s)ds (r+y)

19



3. PRODUIT DE CONVOLUTION DE MELLIN

Exemple 3.2 Soient f(x)=e* et g(x)=e 2", alors pourR(s) >0ona

M[f%g](s) f oo(e‘xase‘“) x)x*ldx
0

o0 oo Y d
f (f e Ve 2(y)—y)xs_ldx
0 0 y
f e—yys—l (f e —2u us~ lyy 1du)dy
0 0
(f e—yys—ldy) ([ e—2uus—1du)
0 0

I(s)27°I(s) d'apres Ps

M[e Y] (s)M[e2¥](s).

3.2 Propriétés de convolution multiplicative de Mellin

Le produit de convolution de Mellin vérifier les propriétés suivantes ([11], [16]) :

1. La commutativité
(f*8) =(g*f).
En effet, on a

o0 x\dy
(?)(S)=f () (—)—
f*g Ofygyy

X
onpose u=—, alorsona
y

(f*g)(s)

fo oof(y)g(%) %
fooof(g)g(u)d—;

(8*f)(s).

2. Lassociativité :

Soit f, g, h trois fonctions continues,alors
(f¥g)xh=f%(g%h).
En effet, on a

(f*g)*h

f (f*g)(y)h( )dyy
o -dT) 5
[ oot

y t

J rlf g(%)h(;)?)?

........ (ParFubini)

20



3. PRODUIT DE CONVOLUTION DE MELLIN

Y
posons 7= v,alorsona

(f*g)*h

Jy ol g(’”h(% )
ol g(wh((i) ah
ff(t)f (g%h) )

f*(gxh).

D’ou le résultat.

3. Elément d’unité :

Soit f fonction continue,alors

(f%8(x—1)) = f.

. ’ 4 d .
4. Action de I'opérateur x :

Soit f,g deux fonctions continues, alors

a\c
(xa) (f*8)

I
~
*)

5. Multiplication par Inx:

Soit f, g deux fonctions continues, alors
(Inx)(f*g)=[Unx)f]%g+ f%[(Inx)g].

6. Convolution avec distributions de Dirac et leurs dérivés :

Soit f fonction continue, alors
Sx—a)¥f=a'fla ' x).
8(x—p)*d(x—p)=8(x—-pp"; p,p' >0.
d\k
6k(x—1)§f:(a) x* . 2.17)

Preuve. D’apres la définition de k-dérivation de distribution de Dirac, la convolu-

tion multiplicative de f avec 8X(x—1) est donnée par :

(f#8F(x-1),0(x)) (fx), S (Tt -1),00tx)))

1, (D i)k :
(f(0),@(t-1),(=1D (d‘l’ B(tx0));
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3. PRODUIT DE CONVOLUTION DE MELLIN

or, apres avoir effectué une différenciation ordinaire et appliqué la définition de 6:
(f#8*(x—1),8(x) = (f (%), (-D*x* 0  (x)),

les regles habituelles du calcul avec distributions et la commutativité de la convo-

lution donnent :
d k
(5k(x—1)§f,9(x))=<(a) (xkf(x))G(x)>. (2.18)

Enfin, I'identité (2.17) découle du fait que (2.18) vaut pour toute fonction 0 appar-

tenanta p(c,c2). m
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre on s’intéresse a donner des résultats liée aux transformation de Mel-

lin.

1 Equation Intégrale

La solution de certaines équations intégrales peut étre facilement réalisée au moyen
dela transformation de Mellin. Diverses méthodes sont développées pour résoudre I'équa-
tion intégrale [15] :

g(x):f0 fkxy)dy, x> 0. (3.1)

Ou g et k sont deux fonctions connues et f est une fonction a détermine.

Tout d’abord, prenons I’équation intégrale suivante :

f(x):fo g k(xy)dy, x>0. (3.2)

Lemme 1.1 Soient k et g deux fonctions définies sur R* de facon que la bande Iy g =<
ap,Pr>N<1-Pg,1-ag> soit non vide.

Alors, la transformation de Mellin de la fonction f définie par (3.2) est la suivante :
Vselkg, MIfI(s)=MIgl(1—s)M[K](s). 3.3)

Preuve. Soit s € I ¢, On effectue le changement de variable u=xy, on obtient que :

MIf1(s) foxs_ldxfo gNk(xy)dy

fo us‘ldufo gkwy  dy,
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1. EQUATION INTEGRALE

et d’apres le théoreme de Fubini, on a

f gyy? (f k(u) us_ldu) dy
0 0

fo gy *Mlkl(s)dy
MIgl(1 - s)MIKI(S).

MIf1(s)

Théoréme 1.1 Soient g et k deux fonctions définies sur R*, pour un réel ¢ bien choisi, on

l(x) = Lfﬁioox—_sds (3.4)
"o Jeio MIKIA—s) '

On suppose que la bande 1) g =< a;,p; >N <1-Pg, 1 —ag > est non vide, alors la solution

pose pour x>0 :

de l'équation intégrale (3.1) est la suivante :
o0
fx) :f glxy)dy, x>0. (3.5)
0
En outre, si M[k](s) satisfait la relation :
Mlk](s)M[k]I(1-5) =1,
alors l'équation intégrale(3.1) possede comme solution :

fx) :fo g kxy)dy, x> 0. (3.6)

N

Preuve. On multipliant I'équation (3.2) par x™°, apres l'intégration de 0 a +o0o nous obte-

nons:

MIfI(s)M[k](1 - s) =M[gl(1 - ),
et en utilisant (3.4), on obtient donc:
MIf1(s) =Ml (s)M[g](1 - s),

de sorte que par la formule d’inversion de Mellin, et pour ce RN <a,f;>N<1—Pg,1-

Qg >, on déduit que :

1 c+ioo
fx) = — M[I(s)M[g](1 - s)x *ds 3.7)
210 Je—ico
1 c+ioo
= — MII(x)1(s)M[g](1 - s)ds. 3.8
27 Je—ico

En utilisant la formule de Parseval (2.13), on obtient la solution :

fx) :fo glxydy,
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2. THEOREME DE TITCHMARSH

d’apres le lemme précédent, on a montré que la fonction f est la solution de (3.1).

Dans le cas ot M[k](s)M[k](1-s)=1,0na:

1 c+ioo
Ix) = — Mk](s)x  ds
270 Je—ioo
= k(x),

ainsi la solution de (3.1) est (3.6). m

2 Théoreme de Titchmarsh

Théoréme 2.1 Soient k est une fonction définie sur R* qui admettant une transformation

de Mellin dans la bande s e< oy, Py >, si l'équation intégrale :
f(x) :fooo k(xu)dufooo k(yw) f(y)dy, (3.9
admet une solution f, alors pour tout s € C tel que s et 1 — s €< oy, P >, nous avons
MIk](s)M[k](1—s) =1.

Preuve. On peut écrire I’équation intégrale (3.9) comme un couple de fonctions définies

de la maniere suivante :

g(x) :fo fnkxydy, (3.10)

f(x):fmg(u)k(xu)du. (3.11)
0

Nous multiplions (3.10) et (3.11) par x*~! et on intégre, nous obtenons :
MIgl(s) =MIf1(1 — s)MI[K](s),

MIf1(s) = MIgl(1 — s)MIKI(s).

On remplace s par 1 — s dans 'une de ces équations et puis on le remplace dans 'autre,

on obtient finalement la relation :

MI[kI(s)M[k](1—s)=1.

Exemple 2.1 On considere I'équation :
(e.0]
f eV f(ydy=1+x)"" (x>0).
0
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3. FORMULE DE SOMMATION

Nous avons :

k(x)=e", M[k](s) = I(s); (R(s)>0).

Et
MIg1(s) =M[(1+x)"'1(s) = [($)I(1 - 5); (R(s) >0).

D’apres (3.7), nous obtenons la solution :

1 c+iooF1_ T
(1-19) (S)x‘sds,

= — >
J0 = o) Ty (¢>0)
1 c+ioo
= — I[(s)x’ds
210 Je-ioco
= e~

Exemple 2.2 On considere l'équation intégrale suivante :

IO 0 mix)e ™ x>0, m>0
 Ur 20 =X mlx))e :x>0,m>0.

Ona

k(x)= m,

alors

1 1 1
M[k](s) = EF(ES) F(Z— ES)’ 0<R(s) <4.

PourR(s)<1,ona

MIgl(s)

o0
f 21+ mix)e ™ dx
0

[e,0]
f u1+muwe ™du
0

m* Y2 -sI-s).

Donc, pour c€]0,1[ etVx >0,

1 [ctioo 21(s)(s+1)

x) = — (mx)~°ds
T T T3 TG5+D
4/ c+ioco 1
= —H F(s)cos(—ns)(mx)_sds
270 Je—ico 2
4
= —cos(mx).
T

3 Formule de Sommation

On définit ainsi la fonction zéta de Riemann comme suit [5] :
[e.0]
i)=Y n*
n=1
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3. FORMULE DE SOMMATION

C’est une fonction analytique complexe définie, pour tout nombre complexe s tel que

R(s) > 1, absolument convergents pour s=Y + it de partie réelle y > 1.

Dans la proposition suivante, on recueille certaines propriétés de la fonction zéta.

Proposition 3.1 (1) C est holomorphe sur la bande R(s) > 1.

(2) VseC telque R(s)>1,0na:

1 o0 tS—].
=— . 3.12
0 H@L o (3.12)
Preuve.
(1) Evident.
(2) Pour R(s)>1,
I7s)
() = ) —
n=1 N
0 s—1 da
= Z f (E) e_u_u
n=1J0 1N n
(u=nt) = > f e "7 ldy.
n=1v0
Le théoréme de permutation entre une série et une intégrale donne :
[e’e) e—t
CIs) = f — 57 ldt
0 1-e!
o0 z-s—l
- fo el—1"
Ainsi, pour R(s) >1:
1
U@Hﬂlet ]@L
el -1
|
Remarque 3.1 La fonction C satisfait la relation suivante :
s
C(l—s):(zn)sCOS(ZT)IYQC(@. (3.13)
Théoréme 3.1 Pour toute fonction f définie surR™ telle que ce<ay,Br>,ona:
00 1 c+ioo
Y fn+a)=— f MIf@)](s)(s, a)ds, (3.14)
=0 211 Je—ioco

out {(s,a) définie par :

(o]

Us,a)=)_

n=0

(n+a)5; O0<a<l1,R(s)>1.
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3. FORMULE DE SOMMATION

Preuve. Si on applique la formule d’'inversion de Mellin, nous obtenons :
1 c+ioo
f(n+a):—_f F(s)(n+ a) %ds, (3.15)
271 Je-ico

or, si F(s) est tel que la somme et I'intégral peuvent étre échangés, (3.15) est devient :

00 1 c+ioo
Y fnta@=s_ f  MIFNS)s, a)ds.
n=0 Cc—100

Théoreme 3.2 De méme, et d'apres la propriété (2.5) ona:
f(nx) = L i HiooF(s)n_Sx_sds,
2mi ;o Je—ico
ainsi,

00 1 c+ioco
Zf(nx):Ef ' F(s){(s)x 'ds. (3.16)
n=1 c—100

Corollaire 3.1 Lorsque x =1, le résultat (3.16) se réduita :

) c+ioo

Y fm=— F(s){(s)ds. (3.17)

n=1 ZT[i c—ioo

Ceci est obtenue a partir de (3.14) quand a = 0.

Exemple 3.1 Calculer la somme de :

“LXO:" cosan
2
n=1 n

Pour cela on considére la fonction f(x) = cos(ax)/x?, dont la transformation de Mellin est :

Vse<2,3>,

MIf1(s)

f x*3cos(ax)dx
0

= Micos(ax)](s—2)

= #M[cosx](s—Z)
! s

= —as_ZF(s—Z)cos( 5 )

On remplace ce résultat dans la formule (3.16) et en utilisant la relation (3.13), on trouve

que:
+Z°°cosan a1 C+i°°(2_n)5c(1—s)r(s—2)
“=on2 2 2mi)eico \ a I(s)
_ at 1 C”OO(ZH)S ((1-5s)
2 2MiJesico \a) (s=D(s=2) "
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3. FORMULE DE SOMMATION

d’autre part, comme la fonction définie par {(1—s)/(s—1)(s—2), présente trois poles simples
en 0,1 et2, derésidus respectivement —1/2, n/ a, et —1%/3a?, on obtient d’apres le théoreme

derésidu :
+00

2

“ on2 4 2 6

cosan a* ma 7

Si, on fait tendre a vers 0, on déduit que :
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Conclusion

La transformée de Mellin montre comment une approche fondée sur I'étude des fonc-
tions hypergéométriques a pu déboucher sur des techniques innovantes d’analyse et de
traitement dans de nombreux domaines scientifiques. Le fait de pouvoir disposer de do-
cuments numériques ouvre des portes a des études historiques permettant d’analyser
I’évolution des travaux de scientifiques célebres, mais aussi a découvrir les cloisons qui
peuvent encore exister entre certains domaines.

Ce serait un défi de proposer une unification de tous ces travaux et de donner a Mellin un
role de premier plan dans nos fondamentaux mathématiques.
Il existe des tables uniquement dédiées au cette transformée intégrale (directe et inverse),

et elle est reconnue par certains logiciels de calcul formels comme Maple.
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