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Introduction

Lors de la premiere révolution industrielle, la science a joué un réle limité. Mais a par-
tir des années 50, la nouvelle révolution industrielle a été liée au progres de la science.
C’est le début de la théorie des systemes dynamiques.

La théorie des systémes dynamiques est une branche classique des mathématiques.
Le but de cette théorie est de modéliser des processus a long terme qui se développent
dans le temps afin d’étudier leur comportement pour obtenir des résultats, car ils sont
créés a partir d'un ensemble de phénomenes liés entre eux et isolé artificiellement du
monde extérieur [1, 10, 11, 13, 16] et [18].

En effet, la modélisation des systemes dynamiques, laquelle nécessite un ensemble de
techniques permettant de disposer d'une représentation mathématique du systeme étu-
dié, peut étre représentée par un ensemble d’équations différentielles ordinaires, d’équa-
tions aux dérivées partielles ou encore par des équations différentielles fractionnaire [1,
13, 18]. Ainsi, un systeme dynamique d’ordre fractionnaire est un systeme dynamique
modélisé par des équations différentielles utilisant des dérivations non entiere.

A travers ce mémoire, nous allons traiter la solvabilité d'une certaine classe d'un sys-
teme dynamique bidimensionnel fractionnaire hybride [10] par le biais de la transforma-
tion de Sumudu a temps continu et discret [7, 8, 19]. Notre choix porte sur la transfor-
mée de Sumudu suite aux nombreux avantages tels que le maintien de la fréquence et de
I'unité lors de la résolution de problemes et de la forme de la fonction lors de la multipli-
cation par un nombre [2, 3].

Apres I’étude de la solvabilité, nous allons établir des conditions permettant la positi-
vité du systeme dynamique en question.

Le présent manuscrit est organisé comme suit :

» Le premier chapitre regroupe les différentes notions préliminaires utiles pour la réa-
lisation et la compréhension de ce document. En effet, des définitions et des notions
fondamentales seront présentées en premier lieu suivit par un petit rappel sur les
dérivées fractionnaires. En dernier, les différents modéles des systémes dynamiques
bidimensionnels seront exposés.

e Dans le deuxieme chapitre, les différentes définitions et propriétés, existantes et
d’autres que nous avons développé, de la transformée de Sumudu continue, dis-
créte et fractionnaire seront présentées. Ensuite, la solvabilité d'un systeme dyna-
mique linéaire fractionnaire bidimensionnel hybride est établie.
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e Quant au troisieme et dernier chapitre, nous présenterons quelques notions et dé-
finitions essentielles pour établir des conditions sur la positivité du systéeme dyna-
mique en question.

Le présent manuscrit sera cloturé par une conclusion qui regroupe nos contributions
ainsi que quelques perspectives pour nos futurs travaux, suivie par les différents ouvrages
et articles utilisés pour la réalisation de ce travail.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions de base. Il s’agit de quelques
fonctions spéciales lesquelles jouent un role important dans la théorie de différentiation
et dans la théorie des équations différentielles et qui seront utilisées par la suite, suivie
par quelques définitions et résultats principaux sur les dérivées fractionnaires. En der-
nier, différents types de systemes dynamiques bidimensionnels seront présentés.

2 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présenterons les définitions et quelques propriétés des fonc-
tions Gamma et Béta.

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 2.1 [15] La fonction Gamma d’Euler, notée par I, est définie par 'équation
[e.@]
F(z):f e 't dt, (1.1)
0

oit z € C avecRe(z) > 0.

Proposition 2.2 [15] Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de
récurrence suivante

1. VzeCl : I(z+1)=2z[(2);
2. VneN* :I'(n+1)=nl

Preuve.

1. Pour démontrer la premiere propriété, il suffit de passer par une intégration par

partie. En effet,
o0
f e”'rdr,
0

[—e 't7] + zfoo e !
0 A ’

zIl(z).

Vz>0:1(z+1)
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2. Enremplacant z par n € N* dans la propriété précédente, nous obtenons

VneN* : I(n+1) nl(n),
= nn-1I(n-1),

= nn-1Dn-2)I'n-2),

= nn-1)n-2)---1Q1),

= n!

vuque [(1) = [;°e "1%dt=1.

Exemple 2.3 Montrons que

En posant t = u? dans I'équation (1.1), nous obtenons
o0 2
F(z):Zf e u lqu.
0

Ainsi,

(e .9]
i
carf e du= \/——
0 2

2.2 Fonction Béta

Définition 2.4 [15] La fonction définie par

1
B(p, q):f P11 -7 dx, (1.2)
0
ot p >0 et q >0 est dite la fonction de Béta.

Proposition 2.5 [15] La fonction Béta satisfait aux propriétés suivantes :

1. Dans sa définition sous forme d’intégrale, le changement de variable s =1 — x prouve
que cette fonction est symétrique, c’est-a-dire,

B(p,q) =B(q, p);
2. Il suffit d’effectuer une intégration par partie pour prouver que
pB(p,g+1)=gB(p+1,q9);

3. B(p, 1):%.
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2.3 Relation entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta

Théoréme 2.6 [15] La fonction Béta est reliée a de la fonction Gamma d’Euler par

I'(p)I(q)

B(p,q) = .
(p,q) Tp+q)

Preuve. Nous avons
+00
I'(p) :f e *xPldx,
0
et
+00
Iq) :f e Vyildy.
0
Donc

+00 +00
I(p)I(q) = ([ e'xx”_ldx) (f e'yyq_ldy).
0 0

Pour

{u xX+y :’{ X = uv,
= == u(l-uo),

<
|

x+y

I’équation (1.4) devient

I'(p) I'(q)

1 p+4oo
f f e ()P e "I w1 - 119 (~wdudv,
0 Jo

1 p+oo
f f uPta1yP=1a - )9 -te “dudv,
o Jo

1 +00
(f vp_l(l—v)"_ldv) (f uPTi- =gy,
0 0

Bp,g)I(p+q).

Autrement dit,

I(p)I(q)

B(p,q) = .
(p,q) Tp+q)

2.4 Impulsion de Dirac

Définition 2.7 [13] On appelle impulsion de Dirac la fonction b définie par

0 si t#0,

6(”:{ +oo si t=0.

Dans un cas discret, l'impulsion de Dirac est donnée par la formule suivante

0 si i#j,
6”:{ 7

1 si i=j.

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



3. QUELQUES TYPES DES DERIVEES FRACTIONNAIRES

3 Quelques types des dérivées fractionnaires

Cette section est dédiée aux définitions et aux quelques propriétés pour I'intégrale et
la dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et a la dérivée fractionnaires au
sens de Caputo. Quelques définitions sur les dérivées fractionnaires pour des fonctions
discrete sont aussi présentées dans cette section.

3.1 Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 3.1 [11, 13, 15] On appelle intégrale fractionnaire d’ordre o, a € R}, de la fonc-
tion f, et on la notelY, la fonction définie par

1
Ix)

ot I'(a) est la fonction Gamma d’Euler définie par la formule (1.1) et a € R}.

IEf(x) = f x-0*1f(pdt, (1.8)
a

Définition 3.2 [11, 13, 15] On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d'ordre o, a € RY, de la fonction f et on la note DY, la fonction définie par

D¢ f(x) D"I'% f(x), (1.9)

n
dxn

ol n est un entier naturel supérieure strictement ax et a € R

I7%f(x), (1.10)

Proposition 3.3 [11, 13, 15] Soit f une fonction intégrable et bornée, et soient o et 3 deux
nombres réels strictement positifs. Alors, nous avons

15 |l w) =157 (], (1.1

Preuve. Soit f une fonction intégrable et bornée, et soient a et § deux nombres réels stric-
tement positifs. Alors,

Ll

Iz

1 ! a—1 ﬁ
m[ﬂ(t—ﬂ (Iaf)(‘r)dt,

1 ! a—1 1 * a—1
mfa(t—ﬂ [Tﬁ)fa (=" " f(s)ds

! t a-1 ! oa-1
WF@)L”‘T) fa(T %L f(s)ds

Commea<t<xeta<Tt<t, alors, onpeutprendre a<t<tett<t<x. Ainsi,

dr,

dr.

o [P _ 1 ft (fx _ o=l _\p-1 )
6| = Fme ), fO( ] oo e-oP ] ax (1.12)
Si on prend,
u= I_T.
xX—T

Alors, nous obtenons,

X 1
f(x—t)"“l(t—r)f"ldt (x—r)‘“ﬁ‘lfo 1-w* 'uPldy,

(x—1)*P1B(a,p),
a+p-1 F((X)F(ﬁ)
No+p)

(x—1) (1.13)
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En remplacant (1.13) dans (1.12), il découle
1
ITa+p)
D f ().

) | =0 pmar,

Proposition 3.4 [11, 13, 15] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au
sens de Riemann-Liouville existent et soient A et | deux réels non nuls. Ainsi,

1. D% [Af(x)+ pgx)]| existe, et nous avons

D% [Af(x) + pg(x)] =ADS f(x) + uD%g(1). (1.14)
2. En général,
DY Dﬁf(x)] #D%P £ (x). (1.15)
Et aussi,
DY Dﬁf(x)] #Db D% £(x)]. (1.16)

Exemple 3.5 Soit la fonction f définie pour toutp > 0 par
fo=-aP.
Calculons sa dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a. Nous avons

D2/ (1)

DI, f(1),
D" %(t — a)P,

1 ! n—a-1.._ _\p ]
F(n—a)fa([ s) (s—a)ds]|.

n

En appliquant le changement de variable s = a+ w(t — a) et en utilisant la définition de
la fonction Béta (1.2), nous obtenons

- p" %B(ﬁ+l,n—(x) ,
- D F(ﬁf(gt(lx)+l)(t_a)n_a+ﬁ ’
p

En tenant compte de

n

|- P = —arpn-atp-D - @-arDE-af
IB+n-—a+l) 54
Ba+y 9
En dernier,
IB+1) _
opp ﬁ:— _ B«
D% (- a) F(ﬁ_aﬂ)(t a)P =, (1.17)
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3.2 Dérivée fractionnaires au sens de Caputo

Définition 3.6 [11, 13, 15] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordren—1 < o <
n, n € N*, de la fonction f sur [a, b], notée par D%, est définie par l'intermédiaire du dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville par

n-1 rk
o _ N _ f (a) _ k
Df(1)=D%, | f(1) k§=0—k! (t—a)|. (1.18)

En particulier, lorsque 0 < a < 1, la relation (1.18) prend la forme
D*f () =D% [f() - f(@)]. (1.19)

Théoreme 3.7 [11, 13,15] Soitn—1<a<n,neN*etn.Si f € A€" ([a, b)), alors, la déri-
vée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f existe presque partout sur [a, b] et est
présentée par

1
I'(n—-a)

t
DY f (1) = f (t—9)"" %1 (5)ds. (1.20)

En particulier, pour0 <a <1 et f € A€ ([a, bl), nous obtenons

1
I'l1-o

t
D% f (1) = f (t— )" f'(s)ds. (1.21)
a

Exemple 3.8 Soit f une fonction définie par

f=t-aP,
ouf eR.
Calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordrea, avec0 < n—-1<a<n,
de la fonction f.
Nous avons
DYf(1) = IZ°D"f(1), (1.22)
15D (t - a)P. (1.23)
En tenant compte
B " B
n
DY(t-ay = —S(t-a)y,
= BB-DPE-2)-B-n+D(E-af ",
I'p+1) B—n
= ——(t— . 1.24
TETTSTR 124

En substituant le résultat (1.24) dans la formule (1.23), nous obtenons

D f (1)

122D f (1),
_ qn—« F(ﬁ+1) _ ﬁ—n]
ar [F(f)—n+1)(t o)
_ F(B+1) n—a _ n\B-n
= TponiD (-],
Ip+1)

IB-n+1)

t
F(nl—(x)f (t—9" % Ys—a)f"ds|.
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En appliquant le changement de variable s = a+ w(t — a) et en utilisant la définition de
la fonction Béta (1.2), il découle

a I[p+1) f(r—a)‘“*ﬁfl _yn-a-l pen ]
Dr I'p-n+1)| I'n-a) Jo 1-w) wrdw,
TR+ [t—a) P o
= T6-n+D | Tn-o Bp+1-nn-o)|,
I'p+1) rF(ﬁ+1—n)F(n—oo(t_a)_Mﬁ
I'p—n+1) | In-0)IP-a+1) |
En dernier, o
o _ (+1) _ y—a+P
D f(t)_—F(B_(x+1)(t a)~ P,

3.3 Différence fractionnaire d’'une fonction d’'une seule variable

Définition 3.9 [10] La fonction discrete unidimensionnelle définie par
i+1 oo
A% =) (D [ Xiv1—k
k=0 k

est appelée la différence fractionnaire discrete d'ordrea, 0 < a < 1, de la fonction unidimen-
sionnelle x; pour i € N telle que

o 1 for k=0,
k): ﬁ(ﬁ—l)--l-;ﬁ—k”) for k=1,2,--

3.4 Différence fractionnaire d’ordre o d’une fonction bidimensionnelle

Définition 3.10 [12] La fonction discréte bidimensionnelle définie par
i j-k
A""x,-,j = Z Z Ca(klrkz)xi—kl,j—kz» O<ax<l,
k1=0 k»=0
est appelée la différence fractionnaire discrete d’ordre a de la fonction bidimensionnelle x;
pouri,jeN telleque: Yk, ko €N,

1 pour k;=0, k=0,
CO((kl)kZ) = (_1)k1+k2 (x((x_l)]i(x'lzl'cl _k2+1) pour k1+k2 >0. (125)
1:K£2:

3.5 Différence fractionnaire o; et o, d’'une fonction bidimensionnelle

Définition 3.11 [12] L'opérateur de la dérivation fractionnaire discréte suivant

i J
o0
A% 2xi+l,]’+1: Z Z C(X],O(z(kl)kZ) xi—kl,j—kg’
k1=0 k2=0

est appelé la différence d'ordre (a;, a2) de la fonction x; j ouNy1 —1<a; <Nj,No—1<ap <
N>, avec N1, N> €N, a3, 00 € Ry etV ky, ko €N

1 pour k=0 et ky=0,
(_1)k1 (Xl((x1—1)-l~c~(!(x1—k1+l) = Cq (k1) pour k>0 et k=0,
(—1)k2 Az(ap=1)(az=kp+1) _ C(xz(kZ) pour ki=0 et k>0,

ko!
Ca, (k1) Ca, (K2) pour k; >0 et ky>O0.

Coy,a (kl! k2) =




4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels

Cette section a pour objectif de présenter les différents types de systemes dynamiques
linéaires bidimensionnels.

4.1 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps discret

Il existe plusieurs systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps discret,
parmi eux, nous trouvons
4.1.1 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser

Un systéme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser est
décrit par le modele suivant [9]

h h
xt . xt.
Ly Al B | +Buyy, (1.26)
xv xv ]
i,j+1 ij
.
Yij = C xy’. +Dui,j,
i,j

ou x"eR™, x¥ e R"™, ny+n, =n, ucR™ et y € RP sont, respectivement, les vecteurs
d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie, avec i, j e N et A € R"*",
BeR™ ™M CeRP*"etDe RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.26) sont

»

x(’}] eR™ pour jeN,
x/,€R™ pour ieN.

4.1.2 Systéemedynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps discret d’ordre
a

Le modele décrit par les équations suivantes lequel est une généralisation au cas frac-
tionnaire des systemes dynamiques linéaires a temps discret du type Rosser [12]

Aaxi+1,j+1
Yi,j

Agxij+Ar1Xiv1,j+A2Xij+1+Bol j+Biuisy,j+Battjji1,  (1.27)
Cxi,j + Du,-,j,

est appelé systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre a (0 < a < 1)
telle que x; j € R", u; j € R™ et y; j € RP sont les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie
respectivement. Ay € R™*" B, € R™™, pour k=0,1,2, Ce RP*" et D € RP*™. A% est la
dérivée fractionnaire décrite dans la définition 3.10

Les conditions initiales associées a I’équation (1.27) sont

Xo,j pourtout jEN et Xx;o pourtout i€N.

10



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4.1.3 Systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps discret d’ordre
o etao

Un autre type de systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps
discret d’ordre «a; et ay est décrit dans cette partie.

Un systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre a; et ay
(a1, a2 € R ) & temps discret est décrit par 'équation [12]

a7,Q
A™ 2Xit1,j+1

Yij

o o
oni.j +A1A lx,-+1,j +A2A in,j“ +Bul~,j,

Cx,-,j +Dul-,j.

i
aq,0
A% in+l,j+1: Z Z C(Xl,(XZ(klrkZ)xi+1—k1,j+1—k2)
k1=0 k2=0

et x; ; €R", u; j € R™ et y; ; € RP sont les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie respective-
ment. Ag € R, pour k=0,1,2, BEeR™™, CeRP*" et D e RP*'™,
Les conditions initiales associées au systeme précédent sont

Xo,j pourtout jeN et x;o pourtout i €N,

4.2 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps continu

Cette section fait I'objet d'une présentation des différents types de systeme dyna-
mique linéaire bidimensionnel a temps continu. Dans ce genre de systeme les variables
sont représentées par 1, fr € Ry.

4.2.1 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu

La représentation d’état d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps
continu est de la forme [9]

Ox

h
=-(f, 1) h
gt%/ xy(tl’ tZ) +Bu(tl)t2)7
5o 1) X, 1)
2
h
x"(ty, 1)
Vit 1) = xygti )|+ Dutn, ),

ol x'(t1, 1) € R™, xV (11, ) € R™, ny + ny = n, u(ty, t,) € R™ et y(t, 1) € RP sont respec-
tivement I'état, I'entrée et la sortie. A, B, C et D sont des matrices de dimension appro-
priées.

Les conditions initiales associées au systeme dynamique précédent sont

x"0, ) eR™ pour bHEeR,,
xV(t;,00eR™  pour £ eR;.
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4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4.2.2 Systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps continu de
type Roesser

Un systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps continu de type
Rosser est décrit par [16]

D} x"(11, 1) x"(t1, 1)
) A ’ Bu(ty, ), 1.2
[D‘;‘;x”(tl,tz) [x”(tl,tz) +Bulh, &) (1.28)
h
_ X (tl) t2)
y(t, ) = C (1 1) +Du(f, 1),

ol D‘:i" représente la dérivée partielle fractionnaire par rapport ;, N; — 1 <a; < Nj,
a; €R:, N;eNpouri=1,2; x"(t, 6) eR™, xV(1;, 1) € R™2, (n = n; + ny) sont les vecteurs
d’état horizontal et vertical respectivement et u(t, t;) € R™ et y(t;, t2) € RP sont les vec-
teurs d’entrée et de sortie respectivement. A € R”*", Be R CeRP*" et D e RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.28) sont

8k1xh ik

"D (0, 1) = [ )| =x ),
atl =0

Oflklzo, 1,--N1—-1;6>0et
K
v(ky) _ o7 _ vk

x(0,0) = o (L 12) =X, (1),

atZ =0

Oflkgzo, 1---No—-1;5>0.
4.2.3 Systéemedynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre o a temps continu
de type Fornasini-Marchesini

Le systeme linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre «; et ay décrit par le second
modele de Fornasini-Marchesini [17] est

Dy 2 x(ty, 1)
y(tl’ t2)

DY A1 x(ty, ) + AaD3 x(t1, £2) + B1Dy u(ty, t2) + DY Bou(ty, 1),
Cx(tl! tZ) +Du(tl) tZ)’

ol D(txl,i représente la dérivée partielle fractionnaire par rapport ; avec N; —1 < a; < Ny,
N; €N, a; € Ry pour i =1,2; x(t1, o) € R" est le vecteur d’état, u(t, t;) € R est le vecteur
d’entrée et y(t;, ) € R” est le vecteur de sortie. A}, A, € R"*" By, B, e R, C e RP*" et
D e RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme dynamique décrit précédemment sont

k1 ,-h
h(k
X0, 1) = — (1, 12) =x0( (1),
o’ £=0
-

ouk;=0,1,---N1—-1;t,=0, et

kzl/

xV(4,0) =

k
(1, tz)] =xg( (1),

k>
ot £=0

2

ouky;=0,1---No,—1; 1 =0.

12



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4.3 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels hybride

Dans cette partie, nous allons présenter les différents types de systemes dynamiques
linéaires bidimensionnels a temps continu-discret, connu aussi sous le terme systémes
dynamiques linéaires bidimensionnels hybrides. Dans ce type de systeme, la variable
continue est représenté par ¢ € R, tandis que la variable discrete est notée pari € Z;, =N.

4.3.1 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type
Roesser

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type Roes-
ser est défini par les équations suivantes [12]

"t i) xh(t, i)
xV(t,i+1) xV(t,1)
y(t,i) = Cx(t,i)+Dul(s i),

+Bu(t, i), (1.29)

pour t € R,,i € N avec Mt i) = %(t, D). x"(t,i) e R™ et xV(t,i) € R, avec n = ny + n,
sont les vecteurs d’état horizontal et vertical respectivement. u(t,i) € R™ et y(t,i) € RP
sont les vecteurs d’entrée et de sortie respectivement. A € R”*", B € R, C € RP*" et
D e RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.29) sont

x"0,i)eR™ pour ieN,
xV(t,00eR™ pour teR;.

4.3.2 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu-discret
d’ordre «
Le systeme suivant [12]

D% (t,i+1) = Agx(t,i)+A;x(t,i+1)+Bu(t,i), (1.30)
y(t, i) = Cx(t,1)+Dul(t,i),

est dit systeme dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu-discret
oul0<a<l,teRy, ieNetx(ti)eR" u(ti)eR™, y(t,i) € RP sont, respectivement, le
vecteur d’état, d’entrée et de sortie. Ay, A; € R, Be R"*™ C e RP*" et D € RP*"™,

Les états x(t,0) € R” pour tout ¢ € R, et x(0,7) € R"” pour tout i € N représentent les
conditions initiales. Notons que la dérivation fractionnaire de I’équation (1.30) est définie
au sens de Caputo (formule (1.20)).

4.3.3 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu-discret
d’ordre a et

Soit le systtme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par les équa-
tions suivantes [10]

D%x (¢, 1) An xi (8, 1) + Arp x2(¢, 1) + By u(e, 1), (1.31)

Aﬁxg(t, i+1) = Ap1x1(8,0)+Axx2(8,1) +Boult, i), (1.32)

ou D% avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x1 (¢, i)
par rapporta ¢ € R, (formule (1.20)). AP avec 0 <P < 1, est la différence fractionnaire dis-
crete de la fonction x, (¢, i) par rapport i € Z,. (définition (3.9)). x; (¢,1) € R™, x(t, 1) € R"2,
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5. CONCLUSION

(n=n; + ny) sont les vecteurs d’états, u(z,i) € R™ et y(t, i) € R” sont, respectivement, les
vecteurs d’entrée et de sortie respectivement. A1, Az1, A2z, Aj2, B; et By sont des matrices
réelles de dimensions appropriées.

La condition initiale associée au systeme (2.19) est

xl(t()vi) :xl(oy l)) i€Z+) (133)
et la condition initiale associée au systeme (2.20) est

X2(t,ip) = x2(£,0), teR;. (1.34)

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions sur les fonctions spéciales.
Les différentes définitions de quelques dérivées fractionnaires avec leur propriétés sont,
également, présentées. En dernier, des généralités sur les différents types de systemes
dynamiques bidimensionnels sont présentées.
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Chapitre 2

Solvabilité d’'un systeme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Nous présenterons dans ce chapitre un sujet qui a connu un grand développement
lequel est la solvabilité d'un systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride
introduit par T. Kaczorek [11]. Ces systemes ont fait I'objet de nombreuses recherches,
cela vient du fait que plusieurs phénomeénes liés a la technologie digitale, le traitement
d’image, 1’électronique, la robotique, la géophysique, peuvent étre représentés a travers
la théorie des systemes dynamiques bidimensionnels.

Il est a noter que la solvabilité est traité via une nouvelle transformation, dite trans-
formation de Sumudu, vu ses nombreuses avantages. Elle sera étayée dans la section qui
suit.

2 Transformation de Sumudu unidimensionnel continue et
discrete

Cette section a pour objective de présenter les définitions et les différentes propriétés
d’une nouvelle transformation, dite transformée de Sumudu, a la fois dans un cas conti-
nue et discret.

2.1 Transformation de Sumudu unidimensionnelle continue

Considérons I'ensemble des fonctions «/ donnée par

1t .
o = {g(t)/HM, 11, T2 >0, [g()] <Me', site (-1)7 x [O,oo[}.

2.1.1 Transformée de Sumudu directe

Définition 2.1 [2, 3, 19] La transformée de Sumudu d’une fonction g € of réelle et continue
est donnée par Uexpression suivante

G(v)

ZLgD]1(v),

01 _
f —eTtg(t)dt, ve(-11,T2), Re(v)>0.
0o VU
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2. TRANSFORMATION DE SUMUDU UNIDIMENSIONNEL CONTINUE ET DISCRETE

Théoreme 2.2 [2, 3, 19] Si g € o/, alors, g admet la transformée de Sumudu continue
gDl (v) :f e 'glvdt, ve(-11,T2), Re(v)>0. 2.1)
0

Exemple 2.3 Considérons la fonction g définie sur]0,+oo] par
a

I(a+1)

g = , acRl.

Calculons sa transformée de Sumudu. Nous avons

©1
ZLg(1)](v) f —ev g(ndt,
0 14

1 0 —t
_— t? v dt,
vila+ l)fo ¢

en utilisant une intégration par partie a fois, nous obtenons

ZLlgl(v) = v4

Ainsi,
a

(v)=v4 acR}.

7 I({a+1)

2.1.2 Transformée de Sumudu inverse

Définition 2.4 (2, 3, 19] La transformée de Sumudu inverse de l'image G(v) est la fonction
g(1t) définie par

gty = LTG0,
1 [Ytio (l)dv
= — e"'Gl—| —. 2.2)
2nj Jy-joo v) v

1
Exemple 2.5 Soit la transformée de Sumudu G(v) = — avec v € C*. Cherchons la fonction
v

g(1).
En utilisant la formule de la transformée de Sumudu inverse (2.2), il découle,

g = LHGWIW,
- L Y+]ooe”tG(l) ﬂ,
2nj Jy-joo v) v
1 Y+joo
= — e’ du.
2nj Jy-joo

En dernier, en utilisant les résultats de [20], nous obtenons

f(O=38(1).
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2. TRANSFORMATION DE SUMUDU UNIDIMENSIONNEL CONTINUE ET DISCRETE

2.1.3 Quelques propriétés de la transformée de Sumudu

Proposition 2.6 (2, 3] Pour toutes fonctions f et g de of admettent des transformées de
Sumudu F et G respectivement, et pour tous deux réels a et b, nous avons les propriétés
suivantes

A) Linéarité:
FLlaf(t)+bg(H)](v)=aF(v)+bG(v). (2.3)

B) Dérivation:

n-1
LFP0] W) =v"Ew) - Y. v P . (2.4)
k=0 =0

En particulier, pour n =1, nous avons
. 1 1
Lf (t)](v):;F(v)—;f(O). (2.5)

C) Produit de convolution : La transformée de Sumudu du produit de convolution
entre f et g définit par

t
(f*g)(t):fo fMglt—Tdr, (2.6)
est donnée par
Z(f*®@®)] () =vF{©)G). 2.7

Preuve. Soient a et b deux constantes réelles quelconques et soient f(#) et g(t) deux fonc-
tions continues de < dont les transformées de Sumudu, respectivement, F(v) et G(v).

A) Linéarité: Nous avons

1 [*° -
FLlaf(t)+bg(H)l(v) ;fo evlaf(t)+bg(nldt,

v
= aFw)+bG(v).

= ﬁf e_th(t)+2f e7 g(ndt,
0 vlo

Ainsi, la propriété (2.3) est vérifiée

B) Dérivation : Pour démontrer la propriété (2.4), nous allons procéder par une dé-
monstration par récurrence.

En effet, pour n =1, nous trouvons

1-1
W] = vFw -3 0 P

k=0 t=0

1 1
;F(U) - ;f(o),

Comme la propriété (2.4) est vérifiée pour n = 1, alors, nous supposons qu’elle est
vraie jusqu’a 'ordre n et nous démontrons que reste vrai jusqu’a l'ordre n + 1.
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2. TRANSFORMATION DE SUMUDU UNIDIMENSIONNEL CONTINUE ET DISCRETE

Nous avons

2 wlw = 2| 0w,

R4 [f(”)(t)] (v) _f(n) (0)

v

F(v) & fR(0)
gl A

Et donc, la propriété (2.4) est vraie quelque soit n € N*.
C) Produit de convolution : Nous avons

1 [ -
—f ev (fxg)(ndt,
v Jo

1 foo -t
— ev
v Jo

Appliquons le changement variable y = £ — 1. Ainsi,

L(fxg )] ()

dt.

t
fo fmglt-1)dr

1 [ - ro
L] W = (;.[o eTf(T)dT)(fo eTg(y)dy).

En utilisant I'extension valide de la limite supérieure des intégrales a ¢ — oo, nous

obtenons,
1 [ - o
L") [}
vJo 0

vE(v) G(v).

L] ()

Et donc, la propriété (2.6) est vérifiée.

Remarque 2.7 [3] Soit g € o/ une fonction dont sa transformée de Laplace est £|g] et sa
transformée de Sumudu est #[g]. La transformée de Sumudu de g(t) est donnée par

1 1
Lg(D1(w) = ;if[g(t)] (;) (2.8)

2.1.4 Transformée de Sumudu fractionnaire

Définition 2.8 [4] La transformée de Sumudu de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
d’une fonction f € o/ de classe €' est donnée par

) (2.9
=0

n-1
7 [DF 0] W =v s [fw] - Y. P
k=0

oun—-l<a<navecneN* et f(k) (1) ’ - est la dérivée d'ordre k de la fonction f(t) au point
r=0. )

Exemple 2.9 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o, 0 < a < 1, au sens de Caputo de
la fonction d de Dirac.
Nous avons

n-1
v LB - Y v R (1)
k=0

S [D*8(0)] (v)

)

t=0

— v—(x—l.
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2. TRANSFORMATION DE SUMUDU UNIDIMENSIONNEL CONTINUE ET DISCRETE

Remarque 2.10 [14] Soit f une fonction définie sur o telle que Yn € N : f"(f) =0

Ainsi, -
FDf(O] ()= v L [f(D] (v). (2.10)

2.2 Transformation de Sumudu unidimensionnelle discrete

2.2.1 Définitions

Définition 2.11 [8] Soitx : N — C une fonction. La transformée de Sumudu discrete, notée
par %, d’'une fonction x[n] réelle et discrete est donnée par l'expression suivante

1 & w \nt+l
S, =— , -1. 2.11
a [x[n]] (w) w’;)x[n](wﬂ) w# (2.11)
Exemple 2.12 Soit l'impulsion de Dirac discréte définie par
) 1 si i=0,
6[1]_{ 0 sinon.
Sa transformée de Sumudu est donnée par
1
Fal0li =—.
a[oli]] (w) 1
En effet,
1 & w i+1
S 10[i = — ) O[i ,
aBlilw = 3811
1 0+1 1 1+1
= [ s =] s+,
wlw+1
1 w 1
= — 0[0],
w[w+1] (0]
B 1
 w+l

Remarque 2.13 [8] Vu les résultats sur le rayon de convergence de la série (2.11), trois cas
peuvent se présenter

e Si0 <R <oo. Alors, la série (2.11) est convergente pour

> R, autrement, elle

w
diverge.

e SiR=0. Alors, la série (2.11) est convergente pour tout w sauf possiblement pour
w=-1.

e SiR=o00. Alors, la série (2.11) diverge partout.

2.2.2 Quelques propriétés de la transformée de Sumudu discrete

Proposition 2.14 [7, 8] Pour toutes fonctions x et y : N — C admettent des transformées de
Sumudu discrétes, et pour tout réel a, nous avons les propriétés suivantes

A) Linéarité:
Fa [+ )] (w) = Ly [x[n]] (W) + F4 [yn]] (w), (2.12)
et

Falax(n]l (w) =aSy[x[n]] (w). (2.13)
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3. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE HYBRIDE
BIDIMENSIONNEL

B) Avance:
m m—1 +1 m—k-1
Falxtn+mll @)= (=) gt @ - ¥ ik 210
k=0
C) Retard:

m=1 k+1
w )+ x[m-kl. (2.15)

w m 1
2 [x[n—m]](w):(m) S [x[n]](w)+; Z (w+1
k=0

D) Convolution :

1 & w \n+l
Fa|xexpinl] (w) = E,;)(x*y””](wﬂ) : (2.16)
= (w+1)Fx[nl] (w) Ly [ylnl] (w),
ol -
(xxy)[nl= ) x[n—m]ylm). (2.17)
m=0
Proposition 2.15 Pour tout q € N, nous avons
5l w
yd[ [l_Q]](w):m. (2.18)

Preuve. Soit g € N. L'utilisation de la formule de la transformation de Sumudu discrete du
retard (formule (2.15)), donne

] w \4q ] 19, woyitl
eyd[fs[l—m](w) = (m) yd[6[l]](w)+ai§0(m) dli —ql.
Comme
. 1 si i=q,
B[I_q]_{ 0 sinon,
et ]
yd[fs[l]](w):m,
il résulte
. w
yd[ﬁ[l—CI]](W) = W
m

3 Solvabilité d’'un systeme dynamique fractionnaire hybride
bidimensionnel

La résolution d'un systéme dynamique linéaire fractionnaire hybride bidimensionnel
par la transformation de Sumudu continue et discrete est traitée dans cette section.

20



3. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE HYBRIDE
BIDIMENSIONNEL

3.1 Préliminaires

Soit le systeme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par les équa-
tions suivantes

Do‘xl(t,i) A x (1) + A xo(t, 1) + By u(t, i), (2.19)

Aﬁxz(t, i+1) = Aoy xi(t,i)+As xo(t,0)+Boult, i), (2.20)

ou D% avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x1 (¢, i)
par rapport a t € R,. AP, avec 0 < p < 1, est la différence fractionnaire discrete de la fonc-
tion x,(t,1) par rapport i € Z,. x1(t,i) € R™, x»(¢,i) € R"2, (n = ny + ny) sont les vecteurs
d’états, u(t,i) € R™ et y(t, i) € R” sont, respectivement, les vecteurs d’entrée et de sortie.

A11, A21, Az, A12, By et By sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
La condition initiale associée au systeme (2.19) est

x1(%,1)=x1(0,1), i€Zy, 2.21)
et la condition initiale associée au systeme (2.20) est
Xo(t,ip) = x2(¢,0), teR,. (2.22)
En s’inspirant des résultats établi dans [10], il découle

Définition 3.1 Le systeme décrit par les équations (2.19) et (2.20) est dit régulier si et seule-
ment Si

Inlxm — UO‘AH —U(xAlz

detG(v, w) = w w B w k| #0, 2.23)
- A Ly, — ——Aga+ Y (1 —
w1l Xty Ty k:l( ) k (w+1)

pour un certain v e C et w € C—{-1}.
Et aussi

Proposition 3.2 Si pour un certain ve C et w € C—{-1}, detG(v, w) #0 our

Ly xn — VAN —v%Ap
Gy, w) = w w i+1 B w Ak
- A Lo, — ——App + Y (~1 (—)
w1 2 Xy T, R ,;( ) kl\w+1
Alors,
Glo,w)=Y Y Ty, v )", (2.24)
p=04=0 (w+1

ou Ty est appelée la matrice de transition. Elle est donnée par

Lixn pour p=¢g=0,
[ Al Ap B _
o 0 pour p=1, q=0,
T 4 0 0 (2.25)
pqg = our =0,g=1, '
Asy A+ ?)Inzxng p p q

Tl,OTp—l.Cl + TO,lTp,q—l pour p,q= 0, p+qg> 1,

0 pour p<Oetouqg<Oo,
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3. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE HYBRIDE
BIDIMENSIONNEL

et
00

Toq=T, + . G=2,3,--
0.4 0,1 0 (_l)q_l(g)lnzxm 9 ]

3.2 Résultats

Considérons le systeme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par
les équations suivantes

D%x; (¢, 1) Ay x1(8,0) + A1p x2(8,7) + By u(t, i), (2.26)
Aﬁxg(t, i+1) = Agl xl(t, i) +A22 .X'Z(l', i) +B2 u(t, l), 2.27)

ou D% avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x; (¢, i)
par rapport a r € R,.. AP, avec 0 < p < 1, est la différence fractionnaire discréte de la fonc-
tion x,(t,7) par rapport i € Z,. x1(t,i) € R™, x»(¢t,i) € R™, (n = n; + ny) sont les vecteurs
d’états, u(t,i) € R™ et y(t, i) € R” sont, respectivement, les vecteurs d’entrée et de sortie.
A11, A21, Az, Aj2, By et By sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

La condition initiale associée au systeme (2.26) est

xl(tOyi) :xl(or l)r i€ Z+) (228)
et la condition initiale associée au systeme (2.27) est
xg(t,io):xz(t,O), l'€|R+. (2.29)

Supposons que le systeme dynamique décrit pas les deux équations (2.26) et (2.27) est
régulier, i. e.;

(04 (04
Inlxnl_v An —V7Aqp

i+1 B
Apy Loyxny — Azz Z( ¥ s

)(L)k #0, (2.30)

w+1 w+1

pour un certain v € C et un certain w € C — {—1}.

Ainsi, la trajectoire du systéme dynamique décrit pas les deux équations (2.26) et (2.27)
par le biais des transformations de Sumudu continue et discréte est décrite par le théo-
réeme suivant.

Théoreme 3.3 Le systeme dynamique linéaire fractionnaire décrit par les équations (2.26)
et (2.27) admet comme trajectoire

. oo i T, : t oo i 1op
x1(t,1) i L f(;_ )X P+D-1B. (T, g)dT + Tpi-g=———x100,9)
,;)Z Ma(p+1) ! LT Pt ,;)qzzo P Tap+) Y
- Tpl q— 1[ o Tp’i f[ ap-1

ou I représente fonction Gamma d’Euler et'T; ; est la matrice de transition définie par la
formule (2.25).
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3. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE HYBRIDE
BIDIMENSIONNEL

Preuve. Considérons le systéeme dynamique décrit par les deux équations suivantes

Do‘xl(t, i)
APy (t,i+1)

Aq1x1(8,0) + Arp X (2, 1) + Brul(t, i), (2.31)
Ap1x1(8, 1) +Agaxo(t, 1) + Boult, i). (2.32)

D’apres la définition 3.9, I’équation (2.32) peut s’écrire sous la forme
i+1 f)
Y (-DF | K26 i+ 1= 00 = Aoy X1 (8,D) + Aoz %o (4,8) + By u(t, ),
k=0
ou encore,
i+1

X (8,0 +1) + Z(—l)k(i)xz(t, i+1—k)=An1x1(t, i) +AnoXa(t, i) + Boul(t, i).
k=1

Ainsi, le systeme dynamique décrit par les deux équations (2.31) et (2.32) devient

D% (t,1) = Anxi(t, i) +Anpxe(t,i)+Byu(t, i), (2.33)

i+1
Xo(t,i+1)+ Z (—l)k(ﬁ A1 x1(8,1) + Agox2(2,1) + Bou(t, 7). (2.34)
k=1

k)xz(t,i+ 1-k)

Supposons que les fonctions X; (v, w), X2 (v, w) et U(v, w) sont, respectivement, les
transformées de Sumudu des fonctions x; (¢, i), x2(¢,1) et u(t, i). Ainsi, 'application de la
transformation de Sumudu continue et discrete (formules (2.9) et (2.14)) aux équations
(2.33) et (2.34) donne

v % (v, w) — v X1 (0, w) = A1 Xy (v, w) + A2 Xo (v, w) + B1U (v, w),

w+1

1 i+1 ¢ ﬁ w k-1
XZ(V,w)—Exz(U,O) + ;;H) (k)(ﬁ) Xz (v, w)

= A1 X1 (v, w) + Az Xo (v, w) + BoU (v, w),

ou encore
(T sy = v* A1) X1 (v, w) — ¥ A1 Xo (v, w) = v B U (v, w) + X1 (0, w), (2.35)
w w i+1 w k
a0 ) Ly~ o A+ Y D | () et 0
w+1 w+1 =1 k|\w+1 (2.36)
w
= B,U(v,w) + X (v, 0).
+1 w+1
Lécriture matricielle des équations (2.35) et (2.36) est
Lo xn, — V¥ An - V%A1 X, (v, w)
w w i+1 % B w
- A L. xn — Aoy + -1 —_—
w1l Xty T, pq kz::l( )(k (w+1) Xo(v, w)
2.
VOB, X1 (0, w) (2.37)
= w Uy, w)+ . . .
R 1 2(v, 0)
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Comme le systéeme décrit par les deux équations (2.31) et (2.32) est régulier (formule
(2.30)), alors, I'expression (2.37) devient

Xl(l}, w) VO(Bl XI(O, LU)
:G_l(v, w) w U(v, w) +G_1(v, w) 1 (2.38)
Xa (v, B )
2(v, W) TR w+1X2(U 0)
ou,
-1
Lnyxn, — VA -v%Ap
G_l(yr w) = i+1 )
w w Pl w \k
- A L wxn, ———As+ -1 _—
w1l L R ,;( ) (k)(w+1)
ae w \4
= 2. 2 Tpq Vap( )
p=0 G=0 w+1

Ainsi, en remplacant G™! (v, w) par son expression dans I'expression (2.38), il s’en suit

(o ole o] oo O
(p+Da (_W V9 ap (W V9
ap ap
Xa (v, w) ’;)C;)Tp,qv () BUW w)+p§0;)Tp,qu 0

Afin de retrouver les expressions de x; (¢, 1) et x,(t, i), il suffit d’appliquer les transfor-
mations de Sumudu inverses continue et discrete. Pour ce faire, nous nous basons sur les
expressions présenter dans l'exemple 2.3, la proposition 2.6, 'exemple 2.12, la proposi-
tion 2.14 et en dernier la proposition 2.15.

En effet,
i/ Posons o oo
w \4
L(v, w)= Tp,q vV ——| BiUW, w).
p;)q;) P (w+1)
Ainsi,
o w \q
S L, W w) = ZTM(wH) By [v vV U, w)] (1, w),

S

8 T8
M8 1

q 1 !
_ (p+DhHa-1
OTW/(wH) Bl(F((pH)a)fo (t=o Ut wydr].

b
o
{Q

Il
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Et
“1f el N R (p+Da-1
ST I w] (i) = pZ:o(;)qu 1(—F((p+1)(x)f( -1
q
1 .
(LU+1)WU(T, W)](f,l)d'l'),
o0 00 1 t
— T B [— (p+1)(X—1
2 2 Tna 1(F((p+1)0()f0( K
x (8[e — gl u(t, ) (¢, i) dT),
_ SR T (p+1Da-1
,,Zo;) P 1(F((p+1)oof( R
X Z Oli —g—m]u(r, m)dT)
m=0

Tp,i—q ! o -
= ————— | (t-D*P*"VIBiur, g)dr.
p:qu:;’)F((X(P+1))](; (t-1) 1u(T, )dt

ii/ Posons

I (v, = T op X100, w).
2(v, w) p;o;) pqV (w+1) 100, w)
Ainsi,
-1 W w4 =11 ap
S L wltw) = Y Y Ty (=) Xi0 w) ™ [v*] (1, w),
p=0 g=0
oo 00 t-(Xp w q
= 22 Ty (er) 2O
Et
SIS v, W] (t,0) = ffT e _ W' (0 )](t )
‘ 2O T S P Tap ) (w+ a0 R
o0 00 t(xp 6
= T,;,———— (8[e—g] xx7(0,9)) (£, ),
L 2 T g O~ a0 0.0) (60
> ¥ tpor— (50
= T [l_ _m]x (Oym)))
e D ap+1) g 9 1
oo i rop
- T, ,
;;) = pi—q F( +1) 1( q)

iii/ Posons

p=0 §=0 w+1
Ainsi,
0 w \q+1
S wlEw) = Y Y Tye(——] Bos ™' [po U, )]t w),
p=0 G=0 w+1
o0 o0 w \gq+1
= T B, (-1 'U(r, wdr.
,)Z:O;) ”'q(w+1) F(O(p)f
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Et
o0 [e.0] 1 o0
S N, w) (8,0) = T, B —f (t—1)*P !
d [ 3 ] ;)6;) p.q ZF((xp) 0
q+1
WU(T, LU) (t,i)d'[',
_ [eolNe o) T | oo( )cxp—l
205" T

X(Z dli—g—1—-mlu(t, m)|dr,
m=0

Tpi q-1
p=04g=0 ((xp)

t
f (t—1*P 'Byu(t, g)dn.
0

iv/ Posons
00 00 ap w
I4(v, w) = E E Tpqv —(w+1)q“ Xy (v, 0).

Ainsi,
% wa

T [ —
2, T wrne1”

(o]
2
p=0 g=0
[e.°]
2

o0 wq (xp_l
;)Tp"(wﬂ)qﬂ p((xp)f (t=1%" xa (1, 0)d.

S HvvP X (v, 0)] (1, w),

Iy (w, w)(t, w)

b
(=)
Q

Et

S L, wil] (1, 0)

> quf(o&p)f (t—1)  xy(1, 0) dt

p=0 g=0
1 w .
xS, Wit (t,1),
oo 00 t
- Ty, f (t—1)* 1 xy(1,0)dT8[i — g,
54" Tap :
o Ty,
= 7 /(t 1P 1y (1,0)dT.
p=0 (ap)

En dernier, dei/, ii/, iii/ etiv/, la solution du systeme dynamique linéaire fractionnaire
décrit par les deux équations (2.31) et (2.32) est

ap
T,  —m8—
P Map+1)

. oo i T, : t oo i
x1(£,1) S f(t—T)"‘(”“)_lB u(t,q)dt +
22 Tap+1) A pzo;)

x100,9)

t
f (t—1)P L xy(1,0)d

OOllTplqlf
t—
(t—1) F()

x2(t)i) p=04=0
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4. CONCLUSION

Corollaire 3.4 La trajectoire du systeme dynamique linéaire bidimensionnel

0
&xl(t, 1) = Apnxi(t,i)+Apx(t,i)+Byu(t,i), (2.39)
Xo(t,i+1) = Apy1x1(t,1)+Asp x2(t,0) + By u(t, i), (2.40)

ot x1(t,1) € R™, x5(¢,i) € R"™, (n = ny + ny) sont les vecteurs d’états, u(t,i) e R™ et y(t,i) €
R” sont, respectivement, les vecteurs d’entrée et de sortie respectivement, A11, Az1, Azz, A12, By
et B, sont des matrices réelles de dimensions appropriées, avec les conditions initiales

X1(t(),i):x1(0,i), i€Z+ et x2(t)i0):x2(t)0)) t€R+'

associées aux équations (2.39) et (2.40) respectivement, est

00 t
XI(t, l) p»l q _\P
pzqubf(PJrl) (t—1) Blu(T,q)dT+l;)q;)Tpl T )xl( . q)
. ii_l—T’””"q lf (t—- 1P 'Byulr, q)dT+Z f (t—1)P xp(1,0)dT
.X'Z(t, l) p=0g=0 F(P) 0 2 F( ) 2

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler et T, 4 est la matrice de transition donnée par la
formule (2.25).

4 Conclusion

L'étude que nous avons mené dans ce chapitre concerne la résolution d'un systéme
dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire hybride par I'utilisation de la transfor-
mation de Sumudu discrete et continue. Les différentes propriétés de la transformation
de Sumudu discréete et continue existantes et d’autre que nous avons développer nous ont
aidé a la solution du systeme dynamique en question.
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Chapitre 3

Positivité d’'un systéme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Durant ces dernieres années, il a eu un intérét croissant pour les systemes bidimen-
sionnels fractionnaires qui sont sujets a des contraintes de positivité de leurs variables dy-
namiques. Ces systémes positifs doivent avoir pour des conditions initiales non-négatives,
des variables d’état non-négatives. Ces systémes ont été étudiés par plusieurs auteurs
dans [5, 10, 15, 16] et [17].

Pour ces raisons, 1'objectif de ce chapitre est d’étudier la positivité du systeme dyna-
mique linéaire bidimensionnel fractionnaire hybride traité dans le chapitre précédent.

2 Préliminaire

Dans cette section, nous allons présenter des définitions de quelques matrices parti-
culieres telles les matrices non-négatives, strictement positives et les matrices de Metzler
suivie par quelques lemmes et résultats essentiels pour déterminer les conditions de la
positivité du systéme en question.

2.1 Matrices particulieres

Soient A= (a;;) et B=(b;;) des matrices a entrées réelles.
Définition 2.1 [6] On dit que A est une matrice non-négative si

Vi=l,n,Vj=1,m: a;; = 0.

Autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives.
Une telle matrice est notée A= 0 ou A€ R,

Exemple 2.2 La matrice

S -
62 B ]
N W

est une matrice non-négative.
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2. PRELIMINAIRE

Définition 2.3 [6] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et si

Jk=1,n,3l=1,m : az; > 0.

Autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée stricte-
ment positive.
Une telle matrice est notée A > 0.

Exemple 2.4 La matrice

est une matrice positive.
Définition 2.5 [6] On dit que A est une matrice de Metzler si
Vi=l,n,Vj=1,m,i#j: a;;=0.

Autrement dit, toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives.
L'ensemble des matrices de Metzler de dimension n x n est notée .,

Exemple 2.6 La matrice

-1 2 3 0
1 0 5 4
G= 7 4 -5 3|’
2 0 6 4
est une matrice de Metzler.
2.2 Lemmes auxiliaires
Lemme 2.7 [10] Si0 < < 1. Alors,
cr=ck(P)>0 pour k=1,2,---, (3.1)
ol
ck(B) = (=DF! (2) (3.2)
avec
B 1 L pour k=0, i
= ~D--B-k+1 :
& BPB-1) k'(ﬁ ) pour k=1,2,-. (3.3)

Preuve. Pour montrer que 1'égalité (3.1) est vérifiée, nous utiliserons une démonstration
par récurrence.
En effet, la relation (3.1) est vérifiée pour k =1, car, de (3.2) et de (3.3), nous obtenons

!

1.
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3. CONDITIONS DE POSITIVITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE
BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

Supposons que I'hypothese (3.1) est vraie jusqu’al’ordre k, et démontrons qu’elle reste
vraie pour l'ordre k + 1.
De (3.2) et (3.3), il découle,

Cs1() (—1)’C(kﬁl)

(kBB DBkt (kP

kl(k+1)
_ k—-p
_ pk1(B
(=D (k k+1
k—p
= >0
Ckk+1
puisque ¢ > 0 pour k > 1.
En donc
¢k = cr(P) >0,
pourtout0O<f<letpourtoutk=1,2,---. m

Lemme 2.8 [10] Si0 <P <1 etsiAy € RY2*™, Ay e RT2*"2. Alors,
Toq€RY™ pour g=2,3,---. (3.4)
Preuve. De la proposition 3.2, nous avons

00
—_T9 -
Tqu_T0’1+ 0 (_l)q_l(ﬁ)lnzxnz ’ q_z’ 3, '

Ainsi, du lemme 2.7, nous obtenons

q
+

0 0
0,g=
T71A21 Az +InxmC1

0 0
0 InxnyCq

nxn
eRy™T,

pour g=2,3,---, puisque ¢y >0si k=1,2,---. m

3 Conditions de positivité d’'un systeme dynamique frac-
tionnaire bidimensionnel hybride

Soit le systeme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par les équa-
tions suivantes

D%x; (¢, 1) Ay x1(8,0) + A1p x2(8, 1) + By u(t, 1), 3.5)
AﬁXQ(l', i+1) = Agl xl(t, i) +A22 Xg(l', i) +B2 u(t, l), (3.6)

ou D% avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x1 (¢, i)
par rapport a r € R,. AP, avec 0 < B <1, est la différence fractionnaire discrete de la fonc-
tion x,(t,1) par rapport i € Z,. x(t,i) € R™, x»(¢,1) € R™, (n = ny + ny) sont les vecteurs
d’états, u(t,i) € R™ et y(t, i) € R” sont, respectivement, les vecteurs d’entrée et de sortie.
Aq1, A21, Az, Aj2, By et By sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
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La condition initiale associée au systeme (3.5) est
x1(fo,1) =x1(0,7), 1€Z4, (3.7)
et la condition initiale associée au systeme (3.6) est
X2(t,10) = x2(2,0), teR;. (3.8)

Définition 3.1 [10] Le systeme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par
les équations (3.5) et (3.6) est dit internement positif si et seulement si
o les états x; et xo sont positifs, i.e.; x1(t,i) € IRT, Xo(t,0) € [R{fz pourtousteR,,i€Z,;
o les conditions initiales sont positifs, i.e.; x(0,1) € R} pour touti € 7, et x,(t,0) € R
pour toutt € Ry, ;
o l'entrée est positive, i.e.; u(t,i) € R pour tousteR;,ie€Z,.

Le théoreme suivant montre les conditions nécessaires pour que le systeme dyna-
mique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par les équations (3.5) et (3.6) soit
positif.

Théoreme 3.2 [10] Le systeme dynamique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par
les équations (3.5) et (3.6) est dit internement positif si et seulement si

ny X n;: naoxn
Ay € My, ApeR!, Ay eRPATT,
Ap €RZ ™2 Bl eRM e R, (3.9)
XN XN Xm
C, e RP*™, C, e RP*™, DeRP*™,

ou M, représente l'ensemble de des matrices de Metzler de taille n x n.

Preuve. D’apres ’équation (3.5) et la définition 3.1, nous obtenons [10]

D%x1(2,0) =A11x1(2,0) + A2 x2 () + Byu(t,0), (3.10)
et ,
xl(t,0)=¢o(t)xl(0)+f P(t—T1)[A12x2(T) + Bru(t,0)]dT, (3.11)
0
ou .
o AL pha
Do)=Y —L 12
o(®) ,;Of(kaﬂ) (8.12)
et

00 AIICI t(k+1)0(—1
d(1) = _ 3.13
() kz:;’) IT(k+1)a] ( )
Dans [10], l'auteur a montré que Py (1) € R7 ™ et &(¢) € RY* ™™ pour ¢ > 0 si et seule-
ment si Aj; est une matrice de Metzler.
Comme
APxy (1,0 +1) = Agy X1 (1, £) + Agp Xo (£, 8) + By ult, i),

est équivalente a
i+1

X(t,i+ 1)+ Z(—l)k(i)xz(l‘, i+ 1-k)=Anx1(t,0) +Azx2(t, i) + Baul(t, i),
k=1
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alors, pour i =0, nous obtenons
X2(2,1) = A21x1(2,0) + (A22 + Iy xpp €1) X2(2) + Bou(t, 0). (3.14)

Une substitution de (3.11) en (3.14) donne

t
X2(t,1) =A21‘Po(t)x1(0)+A21f0 D(t—1)[A12X2(7) + Bru(t,0)]dt (3.15)

+ (Ag2 + 1, xn, €1) X2(2) + Bau(t,0).

De la définition 3.1 et I'équation (3.15), il s’ensuit que x,(z,1) € R'? si et seulement si
A1) € My, Aoy R Agy e R By e RYV™ By e R et u(t,0) € R™ pour ¢ = 0.
De méme, nous obtenons

D% (t,1) =Anxi (¢, 1) + Apaxo(t, 1) + Bru(t, 1) (3.16)

et

t
x1(2,1) =Py (£)x1(0,1) +f P(t - 1) [Ar2x2(T, 1) + Bru(t, Dl dt (3.17)
0

De (3.17), il s’'ensuit que x;(t,1) € lR{f1 pour ¢ = 0 si et seulement si Aj; € 4, puisque
x1(0,1) e R et x2(¢,1) € RY? pour £ = 0.

En reprenant la méme procédure, nous pouvons conclure que le systéme dynamique
linéaire fractionnaire bidimensionnel hybride est positif décrit par les équations (3.5) et
(3.6) si et seulement si les conditions (3.9) sont remplies. m

4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des principaux notions et résultats sur la
positivité d'un systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride.
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Conclusion

L objectif principal de ce travail est I'’étude de la solvabilité et de la positivité d'un sys-
teme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride.

Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats préliminaires sur cer-
taines fonctions spéciales, sur la dérivation et I'intégration fractionnaire pour des fonc-
tions dépendant d'une variable continue ou discrete et, en dernier, sur les différents types
de systemes dynamiques bidimensionnels.

Ensuite, nous avons présenté quelques notions sur la transformée de Sumudu uni-
dimensionnelle continue et discrete suivie par leurs propriétés existantes et d’autres que
nous avons développé. Cette nouvelle transformation a été utilisée pour la résolution d'un
systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride en raison de ses larges utilisa-
tions dans divers domaines au cours de ces dernieres années.

En dernier, des conditions assurant la positivité du systeme dynamique fractionnaire
bidimensionnel hybride ont été présentées et discutées.

Dans un futur proche, nous espérons étudier la positivité et la solvabilité des autres

types de systemes dynamiques fractionnaires bidimensionnels présentés dans le premier
chapitre de ce manuscrit.
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Solvabilité et positivité d'un systeme dynamique fractionnaire
bidimensionnel hybride

Résumé: Lobjectif principal de ce travail est I’étude de la solvabilité et de la positivité
d’'un systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride.

La solvabilité a été traitée par le biais de la transformation de Sumudu continue et
discrete lesquelles ont été rappelées suivies par leurs propriétés existantes et d’autres que
nous avons développé.

Ensuite, nous avons présenté quelques notions et outils essentiels sur la théorie des
matrices. Ces résultats nous ont permis de déterminer les conditions assurant la positivité
du systeme dynamique en question.

Dans un futur proche, nous espérons étudier la positivité et la solvabilité des autres
types de systemes dynamiques fractionnaires bidimensionnels.

Mots-Clés. Dérivation fractionnaire, Intégration fractionnaire, Positivité, Solvabilité, Sys-
teme dynamique linéaire bidimensionnel hybride, Transformée de Sumudu.

Solvability and positivity of a hybrid two-dimensional fractional
dynamical system

Abstract: The present work focuses on the resolution and the positivity of two-dimensional
fractional hybrid linear dynamical system.

The resolution of the dynamical system has been done through continuous and dis-
crete Sumudu transformations that have been defined and recalled followed by their exis-
ting properties and others that we have developed.

Then, we have presented some main concepts and tools on matrix theory. These re-
sults allowed us to establish the conditions for the positivity of our dynamical system.

In the future, we plan to solve and to study the positivity of the different types of two-
dimensional fractional dynamical systems.

Keywords. Fractional derivative, Fractional integral, Positivity, Solvability, Two-dimensional
hybrid linear dynamical system, Sumudu transform.
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