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RESUME

L’objet du travail de cette these est de déterminer des conditions suffisantes de régularité (les
solutions doivent étre suffisamment différentiables, au moins pour que I’équation ait un sens)
des solutions faibles des équations de Boussinesq, qui décrivent les mouvements d’un fluide
visqueux homogene incompressible soumis a une source de chaleur. Afin de rendre cette étude
plus complete, nous avons décidé de travailler dans un espace de dimension trois.
L’équation de Boussinesq est I'un des sujets importants pour les recherches en sciences non
linéaires [75]. Une immense littérature est consacrée a I’équation de Boussinesq (voir par-
exemple [48], [49] 51} (2] (4, 56, 57, B8, [72, 65, 66, 67, 81] et les références qui y figurent).
Cette littérature trouve son origine dans l'article de N. Ishimura and H. Morimoto [72], ou
les auteurs ont introduit une classe particuliere de solutions faibles qui vérifient I'inégalité
d’énergie et qui ont donc un intérét particulier d’un point de vue physique.

Dans un chapitre introductif, on rappelle les propriétés des espaces fonctionnels utilisés dans
ces travaux, tels que les espaces de Besov d’indices négatifs, utilisés en particulier dans le
contexte des espaces invariants par changement d’échelle pour les équations de Boussinesq.
Les travaux décrits dans le premier chapitre consistent a généraliser a la Boussinesq les criteres
de régularité de type Serrin valables pour les équations de Navier-Stokes seules, portant sur

une des dérivées de la pression 7
A (o3 7
Osm e LY0,T; L*(R?)) avec — 4 — = et 7<)\§oo.

Les résultats antérieurs concernant les conditions suffisantes de régularité des solutions faibles
a la Leray des solutions de Boussinesq incompressibles et des équations de Navier-Stokes
incompressibles en 3D sont tres soigneusement cités. Le résultat principal obtenu par le
théoreme contient en particulier le résultat avec ¢ = 0. La condition suffisante obtenue
est

dt —+—-=- et —<A<o00.
T+l + [0 00" =% g TATy g sas

/T |05 (-, 1)[|%, 2 3 7 12
0



Dans le second chapitre, on a établi des criteres de régularité des solutions faibles exprimés en
termes de champ de vitesse du fluide u, en étendant les résultats antérieurs de Gala-Ragusa
restreints au cas # = 0. Il s’agit précisément de montrer que les solutions faibles a la Leray

de Boussinesq incompressibles sont régulieres sous 1’hypothese que

R
/ = dt<oo avec 0<r<1
0 ln(e+ ||U’(7t)||37T )
ou
lu(- )| 1 << 1.

L%°(0,T;B g o0 (R?))



INTRODUCTION

Nous étudions ici un systeme d’équations aux dérivées partielles non linéaires qui décrit le
mouvement d’'un fluide visqueux incompressible homogene soumis a une température ¢. Mais
pour envisager le probleme en termes mathématiques d’aujourd’hui, il fallait attendre les
années quatre vingt-dix quand N. Ishimura et H. Morimoto ont publié leur célebre mémoire
[72] sur ce sujet, qui a été le point de départ des recherches sur les équations de Boussinesq
dans le cadre des mathématiques actuelles. Parmi la littérature parue depuis lors sur les
équations de Boussinesq, tres vaste aujourd’hui, une place de premier ordre revient au travail
de H. Morimoto et N. Ishimura [72] (1999). En introduisant une classe de solutions faibles
pour les équations de Boussinesq, H. Morimoto et N. Ishimura ont démontré ’existence d'une
solution faible des équations de Boussinesq dans l'intervalle de temps [0, 7] donné avec T' > 0
quelconque. Quant au probleme d’unicité, il n’est, a notre connaisance, résolu que pour les
équations de Boussinesq en dimension 2 (voir [48], 50} [72]).

Une particule de fluide chauffée a la base devient plus légere du fait de sa dilatation ther-
mique et remonte sous 'action de la poussée d’Archimede. Arrivé au sommet de la couche,
le fluide échange sa chaleur, se refroidit et s’alourdit. Il redescend alors et crée un transfert
retour de chaleur. Le changement de température d'un fluide influe en effet sur sa masse
volumique, qui se trouve modifiée par rapport a la masse volumique du fluide environnant.
De tels déplacements s’appellent des mouvements de convection. Ils sont a l’origine de cer-
tains phénomenes océanographiques (courants marins), météorologiques (orages), géologiques
(remontées de magma) par exemple.

La premiere approche physique a été mise en place par Henri Bénard, avec 1’étude de la
convection dans une couche de fluide soumise a un gradient de température vertical. Ces
expériences sont connues sous le nom de cellules de Bénard. On distingue deux grands types
de convection : la convection naturelle ou le mouvement du fluide porteur de chaleur se met
en place spontanément en raison d’anomalie de masse volumique d’origine thermique et la

convection forcée ou le mouvement du fluide est provoqué par un agent extérieur.



Dans cette étude, on s’est intéressé essentiellement a la régularité des solutions faibles pour

les équations de Boussinesq incompressibles dans I'espace R? tout entier, qui s’écrivent :

A — Au+ (u-Vu+Vr =07¢s,
00 — A0+ (u- V)0 =0, (0.0.1)
V.-u=0.
On désigne par u = u(x,t) : R* x R — R3 le champ de vitesse au point (z,t), par
0 = 0(z,t) : R® x R — R la température du fluide, par 7 = 7(z,t) : R¥* x R* — R la

7

pression hydrodynamique. ey = (0,0, 1)T. Ici, et dans la suite, le symbole ” -7 entre deux

quantités vectorielles désigne le produit scalaire, ¢’est-a-dire, on a, pour a,b € R3 :

3
a-b= Z (Izbz
i=1

Ce modele connu depuis longtemps a été tres étudié par de nombreux physiciens et numériciens
depuis une dizaine d’années (voir par exemple [75]).

Lorsqu’on étudie les solutions faibles de (les dérivations sont alors prises au sens des
distributions), on remplace le terme (u - V)u par V - (u ® u) : lorsque u est une fonction
réguliere, on a

Vi(ueu)=(V-wu+ (u-V)u

de sorte que la condition de divergence nulle V - u = 0 assure 1'égalité
V-(u®u)=(u-V)u,

car si u est irréguliere il est souvent plus facile de définir V - (u ® u) que (u - V)u.

Avant d’aller plus avant dans ce travail, signalons que I’équation 1 représente en effet
la loi de la conservation de la quantité de mouvement, 2 est I’équation d’induction et
3 spécifie la conservation de la masse. Ici, homogene signifie que toutes les parties du
fluide ont les mémes propriétés matérielles.

Le modele est donc constitué des équations de Navier-Stokes auxquelles on ajoute les lois de
I’électromagnétisme. On prend donc en compte 'influence de 6 dans la conservation de quan-
tité de mouvement. Pour compléter le probleme, on aura besoin de se donner des conditions
initiales

u(z,0) =ug(z) et 0(x,0)=0y(x).



Malgré la simplicité apparente de ces équations, leur étude mathématique est loin d’étre
totalement achevée. Si en dimension 2 on dispose d'une bonne théorie d’existence et d’unicité
de solutions régulieres, le cas de la dimension 3 reste essentiellement ouvert, et de nombreuses
choses restent a comprendre.

Outre leurs applications physiques, les équations de Boussinesq sont aussi mathématiquement
importantes. Des questions mathématiques fondamentales telles que la régularité globale de
leurs solutions ont généré une recherche approfondie et de nombreux résultats intéressants
ont été obtenus (voir, par exemple [51, 52 53], 54], 55] (6L (7, (8| (9, 65, 66, 67, 81 et les
références qui y figurent).

Dans cette étude, on introduit des techniques d’analyse harmonique réelle permettant d’étudier
de telles équations. Pour atteindre des résultats sur la régularité des solutions des équations
de Boussinesq, de nouvelles techniques ont été nécessaires, ce qui constitue un lien étroit
entre cette étude et la théorie mathématique bien connue en mécanique des fluides.

Avant d’entamer I’étude mathématique de ce systeme, discutons un instant des inconnues
(vitesse, champ magnétique et pression). En prenant la divergence de la premiere équation
dans , on s’apercoit en effet sans peine que la pression est reliée au champ de vitesse

et a la température du fluide par la formule :

3

ij=1

Cette équation peut étre résolue par exemple de la maniere suivante. On remarque que

du fait de I'incompressibilité. Des lors ((0.0.2]) peut s’écrire aussi
3 3
—AVnr = Z (?ZGJV(uqu) - 83V9 = Z (ZGJ(UZVUJ -+ UJVU,J - 83V9,
i,j=1 tj=1

3
Vr o= Y RR[(wVuy + u;Vu;) — RsRO,

ij=1

1
ot Rj = —id; (—A) "2 (1 < j < 3eti? =—1) étant les transformations de Riesz classiques.

Une fois le champ de vitesse u et la température du fluide 6 obtenus, la pression se retrouvera



par I’équation . Du point de vue mathématique, la présence de ce terme non linéaire
introduit une difficulté dans I’étude des équations puisque la partie non linéaire n’est
continue dans aucun un espace fonctionnel raisonnable.

Le probléme montre que l'unicité et la stabilité des solutions (qui sont des propriétés im-
portantes pour la pertinence physique du modele) sont étroitement liées a la régularité. Une
question fondamentale, proposée comme probleme du millénaire par la fondation Clay, est
donc de savoir s’il existe des solutions globales régulieres ou si on peut au contraire trouver
des solutions qui présentent des singularités en temps fini. Il n’est pas question ici de décrire
de facon exhaustive la littérature consacrée a ce domaine de recherche trés actif, mais juste
de mentionner les différentes approches du probleme, et quelques résultats marquants.

Une approche mathématique courante pour étudier (ou d’autres types de problemes

aux EDP) est composée des étapes suivantes :

a) Définition de la formulation faible ;
b) Recherche d'une solution faible (questions de l'existence et de 1'unicité) ;
c) Etude de la régularité des solutions faibles.

On ne sait pas encore si des solutions de ce systeme ((0.0.1)) peuvent développer des singularités
en temps fini méme si (ug, 0p) est suffisamment réguliere. Ce travail présente de nouveaux
criteres de régularité dans lesquels la régularité de la solution est préservée a tout moment.
Pour les équations de Navier-Stokes en trois dimensions (6 = 0), le probleme de la régularité
globale a fait 'objet d’une étude approfondie et de nombreux criteres de régularité importants
ont été établis (voir, par exemple [2 B, 4], 5, [70, [7, [71), O, 10, 1T, 2] 13, 15 18, 24) 27, 28,
29, [34], 35, [36]). Certains de ces critéres peuvent étre étendus aux équations de Boussinesq
en faisant des hypotheéses sur u et 6 (voir, par exemple [55]). En réalisant le role dominant
joué par le champ de vitesse dans la question de la régularité, Jia et al. [59] ont pu déduire

des criteres uniquement en termes de champ de vitesse u. Ils ont montré que, si u satisfait

2 3
u € LP(0,T; B (R?)) ot =+— = 1+s,

<p<oo et =1 <s<1avee (p,s o0, 1).
ot s <PS < (p,s) # (00, 1)

alors la solution (u,6) est réguliere sur [0, 7).
Dans le premier chapitre, nous nous sommes concentrés sur 1’étude de la régularité des so-

lutions faibles logarithmiquement améliorée pour I’équation ((0.0.1]), établie en fonction de



la dérivée directionnelle de la pression. Cependant, le probleme de la régularité globale des
solutions faibles des équations de Boussinesq avec une donnée initiale reste toujours non
résolu puisque le systeme inclut les équations de Navier-Stokes (le cas § = 0). Par
conséquent, il est intéressant de noter que la régularité d’une solution faible pour les équations
de Boussinesq ou les équations de Navier-Stokes peut étre obtenue sous certaines conditions
supplémentaires, et au cours des dernieres années, différents criteres de régularité des so-
lutions faibles ont été proposés. Quant aux équations de Navier-Stokes, les conditions bien
connues de Prodi-Serrin (voir, par exemple [36] [37, 38, 40, [76] et les références qui y figurent)
montrent que toute solution faible

2 3
u€ LP0,T; LAR?) ot =+ =<1, 3<g<o0 et 2<p<oo,
p q

est réguliere sur R3 x [0, T']. Beirdo da Veiga [4] a établi un critere de régularité de type Serrin

en imposant une condition sur le gradient du champ de vitesse, c’est-a-dire,

2 3
Vu € LP(0,T; LY(R%*) ot = +=-<2, =<g<oo etl<p<oo.
p g

DO | W

Une autre direction a été prise par Beirao da Veiga [3], Berselli et Galdi [70], Gala [54] et Zhou
[44], [45], consistant & établir des criteres de régularité sur la pression 7. Plus précisément, ils
ont montré que si la pression 7 satisfait :

2 3 3
m € LP(0,T; LYR?) on ~+ =<2 et §§q§oo,
P 4q

ou

2
Vr € LP(0,T; LY(R?)) ou —+§§3 et 1<q<oo,
P q

alors la solution faible u des équations de Navier-Stokes est réguliere sur R* x [0,7T]. Des
résultats marquants dans cette direction ont eté obtenus par Gala, et améliorés par Guo et
Gala [21], 22] (voir aussi [25]). Ils ont établi un critere de régularité de type logarithmique
des solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes via la pression, plus précisément, ils

ont prouvé que si
2
7 (-, $)II" -

T
—— ds < o0,
/0 L+ 1In(1+||7(-,s) )

I|. -1
Boo,oo




ceci implique que la solution faible u est réguliere sur R? x [0, T]. Dans [10], Cao et Titi
ont établi un critere de régularité pour les équations de Navier-Stokes uniquement en termes
d’une dérivée directionnelle de la pression, plus précisément, ils ont prouvé que si

2 3 20 21
Osm € LP(0,T; LY(R?))  avec 5+a<7, 7> 16 et p>1,

alors la solution faible correspondante u est réguliere jusqu’au temps 7. Des criteres de
régularité semblables pour les équations de Boussinesq impliquant soit le champ de vitesse,
soit la pression hydrodynamique ont été établis par un certain nombre de chercheurs (voir,
par exemple, [T7, 78] [79] et les références qui y figurent). Dans [51], Dong et al. ont établi deux
criteres de régularité en termes d’une dérivée directionnelle de u et d’une dérivée directionnelle
de la pression, plus précisément, ils ont monté que si
Osu € LP(0,T; LY(R?)) avec % + g <1 et qg>3,
ou
2 3 7 12

Osm € LP(0,T; LY(R?))  avec p + i et — <4 < 0. (0.0.3)

alors la solution faible correspondante (u,#) des équations de Boussinesq est réguliere sur
R? x [0, T]. Plus récemment, Jia et al. [59], ont améliorées (0.0.3) au cas ot
N 2 3 3
Osm € LP(0,T; LY(R°)) avec —+—<2 et 5 <4 < 0. (0.0.4)
p g
Dans ce premier chapitre, on a montré que, si la dérivée directionnelle 037 de la pression

satisfait a la condition logarithmique de type Serrin :

T 10sm(s)lgn 2 3 7 12
ds <oo avec —+—=- et — <A< o0,
/ T In(1+ 00, 5) [0 A R A

alors la solution (u, #) est réguliere sur R3 x [0, T]. La démonstration repose essentiellement
sur des estimations a priori, obtenues a partir des hypotheses faites sur les conditions initiales,
sur le lemme de Gronwall de type logarithmique et les inégalités d’interpolations. Comparé
aux résultats des équations de Navier-Stokes (6 = 0), il y a une correction logarithmique
impliquant la température 6 dans le dénominateur. Ceci est une extension des résultats

précédents de type Serrin :

7 12
Osm € LY(0,T; LMNR?))  avec =+ = = 1 et — < A < oo.



Dans le second chapitre, on a établi des criteres de régularité des solutions faibles au sens
de Leray basé sur la vitesse du fluide dans les espaces de Besov B;joo homogenes (voir la
définition dans le texte). Nous montrerons que la solution (u, §) est réguliere jusqu’a un temps

T > 0, pourvu que

2

P 1 st
> dt < oo
/ Ine + Jult, )l ,— )

pour un certain 0 < r < 1 ou

Ce résultat améliore certains travaux antérieurs. C’est une généralisation et complément au
résultat établi dans [19] pour les équations de Navier-Stokes.

Ces chapitres se terminent par une section illustrant des perspectives, ainsi que quelques
pistes pour des recherches futures.

Les résultats qui composent cette these ont fait 'objet des publications suivantes :

1. Logarithmical reqularity criterion of the three-dimensional Boussinesq equations in
terms of the pressure, avec S. Gala, Z. Guo et M. A. Ragusa, paru dans Z. Angew.
Math. Phys. 67, 67-120, 2016.

2. Logarithmically improved regularity criteria for the Boussinesq equations, avec S. Gala

et M.A. Ragusa, paru dans AIMS Mathematics, 2 (2) : 336-347, 2017.
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REMARQUES SUR LES NOTATIONS

Nous utiliserons, tout au long de ce travail, les notations suivantes :
» C5°(R?) : 'ensemble des fonctions infiniment dérivables & support compact.
» S'(R?) : I'espace des distributionns tempérées.
» B(z, R) : boule ouverte de centre z et de rayon R.
> 8;-% : dérivée partielle k¢ de u par rapport a z;,
8;% = % et 0; = 8}.

» u; : dérivée partielle de u par rapport a t,

ou
Uy = —.

ot

» Vu : gradient de u,

81U1 31uz 81U3
Vu = (0iu))ij=123 = | Oaur Oauz Oaus
Osuy  Osus  Osus

» V- u: divergence de u,

V - u = Oyuy + Oxug + Ozus.
» (u-V)v : terme bilinéaire qui apparait dans les équations de la MHD,
(u-V)v = u101v + usdav + u3z0sv.
» Au : Laplacien de wu,
Au =V -Vu = &u+ dau + d3u.

» (u® v) : produit tensoriel entre u = (u1, ug, uz) et v = (v, va, v3),

U1V1 UV1 U3V
URQV = U1V2 UV2 U3V
U1V3 U2V3 U3V3

» V- (u®w) : divergence du produit tensoriel u ® v. On a

V-(u®v)=(V-uv+(u-V)o.
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Par abus de langage, nous notons de la méme maniere la divergence d’un vecteur et celle
d’un produit tensoriel.
» 2 : noyau de la chaleur.

» U : désigne la transformée de Fourier de u,

» On définit

L2

loc

(R) = {U :R> > R®: ug € L'(K) pour tout K C R? compact}

I'espace des fonctions de carrées localement intégrables sur R3.
» Nous écrirons (u, #) au lieu de (u(z,t),6(z,t)), pour alléger les notations.
1
-

> Ry = —iz-(-A)

.y Rsg = —ia%g(—A)_% sont les transformations de Riesz.

» Par ¥ — F', nous indiquerons enfin que l'injection de F dans F' est continue.



Chapitre 1

Les espaces fonctionnels et outils
d’analyse harmonique réelle

L’objectif de cette partie est de mettre en place quelques outils mathématiques modernes
permettant d’aborder notre probleme. On sait que le domaine de I’analyse harmonique
réelle a considérablement progressé ces trente dernieres années avec 'importation d’outils
révolutionnaires au confluent de domaines tres divers des mathématiques.

Cette étude a pour vocation de présenter et d’illustrer 1’efficacité de certaines de ces méthodes
d’analyse non linéaire dans un contexte le moins technique possible, permettant néanmoins
d’observer un large éventail de comportements qualitatifs. Nous avons choisi pour theme
d’étude une équation de Boussinesq que l'on retrouve dans de nombreuses modélisations

physiques.

1.1 Les espaces de Lebesgue et de Sobolev

Cette section est fondamentale pour ’étude des équations de Boussinesq car elle va nous
fournir le cadre fonctionnel adéquat. Tout d’abord, définissons les espaces qui vont nous
permettre d’étudier notre probléme. En notant dz la mesure de Lebesgue de R?, on définit

pour 1 < p < oo, les espaces de Lebesgue LP sur R? par la norme

11 = ([, \f(x)|pd:c); ,

avec la modification d'usage si p = oo :

| fll 0o = esssup |f(x)| = inf{)\ >0:|f(z)| <A, pp-z€ R?’}.

TER3



1.1 Les espaces de Lebesgue et de Sobolev 14

Une facon intéressante d’obtenir la norme de ces espaces est d’utiliser la notion de dualité.

Ainsi, si g est I'exposant conjugué de p, on a pour 1 < p < o0 :

Ifll, = sup f(x)g(x)dz) .

||9||Lq(R3):1

R3
Une remarque de grande importance par la suite mérite d’étre faite : ces espaces sont ho-

mogenes puisque leurs normes vérifient, pour A, un réel strictement positif, 1’égalité

1O o = A7 £l - (1.1.1)

Ces espaces sont importants des que 'on aborde des problemes non linéaires. Ils joueront
un role décisif en particulier dans les démonstrations relatives aux équations de Boussinesq
ou de Navier-Stokes. Le cas particulier des espaces L' et L? a été étudié dans [?]. On a le

résultat suivant concernant la comparaison des espaces de Lebesgue.
Lemme 1.1.1 Si1<p<gq<r < oo, alors
LP(R*) N L"(R?*) C LY(R?).

Preuve. Soit A € [0,1]. Pour f € LY(R3), on a par I'inégalité de Holder

P (WuuW¢Qéz(éJﬂqumw1m¢Qé

1

N0\ @ _

< (MRS = 171 N (112)
ou

1 A 1=

=4

q p r

O

Définissons également les espaces de Sobolev homogenes H, . (R*) qui sont définis comme

tel que (—A)2 f € LI(R3). Cet espace est

) : I _ 1 s
Iensemble des fonctions f € L(R%), © = o — 5

engendré par la norme

(PP (CNER
et quand ¢ = 2, on écrit H5(R?) = H*(R®). Ces espaces sont différents des espaces non
homogenes H;. Remarquons tout d’abord que si s est positif, alors H; est inclus dans H . €t
on a l'inégalité suivante :

Wl < 1o f € HRY).
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Mais si s est négatif, alors c’est H; est inclus dans H. Enfin, contrairement aux espaces
de Sobolev non homogenes qui forment une suite décroissante, deux espaces de Sobolev
homogenes d’indices différents ne sont pas comparables au sens de 'inclusion.

La fonction maximale de Hardy-Littlewood d’une fonction f € L} (R?) est définie par

M(f)(x):sup|BxR|/ » | dy, = e€R3.

R>0
Pour ¢ € C§°(R?) sachant que supp ¢ C B(0,1) et [y, ¢(z)dz = 1, on observe facilement
que
supl = f(0)] < C M (1) (@),
avec une constante C' > 0 qui ne dépend pas de f, ot p;(x) =t 3¢ (f) Le théoreme maximal

(voir [41]) assure que M (|f|) € L™ (R?), et de plus

sup lg + £ ()] € L (RY).

>0
Signalons aussi le résultat suivant qui nous sera fort utile [I]. En fait, nous allons montrer

I'inégalité de Sobolev par le biais de la fonction maximale.
Lemme 1.1.2 (Inégalité de Sobolev) Pour tout u € H'(R?), on a

lull e < ClIVull . (1.1.3)

1
En particulier, H (R3) < L°(R3).

Preuve. Supposons que u € C§°(R?) et soit w € S* = 9B(0,1). En écrivant

400
u(r) = — [u(z +rw)| —3> = —/0 d%u(x + rw)dr,

puis en intégrant ce dernier sur la sphere unité 0B(0, 1), on obtient

dru(z) = / u() / /+Oo—ux+rw)drds()

2B(0,1) 2B(0,1)
+o0o +o0
== / / Vu(z + rw) - wdrds(w / / Vu(z + rw) - wds(w)dr,
oB(0,1) " aB(0,1)

ol 4 est la surface de la sphere unité donnée par la formule

|0B(0,1)] —/ / cos pdpdl = 4,
9 =z
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En faisant le changement de variable y = x4 rw dans 'intégrale en dw, on obtient en utilisant

ds(y) = rids(w), w =

é:i' etr=|y—x|:

dmru(z) /+OO / Vu(y |d5(y)dr,

0B(0,r)
ce qui donne
1
w() = — - Vu(y) - (y — )d%
Am ly — 2|’
R3

d’ou I'en déduit

4m ly — | ly —
R3 B(z,r) R3\ B(z,r)

D’une part, on peut majorer le premier membre de droite par

V)| f V()
ly =2/’ = ly — af?

T B(z,27kr)\B(z,27 k1)

IA

S Vu(y)l
> mdﬂ

’“ZOB@ 2-kr)\B(z,27k~17)

]Vu
42 [ S
B(x,27kr)

IN

f;4§jafa =il BRI
B(z,2~r)
< CTM(]Vu])(:c)ZQ’k
k=0
< CrM(|Vul)(z).

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

Vu 1
[ 0y < | [ vawra| |
ly — | ly — |

R3\ B(zx,r) 3\ B(zx,r) 3\ B(z,r)

1
QCﬁ ”VUHL2 Wa

|
[N

IN



1.1 Les espaces de Lebesgue et de Sobolev 17

ol en passant en coordonnées sphériques

2 +oo %
1 2
/ Tdy | = / drs?sds | = \/7?
ly — x| Vr
A\B(z,r) r

Choisissons

il s’ensuit que

1 [ [Vuly)]

dr J |y — |
]R3

lu(x)] < dy < Q (TM(|VU|)(x) + HVUHB)

\/F

(Ve N oo s (Tl YT o
in ((Muwwm)) MOV + (et ) IV Hw>

= CIvulfs ((vu) )}

IN

On en déduira finalement que
lu(@)]” < C (| Vul[z2 (M([Vul)(2))*,
ainsi
Ju@rds < cl9ulls [ Or(vu)@)? s
R3

R3

CIVullzz M (Vu)lz,

IN

IA

ClIVulz: [Vullze = Cl[Vul.

ce qui montre que

[ull e < C IVl

Le résultat est ainsi démontré, ce qui acheve la preuve du lemme [1.1.2 O

On va rappeler la caractérisation des espaces de Lebesgue a 'aide des inégalités d’interpola-

tion, qui sont des inégalités primordiales dans les applications.

Lemme 1.1.3 Soient f € L>=(0,T; L*(R?)) et Vf € L*(0,T; L*(R?)). Alors, on a

2
f € LP(0,T; LY(R?)) avec —+§:; et 2<q<6,
P q
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et ausst
39—6

”fHLP(O,T;Lq(R3)) (p7 q, ) HfHLoo 0,T;L2(R3)) HVfHLQ(OTLQ(RJ)) . (114)

Preuve. En utilisant I'inégalité de Holder et 'inégalité de Sobolev, on obtient

T - T N
A lirorossy = ([ 1)< ([ 1N 176 )

- 1
0
ey ([ MGl dr)’

< C(p,q,T) ||f||L°° 0,7;L2(R3)) ||Vf||L2 (0,7;L2(R3)) 1

IN

ou

g

1.2 Les espaces de Besov d’indices de régularité négatifs

Dans I’étude qui nous intéresse, les espaces homogenes sont d'une grande importance lorsqu’il
s’agit de vérifier 'invariance par rapport aux dilatations des inégalités de Sobolev. Soit e*®

désignant le semi-groupe de la chaleur en dimension 3 défini par

2
¢Af =Ko« f avec K(r)=(4mt) 2 exp <_%>

pour t > 0 et x € R3, o * signifie la convolution de fonctions définies sur R3.

On a le résultat suivant

Lemme 1.2.1 Soit 1 < p < r < oo. Pour tout f € LP(R?), il existe une constante C > 0

telle que

HetA

L <C

(1.2.1)
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Preuve. En effet, en utilisant I'inégalité de Young avec % + Ilg = % + 1, on obtient

/]

= e fllpe < Kl 1l e

_3 _alz)? 7
arty ([ o) W7l

o tm ([ e antac) il

37%) (%,é)

1l < CETZ7 1l

IN

A
Q
|

g

Rappelons maintenant la définition et quelques propriétés des espaces de Besov homogenes

avec des indices négatifs B O:éoo sur R? avec a > 0. Il est bien connu que f € S’(R?) appartient

. —«
a B, . (R?) si et seulement si
A fe L™ pourtout t>0 et t2 ||etAf||Loo € L>=(0,00).
. —a
La norme de B, , est définie a équivalence par

1115z = sup (> le"f].) - (1.2.2)

Cette définition assure la propriété d’homogeneité suivante :

IO = A1,

Pour un développement sur cette définition, nous renvoyons le lecteur au livre de H. Triebel

[43] (voir aussi [6], 16, [33]). En particulier, pour @ = 0, on a ’équivalence suivante :

.0 - —1
f € By oo(R?) <= V[ e B, (R?).

Signalons le résultat d’inclusion suivant.

Lemme 1.2.2 Soit o € [0, 2[. Alors, on a les inclusions suivantes :

H2*(R%) C La(R®) C B (R?).

,O0
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Preuve. La premiere inclusion du lemme est triviale. Montrons maintenant la seconde,
Cest-d-dire : Lo (R3) C B2 (R3). Soit f € L= (R3). En utilisant I'inégalité suivante établie

dans la preuve du lemme [1.2.1] :
1Kl < Cot 7072,
pour tout ¢ € [1,00], il vient que
el < WAl K, < Cat™3 |1 f], 5,
avec % + 5 = 1. Ainsi, nous avons démontré que
Iz, = sup (2 |2 1]10) < €A -

Ce qui acheve la preuve du lemme [1.2.2 O

Comme conséquence du lemme [1.2.2] on a la relation suivante :
H2(R% c L®(R% C B% (R?).

Nous démontrons maintenant quelques résultats d’interpolations sur les espaces de Besov qui

vont nous permettre d’obtenir une certaine régularité en norme de Sobolev et de Lebesgue.

Lemme 1.2.3 Soit o € [0,%[. Pour tout 1 < p < q < o0, il existe une constante C' =

C(a,p,q) telle que, pour tout f € H; (RN B;oaoo (R3), on a

P 1-2
1Ay < C A G, AN 5o s (1.2.3)
avec
s:gr%—(g—l)a et —a<s<r. (1.2.4)
q q

Remarque 1.2.1 Ce résultat avait été montré par Meyer-Gerard-Oru [63] dans le cas s = 0,
dont le résultat se réduit a la théorie LY. La méthode de la preuve dans [63] est basée essen-
tiellement sur la décomposition de Littlewood-Paley. Toutefois, on peut donner une preuve

élémentaire sans utiliser la décomposition de Littlewood-Paley.
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Preuve. Nous adaptons la méthode de Guo et Gala [2]. Il suffit de montrer que

ﬂ I3 1-2
H(_A) 2 fHLq <O 1l paasr -

(S

Par souci de simplicité, en posant v = r — s > 0, on peut écrire I'opérateur (—A)™ 2 sous la
forme
_a 1 o
() f@) = iy [ i
I'(3) Jo

ou I' (3) est la fonction gamma. Pour A > 0 (fix¢), on décompose i~ t2 et f(x)dt en une

somme de deux termes :

(—A)72 f(z) = 1%> [/OAt;_letAf(x)dt—l—/Ootg_lemf(x)dt]. (1.2.5)

A

Rappelons que

e f ()] < Stgglemf(x)\ < C M([f]) (=), (1.2.6)
et d’apres la définition de la norme dans B;o‘f‘ogs, on a
_(ats)
/@) < C T 1l pmass (1.2.7)

Ainsi, il vient alors en utilisant les inégalités ((1.2.6))-(1.2.7])

0l Yy—a—s

)(—A)‘f f(:r)] < CLAZ M (|f]) (x) + CLA™

A — M s
M{If]) (@)
F@)] <L) @) 115
=1— §, qui implique immédiatement 1'inégalité suivante :
_X q 4
(=2)7% f(@)] < LA @) IS5

D’autre part, comme les opérateurs maximaux sont bornés sur les espaces de Lebesgue L

[41], 42], on a

f||Bgo?‘o;S :

En choisissant

il s’ensuit

R

(-a)"

o
a—+r

Remarquons que

D
q

IA

a5

cllarami| s
CIM (£ DI 11

r 1—-2
< CUAE 1N pgags -

La

IA

Ceci acheve la démonstration du lemme [[.2.3] O



Chapitre 2

Le critere de régularité logarithmique
pour les solutions faibles de
Boussinesq en termes de la dérivée
directionnelle de la pression

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons en particulier établir un théoreme de régularité et donner
une majoration uniforme en temps des solutions. Plus précisemment, nous allons étudier la
régularité des solutions faibles des équations de Boussinesq dans le cas d’un fluide visqueux,

incompressible et homogene remplissant tout 1’espace en ’absence de forces extérieures :

A — Au+ (u-Vu+ Vr = 07¢s,
0 — A0+ (u-V)0 =0,

V-u=0,

u(z,0) =wup(z), 0(z,0)=0(x),

(2.1.1)

ou la variable en temps t appartient a U'intervalle [0, +oo[, la variable d’espace = est dans
R3 tout entier, les inconnues sont le vecteur vitesse du fluide u = (uy(z,t), us(x,t), us(x,t))
et la fonction scalaire § = 6(z,t) qui représente la température du fluide, et 7 = 7(x,t) est
la pression totale. Enfin les vecteurs ug et 6y désignant les données initiales avec V - ug = 0
seront, considérées au sens des distributions.

Noter que I'hypothese d’homogénéité du fluide associée a celle d’incompressibilité implique

que la densité du fluide étudié est constante a tout instant et en tout point de I'espace.
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R. Danchin, M. Paicu dans [50] et J.R. Cannon, E. DiBenedetto dans [48] démontrent que
pour toute valeur initiale donnée (ug,6y) € L?(R3) avec V - uy = 0, le probleme de Cauchy

(2.1.1) possede au moins une solution faible globale en temps (u, ) dans L?(R?) telle que :
(1,6) € L(0, T); L3(B%)) N (0, T); H'(R)), VT > 0.

On ne sait pas montrer 'unicité globale de telles solutions. Grace a l'inégalité d’interpola-
tion (1.1.4), on voit que la solution faible (u,f) ainsi obtenue vérifie la condition suivante
d’intégrabilité en temps et en espace :
(u,0) € L ((0,T); LY(R*)) avec ; =3 (% — 3) , 2<q¢<6, YVO<T <oo.

Mais (u,8) € L? ((0,T); L*(R?)) avec % =3 (% - %) et 2 < ¢ < 6, n’implique pas la régularité
ni 'unicité de la solution.

C’est encore un probleme ouvert, a I’heure actuelle, d’établir I'unicité des solutions faibles en
dimension 3. Ceci est, entre autres, li¢ au manque de régularité du terme non-linéaire. Par

contre, cette objection tombe en dimension 2. Il est donc naturel de se demander sous quelles

conditions nous pouvons obtenir la régularité et I'unicité des solutions faibles de (2.1.1)).

2.2 Conservation de I’énergie

L’équation de Boussinesq présente une propriété fondamentale, qui conditionne beaucoup
de résultats remarquables sur cette équation. Cette propriété est celle de la conservation

d’énergie dans L?*(R?). Au moins formellement, si I’'on suppose (u, §) solution assez régulicre

du systéeme (12.1.1]), alors on a
¢
-, )72 + 16C, 72 + 2/ IV, )72 + V00, 7)72)dr = lluolze + [l6o]l7= - (2.2.1)
0
Notons que
—  —dx =ps u - Oyudzx.

Le calcul est tres similaire a celui qui a été fait pour les équations de Navier-Stokes. En effet,

on prenant le produit scalaire L?(R?) de (2.1.1)) avec (u,6), on obtient

~— Ju( )3 + [Vul, )5 = — /(u -V)u - udz + /Vﬂ' udx + /9?3 -udz,

R3 R3 R3
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1d

551 1BCOIE + 98¢0l =~ [ (- V)00

]R3

On remarque ensuite que la condition de divergence nulle sur le champ (u,#) implique en

particulier

/Vﬂ~udx:O:/(u~V)u~udm,
R3

R3

_/(u.v)e-ﬁdx:—/(u~V)]9|2dw:/(v-u)\6\2dx:0.

Par ailleurs, il est clair (par intégration par partie et en supposant la décroissance a I'infini
vers 0 de (u, 0), ce qui est licite par densité des fonctions régulieres & support compact dans

I'espace L?(R?) que I'on a pour tout ¢t > 0
(—Auu) = [Vu( )72 et (=28,0) = [|VO(, 1)

Finalement, on obtient

1d
§E(I|U(-7t)lli2 +10C,D)l172) + Va0l + V8¢, )72 = 0.

ce qui conduit au résultat apres intégration en temps.

Ceci signifie que énergie du systeme (|ju(-,t)||72 + [|0(-,1)||3,) est une fonction décroissante
du temps, controlée par I’énergie du systeme a I’état initial. Par ailleurs, il est intéressant de
noter des a présent 'effet régularisant suivant : dés qu’on choisit une donnée initiale (ug, 6p)
dans Pespace d’énergie L?(IR?), la solution découlant d’'une telle donnée est alors ”régularisée”
au sens oll son gradient appartient aussi & I'espace L?(IR?). On voit tout de suite que ces
estimations donnent des informations & priori pour des normes H! en espace seulement,
c’est-a-dire, seules les dérivées d’ordre 1 en espace peuvent étre controlées. Comme pour les
solutions de Leray des équations de Navier-Stokes ( = 0), on ne sait pas, en dimension

supérieure ou égale a trois, si 'inégalité d’énergie suivante :

t
a7 + 2/0 IV, 5|72 ds < Jluollz2 (2.2.2)

est suffisante pour obtenir la régularité et 'unicité de telles solutions. Cette inégalité ([2.2.2)
a été utilisée par ailleurs pour ’étude de la régularité des solutions faibles des équations de

Navier-Stokes, par Caffarelli, Kohn et Nirenberg ([8]), qui obtiennent les meilleurs résultats
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de régularité partielle déja connus. L’inégalité d’énergie locale semble ainsi étre un outil bien
utile pour étudier les équations de Navier-Stokes : elle permet de faire des estimations sur les
solutions considérées, et elle implique des propriétés de régularité.

On sait que les travaux de J. Leray sur la mécanique des fluides ont largement contribué
a l'essor de 'analyse mathématique des équations aux dérivées partielles. C’est notamment
dans son célebre article fondateur et pionnier [30], paru dans Acta Mathematica en 1934
que J. Leray a introduit la notion de solution faible pour les équations de Navier-Stokes
incompressibles a une époque ou le concept méme de solution faible de Sobolev (introduite
a origine pour des problemes linéaires) et les distributions de L. Schwartz étaient encore
inconnues.

Ensuite, de nombreux auteurs ont étudié la régularité des solutions faibles pour les équations
de Boussinesq (en particulier pour # = 0) dans différents cadres de travail, (voir par exemple
152 53], 54] 56, 57, 59, [77], ainsi les références internes). Y. Jia, X. Zhang et B. Dong, [59] ont
appliqué la décomposition de Littlewood-Paley pour étudier les estimations des équations de
Boussinesq en temps et en espace et ont étendu le critere de régularité des solutions faibles
ainsi que le critere d’explosion des solutions régulieres.

Cette courte revue de la littérature que nous venons de dresser est assurément incomplete,
il y a encore bien d’autres résultats concernant les équations de Boussinesq, dont on pourra
par exemple trouver les références dans les travaux que nous venons de citer.

Notons que puisque la donnée initiale (ug, ) n’appartient pas nécessairement a L?*(R?), ces

solutions dans LP([0, T; LY(R?)) peuvent ne pas satisfaire I'inégalité d’énergie
2 2 ' 2 2 2 2
[ Ol +110C, )72 + 2/ IVul; )l +1VOC, $)lz2)ds < lluollze + 16012
0

pour tout ¢t > 0, c’est-a-dire, I'estimation quantitative la plus puissante connue pour les
solutions faibles de Leray.

Le prolongement de fonctions régulieres joue aussi un role important dans 1’étude de la
régularité et 'unicité de solutions faibles. C’est pour cette raison que de nombreux auteurs se
sont intéressés aux criteres d’explosion comme le critere de Beale-Kato-Majda [2]. Dans cette
optique, des résultats sont obtenus par Fan et Zhou [52] et Ishimura et Morimoto [72], ou ils

ont étendu le critere de Beale-Kato-Majda au cas du systeme (2.1.1)) en dimension 3. Plus
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précisément, ils ont montré que si une solution réguliere (u, ) vérifie 'une des conditions

suivantes :

.0
Vxu € LN0,T; By o(RY),

u € LY0,T;L®(R?),

alors la solution (u, @) peut étre étendue au-dela de t = T', c’est-a-dire, qu’il existe T >T tel

que
(u,0) € C([0, T); H*(R*)) N C1([0, T); H*(R)).
Motivé par les résultats de Kozono et al. [27], Gala [54] affine le résultat précédent. En effet,

il prouve que pour une donnée initiale (ug, 0y) € H*(R?), avec s > 3, si
(u,6) € C(10,T); H*(R?)) N C([0,T); H*'(R?)).

est la solution réguliere de (2.1.1]) associée a la donnée initiale (ug,y), et que (u, f) satisfait
les conditions suivantes :

T T
/ IV xu(-,t)|| .0 dt<oo et / IV X0, t)|| o dt < oo,
0 Boo,oo 0 Boo’oo
alors, dans ce cas, la solution (u, f) peut étre étendue au-dela de ¢t = T'. En d’autres termes,

si la solution explose en t = T', alors on a forcément :

T
[ (19 a0l 19 <0600, ) di=c.

Remarque 2.2.1 Le théoreme de Serrin permet de conclure que les solutions faibles sont
uniques. L’estimation est invariante par le changement d’échelle de l’équation, on ne
sait construire de telles solutions que localement en temps, ou globalement mais a donnée

initiale petite (voir [2]).

2.3 Notion de Solution faible

Commencons par donner la notion de solution faible. Une solution faible de (2.1.1]) est une
solution qui vérifie (2.1.1]) dans le sens des distributions. De telles solutions sont généralement

obtenues a l'aide d’estimations d’énergies et ont donc une importance d’un point de vue
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physique (I'obtention d’une telle solution est déja en soi important pour la compréhension
des phénomenes physique). L’idée principale, et qui est due a J. Leray, consiste a ne prendre
que des fonctions tests a divergence nulle, ce qui a pour avantage de ne pas faire apparaitre
la pression dans les formulations considérées.

On est donc naturellement amené a la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit (ug,6y) € L*(R3) tel que V-ug = 0. Un couple de fonctions mesurables
(u,0) sur R3x[0,T] est dit une solution faible de sur [0, T si (u, ) vérifie les propriétés

suvantes :
1. (u,0) € L>(0,T; LQ(R3)) N LQ(O,T; Hl(R?’));

2. V-u =0 au sens des distributions, c’est-a-dire,

/OT/Rg(u - V)odzdt = 0,

pour tout champ de vecteurs ¢ dans C*(R3x]0,T|) a support compact en espace.

3. (u,0) vérifie le systeme au sens des distributions, c’est-a-dire,

/ u(z,t) - p(z, t)dac—/ o(x) - p(z,0) dx—// u - O-pdxdr
R3
// U - Agpdsz—i—// u® u) Vgodmd7+// 063 dzdr
R3 R3 R3

pour tout champ de vecteurs ¢ € C*®(R3x]0,T[) a support compact de divergence

nulle, i.e., V- =10 et

/ O(z,t) - Y(x, t)dx—/ Oo(z) - Y (x,0) dx—//RSG O-pdxdr
//RSQ A@/}d:vdT%—//Rs uf - Vipdadr,

pour tout champ de vecteurs 1p € C*(R3*x]0,T).
Il convient d’introduire aussi la notion suivante.

Définition 2.3.2 On dit qu’un couple de fonctions mesurables (u, ) appartenant a l’espace

L>(0,T; L*(R*) N L*(0, T; H'(R?))
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est une solution faible au sens de Leray des équations de Boussinesq associée a une
donnée initiale (ug,0y) € L*(R3) si (u,0) est une solution faible et qu’elle vérifie en plus

[inégalité d’énergie :
t
-, )17 + 160 6172 + 2/0(||VU(-,T)|I2£2 +[IVO(, 7)I[72)dr

t
< !IuO\!iz+|\00|!iz+2// Ousdadr,
0JR3

pour tout 0 <t <T.
La définition suivante précise la notion de solution réguliere pour le systeme (2.1.1).

Définition 2.3.3 Une solutin faible (u,6) de sur un intervalle de temps I est dite

réguliére si (||u(-,t)|| g + |0(-, )| 1) est continue sur I.

Pour pallier la non unicité des solutions faibles en dimension 3, on peut se demander s’il existe
des solutions plus régulieres pour lesquelles on pourrait obtenir I'unicité. La réponse a cette
question est positive mais avec une restriction importante, qui est la perte de la globalité
(en dimension 3). Pour établir I'existence de solutions fortes on reprend I’approximation
de Galerkin et on obtient de nouvelles estimations. Bien entendu, pour espérer obtenir des
solutions plus régulieres, il faut prendre des données initiales (ug, fy) plus régulieres elles-aussi.

Dans cette optique, rappellons la notion de solution forte.

Définition 2.3.4 Une solution de est dite forte si la solution obtenue est continue

et dérivable en temps et a valeurs dans un espace de Banach.

En d’autres termes, par solution forte, on entend une solution faible (u, #) telle que
L>(J0,T[; H'(R?)) N L*(10, T[; H*(R%)).

A notre connaisance, ni 'unicité ni la régularité de ces solutions n’ont pu encore étre établies.

Remarque 2.3.1 Ce résultat est fondamental a plusieurs titres. D’une part parce que c’est
un résultat d’existence globale de solutions aux équations de Boussinesq, sans condition parti-

culiére sur la donnée initiale (ug,0y), si ce n’est d’étre dans ’espace d’énergie L*(R?). D autre
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part, la méthode de résolution élaborée par J. Leray est novatrice et féconde car pouvant étre
adaptée a bon nombre de cas. Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve : c’est une
méthode par compacité, qui utilise de facon cruciale la conservation de l’énergie. Nous ren-

voyons le lecteur a larticle original [82, [83).

* La premiére étape consiste a résoudre globalement un systéme approché de Boussinesq.
Plus précisément, on régularise le terme convectif (u-V)u et par convolution, de telle
sorte que le systeme original de Boussinesq est approché par un systeme pour lequel

on démontre facilement [’existence d’une suite de solutions réqulieres et globales.

* Ensuite, on établit des estimations a priori sur la suite de solutions approchées. Des

arguments de compacité viennent compléter la preuve.

* [l s’agit alors de passer a la limite dans le systéme approché. Si les termes linéaires ne
posent pas de probléme, il n’en va pas de méme pour les termes non linéaires. Cest
d’ailleurs précisément ce genre de probleme qui surgit des lors qu’on a une équation

aux dérivées partielles non linéaire.

* Une fois cette difficulté surmontée, il ne reste plus qu’a montrer que la solution limite

est une solution faible, satisfaisant linégalité d’énergie.

Remarque 2.3.2 Si la question de [’existence globale de solutions faibles au sens de Leray
est résolue par Wang et Zhang, celle de ['unicité n’est pas si claire. Wang et Zhang prouvent
l'unicité de solutions turbulentes en dimension 2, mais en dimension 3, cela reste a ce jour

une question ouverte majeure.

2.4 Le critere de regularité de type Serrin pour les so-
lutions faibles

Dans les articles [51l 59], les auteurs obtiennent des résultats de régularité des solutions
faibles en ayant un controle sur la dérivée directionnelle de la pression 7. Pour plus de détails
au sujet de la régularité des solutions faibles, nous nous référons a [55], 81l [78 [79], ainsi les
références internes.

Dong et al. [51] ont montré que pour la solution faible (u,6) soit réguliere, il suffit que la
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dérivée directionnelle de la pression 7w vérifie la condition suivante :

12

7
< — — <) N<A4. 24.1
_4et 7_)\_ ( )

> w

T
2

/ ”637T(S)||qm ds < 0o avec — +
0 q

Ces résultats sont similaires a ceux de [9], [10, 24], 28] dans le cadre des équations de Navier-
Stokes. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé vers [23]. Ici nous avons utilisé la notation
o = g—; (1 = 1,2,3) pour désigner la dérivée au sens des distributions.

Récemment, Jia et al [59] ont amélioré le résultat de Dong et al. [5I] en montrant que si la

dérivée directionnelle de la pression 7 vérifie la condition d’intégrabilité suivante :
g 2 3
/0 1057 (s)]|7, ds < o0 avec a—ir X <2, 1<g<40oet 3<A< 400, (2.4.2)

alors la solution faible (u, ) est réguliere sur [0, 7.

Tres récemment, certains criteres de régularité logarithmiquement améliorés en termes de
champ de vitesse du fluide et la pression 7 ont été obtenu par Gala et Ragusa dans [55]
(voir aussi [58]). D’autre part, il est trés intéressant de montrer un critére de régularité des
solutions faibles en ayant un controle sur la dérivée directionnelle de la pression qui vérifie
certaines conditions de croissance.

Dans cette section, nous donnons la preuve du critere de régularité de type Serrin sur les
solutions faibles au sens de Leray pour les équations de Boussinesq . Le résultat clas-
sique sur la régularité des solutions faibles dans la classe L? ((0,T); LY(R?)) a été établi par

Danchin et Paicu [48] (voir aussi [50]).

Théoréme 2.4.1 (Cannon-DiBenedetto) Soient (ug,6y) € L*(R?) avec V -ug = 0 et
T > 0. Supposons qu’il existe une solution faible au sens de Leray (u,0) du systéme
associée a la donnée initiale (ug, 0) sur[0,T), qui vérifie l'une de ces conditions d’intégrabilité

en temps et en espace :

2 3
u€ LP(0,T; LYR?)  avec -+ -=1, 3<¢q< o0, (2.4.3)
P q
ou
, 2 3 3
Vue LP(0,T; LY(R%) avec -+ -=2, 5 < q < o0, (2.4.4)
p g

alors, la solution (u, @) est réguliére sur ]0,T).
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Pour mieux comprendre le cadre dans lequel s’inscrit le théoreme et dans lequel nous

allons travailler, deux remarques sont nécessaires. Tout d’abord,

1. Il est important de noter qu’il n’y a pas de restriction sur la chaleur 6. Plus précisement,

dans le théoreme [2.4.1] 6 n’a pas besoin d’appartenir a la classe (2.4.3) ou (2.4.4).

2. Laclasse ([2.4.3) est importante du point de vue d’invariance d’échelle pour les équations
de Boussinesq. Il est clair que si (u, 0, ) est une solution du systeme (2.1.1)), alors pour
tout A > 0, (ux(z,t),0\(z,t), mx(x,t)) défini par

ux(z,t) = Au(dz, \°t), Ox(z,t) = N30z, \*t) et my(z,t) = Nr(Ax, A\*)

est aussi une solution de (2.1.1). L’invariance d’échelle implique

1—(243
||UA||LP((0,T);Lq(R3)) = A6 q)||u||Lp((07T);Lq(R3))

= ||u||LP((O7T);Lq(R3)) pour tout A>0

si et seulement si % + % =1.

Notre objectif maintenant est de montrer le théoreme suivant qui est un résultat principal

de ce chapitre.

Théoreme 2.4.2 ([62]) Soit (ug,0y) € L? (R®) N LY(R3) tel que V-uy = 0 dans R, au
sens des distributions. Supposons qu’il existe une solution faible (u,0) de (2.1.1) associée a
la donnée initiale (ug,6p). Si la dérivée directionnelle 3w de la pression vérifie la condition

dintégrabilité suivante en temps et en espace

T |0sm(-, 8)[15n 9 3 7 12
d -+ —=—- et — A< 2.4.5
/01+1n<1+ue<~,s>uL4> s<o0 avee kg =g et T <Asoco,  (245)

pour un T > 0, alors la solution faible (u,0) est réquliére sur [0,T], c¢’est-a-dire, (u,0) €

C>(R3 x (0,T)).

Remarque 2.4.1 Dans le théoréme lespace R3 pourrait étre remplacé par R avec
n > 3 sans affecter les résultats que nous obtiendrons par la suite. Toute la théorie que nous

développerons restera alors vraie dans ce cas.
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Remarque 2.4.2 Puisque les normes de Sobolev d’ordre supérieur peuvent étre controlées
par sa norme H' (voir par exemple [1]), une conséquence immédiate de ce théoréme est que
donne la régularité globale des solutions classiques. Pour démontrer notre résultat
principal, on montre que (u,0) est bornée en norme L*(R3) et la régularité découle alors des

criteres standard de type Serrin sur les équations de Boussinesq [51)].

Remarque 2.4.3 I est intéressant de comparer le théoréeme |2.4.4 avec des résultats déja

obtenus. Du a ["inégalité

105w (e sl T 2 3 T 12
’ ds < Or(s)||4yds avec =+ — = et — <\ < o0,
| T e < ), 1o, a1 TS

il est évident de déduire le critére de régularité déja établi dans [?]. Ainsi le critére de la

régularité reste valable pour les équations de Navier-Stokes incompressibles.
Comme conséquence du théoreme [2.4.2] nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.1 Sous les hypothéses du théoréme[2.4.2, si la dérivée directionnelle Osm de

la pression vérifie la condition d’intégrabilité suivante en temps et en espace

g 2 3 7 12
/0 |05 (s)||%, ds < o0 avec p + S et — < A < o0,
alors, la solution faible (u,0) est réguliére sur [0,T], & savoir (u,0) € C([0,T]; L* (R?) N

HY(R?)).

Remarque 2.4.4 Il convient de souligner que la pression m joue un role plus important que
la chaleur 6 dans la théorie de la régularité des solutions aux équations de Boussinesq. Ceci
implique qu’une seule direction de la dérivée de la pression w controle la régularité de la

solution (u, ).

Avec peu de modifications de nos preuves du théoreme[2.4.2] nous pouvons montrer le résultat

suivant.

Théoréme 2.4.3 Soit (ug, 0y) € L? (R®) N L*(R3) avec V-ug = V-0y = 0 dans R®, au sens

des distributions. Supposons qu’il eziste une solution faible (u,0) de associée a la
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donnée initiale (ug,6). Si la dérivée directionnelle Osm de la pression vérifie la condition

dintégrabilité suivante en temps et en espace

/T 1957 (5)]| 7 2 3 3
0

d —+—-=2 et —< A< 2.4.6
T+ 0(5)]5) s < 00 avec q+/\ et 5 <Aoo, ( )

pour un T > 0, alors la solution faible (u,0) est réguliére sur [0, T].

Remarque 2.4.5 Ainsi le critére de la régularité reste valable pour les équations de

Navier-Stokes incompressibles.

2.5 Propriétés préliminaires

Avant de donner la preuve du Théoreme (resp. théoreme [2.4.3)), nous aurons besoin,
au cours de la démonstration, des lemmes techniques essentiels suivants. Nous commengons
par montrer un résultat d’interpolation sur les espaces de Lebesgue qui va nous permettre

d’obtenir une certaine régularité en norme de Lebesgue [1].

Lemme 2.5.1 Soient 1 < a,v,\ < oo tels que :

S P I
A« ‘ YA a
Supposons que f € HY(R?), 1 f, 0o f € L*(R®) et 0s5f € LMR®). Alors, il existe une constante

C > 0 telle que pour toute fonction f € L7(R?), on a

11l < CHOLF I e 102f 11 26 1951121 - (2.5.1)

En particulier, pour o = 2, il existe une constante C'= C'(\) > 0 telle que

£l < ClOS N 102 122 1051l (2.5.2)

Preuve. Le lemme est le résultat d’un calcul élémentaire. Toutefois, on peut donner une
preuve directe. En effet, sans perdre de généralité, considérons une fonction f € C§°(R?).

Notons que

0, [0 (@) = (1+ (1= D) @] 011 0)

(07
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En intégrant sur | — oo, x1[, on obtient

@0 = o {0 s

—00

= [1 + (1 - é)V] /ml [f(37$2,$3)}(1_é)7 01 f(s, w2, 13)ds.

—00

En appliquant le théoreme fondamental du calcul, on obtient

|f(x)|1+(1_é)7 S 0/ |f(87 I27x3)|(1_é)ﬂy |alf(87 IQ)'I3)| ds

+o0 1
= C/ £ (@1, w2, 23)| "2 (01 f (31, 22, w5) | dvy.

De fagon analogue, on déduit

1 Foo 1
‘f($)|1+(1 2 < C/ ‘f<5’717172,$3>|(1 a)v‘a2f(151,$27133)|d5€27

1 +OO 1
F@)H < ¢ / (01, 20, 29)| 07 |04 (21, 29, 29)| s,

oo

ce qui implique que

S

+00 1
@) < 0( / If(l“h%ws)l(l“”Ialf(%,xa,f%)ldﬂfl)

o0

N

+0oo 1
X (/ ’f($1,$2,$3)|(175)7 |02 f (1, 22, 23)] d$2)

o0

N

+o0 1
X (/ | f (21, $2,$3)|(1_x)7 |05 f (1, T2, T3)] des)

[e.o]

En intégrant par rapport a z; et utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

400 —+o00 ) %
/ |f($17x27x3)”y dxl < C </ |f(x1,x2,353)|(175)7 |81f($1,l’2,1’3)| dxl)
>< {

+o0 1 2
X / |f(x17 T, x3)‘(1_i)’y |a3f<x17 T, $3)| d$3) dxl}

“+o00 “+o00 (l—l) %
/ (/ (9, 79)] “\azf<x1,x2,x3>|dx2)

IA
Q

( [ 1w O o ) dxl)
“+oo “+oo 11
X </ / |f($1»1‘27$3)|( “al |32f($1, I, I3)| dxld@)

+o0o +oo 1
/ / |f(9€1, T2, $3)|(17X)7 |83f($1, T2, $3)| dl"ldiﬁg)

=

1
2



2.5 Propriétés préliminaires 35

De méme, en intégrant par rapport a xo et xsz, on trouve

—+o0
R3|f(l‘)|7d$ < C/(/ |f($1,9€2,$3)| V|a1 $1>$2,$3 ’d$1)

N|=

o0
RQ

;

N

X ([R |f $17f2a$3)| “)7|32f($1,$2,$3 d$2da?1)

\

X \R/ | f(21, 22, %)\uﬁ)7 |05 f (21, X2, x3)| d353d961) dxodxs,

N

/]f(x)ﬂd:c < C/ /‘f(551,372,$3)\(1_“)7\azf(ﬂfbxzafcsﬂdfﬁdxz
X/ (/f x1, Ta, T3)| 5)7’81 (xl,mg,xg)dx1>
(‘R/f Ty, Lo, T3)] a3f($1,$27$3)d$3d951) dzodxs.

Grace a I'inégalité de Holder, on a

NG

Jls@ras < e [l o) a
R3 3
(J F@)[ 10 (2)| drsdr

x ({R f<x>“i”alf<x>dx1dwz) dz,

< C(.R/ f(w)“i”agf(x)dx) x (w1 @) 0 (2)] d)

< (s 1 @) 01 f(2) )

D=
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Ce qui donne l'estimation suivante

1yy 1,, x 1,, %

1-2)
117, < CUAISS =% 1ouf e 115 =% 10uf Uz 1F1 Y F 10 f12
_3 1 1 1
< CIFIT 10010 10af 112 133112, .
Finalement,
3 1 1 1

12 < CNOLfN Za 102f 11 2o (10 F 117

Ce qui conclut la preuve du lemme [2.5.1] Il

Du lemme [2.5.1] nous allons aisément déduire le résultat suivant.

Lemme 2.5.2 Soit 2 < 3 < 6 et supposons que f € H*(R?). Alors, il existe une constante
C =C(B) >0 telle que

1flls < Cs HfHL‘a Halfllf Haszff ||03f|| : (2.5.3)

Preuve. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

1fllrs < Cs ||f||LB ||f||L : (2.5.4)
En appliquant I'inégalité (2.5.2)) avec A = 2, on a

1A lls < CNOFIZ2 1021 N1 22 105112 (2.5.5)

En combinant (2.5.4) et (2.5.5)), on obtient (2.5.3)). Ce qui conclut la preuve du lemme. [

On utilisera dans la démonstration du résultat principal le lemme suivant.
Lemme 2.5.3 (Inégalité arithmetico-géométrique) Pour tous x,y positifs,

1
xy§x4—|—y4+g.

En particulier, pour y =1, on a

x<x4+9.
- 8

Nous utiliserons dans la suite le résultat suivant qui nous sera utile.
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Lemme 2.5.4 (lemme de Gronwall logarithmique) Soient f, g et h trois fonctions conti-

nues sur un segment [0,T| a valeurs positives et vérifiant ’inégalité :

%f(t) < g(t)f (1) + h(t)(1 +In F(1) F(1).

pour tout t € [0,T]. Alors, pour tout t € [0,T],

F(t) < F(0) exp < /0 h(r)In(1 + f<7)>d7) exp < /0 tg(s)ds) | (2.5.6)
Preuve. On a par hypothese

%[1 +In f(t)] < g(t) + h(t)(L + In ().

En integrant cette derniere inégalité sur I'intervalle [0, ¢], il en résulte que

In f(t) —In f(0) < /g(T)dT + /Oh(T)(l +1In f(7))dr.

0

Ainsi, on en déduit

o)< 10 exp ([ oto)as ) o [ herytata + rpar ).

O
Afin de compléter nos preuves, nous avons également besoin du résultat suivant da a Giga

[20] et Kato [26] dans le cadre des équations de Navier-Stokes.

Lemme 2.5.5 (i) Pour tout couple de données initiales (ug,0y) dans L*(R3) pour tout
s > 3 tel que V -ug = 0, le systéme admet une solution forte locale (u, ) telle
que

(u,0) € (L= NC)([0,T); L*(R?)).

(i) Si T est le temps mazximal d’existence de la solution (u,0) de dans la classe
C(0,T*; L*(R?)) avec s > 3, alors pour tout t € (0,T*), on a
C C
u.,t 32—57 6t 0',t 32 s—3
Ol 2 et IO 2

ot la constante C' est indépendante de T™ et s.

(iii) De plus, si (u,0) est une solution faible de vérifiant (u,0) € L"((0,T); L*(R?))

pour s > 3 et%+%§1, alors

(u,0) € C=(R? x (0,T)).
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2.6 Preuve du théoreme 2.4.2

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver notre résultat principal. Tout au long de
la démonstration, C' représente des constantes réelles positives qui peuvent peuvent varier
d’une ligne a I'autre.

Preuve. Soit T > 0 fixé. Supposons que les données initiales (ug,6y) € L? (R?) N L4(R?)
avec V-uy = 0 dans R3. Il est évident que, pour obtenir la régularité pour u et 6, il suffit de
montrer que

Jim ([ )]+ 16C, )] e) < oo,

et done [lu(-,t)|| 74+ |0(-, t)|| 74 sont uniformément bornés sur [0, 7]. Ensuite le (iii) du lemme
m assure la majoration en temps et la régularité de la solution (u, 6).

On établit les estimations en multipliant la seconde équation de 2 par [0 20 et une
intégration par parties, on obtient immédiatement

o0, + v oo

L2

=0, (2.6.1)
ou nous avons utilisé la condition d’incompressibilité V - u = 0 et le fait que

—p/|9|p_20-A6’dx = p/v(9|9|1”—2) - Vldzx
R3

R3

— / 0172 V6 dz + p(p — 2) / 02|V 10][2 de

R3 J,
. p/w'H'Wd“Zl(p].%Z)/!vreﬁ2dx,
R3 J
et
NMCHES IR

De l'identité (2.6.1)), soit en intégrant en temps

) p 4(p—1) !
o6 Bl + == /

En particulier, pour p = 2, il vient que

P 2
(VIOF)C, 7|, dr < 60l Ve € 0,71, ¥p e [2.+od].

t
16C )17 +/O IV6(, )72 dr < 6oz ¥t € [0,T]. (2.6.2)
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En multipliant la premiere équation ([2 1 par u et en intégrant par parties par rapport a

x € R3, on obtient

1d
ul| 2o 4 |Vl = /(963) udx—/(u Vu- udx—/Vﬁ udx

2dt
R3 R3
< [10C Dl 2 llu Ol 2
< 6ol 2 llul Dl 2 (2.6.3)

ou nous avons utilisé la condition d’incompressibilité V -u =0 :

1 1
/(u-Vu)-udx = 5/(U-V)|u|2d:ﬁ:—5/(V-u)|u|2dm:(),
R3 R3 R3
/Vﬁ-udx = —/W-(V-u)dm:().
R3 R3

En utilisant (2.6.2)) et I'inégalité de Holder, il s’ensuit de (2.6.3)) que
t
(- )72 + 4/ IVu(, Tl dr < 4160ll72 T2 + 2 [|uo|l 7=
0
soit encore
uwe L®(0,T; L*(R*)) N L? (0, T; H'(R?)),
En prenant le produit scalaire entre I’équation (|2 1 et u |u| et une intégration par parties,

il vient que

4dt HuHL4—|—/\Vu| luf? d+ - /Hw | dx—/ 3)-|uy2udx—/w.\u|2udx, (2.6.4)
R3 R3

ou nous avons utilisé le fait que :

1
/(u-Vu)-\u|2udx = 1/u~V|u|4da::O,
R3 R3
/V?T' lu> udz = —/7ru~V|u\2udx,
R3 R3
1
/Au- P udz = —/|Vu|2|u\2da:—5/}|Vu]2|2d:c.
R3 R3 R3

De la méme facon, en prenant le produit scalaire entre 'équation (2.1.1)5 et [6]>6 et une

intégration par parties donne

4dt ||9||L4+/|ve| 02 dz + = /y|ve| de =0 (2.6.5)

R3
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ol nous avons utilisé le fait que :

/(u-ve)-|9|29da;= / V6" dz =0,

RS
/A9-|9|29dx = /yve| 10)? da /||ve\2}2dx
RS

]RS

En regroupant ces équations (2.6.4) et (2.6.5)), on obtient
1d

1 (s + 161L) + e 1Vl + 1161 V01 + 5 (19 1P + V6722
= /(963) : |u|2udx—/V7T- |u|® udz. (2.6.6)
R3 R3

D’apres I'inégalité de convexité,
VO €]0,1], ab < (1 — 60)ai= + Obd,

on obtient facilement que

1 3 3
[ wfute< [iotar < (G004 1) do <5 Q00+l @26)
R3 R3 R3

Par conséquent, en insérant (2.6.7) dans (2.6.6)), il s’ensuit que

(Hu|rL4 + 16132) + 4 (Il [Vull2 + 1101 9013:) + 2 ([|V [l [[7. + V627 )

IN
=l 2 a,

(10174 + [Jull74) + /er- |u)? udz| . (2.6.8)

. 2 . . . .
Afin d’estimer | [ Vr - |u|” udz|, nous souhaitons maintenant donner quelques estimations a
R3
priori dans les espaces de Lebesgue pour la pression et du gradient de la pression en termes

de u et 0. On prend la divergence dans la premiere équation (2.1.1]), on obtient

3
—Am = Z @aj(uzuj) - 830,

ij=1

et par conséquent,

3
~A(Vr) = Vdiv(u-Vu) = 05V0 = Y 0;0;(u;Vu; + u; V) — 05V0
2,7=1
3
Vr = Z RZR]<U1VUJ + UJVUZ) — RgR@,

ij=1
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ou

N|=

Ri = 81(—A)7%, R = (R17R27R3) = V(_A)i

est la transformation de Riesz. En appliquant la continuité des intégrales singulieres sur les

espaces de Lebesgue L? (1 < p < 00), nous avons

IVall, < Cllu-Vaull, + 101,

IN

C HU ' VUHL:D + HQOHLI’ (269)
< Clu-Vull, +C.

En utilisant I'inégalité de Holder et en employant une intégration par parties, nous estimons

[ u-Vr|u® de

R3

comme suit

/U.Vw|u|2dx = /ﬂ(u-V|u|2)dm < /|7Tu| ‘V|u|2|dx

R3 R3 R3
2
< Almull 2 [V [l .
2
< lllpe lull o [Vl 2

En appliquant (2.5.1)) & ||7||;4 et en choisissant v = 4 tel que ; + 2 = £, on en déduit

1 1 1
17l < Clomlza 10aml7a [|0s7 ][ s

2 1
C [Vl 12uml

IN

Comme 1—72 < X\ < 00, on obtient alors

D’autre part, (2.6.9), I'inégalité de Holder et I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg permettent

alors d’écrire

V7l < Cllu-Vul . +C
< Clull, g, IVl +C
1
= O o, IVl C
2121 2119-2
< Ol |V Il VUl + C
6_1 9_3
< Clullp ® ||V ulP||E e IVull . + C.
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Ceci donne
[Vt as) < (C i V1P| 5 19+ C) ol .
R3
Puis, en vertu de I'inégalité de Young (a‘sbl_‘S <da+(1—=06)b<a+baveca,b>0et << 1),

il vient que

/u~V7T\u|2da:

J
_(5_1

< (VeI (cuunéi(“) [ Ful ;5 uaswuiif“a))l el

< S IVIPI + Ol A a5 o ||3(4 )+ C 0

<

— 2|2 C ?(4 a) ) 12 S 1_%(%)
5 IV Pl + Ol (Ivull2:) " (sl

12—-7a

1- 1227 20
+C (119a 12) (||837T||12 M)

1 2 16(3=0) = =
< IV P+ CRlEED (1vull + ol 57 + ¢ (1+ ol )

1
< SV RPI + Ol + 1) (U 1Vl + losmlg,) (26.10)

ou nous avons utilisé le fait suivant :

63-a 2.3 T Ly da
—_— et — - = = c est-a-dire = .
3'4_q PRI 1= 12 74

En insérant m dans , on obtient

d
27 Ul 81Ee) + |97l

< C(llullys + 1611s) (1+ [IVullzz + (157117,

Par conséquent, on trouve

(e lullfs + 16015.) + |9 ful?][
< O (U sl + IVullZa) (e + llulhs + 1611)
< C0hamln (e + Nl + 0113:) (26.11)

+C (1+ [Vullz2) (e + llullzs + 10174) -
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Posons

4 4
J = [|0s7[|7x (e + lullpa + 116]7) -

Grace au lemme [3.3.1], on a 'inégalité suivante

9
L4100 < 1 (14100 + )
< 1+In(e+[0]74) .

Il est clair que J peut étre estimé comme suit :

[ \ )
J = Ol1*) [1 +In(1 + ||0
T a0+l 101z [+ I+ [16]].)]
H837THQLA
L+ In(1+ [[0]] )
[EEIF

1+ 1In(1+ 0] 14)
Par conséquent, en insérant (2.6.12)) dans ([2.6.11]) et posons

< (e + llullza + 1161174) [1 + e + [10]]74)] (2.6.12)

< (e + lullza + 110176 [1 + e + fullza + 101]70)] -

F(t) = e+ fu(t)][z. + 16017

il s’ensuit que

dF < ||a37r||qLA

- 1+InF)F+C(1 ) F.
dt — 1+1n<1+||‘9||L4>( +In ) + ( +HVUHL)

pour tout ¢ € [0,T]. Le lemme de Gronwall implique alors que

|05 (s)[|70
L+ 1In(1 + [|0(s)]] 4)

F(t) < F(0)exp (C /Ot (1+lnF(s))d5>

X exp (C /Ot(l + ||vu(s)||§2)ds) .

En utilisant le fait que (u, d) est une solution faible de (2.1.1]), on trouve grace a I'inégalité
d’énergie que
T
| IVus)2)ds < O(T, . 00),
0
et par suite

1057 (5)[ 72
L+1In(1+ [|6(s)][ 14)

1—|—lnF(t)§CT—I—lnF(O)+C’/t (1+1n F(s))ds.
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L’inégalité de Gronwall standard implique que

T |05 ()| 4
In F(t) < 0o, T ¢ e !
n F(t) < c(ug, 0y, T) exp ( /0 14+ In(1+||6(s)] 1) S) ’

et en se servant de ([2.4.5)), on obtient une solution (u, ) du probleme (2.1.1)) vérifiant :
sup ([lu(-, )l s + 10, 1)l 1) < oo (2.6.13)
0<t<T

Alors, en utilisant le lemme (iii), il est facile de conclure que lestimation ci-dessus

(2.6.13) implique que la solution (u,6) est réguliere sur [0,7]. Le théoreme est ainsi

démontré. O
Tres récemment, Gala et Ragusa [55] ont étendu la classe de régularité pour les espaces de

Morrey-Campanato. Voici le résultat.

Théoréme 2.6.1 ([55]) Soit (ug,6y) € L? (R?) N LY(R3) avec V-ug = 0 dans R?, au sens
des distributions. Supposons qu’il existe une solution faible (u, ) de associée a la
donnée initiale (ug,0y) sur [0,T). Si la dérivée directionnelle 3w de la pression vérifie la

condition dintégrabilité suivante en temps et en espace

105 (s)II""
M

T

o 14+In(L+[6(s)] )

3w

ds < oo avec 0<r <1,

alors la solution faible (u, @) est réguliére sur [0,T].

Remarque 2.6.1 Le cas critique r =0 ou r = 1 reste un probléeme ouvert.



Chapitre 3

Un critere de régularité logarithmique
des solutions dans les espaces de
Besov

3.1 Introduction

La description mathématique de I’état d’un fluide en mouvement se fait au moyen de fonctions
déterminant la distribution de la vitesse du fluide u et de quelques grandeurs thermodyna-
miques, par exemple la pression 7 et la température du fluide 6.

Dans I’ensemble, les mécanismes d’explosion (c’est-a-dire de perte de régularité en temps fini)
pour les EDP d’évolution non linéaires sont encore tres mal compris. Le but principal de ce
chapitre est de donner un nouveau critere de régularité des solutions faibles de ’équation de
Boussinesq dans la classe Lﬁ([o, T); B;OTOO(R?’)) pour 0 <r < 1.

Rappelons que les équations de Boussinesq sur R? x (0,7") décrivant I’évolution d’un fluide
newtonien incompressible, homogene et visqueux, sont données, en I’absence de force extérieures,

par le systeme :
0tu—|—u-Vu—Au—|—V7r:9?3,
00 +u-VO— A0 =0,
V-u=0,
(u76)(‘r’ O) = (u0,00)<$), LS RS’

Quand 0 = 0, (3.1.1]) se réduit aux équations de Navier-Stokes incompressibles et de nombreux

(3.1.1)

résultats sont disponibles. Outre leurs applications physiques, les équations de Navier-Stokes

sont également significatives sur le plan mathématique.
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Cependant, comme dans le cas des équations de Navier-Stokes, la question de la régularité
globale des solutions faibles des équations de Boussinesq en dimension 3 reste toujours un
probleme ouvert et le systeme a fait 'objet de nombreuses études. En utlisant certains
outils d’analyse harmonique réelle, certains criteres de régularité des solutions faibles via le
champ de vitesse, dans les espaces de Lebesgue, les espaces de multiplicateurs singuliers et
les espaces de Besov ont été obtenus dans [53, [72] 65], 66, R1] [69].
Plus récemment, Gala et Ragusa [55] ont montré que la solution faible devient réguliere si
2 2
luC Ol 2+ 100

T B
/ == == dt <oo pour0<r<1 et s>
0

1+ log(e + [|u(-, )| gs + 110G, 1) ) (3.1.2)

l\:)ln—

. —T
ou B, ., désigne I'espace de Besov homogene. Les définitions et les propriétés de base des
espaces de Sobolev et de Besov peuvent étre trouvées dans [64]. Pour la concision, nous les
omettons ici.

Le but de ce chapitre vise a améliorer le critere de régularité (3 sous la condition suivante :

2
T || (- 1:,

Boo,oo dt <oo pour 0<r<l1.
O/Ine+||u D, )

Dans [48], Cannon et Dibenedetto étudient des criteres de régularité du probleme ({3.1.1)) par
des méthodes d’énergie. Dans cette optique, des résultats sont obtenus par Dong, Jia et Zhang
dans [51], ou ils ont étendu le critere de Cannon and Dibenedetto [48] au cas des espaces de
Besov. Motivés par [48] et [59], Gala et Ragusa [55] affinent les résultats précédents et ont
montré un résultat de régularité dans les espaces de Besov d’indice négatif.

L’un des problemes posé par 1’étude de ce systéeme consiste en la recherche des espaces
aussi grands que possible pour lesquels on pourra résoudre de maniére unique localement en
temps, ou bien globalement en temps si la norme dans ces espaces est suffisament petite. La
régularité de ces solutions et donc leur unicité, reste un probleme ouvert de grande actualité.
Il est donc naturel de se demander sous quelles conditions nous pouvons obtenir la régularité
des solutions faibles au sens de Leray pour les équations de Boussinesq. La régularité du
probleme fait déja l'objet de nombreux travaux (dont seulement quelques-uns sont
rappelés ci-apres). Le travail fondateur dans ce domaine est le travail de F. Xu et J. Yuan

[82] (voir aussi [83]) ou ils ont démontré que pour toutes donnée initiale (ug,6y) € H*(R3)
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pour s > 3, il existe un réel strictement positif 7" = T (||(uo, 6o)|| ;) tel qu'il existe une unique

solution (u,#) de I’équation de Boussinesq sur [0, T") sachant que
ue C([0,T]; H(R%), 6€C(0,T]; H(R*)) nL* ([0, T]; H**'(R?)) .

Une telle solution (u, 0) est réellement réguliere. Rappelons que C ([0, T) ; E)) c’est I’ensemble

des fonctions continues sur [0,7") a valeurs dans F. Il est muni de la norme

lull oy = sup [lul 8|5
0<t<T

Remarque 3.1.1 Pour un espace vectoriel topologique E, C* ((0,T); E) désigne l’espace des
fonctions a valeurs dans E, définies et contintiement dérivables sur (0,T). La topologie dans

CY((0,T); E) étant celle de la convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées.

L’intérét de cette étude est de savoir si la solution (u, ) perd vraiment sa régularité a t =T
(voir [14]). Une autre possibilité est que (u, #) peut étre prolongée a la solution dans la méme
classe que dans (C'L,) au dela de T'. Il peut étre possible qu’il existe un nombre réel T* > T

sachant que (u, @) peut étre étendu vers la solution sur [0,7™) puisque
we C(0.T%); H) N O ((0,T%): HY) N C ((0.17); H**?) = (CL3) .

D’un autre coté, Giga [20] a développé la théorie de I'opérateur de Stokes sur les espaces
de Lebesgue L* et a établi un critere sur 'extension des solutions fortes. Soit ug € H® avec
s > 1. Supposons que u soit une solution de 'équation de Navier-Stokes (6 = 0) sur [0,7)

dans la classe (C'Lg). Si
g 2 3
/ u(t, )||7a dt <400, pour —+—=1 avec 3<a <o
0 e

est satisfaite, alors il existe T* > T telle que u peut étre prolongé vers la solution sur [0, 7*)
dans la classe (C'L?).

En introduisant la classe L7 ((0,7); L*(R?)), Serrin [36] a montré que si une solution faible au
sens de Leray u appartient a la classe L7 ((0,T); L%(R?)) avec des exposants « et 7y vérifiant

%—i—g <1,2<7y<o00,3<a< oo, alors la solution u € C®(R? x (0,T)).
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Dans [27], Kozono et Taniuchi ont montré qu'une solution faible u de I’équation de Navier-
Stokes (f = 0) sur R3 x [0, 7] convient pour tout 0 < ¢ < T avec une solution forte dans la
classe

ueC([e,T);H)NC" ((,T); H)NC ((e,T); H*?), s> %,

si
r 2
é\wwmmmw<+w

Ce procédé, repris par Kozono-Ogawa-Taniuchi [27] trois ans plus tard, permet de montrer

que si une solution faible au sens de Leray

ue I ((0,T); B o(RY),
alors u est réellement une solution forte du systeme de Navier-Stokes sur (0,7).
Dans [?], Sohr a étendu le critere de régularité de Serrin dans la classe plus naturelle et plus
générale en introduisant P'espace de Lorentz en temps et en espace L*" ((0,T); L2>(R?))
avec % + % = 1. Nous allons nous attacher ici a généraliser ce type de résultat de régularité,
en prenant des espaces plus grands. Nous le ferons essentiellement sur les espaces de Besov
d’indice négatif et nous inspirons du résultat remarquable de Gala ([19]), qui dit que si la

solution réguliere u vérifie

w=VxueL?*((0,T);B R?)),

-1
oo,oo(

alors la solution u peut étre prolongée comme une solution réguliere au dela de T

La question qui se pose maintenant de maniere naturelle est : peut-on étendre ce résultat
de régularité des solutions faibles au sens de Leray pour les équations de Boussinesq
dans l'espace entier R? au cas des espaces de Besov d’indice de régularité négatif. On sait
que si une solution faible au sens de Leray u appartient a la classe

2
L7 ((0,7); L%(Rg’)) pour certain 0 <r<1 et —=1—r, (3.1.3)
Y
alors u est réguliere [30].
Inspirés par le résultat [19], nous montrons que les solutions faibles sont des solutions fortes

si le champ de vitesse u satisfait une certaine condition. Plus précisement, nous donnons un
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nouveau critere de régularité

2

ro Gl
= dt < oo
|, My )

pour 0 <r <1ou

pour des solutions faibles des équations de Boussinesq dans R3. Il est donc naturel d’étendre

le résultat dans ’espace plus large et améliorer les résultats précédents.

Théoréme 3.1.1 Soit (u,0) une solution réguliére de dans [0,T) avec la donnée
initiale (ug, 0y) € H*(R?) x H3(R?) o divug = 0 dans R3. Supposons que la solution (u,0)

satisfait
T G0l
Doece gt < 00 pour 0 <r <1 (3.1.4)
/1n (e lul Dl = )

0

Alors, on a

sup ([ful-, )5 + 100 )|5s) < oo
0<t<T

Autrement dit, la solution (u,0) peut étre continiement étendue au deld du tempst =T. En

d’autres termes, si T, est le temps mamimum d’existence de la solution, alors

P 0% st
= dt < oo.
/ Ine + Ju(- Ol )

D’ot, la solution (u,0) peut étre contintiement étendue au deld du tempst =T.

Remarque 3.1.2 La condition peut étre considérée comme une version améliorée,

sur le plan logarithmique, de ’hypothese

_2
||u(-,t)||;i’; dt <oo pour 0<r<1.

00,00

Pour le cas » = 1, nous avons le résultat suivant.
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Théoréme 3.1.2 Soit (u,0) une solution réguliere de dans [0,T) avec la donnée
initiale (ug,0p) € H3(R®) x H3(R?) ou divuy = 0 dans R®. Supposons qu’il existe une

constante n positive, assez petite, telle que

HU(, t>HL°°(O,T;B;1700(R3)) <n, (3.1.5)

alors la solution (u,0) peut étre prolongée continiement au dela du tempst =T.

Remarque 3.1.3 Le théoréme|3.1.2 peut étre considéré comme une amélioraation et un cas
limite de ceux de [55]. Il convient de souligner que toutes les conditions sont valables pour les
équations de Navier-Stokes. Nous nous référons a un travail récent de [53] et aux références

qu’il contient.
Remarque 3.1.4 Pour le cas r = 0, voir [69].
On aura besoin du résultat suivant due a Kato et Ponce [60].

Lemme 3.1.1 Supposons que 1 < p < oco. Pour tout f,g € W™P(R?), 1 < q1,¢q2 < 00 et

1 < P1,P2 S o0, on a

IV (f9) = IVl e < C UVl [V 9l o + 190 Lo IV F 1l 2 (3.1.6)

oul<a<met

3.2 Preuve du théoreme [3.1.1]

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme en utilisant la méthode d’énergie.
Preuve. Soit T' > 0 un temps donné, fixé. L’existence et I'unicité des solutions régulieres
peuvent étre obtenues comme dans le cas des équations de Navier-Stokes. Plus précisement,
on montre que si une solution réguliere (u, ) vérifie la condition , alors la solution

(u, ) peut étre étendue au-dela de t = T, ¢’est-a-dire, pour T' < Tets>3:

(u,0) € C ([o,f); HS(R?’)) nel ([o,f; Hs-l(R3)) .
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Comme

P ()]

= dt <oo pour 0<r <1,
[ [l 0, )

o3

0
on déduit que pour tout € > 0 suffisment petit, il existe Ty = Ty(e) < T vérifiant

2

v ful Ol
/ = dt <e<< 1l (3.2.1)
To In(e + ||u('7t)||3;’“oo)

En multipliant (3.1.1)), par € et en intégrant par parties par rapport & x € R3, on obtient

1d

2 2
555 0G0 + 1900, B)l13 =0,

ol nous avons utilisé la condition d’incompressibilité V - u = 0. Par conséquent, il vient que
0 € L (0,T; L*(R%)) N L* (0,T; H'(R?)) . (3.2.2)

Ensuite, en multipliant (3.1.1); par u, on obtient apres une intégration par parties,

1d
7 0O+ 19uC Ol = [ (620 ude < 1660 ul- D)l
R3
< ClluC )l -
Il s’ensuit que
ue L>(0,T; L*(R*)) N L* (0,T; H'(R?)), (3.2.3)

ou on a utilisé (3.2.2)) et
1 2 1 2
(u-Vu)-udx:§ (u-V)udx=—§ (V-u)u“de =0

R3 R3 R3
due a la condition d’incompressibilité de u, c¢’est-a-dire, V - u = 0.
Maintenant, en multipliant les équations (3.1.1)); et (3.1.1)s par (—Au) et (—A#), apres une

intégration par parties et prenant en compte de la propriété de divergence nulle, on a alors

1d

5%(”VU('J>H%2 + VO 8)[72) + 1 Aul, )72 + A0, 1172
= / [(u-V)u] - Audz — / (0¢€5) - Audx (3.2.4)

+/ (u-V)0]-Abdz+ | Vr- Audz.
R3

R3
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Notons que

ou; 0%u;
) A ou; 07U 4
/R3[(u V)u] - Audx /]R3 Z D 3xk

3
Ou; Ouj Ou; 0*u; Ouy
- —dx — —dx
/]Rs i,j,z &rk 6@ 8£L‘k / ,7,72 i 81‘ 8:13k a{Ek ’

00 026
u-V)0|-Abdx = / Uj— ——dT
3

__/Zau13959d /3 u‘82¢9 69d
B RS, Oz Ox; Oz, W=V 905 O

R3

En utilisant la condition d’incompressibilité V - u = 0, on a

O*u; Ou, /3 00 80
/R3 Z 'Ox;0z; 5’$kd =0 =11 Ox;0x; Ox; =0

RS

et par conséquent, on trouve

Ou; Ou; Ou;
_ ' __[3 i OU; OU;
/Rd[(u V) u] - Audx /mk 190, O, &de

R3

3

du; 00 96
/RS[(u.v)e] N —/RS Z 5z, axia_xjdx’
i,j,k=1

3
— 06 ou
3
- A =—
/RB(H €'3) - Audx /R3 ;:1 9. Oz, dx

En combinant ces différentes relations, on obtient

et

1d
5 VUl Ol + 1900, 0)12) + [1Au )2 + 1260 )2,
3 3
B Ou; Ouj Ou; Ou; 060 06 00 8u3
N /Rs ”Zkgl oxy 0x; Oxy, du /Rg ”z: Oxj Ox; Ox; dz + /Rg Z ox; 8951
= T1+ T, + Ts. (3.2.5)

Majorons terme a terme le membre de droite. Par les inégalités de Holder et de Young, Z; se
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majore par

Oy
I

[ (D dude < |9 e 0) 2 | Aul,
R3
Cllull = IVull 18l

IN

IN

1- 1
Cllull e IVuls” [ Aul

IA

1 2 %T 2
5 lAullpe + Cllull = [[Vullza

00,00

1 2 = 2 2
< 5 lAullze + Cllull = (VulL. +[VOIl7:),
ou nous avons utilisé I'inégalité d’interpolation suivante due a [63] :
Jusul + < Cllull, [Vl
et 'inégalité d’interpolation standard

fll = H'ﬂsﬂm _ (/R € ﬂzs ﬂ2—25>§

£ 122 IV ]S, pour tout 0 < s < 1.

A\

Pour le terme 7o, on a

L < OVl 90 < ClITull V0l 1 1461
< CIVuls 10l 140
< S 1801 +C IR [Vl
< 5 180 + C 61 (IVullZs + IVOI2),

ou nous avons utilisé

HVQHB;IOO <C HQHBZOOO <C ||‘9||Loo :

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’obtenir une majoration de Z3 comme suit

1
Ty < [Vl 2 V012 < 5(IVullze + [VO12).

En regroupant les termes dans (3.2.4)), on obtient
IV Ol 72 + IVOC )172) + | Aul )72 + 126, )|[72

C(5 + [lul-, 1)l ;2— F10C, Ol ) IVl O)lz2 + 1V0(, D)1 72).

00,00
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Comme H?(R?) s’injecte continuement dans B;:OO(]R?’), il existe une constante C' telle que
Jull < C ol
Ainsi, on obtient

d
VUl 152 + 1VOC D7) + Al D)l + 180, 1)lI7

3 llull 1611 ) )
< C —= Vu(-, )72 + [|VO(-, t)||72) In(e + [|u(-, 1) .-~
e Ty | (7Dl + 190 DT et 0l )
Lol + 10D 2 2
< C N Vu(-,t)||72 + [[VO(, t)||72) In (e + [|[u(-, t)]| s + |0, )] 173
e oA, | (7Ol #1960 e IOl + 6001
3G DI+ 160Dl 2 2
< C —= Vu(-,t)||72 + |IVO(-, t)]|72) In (e + k(t

ou k() est défini par

w(t) = sup ([uC )l + 110G 7)) pour tout Ty <t <T.
To<7<t

On doit mentioner que la fonction x(t) est croissante. En intégrant I'inégalité ci-dessus sur

[Ty, t] et en appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

t
IVt O+ 190,01+ [ 18uC, DI +120C DIz dr
0
< (IVu, )32 + 1960, To)ll32)
N G Sl

xexp | C / e
1o Jog(e + Tul 1), )

In (e + k(7)) dr

< (IVa(-, To)ll7z + IVO(, To) |1 72)
P (O ol e
X exp Cln(e+/i(t))/T0 ln(e+||u(-,7‘)o|o|:fr )dT
< Cexp(Celn(e+ k(t)) = C (e + k(1) (3.2.6)

ot C' est une constante positive dépendant de ||Vu(-, Tp)||%2, [[VO(-, To)||32, To, T et b.
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Ensuite, on se propose d’obtenir des estimations dans H? sous la condition (3.2.6). En ap-

pliquant I'opérateur A3 = (—A)% a la premiere équation de (3.1.1f);, en prenant le produit

scalaire de I’équation résultante avec A3u, une intégration par parties, on a alors

e

t)Hi2 + HA‘*u(-,t)Hi2 = — /R3 AP (u- Vu) - NPudw + /RB A(0€5) - Nude (3.2.7)

3
De méme, en appliquant A3 = (=A)2 & (3.1.1))5, en prenant le produit scalaire de I’équation

résultante avec A30, une intégration par parties, on obtient

th HA3 )7+ [|AC 0], = —/Rg A? (u-V0) - \*0dz,

En utilisant le fait V -« = 0, il vient que

/ (u- V)N u - Nudr = / (u-V)A*0 - A*0dz = 0,
R3

RS

d’ou on déduit que

S 1A% O+ 330,02 + A% 0] 7 + [4%0C, 0

= — / [A%(u- Vu) —u- A*Vu] - Nudz + / A€ 5) - Auda
R3 R3

3
— / [A%(u-VO) —u-A°VO] - A’0dx
R3
= I 4+ I, + IIs.

Pour estimer II;, rappellons 'inégalité du commutateur due a [60] :

1A% (Fg) = A%l < C(IA gl Loy IV F Lo + A Fll oo gl o2

pour o > 1, et % ==+ qil =141 Doncll peut étre estimé comme suit

1
p1 p2 @’

I

IN

C||V? (u-Vu) —u- V3Vl 3 |V,

IN

ClIVull s [ A%ullZs
3 1 1 5
ClIVull f2 | A%ull 2 [ Vull 3 A%l

IN

IN

1 13 3
6||A4U||%2 + OVl 2| Aul 2,

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

ou on a utilisé (3.2.10) avec a = 3,p = %,pl = q = p2 = @2 = 3, et 'inégalité suivante de

Gagliardo-Nirenberg
3 1
{ IVulls < CIVul A%l
1A% < ClIVul gl A% .

(3.2.12)
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En utilisant (3.2.1)) pour Tp <t < T, (3.2.11)) se réduit a
1 ~
M < 5 A"ulfz + Cle + k(t))2T 0 (3.2.13)
En utilisant (3.2.10)) encore une fois, on obtient

I3

IN

ClV?(u-V6) —u- v3v9||L% NP

IN

OVl [ V81125 + CIIVOLa [ FPullza | V6]

IN

CUIVullzs + 1V0)1 ) (| V33, + [|V°6]|%s)

1 ~ 3,13
g UINtula + A1) + Ol + )¢,

IA

L’inégalité de Cauchy permet de majorer le terme Il; comme suit

I,

IN

1
SUIV°ullz + v20ll7)

< Cle+w(t)%
En insérant toute ses inégalités dans (3.2.9)) et en simplifiant les termes dissipatifs, on trouve

%MA%mwmfwM%@wm»<5w+m@ﬁ+%*+5@+ﬁwy, (3.2.14)

avec I'inégalité d’énergie (3.2.3)), il vient

Dl + 100, 11) < Cle + ()56 4 Cle + m(1) (3.2.15)

En choisissant ¢ > 0 suffisament petit pour garantir %C’e < % et en appliquant I'inégalité de

Gronwall a (3.2.15)), on trouve pour tout Top <t < T
-, 8) s + 16, )3 < C < o0, (3.2.16)

ott C dépend de || Vu(-, Tp) 32 et [|VO(, To)| 7.
Notons que le membre de droite de (3.2.16|) est indépendant de t pour Ty < ¢t < T . D’ou
(u,0) € L*>=(0,T; H*(R3). Par conséquent, (u,f) peut étre étendue au-dela de t = T'. Ce qui

conclut la preuve du théoreme|3.1.1 O
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3.3 Preuve du Théoréeme 3.1.2.

Rappelons pour commencer le résultat suivant du théoreme d’existence de solutions locales.

Lemme 3.3.1 Supposons que (u,0) € L*(R3), pour a > 3 et V- u = 0. Alors, il existe
To > 0 et une unique solution de sur [0,Ty) telle que

(u,0) € (LN C) ([0,Tp); L* (R*)) N L* ([0, Tp); L" (R®)),  tsu € BC ([0, Tp); L (R?))
(3.3.1)
De plus, soit (0, T*) lintervalle mazimal tel que (u, @) soit solution de dans C ((0,T*); L* (R?)),
a > 3. Alors, pour tout t € (0,T%)

C C
g et (00l 2

Ju( Ol e > m T

ot la constante C' est indépendante de T™ et a.
Pour la démonstration, voir [20].

Remarque 3.3.1 Si (u,0) est une solution forte vérifiant

(u,0) € L* ((0,7); L (R*))  pour %4—%:1 et B> 3,

alors (u,0) appartienne a la classe O (R x (0,T)).
Rappellons aussi le résultat suivant :

Lemme 3.3.2 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg) Pour tous nombres réels p,q,r > 1
et tous entiers m, k avec m > k, il existe des constantes ¢ : % <6< 1etC(m,k,p,q,r)>0

tel que pour tout f € C°(R?), on a linégalité

IV £l < CIA Y™ 1S

ol

L9, (3.3.2)

ﬂ)"‘—
3 q
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Le lecteur peut consulter ([74], Theorem 2.2, p. 62) pour une démonstration (voir aussi [1]).
La condition entre les indices est ici dictée par le critere d’homogénéité.

Preuve. Pour Tout 7" > 0, supposons que (u,#) est une solution réguliere de sur
[0, T) vérifie la condition ({3.1.5)).

En procédant de la méme maniere que dans la preuve du théoreme [3.1.2] on va montrer que

sous la condition (3.1.5]), on peut obtenir des estimations dans
L> (0,T; H'(R®)) N L* (0, T; H*(R?)) (3.3.3)

pour la solution (u,#). La preuve de ce résultat (tnéoreme [3.1.2)) se fait en deux étapes.

Etape I. Estimation dans H'. Afin d’avoir I'estimation H', on appliquera l'opérateur V aux

équations (3.1.1)); et (3.1.1)2 et on multipliera par Vu et V0, respectivement pour avoir

1d

527 IVuC Dz + V0, D1[72) + 1 Au(, )17 + (A0, 1)
= —/ V(u-Vu) - Vudx +/ V(07€s) - Vudr — | V(u- V) Vodz
R3 R? R3

Dans la suite on va estimer Z;,7Z, et Z3. Ainsi,
3 2 2
T < IVullls < CIVull s 18ul2e < Cllull-r [|AulZ,

ou nous avons utilisé I'inégalité d’interpolation suivante due a [63] :

W=

2
[wlls < ClIVw| g2 [w]]?

00,00

oy

En notant que ||6(-,1)|| ;0 < [|00]|;, et en utilisant les inégalité de Holder et de Young, le

terme Z3 peut étre estimé par

I3

IN

ClIVully IVO]7e < CNIVull 2 [VOll =1 (A0

IN

ClOIEs 1A8)3 +C IVl

IN

CllOIze0 180152 + C [V

VAN

2 2 2
Cl6oll 7o [[AB]I72 + C [Vl
ol nous avons encore utilisé I'inégalité d’interpolation due a [63] :

V02, < C 0l A0
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Quant au terme Z, et en utilisant 1'inégalité de Cauchy, il peut étre estimé par

1 1
Ty < [Vl g2 V02 < 5 IVull7: + 3 IV6l17.

En injectant toutes ces estimations dans (3.3.4)), il vient
1d
2dt

2 2 2 2 2
< Clluflgo NAulie + Cllfol e AN + C([Vull + [IVOL2).

(IVu(- )13 + VG, 0)|22) + | Au(-, 1)1 22 + [ AO(, )|

Sous I’hypothese (3.1.5]), on choisira 1 assez petit de sorte que

1
Cllullz =3

Par conséquent, on trouve

d
Z(IVuC )15 + 1900, B72) + [ Aul D] + A6, )17
< O(IVul, )z + IV6(, )I72)-

En intégrant par rapport au temps et en appliquant 'inégalité de Gronwall, on déduit que
T
IVuC )+ 196G 0I5 + [ (lAut Dl +180¢DlEdr <€ (3.35)
0

Etape II. Estimation H?. Dans la suite, on cherchera & obtenir des estimations H? sous
I’hypothese (3.3.5) ci-dessus. En appliquant 'opérateur A a (3.1.1));, puis en prenant le pro-
duit scalaire dans L? de I’équation qui en résulte avec Au, et en utilisant une intégration par

parties, on obtient
1d

T A (u-Vu) - Audz + / A0 3) - Audz. (3.3.6)

R3

I8ul Dl + AV, 0 = -

R3

De maniere analogue, en appliquant A & (3.1.1))s, puis en prenant le produit scalaire dans L?

de I'équation qui en résulte avec Af, et en utilisant une intégration par parties, on obtient
1d

5 180G )2 + | AVO( D)2, = —/ A (u- V6) - Adda. (3.3.7)

R3

En ajoutant (3.3.6)) et (3.3.7), on déduit que
1d

5 27 (18 Oz + [180C, )lI72) + AVl Ol + [AVOC, D)7
= —/ A(u-Vu)-Audx—i—/ A(Q?;;)-Audx—/ A (u-V0) - Abdx
R3 R3 R3

= Ki+Ky+Ks. (3.3.8)
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En utilisant les inégalités de Holder et celle de Young, on peut estimer /C; par

Ky / A(u®u) - AVudr < [[A(u @ u)||,- [|AVul| ;.
R3

IN

C[[ull poe | Aul| 2 || A%l

1 2 2 2
< S8l + Cllullie AUl -
Ici on a utilisé l'estimation bilinéaire due a Kato-Ponce [60] et Kenig-Ponce-Vega [61] :

HAa (fg)HLp < C<||Aag||m1 ||f||Lp1 + HAafHLpz ||g||qu)7

pour o > 0, et ]l) = pil +qil = p% + q%. A partir de la condition d’incompressibilité, de I'inégalité

de Holder et de celle de Young, on trouve

Ky = /A(u&)-AVHda:ﬁHA(uH)HLQ 1AV .
RS

IN

Cllull o 120] 12 + 0] o |AU]]2) || A0,

1 2
< 3 [A%0]] . + Cl[ull 7o + 10170 ) (| Aull72 + | A0]72).

Quant au terme Ky, on a

1
Ko < (| Aulz: + 1A0]]72).

En insérant toutes ces inégalités dans ([3.3.8)) et en simplifiant les termes dissipatifs, on trouve

d
S (18uC )15 +1A0C,D72) + [ AV, £)[7. + 1AVO(, )17,
< O(llullze + 101z ) (AUl 72 + [1AG]I72)- (3.3.9)

Gace a I'inégalité d’interpolation suivante
1 3
1l < ClANZ2 1AS 72,
et d’apres (3.3.5)), on obtient
r 2 2
| Ut + 106D < € < .
Par application du lemme de Gronwall a (3.3.9)), on montre que

T
||Au(-,t)||12+||A9(-,1t)|liz+/O (IAVu(, 8|72 + |AVO(-, t)||72)dt < C. (3.3.10)
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Les estimations précédentes (3.3.5) et (3.3.10) ainsi que I'inégalité suivante de Gagliardo-

Nirenberg
1 1
1fllze < CNFNZ IAFIIZ2

permettent sans difficultés de voir que
(u,0) € L*0,T; L°(R?)).

Le lemme montre que (u, ) est réguliere. Ceci termine la démonstration du théoreme
3. 1.2 U

3.4 Remarque finale

Tres récemment, Q. Liu [31] s’est inspiré de notre démarche en utilisant les espaces de Le-
besgue anisotropiques dans sa démonstration afin d’établir un critere de régularité, en impo-

sant plus de régularité sur la condition initiale. Il prouve le résultat suivant.

Théoreme 3.4.1 ([31]) Soit T > 0 fizé. Soit (ug,0) € H'(R?*) N LY (R3) avec V -uy = 0
et supposons qu’il existe une solution faible (u,0) associée a la donnée initiale (ug,6y) qui

vérifie la condition d’intégrabilité suivante en temps et en espace :

e 1wt ol |
122 dt < oo,
|, TR

ot

2 1 2 3
—+-—+—=X€2,3) et —<y<a< —.
5+7+04 €1[2,3) e ySTSa<—

Alors (u,0) est une solution régulicre sur R3x [0, T, ¢’est-a-dire (u,0) € C ([0, T]; HY(R3) N L*(R3)).

1

Nous en renvoyons au document original pour la démonstration.
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PERSPECTIVES

(a) 11 est un probleme difficile a prouver la régularité des solutions faibles pour les
équations de Boussinesq en ajoutant la condition A = 1—72 ou A = % dans .
Nous espérons pouvoir surmonter ce probleme dans un proche avenir.

(b) Nous ne savons pas si les critéres de régularité sur la pression peuvent étre étendus
aux espaces de Besov avec indice négatif; c’est-a-dire, si nos résultats sont toujours
valables lorsque la condition de croissance critique est limtée a 03m. Comparée
aux résultats précédents, la principale difficulté réside dans le manque d’inégalités

anisotropes de Sobolev dans le cadre des espaces de Besov. Nous nous concentrerons

sur ce probleme difficile a ’avenir.

(c) Un probleme trés intéressant concernant les équations de Boussinesq, est celui de
trouver des solutions globales en temps pour des données initiales arbitraires dans un

certain espace fonctionnel.

1
(d) Que se passe-t-il si 'on considere le probleme de régularité B . (R?), pour des

solutions deBoussinesq sur un domaine 0 C R3?
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