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L’étude des fonctions 1 qui engendrent des analyses multi-résolutions a été faite par
de nombreux auteurs, en particulier I. Daubechies et J. Lagarias, [2] et A. Cohen [1].

On montre qu’il existe une fonction ¢ € L?(R) qui engendre une base orthonormée
d’ondelette sur V;. Nous présentons ici une base d’ondelette L?(RR), constituée a partir

d’une fonction de Shannon tout en définissant la fonction v par sa tronsformée de Fourier:

@(u0 :3XP2m—WﬁU»'+tXh2WKU07

qui vaut 1 sur les intervalles [—27, —7] et |7, 27| et O ailleurs.

La fonction v est parfois appeleé ondelette de Shannon par référence au théoréme de
Shannon-Nyquist qui caractérise le pas d’échantillonnage permettant de reconstruire les
fonctions & supports limités en fréquence au moyen d’une base orthonormée.

L’utilisation des bases orthonormées d’ondelettes permettra de retrouver trés simple-
ment les résultats concernant les bases inconditionnelles des espaces fonctionnels clas-
siques.

Il vient donc le résultat suivant.
Théoréme 0.0.1 On définit I = [—2m, —7| U [, 27| et ¢ définie par
Y(w) = x (w).

Alors, la collection des fonctions (2%1/1(2% - k)) est une base orthonormée de

5,kE€Z
L2(R).

Remarque 0.0.1 Les fonctions 2%w(2jx —k),j € Z, k € Z, sont appelées les ondelettes

(engendrées par la "mére" ).
Remarque 0.0.2 Une base d’ondelettes est une base hilbertienne (orthonormée) de L*(R)

(¢j,k)j rez engendrée par des translations et des dilatations dyadiques & partir d’une
seule fonction 1)

0, (@) = 259(2x — k), j,k € Z.

avec 1 une fonction & carré intégrable a valeurs réelles.



La transformation en ondelettes orthogonales est alors définie par

f—><f7¢j,k>’ j7k€Z

avec la formule de reconstruction

F=Y0 ()

JEZ ke
et la formule de Plancherel:
2 2
1A ey = D[]
keZ
Avant de démontrer ce résultat, nous rappelons les propriétés principales des analyses
multi-résolutions que nous utiliserons par la suite.

La notion d’analyse multi-résolution a été introduite en 1986 par S. Mallat [3] et est

décrite de maniére approfondie dans le livre d’Y. Meyer [4].

Définition 0.0.1 Une analyse multi-résolution de L*(R) est une suite de sous-espaces
fermés (V}),,, de L3(R) telle que
o V,C V1, ﬂ V; = {0}, U V; est dense dans L?(R).
jEZ JEL

o f(x) € V;sietseulement si f(2x) € Vjiq, et

e 1 a une base de Riesz de la forme p(z — k), k € Z.

Remarque 0.0.3 A toute analyse multi-résolution, on peut associer une base d’ondelettes

(?/)]k) telle que V; soit le sous-espace fermé de L*(R) engendré par les Vyms L < Jik €

Z.. La fonction ¢ est appelée fonction pére de la base d’ondelettes.

Remarque 0.0.4 Si f(x) appartient a L*(R), ou plus généralement, est une distribution

tempérée, les coefficients
Culf) = [ Fabula)dn = (£.0,4)
R

s’appelleront les coefficients d’ondelette.



Une conséquence facile du Théoréeme (0.0.1) est que l'on aura toujours la formule

d’inversion:

r) =Y Cr(f)v;(z)

G kEZ

au sens suivant: pour toute fonction test v € S(R) dont tous les moments sont nuls,

on a:

- Y ol /zm

7,k€EZ
Preuve. (Théoréme 1.0.1)

Pour j > 0et 0 <k <2/ — 1, on pose:

(@) = 25020z — k).

On vérifie facilement que la transformée de Fourier de 1), est donnée par

U (w) = 27527 w) exp(—i2 k). (0.0.1)
Cette transformée de Fourier est donc supportée par [—27.27, —727] U [7.27, 2727] .

Pour j # [, les supports de @j’k et de @l,m sont disjoints, ceci montre que:

)SUpp @Jk) MNsup p (@m) ‘ = 0.

Par conséquent, il vient que

(50 Vm) = 5= (Do) =0 pour j £1

Sij =1, on a alors

(Vi Yim) = —2 J/

exp [i277(m — k)w] dw

-7 2w

= o1 [ ewlitn = dn+ [ explitm i) dn
= 5k7m._7r '



Donc, la famille {@/}

J}k}j,kez est orthonormeée.

Pour montrer que le systéme est une base, on utilise le fait que:

D 1GNP = £ 112y

keZ
pour toute f € L*(R) avec Cy(f) = (f,¥;4) . Vk € Z.

A T'aide d’un changement de variable et du théoréme de Plancherel, il vient:

S5 el = X s / Fley a2 w) ¢ i

JEZ keZ jke
2
27 o eik"d
= — 2
S (| fen S=m

JEZ keZ T

Maintenant, on utilise le fait que le systéme {\/%eik", ke Z} est une base orthonor-

male dans L?(I), on écrit:

S Kl = Xo [ [Femn] a
JEZ k€EZ jJEZ I
1 ~ 2
= — x;(277w) | f(w)| dw
iy
1 2
= 5 [ ey = 10

puisque

ZXI(Z_jw) =1, Vw e R.
JEZ
Ceci montre que 9 est une ondelette orthonormale dans L*(R). m

Le lien entre les fonctions ¢ et les analyses multi-résolutions est décrite par le corollaire

suivant (démontré dans [3])

Corollaire 0.0.1 Soit V;, j € Z une analyse multi-résolution de L*(R). Il existe alors

deux constantes co > c¢q > 0 telles que l’on ait, pour presque tout w € R,
1

o1 < (Z lo(w + 2k7r)|2> < ¢.

k€EZ



on définit ensuite ¢ € L*(R) par

N

B(w) = Blw). (Z Bw + 2fm>|2> .

kEZ
Alors, ¥(x — k), k € Z est une base orthonormée de Vj.
Soit enfin ¢ une fonction de Vj telle que la suite g(z — k), k € Z, soit orthogonale.

Alors cette suite est une base orthonormée de V; et 'on a

G(w) = 0(w).dh(w),

ot f(w) € L*(R), |#(w)| = 1 presque-partout et O(w + 2km) = 6(w) pour tout k € Z.

De plus la famille {@D est une base orthonormée de V; pour tout j € Z.

j’k}j,kez
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