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Résumé

Dans ce mémoire, et aprés un rappel de quelques résultats sur ’équation des ondes
linéaire, on a présenté une méthode de résolution de I’équation des ondes non linéaire, qui
est une combinaison de la méthode des différences finies et d’une technique de linéarisation
numérique.
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Chapitre 1

Introduction

Dans la plupart des phénomeénes physiques, chimiques et méme dans d’autre domaine, on
doit formuler les probléme par des modéles mathématiques. Ces modeéles générent souvent
des équations aux dérivées partielles notées en abrégé EDP.

La formulation a vue le jour au cours du 17°™¢ siécle lors de la naissance de mécanique
(Newton, Leibnez,....), et s’est élargi a d’autres sciences, en particulier en physique.

Les EDP les plus fréquentes en physique sont celles du second ordre. Leur étude est donc
d’un grand intérét pratique, en particulier I’équation des ondes est un modeéle pour étudier
les vibrations ou la propagation d’onde.

On s’intéresse, dans ce mémoire, & la résolution numérique de ’équation des ondes non
linéaire qui est citée dans Particle [2] et qui est du type

9%u
2
/L

~Au+ud=0.

L’objectif de 'article cité est de trouver une solution locale forte avec des données initiales
dans ’espace de Sobolev.

et on introduire quelque résultats obtenus sur I’équation des ondes linéaire par "D’Alem-
bert" et "Fourier".

Ce mémoire est structuré en 3 chapitres.

Dans le 1%" chapitre, on rappelle briévement quelque notions et résultats préliminaires
qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieures.

Dans le 2°7¢ chapitre, on résoud 1’équation des ondes linéaire par deux méthodes, la
méthode de D’Alembert et celle de Fourier, et en ce qui concerne I’équation non linéaire on
cite le résultat principal de I'article.

Le dernier et 3°™¢ chapitre est consacré a la résolution numérique de I’équation des ondes
non linéaire par la méthode de différences finies aprés avoir présenté celle-ci.
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Chapitre 2

Notions fondamentales

Cette partie est consacrée aux rappels de quelques notions mathématiques nécessaires
pour la compréhension de la suite de notre travail.

2.1 Rappels sur les distributions

Pour cette partie voir [4]

Soit 2 un ouvert de R™

< .,.> désigne le crochet de dualité

On note D(R2) P'espace des fonctions C'(£2) a support compact dans €2 (suppy C Q).

Définition 2.1 Soient ¢ € D(Q) et o € N avec m = |a| = oy + ... + a,.On définie la
dérivée d’ordre m de la fonction ¢ par

M

= ———(x), pour x €}
dx‘fl...ﬁxgn( ) p

Définition 2.2 On dit que T est une distribution sur €2 si et seulement si T une forme
linéaire et continue sur D(Q).

On note D'(2) Iespace des distributions.
Définition 2.3 distribution de Dirac
Si a € (), on définit la distribution, notée d,, de Dirac en a par

Vo € D(Q) < g, p >= p(a).

2.1.1 Dérivation d’une distribution

Soit T" une distribution sur €2, si @ € N, on définit la distribution dérivée d’ordre o de
T , notée 91T, par

Vo € D(2) < 0T, o >= (1)l < T, 91l >,

ou o] = aq + ... + .
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Support de distribution

Définition 2.4 Soit T € D'(Q2), on appelle ouvert d’annulation de T tout ouvert u de §2
telle que T' est nulle sur u.

Définition 2.5 On appelle support de T' et on note, supp T, le complémentaire dans €2 du
plus grand ouwvert d’annulation de T.

Exemple :
QeR” acQ alors supp 0, = {a}.

2.1.2 Convolution de deux distributions

Définition 2.6 une fonction f est localement intégrable sur Q) si elle est intégrable sur tout
compact de €.

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur €2 dont 1'une au moins est a
support compact, leur convolution est définie par

(frg)(e) = / £ — y)o(v)dy

Rn

2.2 Rappels sur la transformée de Fourier

Définition 2.7 On désigne par S(R™) l’espace des fonctions C*(R") ,a décroissance rapide
(espace de Schwartz) c’est-a-dire des fonctions ¢ € C®(R™ ) telles que pour tout o, €
Nn

lim }x'o"D"Bl(p(xﬂ =0,

|| —o0

(e79)

ot a = (g, ...,a0), B=(By,.... 3,), #1l = 28 20
Définition 2.8 On dira q’une suite de fonctions (u,,), converge vers u dans S(R™) si

lim sup }x'O"(D‘B'un(x) - D'mu(a:))‘ =0 VYaeN' V3eN'

Le dual topoligique de S(R") est S’(R™), I’espace des distributions tempérées.

Définition 2.9 Pour toute fonction f € S(R"™), on définit sa transformée de Fourier
par :

~ 1
F=FUNQ = o

/f(x)e_m'cdx V¢ e R"

R


http://www.avanquest.com/redirections/avanquest/expertpdf_AQFR.htm

2.3. VALEUR PROPRE ET FONCTION PROPRE 9

La transformée de Fourier vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour toute fonction f € S(R") on a F(f) € S(R").
2. La transformée de Fourier inverse de F, noté Fest définie par :

F(Hx) =

(2;)3 / f(O)e™cd¢ Vz € R™.

R

3. Pour toute f € S(R") et @« € N* on a les propriétés suivantes :

F(D ) () = i F(f)(¢)

F(alelf)(¢) =Dl £(¢).

Définition 2.10 On définit la transformée de Fourier de toute distribution tempérée T €
S"(R™) par la formule :

< F(T), ¢ >sr@myxs@ny:= < T, F(p) >g1@mm)xs®r) Vo € S(R").

De méme pour la transformée de Fourier inverse :

< F(T), P >5/(Rr)xSRr) = < T,?(QD) > 8(Rm)x S(R™) \V/QD € S(Rn)

et 'on a encore

F(F(T))=FF(T)=T pourtout T € S'(R").

2.3 Valeur propre et Fonction propre

Valeur propre

Définition 2.11 Un scalaire \ est une valeur propre de la fonction u s’il existe un vecteur x
non nul tel que u(x) = Ax. Les valeurs propres de u sont donc les scalaires A tels que u — \I
n'est pas injectif (autrement dit son noyau n’est pas réduit au vecteur nul ).

Fonction propre

Définition 2.12 Une fonction propre f d’un opérateur linéaire A sur un espace fonctionnel
est un vecteur propre de l'opérateur linéaire. En d’autre terme, une fonction propre d’un
opérateur linéaire A est toute f non identiquement nulle sur cet espace qui sataisfait la
relation

Af =Af
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2.4 Espace de Sobolev

Pour cette partie voir [1]

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particu-
lierement adaptés a la résolution des problémes d’équation aux dérivées partielles. Ils doivent
leur nom au mathématicien S.Lvovitch Sobolev.

Définition 2.13 L’ensemble L*(Q) désigne l’ensemble des fonctions f a valeurs réelles ou
complezes, telle que |f|2 est intégrable sur ), c’est a dire

L*Q)={f:Q-C, /yf|2d:c<oo
Q

Définition 2.14 L’espace L'(2) est I’ensemble des fonctions mesurables intégrables sur
Q.0On note

" ..
[nAIey :=/ |f ()| dw.

Q
De maniére générale, on définit pour tout 1 < p < oo 'espace :
PQ):={f:Q—-C, |ffel'(Q)},
que 'on munit de la normie :

HfHLr(Q) = (/ |f(37)|p dx)%.

Q

Espace de Sobolev H™(Q2) Définition : on définit les espaces de Sobolev H™(2) ou m
est un entier strictement positif par :

la

H™(Q) = {u e L2(Q); D"'u e L2(Q), a € N",|a| < m} .

On le munit de la norme naturelle :

la| 1
[ull grm gy = ( Z /‘D u‘da:)Z.

a:lal <m g
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Espace de Sobolev H*(Q2) (s réel) On s’intéresse d’abord ici au cas 2 = R”
Dans ce cas, 'espace de Sobolev H*(R™),s > 0, peut étre défini grace a la transformée
de Fourier u :

HYR") = { u € L*(R") /u+m%mmwdc<+m

n

H*(R"™) est un espace muni la norme :

|

;=/uﬂwfmmwc

R

2.5 Rappels sur les probabilités

Ensemble fondamental d’une expérience aléatoire : Une expérience aléatoire est une

expérience dont on ne peut pas prédire le résultat. L’ensemble fondamental d’une expérience
aléatoire est I’ensemble de tous les résultats possibles de 'expérience. Cet ensemble est en
général noté €. Il peut étre fini, dénombrable, ou infini non dénombrable. Un point w € €2
est une réalisation de I’expérience.

Ensemble P(Q2) des parties de 2 : Ensemble constitué de tous les sous-ensembles
(parties) de €.

Tribu d’un ensemble de parties de ()

Définition 2.15 On appelle tribu sur §2 toute famille A de parties de 2 satisfaisant
i)ogecAetQeA
ii) Be A= B°e€ A
iii) Si (Bp)n>1 €st une suite de A alors U B, € A.

n>1

Exemple 2.1 Q= {a,b,c,d},
A={@,{a},{b,c,d},Q} C P(Q).

Espace probabilisé :

Définition 2.16 Soit (2, A) un espace probabilisable. Une probabilité sur (€2, A) est une
application p: A — [0, 1] satisfaisant les 3 axiomes suivants :

L. p(Q) =
Vi) = Zp (Vi)ien ensemble des familles dénombrables d’événements

€N
disjoints deux a deux.

Dés lors que p est définie, le triplet (2, A, p) s’appelle un espace probabilisé.
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Variable aléatoire :

Définition 2.17 Soit (Q, A, p) un espace probabilsé.Une variable aléatoire réelle X est
une application mesurable de ) discrete ou continue, dont la valeur est fonction mesurable
du résultat de l’expérience :

X : Q=R

w — Xw)==x

2.6 Classification des E.D.P. d’ordre 2

Définition 2.18 Une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire d’ordre 2 est du type

O*u 0%*u 0*u ou Ou
a<x7y)@ + 2b(I7y)ax—a:y + C($7y>a_y2 = F(l’,y, a (_7)

Définition 2.19 On pose A(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(z,y)

Si A(z,y) > 0 sur un domaine D, I’E.D.P est dite hyperboligue. C’est le cas de I’équation
des ondes.

Si A(z,y) < 0 sur un domaine D, ’E.D.P est dite elliptique. C’est le cas de [’équation
de Poisson.

Si A(z,y) = 0 sur un domaine D, I’E.D.P est dite parabolique. C’est le cas de l’équation
de la chaleur.
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Chapitre 3

Equation des ondes

L’équation des ondes modélise des phénoménes de propagation d’ondes ou de vibration,
par exemple elle est un modele pour étudier les vibrations longitudinales d’une colonne
gazeuse ou d’une corde de guitare. En dimension 2 d’espace, elle est un modéle pour étudier
les vibrations d’'une membrane élastique tendue (comme la peau d’un tambour).

Beaucoup de travaux ont été consacrés au traitement de 1’équation des ondes linéaire du
type

2
Ju _ FNANu=f,

ot?

ou A est 'opérateur Laplacien défini par

n
9%u

Dans ce cas, on peut résoudre ’équation des ondes par la méthode de Fourier ou celle

D’Alembert.
Par contre pour ’équation des ondes non linéaire, trés peu de travaux ont été réalisés.

-----

2
%—Au—l—u?’:f

9%u

w—AU‘{‘UO“Q”:f,

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats obtenus pour 1’équation des ondes.

3.1 Equation des ondes linéaire

3.1.1 Position du probléme

Pour f , ug et u; des fonctions ou des distributions données, il s’agit de trouver une
fonction ou une ditribution v = u(t, x), vérifiant le probléme suivant

13
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14 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

%—czAu:f reR” et t>0

u(t =0) = up(x) (3.1)
5 (t=0)=w()

c est la vitesse de propagation de 'onde. ( on la prendra égale a 1)
Le probléeme (3.1) est apelé le probléme de Cauchy pour I’équation des ondes.

3.1.2 Equation des ondes dans R
Probléme de Cauchy homogeéne :

le probléme est de trouver u(t, z) de classe C? vérifiant I’équation homogene :

Pu(t,r) — Z4(t,a) =0, x€R, t>0

u(0,x) = ug(x) (3.2)
5(0,2) = 1 (2)

oll ug et u; sont deux fonctions données respectivement de classe C? et C*.

Remarque 3.1 Une telle solution est appelée classique ov forte.

Résolution de I’équation des ondes par la méthode de D’Alembert Théoréme
(Formule D’Alembert) la solution du probléme (3.2) est donnée par la formule

1 x+t
u(t,z) = 5 [up(x +t) + up(x — t) | + / u(o) do

r—t

Preuve
On considére le changement de variables ((,n) définies, voir (?7?) par :

({2

On posera u(t, x) = v ((,n), alors des calculs simples entrainent

(x+1)
(1)

N[O [

@(t z)_lazv_l 0%v +182v
o2 49 20C0on 402

P, AP 1 10
0x2Y" " 49¢%  20Con 4 0on?
L’équation (3.2) devient :
2
0°v o,
oCan

les solutions de cette derniére sont de la forme

v (¢,n) = ¢(C) +¥(n) (3.4)
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ou ¢ et ¥ sont des fonctions arbitraires de classe C?.
On en déduit que la solution prend ’expression

alt, z) = o~ ; b 3 by (3.5)

Les conditions dans (3.2) impliquent

u(0,2) = p(5) + ¥(5) = uole) (3.6)
20,2) = 5¢(2) ~ 3¥(5) = m() )

De (3.7) on déduit (a étant une constante quelconque dans R) :
x x T~
p(5) - ¥(5) = / ui(o) do. (3.8)

de (3.6) et (3.8), on a

{ (10(%) = % HLUO(:E) + fazul(o-) dO’] (39)
U(5) =1 [uw(z) — [ w(o) do]
Ainsi la solution est donnée par :
1 x+t
u(t,x) = 5 [up(x +t) + up(x — t) | + / uy(o) do (3.10)
r—t

La formule (3.10) est connue sous le nom de " formule de D’Alembert

Remarque 3.2 De la formule (3.10), on obtient :

1. La valeur de u(t,x) au point (to,xo), (pourty > 0),ne dépend que des valeurs de ug(x)
et de ui(x) dans l'ensemble Y (to, xo) qui est intersection de t = 0 avec le cone C(to, o)
d’équation

(t —t0)* > (x — xo)?

2. Les lignes x 4+t = cte, x —t = cte sont dites les lignes caractéristiques de [’équation
auz dérivées partielles du probléme (3.2)

3. Le cone C(to, xo) s’appelle le come caractéristiques de sommet (to, xo)

4. Si ug, uisont seulement continues, la formule (3.10)a encore un sens. On dit qu’elle

définie alors une solution généralisée de (3.2),c’est-a-dire une solution au sens des distribu-
tions dans R, x R = Q™.
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16 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

En effet, si p € D(Q7), u donnée par (3.10) vérifie

Pp O 0?u 0%u
S e T S or ¥ T S g
6290 PP
= — <y, >
< T o o s " Ox2
- 02g0 Py -
N 8252 ox?

3290 oy
[ B

W 9%
//Q+ a—;;——)dtd =0

Probléme de Cauchy non homogéne :

On considére le probléme consistant & trouver wu,vérifiant

%(@I)—%(t,x):f’ ZEER,Z{/>0
u(0,7) =0 (3.11)
5(0,2) =0

C’est le probléme de Cauchy non homogeéne avec conditions de Cauchy homogénes (dans
le probléeme de Cauchy non homogéne général ug, uy # 0) .

On suppose que f est nulle pour ¢ < 0 et de classe C! en (¢, ) pour t > 0.

En reprenant les coordonnées ((,7) définies par (3.3) et en posant

ft,z) =g(¢;n)
et

u(t,z) = v (¢,n),
'équation du probieme (3.11) devient

v

B /oo / ; 9(¢' o )d¢/dif

En revenant aux coordonnées (¢, x),on obtient (puisque f est nulle pour ¢ < 0) :

1
1 / / £ o)t d! (3.12)
2] Jage

ot A(t, x) représente I’ ensemble :

d’ou

Alt,z) = {(t',2') € C(t,x), t>1 >0}
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17

Remarque 3.3 Si f est seulement de classe C°, la formule (3.12) définit une solution de
(3.11)au sens des distributions dans D'(Q1) ou dans D'(Q).

On a en effet, pour toute ¢ € D(QT)

0230 62

Résolution de I’équation des ondes par la méthode de la transformation de Fou-
rier  f(t,y) =

F(f(t,z)) désigne la transformée de Fourier par rapport a la variable spatiale
x d’une distribution tepmérée f.

f_l

, (f) désigne la transformée de Fourier inverse
On reprend le probléme (3.2)

?93( T) — ax2(t7$): , x€R, t>0

8(0 ,x) = up(z)
5 (0,7) = ui(x)

On suppose pour l'instant que uy € S'(R),u; € S'(

R) et on cherche u(t) € S’(R) vérifiant
(3.2).

Théoréme 3.1 la solution du probléme (3.2) est donnée par la formule

u(t,z) = %(5(75) Fo(—

\ 1
t)) * ug + X[t * U1

(3.13)
Preuve
Par transformation de Fourier partielle en x, le probléme (3.2) se rameéne a
i) 43+ 12 =0
2(0) = dy (3.14)
&0 =1

On associe a 'équation (3.14) i) I’équation différentielle ordinaire dépendant du para-
metre y € R :

d2
o) +y*v =0, (3.15)
dont la solution générale est donnée par :
v(y,t) = Cycos(|y|t) + Cysin(|y| t) (3.16)

ou Cy et C sont des fonctions (ou des distributions) en la variable y

Par substitution dans (3.14),on obtient (selon la méthode dite de la variation des constantes)|
la solution unique dans D'(R,),donnée par

- - sin(|y|t) <
u(t) = cos(|y|t)uo + %u

(3.17)
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18 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

On note que les fonctions cos(|y|t) et % sont dans Oy (R) et que les produits dans
(3.17) sont bien définis quel que soit ¢ positif ou négatif.
Pour revenir & la variable x, on applique la transformée de Fourier inverse, on obtient la

solution dans S’(R) du probléme (3.2), donnée par

sin yt

u(t) = F, Hcosyt) x ug + F, ' ( EXT (3.18)

Les fonctions y — cosyt,y — 22 sont, pour ¢ fixé, des fonctions holomorphes entiéres

de type exponentiel, donc d’aprés le théoréme de Paley-Wiener, leur transformée de Fourier
(directe ou inverse) est a sopport compact et données par

{ Fy’l(cos yt_) = % [6(t) + 6(—1)]
]:fl(w) =

1
Y Yy QX[—t,+t]

X[-t,+ est fonction caractéristique du compact [, +]
de sorte que(3.18) s’écrit :

1 1
u(t,z) = 5((5(@ +6(—t)) *up + X[ty ¥

Remarque 3.4 La solution du probléme de Cauchy général est (selon le principe de la super-
position) la somme des solutions données par (3.12) et (3.13).

3.2 Equation des ondes non linéaire

Dans [2], les auteurs s’interessent a létude du probléme non linéaire suivant

a_’uz A 3 _0N-
{ 55 — Autu’ =0; sur [0,T] x M (3.19)

(U, 317]4)15:0 = (fla f2)

avec (f1, f2) = f € H (M) x H* (M) = H*(M),et M un compact de R3.
Un résultat sur l'existence et 'unicité de la solution du probléme (3.19) est établi. Avant
de citer ce théoréme, on va introduire quelques définitions.

Définition 3.1 soit (e,) € C°(M), n = 1,2, .....une base orthonormée de L?*(M) construite
a partir de fonctions propres réelles de I’ opérateur —/A associées au valeurs propres )\i. Soit

(hn(w), L, (w))22, une suite de fonctions indépendantes a variable aléatoire réelle de l’espace
de probabilité (2, A, p) tel que

3o >0, Vn > 1 /(|hn(w)|4 1 (w)|)dp(w) < ¢
Q
Pour f = (f1, f2) € H ¥(M),on considére la décomposition donnée par

o0

A@) = anea(@) i fole) =Y Bueala)  an B, €R

n=1
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et on considére 'application

w— =), (@)

fil(@) = anhn(w)e,(z)
@) =) Buln(w)en ().

L’application f* € L?(Q, H*(M)) est appelée la fonction aléatoire associée a (fy, fa).

Théoréme 3.2 On suppose que OM # &, s > 4i et f = (f1,f2) € fIS(M) Soit fv €
L2(Q, H5(M)) la fonction aléatoire associée o la donnée du probléme f, alors il existe o > R
tel que pour chaque w € Q il existe T,, > 0 et une unique solution de (3.19) avec des données
wmatial f*, dans l’espace

sin(tv/—A) f&

Z_A )+C<[_1:J)7Tw]7HU<M>)

Xy = (cos(tvV/=A) fi" +

Plus précisement, il existe ¢ > 0, > 0 (6 > 0 si s > 4i) et pour chaque 0 < T < 1, et

un événement (2 tel que
p(Qp) > 1 -t

de sorte que pour chaque w € Q7 , il existe une solution unique u de (3.19).

Remarque 3.5 Des estimations soni établies (dans des espaces convenables) pour démon-
trer la continuité de la solution par rapport a la donnée f.
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Chapitre 4

Résolution numérique de I’équation
des ondes non linéaires

Le recours au calcul numérique sur ordinateur est parfois nécessaire pour estimer
qualitativement et quantitativement, les solutions de différents modéles. Il existe de nom-
breuses méthodes de résolution numérique de I’équation des ondes , qui consistent & obtenir
des valeurs numériques discrétes (c’est & dire en un nombre fini de points) qui approchent la
solution exacte. Dans ce chapitre, nous présentons une des plus anciennes et des plus simples,
appelée méthode des différences finies.

4.1 Principe de la méthode des différences finies

Cette méthode consiste a approcher la dérivée de la fonction inconnue u (d’un probléme
donné) en un point par une somme finie des valeurs de l'inconnue u en un certain nombre
de points. Ces points apparaissent lors du maillage du domaine €2 dans lequel le probléme
est vérifié. Cette approximation est basée sur la définition de la dérivée et éventuellement
sur le développement limité de la fonction inconnue.

4.1.1 Les différents schémas pour approcher la 1¥* dérivée

Par la définition de la limite, on a pour xy € €2 un ouvert de

u(zo + h) — u(xg)

o) = iy

donc si h est petit, on peut avoir I’approximation suivante

u(zo + h) — u(xg)
> .

(4.1)

u' (zg) =~

L’équation (4.1) est appelé schéma aux différences décentré a droite (ou progressif).
En appliquant un développement limité a1 ’ordre 1 de wu(zo — h) on obtient

u(zo —h) = u(wo) — hut'(wo) + h & (h) (4.2)

20
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avec

}Lli%&(h) =0.

Pour h assez petit, on a
— —h
o (g ) ~ “20) Z(“””O ) (4.3)

L’équation (4.3) est appelé schéma aux différences décentré a gauche (ou régressif).

On peut avoir un autre schéma numérique pour approcher la premiére dérivée, appelé
le schémas centré. Pour cela, nous efféctuons un développement limité de u a l'ordre 1 au
voisinage du point xg

w(xg + h) = u(zo) + hu'(xg) + héy(h) (4.4)
avec hlin()gQ(h) .

En faisant la somme de (4.2) et de (4.4), on peut obtenir le schéma centré

, u(zo + h) —u(ze — h)
u'(xg ) =~ (o )2h (2o = (4.5)

Pour une fonction w = wu(t,z) qui dépend de deux variables, on peut adapter les trois
schémas (4.1)- (4.5) comme suit

) to, o) — u(to, 2o — h ,
a—u(to,xo) ~ ulto, 7o) Fu( 0, %o — h) (régressif % a Pespace)
T h
8 to+ /;)q ) — t ; .
a—:(to’l’g) ~ ulto 'xG]; ulto, 20) (progressif % au tepms)
ou u(ty + k,xo) —u(to — k,x
E(to,xo) > (to O)Qk (to 0) (centré % au temps)
4.1.2 Les ditférents schémas pour approcher la dérivée seconde

Sachant que u”(x¢) = (u')'(zo), on applique deux foix le schéma (4.1), on obtient

' (xg + h) — /(o)
h

U (zg) =~

avec oh )
(g + ) = U2 ot D)
et
i (0) ~ u(zo + h) — u(xg)
h
donc

o (1) ~ u(zo + 2h) — 21;1(2% + h) + u(xg) (4.6)
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De la méme maniére, en appliquant deux fois de suite le schéma (4.3) on obtient

u(zg) — 2u(zo — h) + u(we — 2h)

N (4.7)

u”(xg) ~

Pour obtenir le schéma centré, on fait un développement limité a 1’ ordre 4 de u(xo+ h)
et u(xg — h), ainsi

/ h2 " h3 n h4

(o + h) = ulao) + b (w0) + (o) + (o) + B wo) + W () (48)
/ h? " h? " h (4) 4

u(zg — h) = u(xg) — hu'(xo) + U (ro) — Tk (o) + ik (xo) + h'és(h) (4.9)

avec

En sommant u(z¢ + h) et u(zo — h), on obtient

h4
u(zo +h) + u(zo —h) = 2u(xy) + h? v (x9) + 2EU(4) (z0) + R*(&(R))
d’ou
h) — 2ulito) + w(wo — h 1
U”(JIO) _ U($0 + ) Ugio) I u($0 ) + h2(—ﬁu(4)(x0) _ §(h))

Le passage a la limite sur h, donne I'approximation

u(zo + h) — 2u(xg) + u(ze — h)
12

(4.10)

"o
u'(xg) ~

Pour une fonction w = u(t, x),les deux schémas (4.6) et (4.10)

Pu b} u(to + 2k, wo) — 2u(to, mo) + u(to — k, o)
W< 0.70) = k2

6’2u " - u(to, To + h) — 2U(t0, xo) + U(to, Ty — h)
gz f0.%0) = i

Remarque 4.1 L’application des schémas aux diffrences finis, raméne la résolution d’une
équation différentielle ou d’une équation aux dérivées partielles a un systéme algébrique dis-
cret.

Définition 4.1 On dit qu * un probléme discret est a k pas de temps s’ il prend la forme
suivante

u(n+1) = F(u(n)7 u(n_l)7 ey u(n_k""l))
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4.1.3 Stabilité et consistance du systéme discret

Il est crucial lorsqu’on souhaite mettre en oeuvre un schéma aux différences finies de
vérifier, ou plus exactement de trouver une condition assurant la stabilité du systéme discret,

De maniére générale, pour une fonction donnée f, on cherche u solution du probléme
continu

{ Lu=f sur €} (4.11)

+ conditions

ou L est un opérateur différentiel. Aprés un choix de discrétisation du domaine 2 (choix
du pas de déscritisation h et des points z;), on approche le probléme (4.11) par un probléme
discret

(4.12)

Liuy = f aux points t,, z;.
+ conditions

ot u¥ est la solution approchée de la solution exacte .
Définition 4.2 On appelle erreur de consistance le vecteur & défini par :
EF(tnxi) = Lu(tyx;) — Liuf(t,, 2:), Vn,i
Définition 4.3 On dit que le probléeme (4.12 )est

1. consistant si

. | -k YAl .
h}cIEO &5 (tn, i) =0, Vn,i

2.consistant d ’ordre m en espace et d’ordre p en temps, s’il existe deux constantes ¢y, ¢,
indépendantes de h et de k telles que

sup ‘Slﬁ(tn,xiﬂ < kP + ch™ .

Définition 4.4 Le systéme discret est dit stable en norme s’il existe une constante positive

c telle que
[ < e [lu®=21).

ot u™ = (u?);
Cela revient a dire qu’il existe une constante positive ¢ telle que
[ < efu®]]

Théoréme 4.1 "de convergence de Lax-Friedrichs" On suppose que u € C*(Q). Si l'opé-
rateur L est linéaire et si le probléeme (4.12) est stable et consistant, alors il existe deux
constantes cq, co indépendantes de h et de k telles que

max \u(tn, @) — up(tn, 2:)| < c1k? + c2h™.

Pour la preuve voir [3]

Remarque 4.2 Dans le cas non linéaire, aucun résultat n’est établi quant a la convergence
des schémas numériques.
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4.2 Application a ’équation des ondes :

On va appliquer la méthode des différences finies a I’équation des ondes introduite dans
[2], pour les données suivantes

G (t,x) + A58+ ud(tx) = f(t,2), sur ]0,T[x Ja,b]

u(t,a) = u(t,b) =0, sur 10,7
u(0,x) = w(x), sur Ja,b] (4.13)
%(O,x) =0 sur a,b|

On distingue deux cas :

1.En appliquant un schéma regréssif par rapport au temps et un schéma centré par
rapport & l'espace .

2.En appliquant un schéma centré par rapport au temps et un schéma centré par rapport
a l'espace .

Mais avant l'application de ces schémas numériques, on commence par linéariser "nu-
mériquement" I'équation donnée et ceci en décomposant le terme non linéaire u3(t,z) en
u?(t,z) X u(t,z). On construit le schéma itératif ou le nouvean terme non linéaire u?(t, r)
est considére, lors du calcul, a Uitération (k), alors que le terme linéaire u(t, x) est pris a
I'itération (k +1). C’est & dire pour u(® choisi, on est amener & résoudre, & chaque itération
k, I’équation,

2, (k+1) 2, (k+1)

827(75,;;;) + CZOgT@,x) + (@) (1) x ut(E ) = f(t, ), (4.14)

par les deux schémas suscités. On s’arréte des que la différence entre deux itérations
successives, est inférieure en norme, a une tolérence donnée.

Cette technique de linéarisation numérique a été utilisée pour la premiére fois en 1965
par Bellman et Kalaba, pour résondre les systémes algébriques non linéaires [5].

Pour N et Ny deux entiers non nuls donnés, on considére la discrétisation du domaine
10,7 x ]a,b| par les points (i,, ;) définis part

T
tn, = nAt, nzO,...,NT ol AN\t = —
Nr

b—a

r; = a+jAz, j=0,..,N, avec Az =

On adopte la notation

u(ty,xj) :=u’; n=0,.Npetj=0,..,N

77

4.2.1 Schéma implicite :

En appliquant un schéma regréssif par rapport au temps et un schéma centré par rapport
a l'espace

Py M) = 2lan) b ult) 720
nytjy) — T~

ot? At? At?
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u U(tn, Tjr1) = 2u(tn, ;) + utn, x;-1)  Ujy —2uj +uj

@(tm 7)) = Ax? Ax?

L’équation linéarisée (4.14) du probléme continu est approchée par (ou lindice k de
'itération a été omis pour simplifier I’écriture)

n—2 n—1
wy C—2u; —ul wrg — 2ui +ul " " . .
s L (u) = ff V1< < N—let 2<n < Ny

qui est équivalente &

ANAL? VAN~ ANAL?

g Ut (L= 27—+ AP ()l + 7 U = P e A
qui devient, en posant R = CZAxf :
Ruj ; + (1 —-2R+ AtQU?)u? + Rul, = 21/.?“1 - ug‘_Q + Athj" : (4.15)

La discrétisation des conditions est donnée par

u(ty,a) = ui =0 (4.16)
ult,,b) =uf =0 (4.17)
w(0,25) = u) = w(z;) = wy;. (4.18)

En appliquant un schéma aux différences finies progressif pour la derniére condition du
probléme (4.13), on obtient

O 0,2) = Lt y) o M ELT) Z Wl )
ce qui nous donne
w(At, x;) = u(0,z;),
c’est a dire
ul = (4.19)

Le systeme linéarisé discret a résoudre est

Rul | + (1= 2R+ At*u?)u? + Rul = 2ul ™" — )2+ ALf
u(ty,a) =uj =0

u(ty,b) =ul =0 i j=1,..,N
u(0, ;) = u? =w(z;) = w?
j j
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Ce systéme s’écrit sous forme matricielle en réecrivant I’équation discréte pour chaque
indice j.

pour j =1: Rul+ (1 — 2R + At>u2)uf + Ru} = 2u} ™' —u} 2 + A2 fp

pour j =2:  Ru?+ (1 — 2R + At>u2)u} + Ru} = 2uy ™' —uh 2 + A2 f

pour j = N —1: Ru%y o+ (1 — 2R+ At*ud,_uyy_ | + Rufy = 2uy, —u 2 + AR
Cette forme matricielle est donc

A — 2y(=1) _ 4 (n=2) 4 p()

u® = (w;) 1<j<N-1, (4.20)
u) = 0),
ot u™ = (Wi, u§”, W), FO = (ARfR ARLR, AR et
Dl R 0 0 0 - 0
R Dy R 0 0 : 0
0O R Dy R 0 \ 0
A — . . .
: 0
0 . e O R DN—2 R
0 . 0 R Dy

avec D; =1 — 2R + At?(u?)?

Remarque 4.3 1- Le probléme (4.20) associé au probléme des ondes est un schéma a 2
pas de temps.

2-Le schéma (4.20) est dit implicite, car lobtention de u'™ ,connaissant u™= et u("=2)
n’est directe mais nécessite la résolution d’un systéme linéaire.

Exemple 4.1 Soit a résoudre le probléme

[ F#(t o)+ 5+ uP(tx) = f(t,@), sur ]0,1[x]0,2n]

t2
u(t,0) =u(t,2r) =0, sur]0,1]

) ? ) ? 4‘21
u(0, ) = sin(z), sur 10, 27| (4.21)
9u0,z) =0 sur 10, 27| .

Le second membre f(t,x) est pris tel que la solution exacte du probléme est
u(t, ) = cos(t) sin(x).

Le systeéme (4.20) (associé a (4.21)) est résolu aprés un décompsition LU de la matrice
A.

Pour un nombre de points N; = 1000 et pour différentes valeurs de N, les résultats
numériques sont présentés dans le tableau et la figure suivants :
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N | erreur c%
20 | 0.010447797556910 0.003026970889636
30 | 0.004240117149182 0.004620113463128
40 | 0.001531982337273 0.006213256036621
50 | 1.892446550429715¢ — 004 | 0.007806398610113

Remarque 4.4 Pour l’équation des ondes linéaire, il existe une condition suffisante pour
la convergence du systéme discret associé, qui est connue sous le nom de CFL ( Courant-
Friedrichs-Lewy). Elle se traduit par une relation que doit vérifier le pas de temps et celui
de l’espace. Cette relation est donnée par 0 < c% < %

On remarque "numériquement” pour ’équation des ondes non linéaire, que si la quantité

At s N . ) ~
CR, Nest pas tres petite, la convergence n’est plus assurée.

Les résultats numériques pour un nombre de points par rapport a 'espace N = 50 et

différentes valeurs de N7, sont donnés exposés dans le tableau

N erreur c%
500 | 0.003056420098973 0.015628441305617
600 | 0.002051563895355 0.013019352606850 |
800 | 8.065549268189542¢ — 004 | 0.00976044081539
900 | 4.104189880903955¢ — 004 | 0.008674741058401
1000 | 1.892446550429715e — 004 | 0.007806398610113
Le graphe de solution exacte et approchee avec nt=1000 et nx=50
0.6 ; i
g solution exacte
04 %W }'}\‘ *  solution approchée
' N
/ DY,
0 X
0.2+ X ’/{j‘f
-0.4
%X
4.2.2 Schéma explicite :

En appliquant un schéma centré par rapport au temps et ’espace, c’est a dire, pour

n+1 n n—1
&(tn z)) o ultnin, @) = 2ultn, 7)) +ultn-1,2) W5~ —2u5 —
otz " At? At?
@(t )~ U(tn, Tj1) — 2ultn, ;) +ultn, xj-1) - ujy g — 2uf iy
ox22 " Ax? Ax?

I’équation du probléme continu est approchée par
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n+l _ n_ ,n—1 no__ n n
u; 2u} — uj +02uj+1 2ui +ujy
At? Ax?

+(u™)? = Ty V1I<j<N-let 1<n<Nr—1

qui est équivalente a

2At? AN AN
n+l _  n—1 C n 2/ n\2\, n n 2 rn
et qui prend la forme
Wt =ut — Rup o+ (24 2R — AP (u)))ul — Rully, + ABST (4.22)

N _ AN
ou R= 3

Le systéme linéarisé discret associé a (4.14) a résoudre est

u}”l = u}"l — Ruj 4 (2+ 2R — At*(u})*)u} — Ruj, -+ A f7

u(ty,a) =uy =0

u(tn,b) =ul =0 ;j=1,.,N
u(0, z;) = uf = w(z;) = w)

1_,0

uj = uj

Pour retrouver la forme matricielle de ce probléme discret, on explicite I’équation discréte

pour chaque indice j, ce qui donne
pour j = 1:uf™ =u}™t — Rul + (24 2R — At?(u?)?)u} — Ruly + A2 f7
pour j =2 : uft = uht — Ruf + (2 + 2R — At} (ul)?)uh — Ruf + Nt fy

pour j =N —1: uﬁ,tl = u%__ll — Ru% o+ (2+ 2R — At (uy_)*)uy_| — Rub + A2 R,

La forme matricielle retrouvée est

vt = u(n—l) L Ayt +

ul® = (w;) 1<j<N-1, (4.23)
) = 4,0
ou u™ = (Wi WS W), PO = (AR AR AR et
D R 0 0 0 0
R D, R 0 0 0
0 R D; R 0 0
A= '
R Dys R 0
0 0 R Dy, R
0 0 0 R Dy

ol K; =2+ 2R — At*(ul )?
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Remarque 4.5 1-Le schéma (4.23) est a deux pas de temps.
2-11 est dit explicite, car connaissant u'™ et w"=D ™) est déterminé par un calcul

direct.

Exemple :

On reprend le méme exemple pris dans le cas du schéma implicite

Pour Ny = 1000

N | erreur cﬁ—fc
10 | 0.035791838543569 0.001433828316143
20 | 0.010229602017191 0.003026970889636
30 | 0.003975694384291 0.004620113463128
48 | 4.144674442737772¢ — 004 | 0.007487770095414
pour N = 50
Nt erreur cﬁ—fc
500 | 0.003835806498257 0.015628441305617
600 | 0.002709614277897 0.013019352606850
800 | 0.001320171863182 0.009760440815398
900 | 8.759087317875042e — 004 | 0.008674741058401
1000 | 5.539611374096838e — 004 | 0.007806398610113
06 Le graphe de la solution exacte et approcheé pour nt=1140 et nx=50
AT, + Sasen oo
. / ﬂ\*\
0.2 f —————— &X
0, ,,,,,,, *
0.2 X sz
N Mo
-0.6
-0.8
4.2.3 Conclusion

On peut, a partir des résultats numériques obtenus, conclure que les deux schémas aux
différences finies 'implicite comme ’explicite fourissent des résultats accéptables, pour ’ap-
proximation de la solution de I’équation des ondes non linéaire.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté une méthode de résolution de I’équation des ondes non
linéaire, qui une combinaison de la méthode des différences finies et de la technique de
linéarisation numérique. Cette combinaison a donné de bons résultats.

30
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