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Résumé

Dans ce mémoire, et après un rappel de quelques résultats sur l�équation des ondes
linéaire, on a présenté une méthode de résolution de l�équation des ondes non linéaire, qui
est une combinaison de la méthode des di¤érences �nies et d�une technique de linéarisation
numérique.
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Chapitre 1

Introduction

Dans la plupart des phénomènes physiques, chimiques et même dans d�autre domaine, on
doit formuler les problème par des modèles mathématiques. Ces modèles génèrent souvent
des équations aux dérivées partielles notées en abrégé EDP.
La formulation a vue le jour au cours du 17�eme siècle lors de la naissance de mécanique

(Newton, Leibnez,....), et s�est élargi à d�autres sciences, en particulier en physique.
Les EDP les plus fréquentes en physique sont celles du second ordre. Leur étude est donc

d�un grand intérêt pratique, en particulier l�équation des ondes est un modèle pour étudier
les vibrations ou la propagation d�onde.
On s�intéresse, dans ce mémoire, à la résolution numérique de l�équation des ondes non

linéaire qui est citée dans l�article [2] et qui est du type

@2u

@t2
�4u+ u3 = 0 :

L�objectif de l�article cité est de trouver une solution locale forte avec des données initiales
dans l�espace de Sobolev.
et on introduire quelque résultats obtenus sur l�équation des ondes linéaire par "D�Alem-

bert" et "Fourier".
Ce mémoire est structuré en 3 chapitres.
Dans le 1ier chapitre, on rappelle brièvement quelque notions et résultats préliminaires

qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieures.
Dans le 2�eme chapitre, on résoud l�équation des ondes linéaire par deux méthodes, la

méthode de D�Alembert et celle de Fourier, et en ce qui concerne l�équation non linéaire on
cite le résultat principal de l�article.
Le dernier et 3�eme chapitre est consacré à la résolution numérique de l�équation des ondes

non linéaire par la méthode de di¤érences �nies aprés avoir présenté celle-ci.
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Chapitre 2

Notions fondamentales

Cette partie est consacrée aux rappels de quelques notions mathématiques nécessaires
pour la compréhension de la suite de notre travail.

2.1 Rappels sur les distributions

Pour cette partie voir [4]
Soit 
 un ouvert de Rn
< :; : > désigne le crochet de dualité
On note D(
) l�espace des fonctions C1(
) a support compact dans 
 (supp' � 
):

Dé�nition 2.1 Soient ' 2 D(
) et � 2 Nn avec m = j�j = �1 + ::: + �n:On dé�nie la
dérivée d�ordre m de la fonction ' par

Dm'(x) =
@m'

@x�11 :::@x
�n
n

(x); pour x 2 


Dé�nition 2.2 On dit que T est une distribution sur 
 si et seulement si T une forme
linéaire et continue sur D(
).

On note D0(
) l�espace des distributions.

Dé�nition 2.3 distribution de Dirac

Si a 2 
; on dé�nit la distribution, notée �a; de Dirac en a par

8' 2 D(
) < �a; ' >= '(a):

2.1.1 Dérivation d�une distribution

Soit T une distribution sur 
; si � 2 Nn; on dé�nit la distribution dérivée d�ordre � de
T , notée @j�jT , par

8' 2 D(
) < @j�jT; ' >= (�1)j�j < T; @j�j' >;

où j�j = �1 + :::+ �n:

7

Exp
ert

 P
DF E

va
lua

tio
n

http://www.avanquest.com/redirections/avanquest/expertpdf_AQFR.htm


8 CHAPITRE 2. NOTIONS FONDAMENTALES

Support de distribution

Dé�nition 2.4 Soit T 2 D0(
), on appelle ouvert d�annulation de T tout ouvert u de 

telle que T est nulle sur u:

Dé�nition 2.5 On appelle support de T et on note, supp T; le complémentaire dans 
 du
plus grand ouvert d�annulation de T:

Exemple :

 2 Rn a 2 
 alors supp �a = fag :

2.1.2 Convolution de deux distributions

Dé�nition 2.6 une fonction f est localement intégrable sur 
 si elle est intégrable sur tout
compact de 
:

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur 
 dont l�une au moins est a
support compact, leur convolution est dé�nie par

( f � g)(x) =

Z
Rn

f(x� y)g(y)dy

=

Z
Rn

f(y)g(x� y)dy:

2.2 Rappels sur la transformée de Fourier

Dé�nition 2.7 On désigne par S(Rn) l�espace des fonctions C1(Rn) ,à décroissance rapide
(espace de Schwartz) c�est-à-dire des fonctions ' 2 C1(Rn ) telles que pour tout �; � 2
Nn

lim
jxj!1

��xj�jDj�j'(x)
�� = 0;

où � = (�1; :::; �n); � = (�1; :::; �n); x
j�j = x�11 :::x

�n
n :

Dé�nition 2.8 On dira q�une suite de fonctions (un)n converge vers u dans S(Rn) si

lim
n!1

sup
x2Rn

��xj�j(Dj�jun(x)�Dj�ju(x))
�� = 0 8� 2 Nn ;8� 2 Nn

Le dual topoligique de S(Rn) est S 0(Rn); l�espace des distributions tempérées.

Dé�nition 2.9 Pour toute fonction f 2 S(Rn); on dé�nit sa transformée de Fourier
par : ef = F(f)(�) := 1

(2�)
n
2

Z
Rn

f(x)e�ix:�dx 8� 2 Rn
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2.3. VALEUR PROPRE ET FONCTION PROPRE 9

La transformée de Fourier véri�e les propriétés suivantes :
1: Pour toute fonction f 2 S(Rn) on a F(f) 2 S(Rn):
2: La transformée de Fourier inverse de F , noté Fest dé�nie par :

F (f)(x) :=
1

(2�)
n
2

Z
Rn

f(�)eix:�d� 8x 2 Rn:

3: Pour toute f 2 S(Rn) et � 2 Nn on a les propriétés suivantes :

F(Dj�jf)(�) = ij�j� j�jF(f)(�)

F(xj�jf)(�) = ij�jDj�j ef(�):
Dé�nition 2.10 On dé�nit la transformée de Fourier de toute distribution tempérée T 2
S 0(Rn) par la formule :

< F(T ); ' >S0(Rn)�S(Rn):= < T;F(') >S0(Rn)�S(Rn) 8' 2 S(Rn):

De même pour la transformée de Fourier inverse :

< F(T ); ' >S0(Rn)�S(Rn):= < T;F(') >S0(Rn)�S(Rn) 8' 2 S(Rn)

et l�on a encore

F(F(T )) = FF(T ) = T pour tout T 2 S 0(Rn):

2.3 Valeur propre et Fonction propre

Valeur propre

Dé�nition 2.11 Un scalaire � est une valeur propre de la fonction u s�il existe un vecteur x
non nul tel que u(x) = �x. Les valeurs propres de u sont donc les scalaires � tels que u��I
n�est pas injectif (autrement dit son noyau n�est pas réduit au vecteur nul ).

Fonction propre

Dé�nition 2.12 Une fonction propre f d�un opérateur linéaire A sur un espace fonctionnel
est un vecteur propre de l�opérateur linéaire. En d�autre terme, une fonction propre d�un
opérateur linéaire A est toute f non identiquement nulle sur cet espace qui sataisfait la
relation

Af = �f
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10 CHAPITRE 2. NOTIONS FONDAMENTALES

2.4 Espace de Sobolev

Pour cette partie voir [1]
En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particu-

lièrement adaptés à la résolution des problèmes d�équation aux dérivées partielles. Ils doivent
leur nom au mathématicien S.Lvovitch Sobolev.

Dé�nition 2.13 L�ensemble L2(
) désigne l�ensemble des fonctions f à valeurs réelles ou
complexes, telle que jf j2 est intégrable sur 
; c�est à dire

L2(
) =

8<:f : 
! C;

Z



jf j2 dx <1

9=;
:

Dé�nition 2.14 L�espace L1(
) est l�ensemble des fonctions mesurables intégrables sur

:On note

kfkL1(
) :=
Z



jf(x)j dx:

De manière générale, on dé�nit pour tout 1 � p <1 l�espace :

Lp(
) :=
�
f : 
! C; jf jp 2 L1(
)

	
;

que l�on munit de la norme :

kfkLp(
) := (
Z



jf(x)jp dx)
1
p :

Espace de Sobolev Hm(
) Dé�nition : on dé�nit les espaces de Sobolev Hm(
) où m
est un entier strictement positif par :

Hm(
) :=
n
u 2 L2(
); Dj�j

u 2 L2(
), � 2 Nn; j�j � m
o
:

:

On le munit de la norme naturelle :

kuk Hm(
) := (
X

� :j�j �m

Z



���Dj�j
u
��� dx) 12 :
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2.5. RAPPELS SUR LES PROBABILITÉS 11

Espace de Sobolev Hs(
) (s réel) On s�intéresse d�abord ici au cas 
 = Rn
Dans ce cas, l�espace de Sobolev Hs(Rn); s � 0; peut être dé�ni grace à la transformée

de Fourier bu :
Hs(Rn) =

8<:u 2 L2(Rn)
������
Z
Rn

(1 + j�j2)s jbu(�)j2 d�
������ < +1

9=;
Hs(Rn) est un espace muni la norme :

kuk2Hs =

Z
Rn

(1 + j�j2)s jbu(�)j2 d�:
2.5 Rappels sur les probabilités

Ensemble fondamental d�une expérience aléatoire : Une expérience aléatoire est une
expérience dont on ne peut pas prédire le résultat. L�ensemble fondamental d�une expérience
aléatoire est l�ensemble de tous les résultats possibles de l�expérience. Cet ensemble est en
général noté 
. Il peut être �ni, dénombrable, ou in�ni non dénombrable. Un point ! 2 

est une réalisation de l�expérience.

Ensemble P (
) des parties de 
 : Ensemble constitué de tous les sous-ensembles
(parties) de 
:

Tribu d�un ensemble de parties de 


Dé�nition 2.15 On appelle tribu sur 
 toute famille A de parties de 
 satisfaisant
i) ? 2 A et 
 2 A
ii) B 2 A) Bc 2 A
iii) Si (Bn)n�1 est une suite de A alors [

n�1
Bn 2 A:

Exemple 2.1 
 = fa; b; c; dg,
A = f?; fag ; fb; c; dg ;
g � P (
):

Espace probabilisé :

Dé�nition 2.16 Soit (
; A) un espace probabilisable. Une probabilité sur (
; A) est une
application p : A! [0; 1] satisfaisant les 3 axiomes suivants :

1: p(
) = 1

2: p([Vi) =
X
i2N

p(Vi) , 8(Vi)i2N ensemble des familles dénombrables d�évènements

disjoints deux à deux.
Dès lors que p est dé�nie, le triplet (
; A; p) s�appelle un espace probabilisé.
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12 CHAPITRE 2. NOTIONS FONDAMENTALES

Variable aléatoire :

Dé�nition 2.17 Soit (
; A; p) un espace probabilsé:Une variable aléatoire réelle X est
une application mesurable de 
 discrete ou continue, dont la valeur est fonction mesurable
du résultat de l�expérience :

X : 
! R
! ! X(!) = x

2.6 Classi�cation des E.D.P. d�ordre 2

Dé�nition 2.18 Une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire d�ordre 2 est du type

a(x; y)
@2u

@x2
+ 2b(x; y)

@2u

@x@y
+ c(x; y)

@2u

@y2
= F (x; y;

@u

@x
;
@u

@y
)

Dé�nition 2.19 On pose �(x; y) = b2(x; y)� a(x; y)c(x; y)
Si �(x; y) > 0 sur un domaine D, l�E.D.P est dite hyperbolique. C�est le cas de l�équation

des ondes.
Si �(x; y) < 0 sur un domaine D, l�E.D.P est dite elliptique. C�est le cas de l�équation

de Poisson.
Si �(x; y) = 0 sur un domaine D, l�E.D.P est dite parabolique. C�est le cas de l�équation

de la chaleur.
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Chapitre 3

Equation des ondes

L�équation des ondes modélise des phénomènes de propagation d�ondes ou de vibration,
par exemple elle est un modèle pour étudier les vibrations longitudinales d�une colonne
gazeuse ou d�une corde de guitare. En dimension 2 d�espace, elle est un modèle pour étudier
les vibrations d�une membrane élastique tendue (comme la peau d�un tambour).
Beaucoup de travaux ont été consacrés au traitement de l�équation des ondes linéaire du

type
@2u

@t2
� c24 u = f ;

où 4 est l�opérateur Laplacien dé�ni par

4u =
nX
i=1

@2u

@x2i

Dans ce cas, on peut résoudre l�équation des ondes par la méthode de Fourier ou celle
D�Alembert.
Par contre pour l�équation des ondes non linéaire, trés peu de travaux ont été réalisés.

Cependant, on dispose de quelques résultats autour de ces deux types de non linéairété [2]

@2u

@t2
�4u+ u3 = f

@2u

@t2
�4u+ u� juj = f ;

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats obtenus pour l�équation des ondes.

3.1 Equation des ondes linéaire

3.1.1 Position du problème

Pour f , u0 et u1 des fonctions ou des distributions données, il s�agit de trouver une
fonction ou une ditribution u = u(t; x), véri�ant le problème suivant

13
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14 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

8<:
@2u
@t2
� c24 u = f x 2 Rn et t > 0

u(t = 0) = u0(x)
@u
@t
(t = 0) = u1(x)

(3.1)

c est la vitesse de propagation de l�onde. ( on la prendra égale à 1)
Le problème (3.1) est apelé le problème de Cauchy pour l�équation des ondes.

3.1.2 Equation des ondes dans R
Problème de Cauchy homogène :

le problème est de trouver u(t; x) de classe C2 véri�ant l�équation homogène :8<:
@2u
@t2
(t; x)� @2u

@x2
(t; x) = 0; x 2 R; t > 0
u(0; x) = u0(x)
@u
@t
(0; x) = u1(x)

(3.2)

où u0 et u1 sont deux fonctions données respectivement de classe C2 et C1:

Remarque 3.1 Une telle solution est appelée classique ou forte.

Résolution de l�équation des ondes par la méthode de D�Alembert Théorème
(Formule D�Alembert) la solution du problème (3.2) est donnée par la formule

u(t; x) =
1

2
[u0(x+ t) + u0(x� t) ] +

Z x+t

x�t
u1(�) d�

Preuve
On considère le changement de variables (�; �) dé�nies, voir (??) par :�

� = 1
2
(x+ t)

� = 1
2
(x� t) (3.3)

On posera u(t; x) = � (�; �), alors des calculs simples entrainent

@2u

@t2
(t; x) =

1

4

@2v

@�2
� 1
2

@2v

@�@�
+
1

4

@2v

@�2

@2u

@x2
(t; x) =

1

4

@2v

@�2
+
1

2

@2v

@�@�
+
1

4

@2v

@�2

L�équation (3.2) devient :

@2�

@�@�
= 0;

les solutions de cette dernière sont de la forme

� (�; �) = '(�) + 	(�) (3.4)
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3.1. EQUATION DES ONDES LINÉAIRE 15

où ' et 	 sont des fonctions arbitraires de classe C2.
On en déduit que la solution prend l�expression

u(t; x) = '(
x + t

2
) + 	(

x � t

2
) : (3.5)

Les conditions dans (3.2) impliquent

u(0; x) = '(
x

2
) + 	(

x

2
) = u0(x) (3.6)

@u

@t
(0; x) =

1

2
'0(
x

2
)� 1

2
	0(
x

2
) = u1(x) (3.7)

De (3.7) on déduit (a étant une constante quelconque dans R) :

'(
x

2
)�	(x

2
) =

Z x

a

u1(�) d�: (3.8)

de (3.6) et (3.8), on a �
'(x

2
) = 1

2

�
u0(x) +

R x
a
u1(�) d�

�
	(x

2
) = 1

2

�
u0(x) �

R x
a
u1(�) d�

� (3.9)

Ainsi la solution est donnée par :

u(t; x) =
1

2
[u0(x+ t) + u0(x� t) ] +

Z x+t

x�t
u1(�) d� (3.10)

La formule (3.10) est connue sous le nom de " formule de D�Alembert

Remarque 3.2 De la formule (3.10), on obtient :
1: La valeur de u(t; x) au point (t0; x0), (pour t0 > 0),ne dépend que des valeurs de u0(x)

et de u1(x) dans l�ensemble
P
(t0; x0) qui est l�intersection de t = 0 avec le cône C(t0; x0)

d�équation
(t� t0)2 � (x� x0)2

2: Les lignes x + t = cte, x � t = cte sont dites les lignes caractéristiques de l�équation
aux dérivées partielles du problème (3.2)
3: Le cône C(t0; x0) s�appelle le cône caractéristiques de sommet (t0; x0)
4: Si u0; u1sont seulement continues, la formule (3.10)a encore un sens. On dit qu�elle

dé�nie alors une solution généralisée de (3.2);c�est-à-dire une solution au sens des distribu-
tions dans Rx � R+t = Q+:
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16 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

En e¤et, si ' 2 D(Q+); u donnée par (3.10) véri�e

<
@2'

@t2
� @

2u

@x2
; ' >=<

@2u

@t2
; ' > � < @2u

@x2
; ' >

= < u;
@2'

@t2
> � < u; @

2'

@x2
>

= < u;
@2'

@t2
� @

2'

@x2
>

=

Z Z
Q+
u(
@2'

@t2
� @

2'

@x2
)dtdx

d�où Z Z
Q+
u(
@2'

@t2
� @

2'

@x2
)dtdx = 0

Problème de Cauchy non homogène :

On considère le problème consistant à trouver u;véri�ant8<:
@2u
@t2
(t; x)� @2u

@x2
(t; x) = f; x 2 R; t > 0
u(0; x) = 0
@u
@t
(0; x) = 0

(3.11)

C�est le problème de Cauchy non homogène avec conditions de Cauchy homogènes (dans
le problème de Cauchy non homogène général u0; u1 6= 0) .
On suppose que f est nulle pour t < 0 et de classe C1 en (t; x) pour t � 0.
En reprenant les coordonnées (�; �) dé�nies par (3.3) et en posant

f(t; x) = g(�; �)

et

u(t; x) = � (�; �);

l0équation du problème (3.11) devient

� @2�

@�@�
= g(�; �)

d�où

� (�; �) = �
Z �

�1

Z �

�1
g(� 0; �0)d� 0d�0:

En revenant aux coordonnées (t; x);on obtient (puisque f est nulle pour t < 0) :

u(t; x) =
1

2

Z Z
�(t;x)

f(t0; x0)dt0dx0 (3.12)

où �(t; x) représente l�ensemble :

�(t; x) = f(t0; x0) 2 C(t; x); t � t0 � 0g
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3.1. EQUATION DES ONDES LINÉAIRE 17

Remarque 3.3 Si f est seulement de classe C0, la formule (3.12) dé�nit une solution de
(3.11)au sens des distributions dans D0(Q+) ou dans D0(Q):

On a en e¤et, pour toute ' 2 D(Q+)Z Z
Q+
u(
@2'

@t2
� @

2'

@x2
)dtdx =

Z Z
Q+
f'dtdx

Résolution de l�équation des ondes par la méthode de la transformation de Fou-
rier bf(t; y) = F(f(t; x)) désigne la transformée de Fourier par rapport à la variable spatiale
x d�une distribution tepmérée f:
F�1
y (f) désigne la transformée de Fourier inverse
On reprend le problème (3.2)8<:

@2u
@t2
(t; x)� @2u

@x2
(t; x) = 0; x 2 R; t > 0

u(0; x) = u0(x)
@u
@t
(0; x) = u1(x)

On suppose pour l�instant que u0 2 S 0(R); u1 2 S 0(R) et on cherche u(t) 2 S 0(R) véri�ant
(3.2):

Théorème 3.1 la solution du problème (3.2) est donnée par la formule

u(t; x) =
1

2
(�(t) + �(�t)) � u0 +

1

2
�[�t;+t] � u1 (3.13)

Preuve
Par transformation de Fourier partielle en x, le problème (3.2) se ramène à8<: i) d

2bu
dt2
+ y2bu = 0bu(0) = bu0

dbu
dt
(0) = bu1 (3.14)

On associe à l�équation (3.14) i) l�équation di¤érentielle ordinaire dépendant du para-
mètre y 2 R :

d2�

dt2
+ y2� = 0; (3.15)

dont la solution générale est donnée par :

�(y; t) = C0 cos(jyj t) + C1 sin(jyj t) (3.16)

où C0 et C1 sont des fonctions (ou des distributions) en la variable y:
Par substitution dans (3.14);on obtient (selon la méthode dite de la variation des constantes)

la solution unique dans D0(Ry);donnée par

bu(t) = cos(jyj t)bu0 + sin(jyj t)jyj bu1 (3.17)
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18 CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

On note que les fonctions cos(jyj t) et sin(jyjt)
jyj sont dans OM(R) et que les produits dans

(3.17) sont bien dé�nis quel que soit t positif ou négatif.
Pour revenir à la variable x, on applique la transformée de Fourier inverse, on obtient la

solution dans S 0(R) du problème (3.2); donnée par

u(t) = F�1
y (cos yt) � u0 + F�1

y (
sin yt

y
) � u1 (3.18)

Les fonctions y ! cos yt; y ! sin yt
y
sont, pour t �xé, des fonctions holomorphes entières

de type exponentiel, donc d�aprés le théorème de Paley-Wiener, leur transformée de Fourier
(directe ou inverse) est à sopport compact et données par� F�1

y (cos yt) =
1
2
[�(t) + �(�t)]

F�1
y (

sin yt
y
) = 1

2
�
[�t;+t]

�[�t;+t] est fonction caractéristique du compact [�t;+t]
de sorte que(3.18) s�écrit :

u(t; x) =
1

2
(�(t) + �(�t)) � u0 +

1

2
�[�t;+t] � u1

Remarque 3.4 La solution du problème de Cauchy général est (selon le principe de la super-
position) la somme des solutions données par (3.12) et (3.13).

3.2 Equation des ondes non linéaire

Dans [2], les auteurs s�interessent à létude du problème non linéaire suivant�
@u2

@t2
�4u+ u3 = 0; sur ]0; T ]�M

(u; @tu)t=0 = (f1; f2)
(3.19)

avec (f1; f2) = f 2 Hs(M)�Hs�1(M) = Ĥs(M);et M un compact de R3:
Un résultat sur l�existence et l�unicité de la solution du problème (3.19) est établi. Avant

de citer ce théorème, on va introduire quelques dé�nitions.

Dé�nition 3.1 soit (en) 2 C1(M); n = 1; 2; :::::une base orthonormée de L2(M) construite
à partir de fonctions propres réelles de l�opérateur �� associées au valeurs propres �2n: Soit
(hn(w); ln(w))

1
n=1 une suite de fonctions indépendantes à variable aléatoire réelle de l�espace

de probabilité (
; A; p) tel que

9c > 0; 8n � 1
Z



(jhn(w)j4 + jln(w)j4)dp(w) < c

Pour f = (f1; f2) 2 Ĥs(M);on considère la décomposition donnée par

f1(x) =
1X
n=1

�nen(x) ; f2(x) =
1X
n=1

�nen(x) �n; �n 2 R
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3.2. EQUATION DES ONDES NON LINÉAIRE 19

et on considère l�application

w ! fw = (fw1 (x) ; f
w
2 (x) )

où 8>>><>>>:
fw1 (x) =

1X
n=1

�nhn(w)en(x)

fw2 (x) =

1X
n=1

�nln(w)en(x):

L�application fw 2 L2(
; Ĥs(M)) est appelée la fonction aléatoire associée a (f1; f2):

Théorème 3.2 On suppose que @M 6= ?; s � 1
4
et f = (f1; f2) 2 Ĥs(M): Soit fw 2

L2(
; Ĥs(M)) la fonction aléatoire associée à la donnée du problème f; alors il existe � > 1
2

tel que pour chaque w 2 
 il existe Tw > 0 et une unique solution de (3.19) avec des données
initial fw; dans l�espace

Xw = (cos(t
2
p
��) fw1 +

sin(t 2
p
��) fw2

2
p
��

) + C([�Tw; Tw];H�(M)):

Plus précisement, il existe c > 0; � � 0 (� � 0 si s > 1
4
) et pour chaque 0 < T � 1, et

un évènement 
T tel que
p(
T ) � 1� cT 1+�

de sorte que pour chaque w 2 
T ; il existe une solution unique u de (3.19):

Remarque 3.5 Des estimations sont établies (dans des espaces convenables) pour démon-
trer la continuité de la solution par rapport à la donnée f:
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Chapitre 4

Résolution numérique de l�équation
des ondes non linéaires

Le recours au calcul numérique sur ordinateur est parfois nécessaire pour estimer
qualitativement et quantitativement, les solutions de di¤érents modèles. Il existe de nom-
breuses méthodes de résolution numérique de l�équation des ondes , qui consistent à obtenir
des valeurs numériques discrètes (c�est à dire en un nombre �ni de points) qui approchent la
solution exacte. Dans ce chapitre, nous présentons une des plus anciennes et des plus simples,
appelée méthode des di¤érences �nies.

4.1 Principe de la méthode des di¤érences �nies

Cette méthode consiste à approcher la dérivée de la fonction inconnue u (d�un problème
donné) en un point par une somme �nie des valeurs de l�inconnue u en un certain nombre
de points. Ces points apparaissent lors du maillage du domaine 
 dans lequel le problème
est véri�é. Cette approximation est basée sur la dé�nition de la dérivée et éventuellement
sur le développement limité de la fonction inconnue.

4.1.1 Les di¤érents schémas pour approcher la 1èr dérivée

Par la dé�nition de la limite, on a pour x0 2 
 un ouvert de

u0(x0) = lim
h!0

u(x0 + h)� u(x0)
h

donc si h est petit, on peut avoir l�approximation suivante

u0(x0) '
u(x0 + h)� u(x0)

h
: (4.1)

L�équation (4.1) est appelé schéma aux di¤érences décentré à droite (ou progressif).
En appliquant un développement limité à l �ordre 1 de u(x0 � h) on obtient

u(x0 � h) = u(x0)� hu0(x0) + h �1(h) (4.2)

20
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4.1. PRINCIPE DE LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES 21

avec
lim
h!0
�1(h) = 0:

Pour h assez petit, on a

u0(x0 ) '
u(x0)� u(x0 � h)

h
(4.3)

L�équation (4:3) est appelé schéma aux di¤érences décentré à gauche (ou régressif).
On peut avoir un autre schéma numérique pour approcher la première dérivée, appelé

le schémas centré. Pour cela, nous e¤éctuons un développement limité de u à l�ordre 1 au
voisinage du point x0

u(x0 + h) = u(x0) + hu
0(x0) + h�2(h) (4.4)

avec
lim
h�!0

�2(h) = 0:

En faisant la somme de (4.2) et de (4.4), on peut obtenir le schéma centré

u0(x0 ) '
u(x0 + h)� u(x0 � h)

2h
(4.5)

Pour une fonction u = u(t; x) qui dépend de deux variables, on peut adapter les trois
schémas (4.1)- (4.5) comme suit

@u

@x
(t0;x0) '

u(t0; x0)� u(t0; x0 � h)
h

(régressif % à l�espace)

@u

@t
(t0;x0) '

u(t0 + k; x0)� u(t0; x0)
k

(progressif % au tepms)

@u

@t
(t0; x0) '

u(t0 + k; x0)� u(t0 � k; x0)
2k

(centré % au temps)

4.1.2 Les di¤érents schémas pour approcher la dérivée seconde

Sachant que u00(x0) = (u0)0(x0), on applique deux foix le schéma (4.1); on obtient

u00(x0) '
u0(x0 + h)� u0(x0)

h

avec

u0(x0 + h) '
u(x0 + 2h)� u(x0 + h)

2h
et

u0(x0) '
u(x0 + h)� u(x0)

h

donc

u00(x0) '
u(x0 + 2h)� 2u(x0 + h) + u(x0)

h2
(4.6)
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LINÉAIRES

De la même manière, en appliquant deux fois de suite le schéma (4.3) on obtient

u00(x0) '
u(x0)� 2u(x0 � h) + u(x0 � 2h)

h2
(4.7)

Pour obtenir le schéma centré, on fait un développement limité à l�ordre 4 de u(x0+ h)
et u(x0 � h), ainsi

u(x0 + h) = u(x0) + hu
0(x0) +

h2

2
u00(x0) +

h3

3!
u000(x0) +

h4

4!
u(4)(x0) + h

4�1(h) (4.8)

u(x0 � h) = u(x0)� hu0(x0) +
h2

2
u00(x0)�

h3

3!
u000(x0) +

h4

4!
u(4)(x0) + h

4�2(h) (4.9)

avec
lim
h�!0

�1(h) = lim
h�!0

�2(h) = 0:

En sommant u(x0 + h) et u(x0 � h), on obtient

u(x0 + h) + u(x0 � h) = 2u(x0) + h2 u00(x0) + 2
h4

4!
u(4)(x0) + h

4(�(h))

d�où

u00(x0) =
u(x0 + h)� 2u(x0) + u(x0 � h)

h2
+ h2(� 1

12
u(4)(x0)� �(h))

Le passage à la limite sur h, donne l�approximation

u00(x0) '
u(x0 + h)� 2u(x0) + u(x0 � h)

h2
(4.10)

Pour une fonction u = u(t; x);les deux schémas (4.6) et (4.10)

@2u

@t2
(t0;x0) '

u(t0 + 2k; x0)� 2u(t0; x0) + u(t0 � k; x0)
k2

@2u

@x2
(t0;x0) '

u(t0; x0 + h)� 2u(t0; x0) + u(t0; x0 � h)
h2

Remarque 4.1 L�application des schémas aux di¤rences �nis, ramène la résolution d�une
équation di¤érentielle ou d�une équation aux dérivées partielles à un système algébrique dis-
cret.

Dé�nition 4.1 On dit qu �un problème discret est à k pas de temps s� il prend la forme
suivante

u(n+1) = F (u(n); u(n�1); ::::; u(n�k+1))
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4.1. PRINCIPE DE LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES 23

4.1.3 Stabilité et consistance du système discret

Il est crucial lorsqu�on souhaite mettre en oeuvre un schéma aux di¤érences �nies de
véri�er, ou plus exactement de trouver une condition assurant la stabilité du système discret,
De manière générale, pour une fonction donnée f , on cherche u solution du problème

continu �
Lu = f sur 

+ conditions

(4.11)

où L est un opérateur di¤érentiel. Aprés un choix de discrétisation du domaine 
 (choix
du pas de déscritisation h et des points xi), on approche le problème (4.11) par un problème
discret �

Lkhu
k
h = f aux points tn; xi:

+ conditions
(4.12)

où ukh est la solution approchée de la solution exacte u.

Dé�nition 4.2 On appelle erreur de consistance le vecteur �h dé�ni par :

�kh(tn;xi) = Lu(tn;xi)� Lkhukh(tn; xi); 8n; i

Dé�nition 4.3 On dit que le problème (4:12 )est

1: consistant si
lim

h;k�!0

���kh(tn; xi)�� = 0; 8n; i
2:consistant d �ordre m en espace et d�ordre p en temps, s�il existe deux constantes c1; c2

indépendantes de h et de k telles que

sup
n;i

���kh(tn; xi)�� � c1kp + c2hm :
Dé�nition 4.4 Le système discret est dit stable en norme s�il existe une constante positive
c telle que 

u(n)

 � c 

u(n�1)

 :
où u(n) = (uni )i

Cela revient à dire qu�il existe une constante positive c telle que

u(n)

 � c 

u(0)

 :
Théorème 4.1 "de convergence de Lax-Friedrichs" On suppose que u 2 C4(
): Si l�opé-
rateur L est linéaire et si le problème (4.12) est stable et consistant, alors il existe deux
constantes c1; c2 indépendantes de h et de k telles que

max
n;i

��u(tn; xi)� ukh(tn; xi)�� � c1kp + c2hm:
Pour la preuve voir [3]

Remarque 4.2 Dans le cas non linéaire, aucun résultat n�est établi quant à la convergence
des schémas numériques.
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4.2 Application à l�équation des ondes :

On va appliquer la méthode des di¤érences �nies à l�équation des ondes introduite dans
[2], pour les données suivantes8>><>>:

@2u
@t2
(t; x) + c2 @

2u
@x2
+ u3(t; x) = f(t; x); sur ]0; T [� ]a; b[

u(t; a) = u(t; b) = 0 ; sur ]0; T [
u(0; x) = w(x); sur ]a; b[
@u
@t
(0; x) = 0 sur ]a; b[

(4.13)

On distingue deux cas :
1:En appliquant un schéma regréssif par rapport au temps et un schéma centré par

rapport à l�espace .
2:En appliquant un schéma centré par rapport au temps et un schéma centré par rapport

à l�espace .
Mais avant l�application de ces schémas numériques, on commence par linéariser "nu-

mériquement" l�équation donnée et ceci en décomposant le terme non linéaire u3(t; x) en
u2(t; x) � u(t; x): On construit le schéma itératif où le nouveau terme non linéaire u2(t; x)
est considéré, lors du calcul, à l�itération (k), alors que le terme linéaire u(t; x) est pris à
l�itération (k+1): C�est à dire pour u(0) choisi, on est amener à résoudre, à chaque itération
k, l�équation,

@2u(k+1)

@t2
(t; x) + c2

@2u(k+1)

@x2
(t; x) + (u2)(k)(t; x)� u(k+1)(t; x) = f(t; x); (4.14)

par les deux schémas suscités. On s�arrête dès que la di¤érence entre deux itérations
successives, est inférieure en norme, à une tolérence donnée.
Cette technique de linéarisation numérique a été utilisée pour la première fois en 1965

par Bellman et Kalaba, pour résoudre les systèmes algébriques non linéaires [5].
Pour N et NT deux entiers non nuls donnés, on considère la discrétisation du domaine

]0; T [� ]a; b[ par les points (tn; xj) dé�nis part

tn = n4t; n = 0; :::; NT où 4t =
T

NT

xj = a+ j4x; j = 0; :::; N; avec 4x = b� a
N

On adopte la notation

u(tn; xj) := u
n
j ; n = 0; :::NT et j = 0; :::; N

4.2.1 Schéma implicite :

En appliquant un schéma regréssif par rapport au temps et un schéma centré par rapport
à l�espace

@2u

@t2
(tn; xj) '

u(tn�2; xj)� 2u(tn�1; xj) + u(tn; xj)
4t2 :'

un�2j � 2un�1j � unj
4t2
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4.2. APPLICATION À L�ÉQUATION DES ONDES : 25

@2u

@x2
(tn; xj) '

u(tn; xj+1)� 2u(tn; xj) + u(tn; xj�1)
4x2 :'

unj+1 � 2unj + unj�1
4x2

L�équation linéarisée (4.14) du problème continu est approchée par (où l�indice k de
l�itération a été omis pour simpli�er l�écriture)

un�2j � 2un�1j � unj
4t2 +c2

unj+1 � 2unj + u
n
j�1

4x2 +(unj )
2�unj = fnj : 8 1 � j � N�1 et 2 � n � NT

qui est équivalente à

c24t2
4x2 u

n
j�1 + (1� 2

c24t2
4x2 +4t

2(unj )
2)unj +

c24t2
4x2 u

n
j+1 = 2u

n�1
j � un�2j + 4t2fnj

qui devient, en posant R = c24t2
4x2 :

Runj�1 + (1� 2R +4t2u2j)unj +Runj+1 = 2un�1j � un�2j + 4t2fnj : (4.15)

La discrétisation des conditions est donnée par

u(tn; a) = u
n
0 = 0 (4.16)

u(tn; b) = u
n
N = 0 (4.17)

u(0; xj) = u
0
j = w(xj) = w

0
j : (4.18)

En appliquant un schéma aux di¤érences �nies progressif pour la dernière condition du
problème (4.13), on obtient

@u

@t
(0; xj) =

@u

@t
(t0; xj) '

u(t0 +4t; xj)� u(t0; xj)
4t = 0;

ce qui nous donne
u(4t; xj) = u(0; xj);

c�est à dire
u1j = u

0
j : (4.19)

Le système linéarisé discret à résoudre est8>>>><>>>>:
Runj�1 + (1� 2R +4t2u2)unj +Runj+1 = 2un�1j � un�2j + 4t2fnj
u(tn; a) = u

n
0 = 0

u(tn; b) = u
n
N = 0

u(0; xj) = u
0
j = w(xj) = w

0
j

u1j = u
0
j

; j = 1; :::; N

Exp
ert

 P
DF E

va
lua

tio
n

http://www.avanquest.com/redirections/avanquest/expertpdf_AQFR.htm


26
CHAPITRE 4. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DE L�ÉQUATION DES ONDES NON

LINÉAIRES

Ce système s�écrit sous forme matricielle en réecrivant l�équation discrète pour chaque
indice j.
pour j = 1 : Run0 + (1� 2R +4t2u21)un1 +Run2 = 2un�11 � un�21 + 4t2fn1
pour j = 2 : Run1 + (1� 2R +4t2u22)un2 +Run3 = 2un�12 � un�22 + 4t2fn2
...
...

pour j = N � 1 : RunN�2 + (1� 2R+4t2u2N�1)unN�1 +RunN = 2un�1N�1� un�2N�1 + 4t2fnN�1
Cette forme matricielle est donc8<:

Au(n) = 2u(n�1) � u(n�2) + F (n)
u(0) = (wj) 1 � j � N � 1;

u(1) = u(0):
(4.20)

où u(n) = (u
(n)
1 ; u

(n)
2 ; :::; u

(n)
N�1); F

(n) = (4t2fn1 ;4t2fn2 ; ::::::::;4t2fnN�1)t et

A =

0BBBBBBBBB@

D1 R 0 0 0 � � � 0
R D2 R 0 0 � � � 0
0 R D3 R 0 � � � 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

... � � � . . . . . . . . . 0
0 � � � 0 R DN�2 R
0 � � � 0 R DN�1

1CCCCCCCCCA
avec Di = 1� 2R +4t2(uni )2

Remarque 4.3 1- Le problème (4:20) associé au problème des ondes est un schéma à 2
pas de temps.
2-Le schéma (4:20) est dit implicite, car l�obtention de u(n);connaissant u(n�1) et u(n�2)

n�est directe mais nécessite la résolution d�un système linéaire.

Exemple 4.1 Soit à résoudre le problème8>><>>:
@2u
@t2
(t; x) + @2u

@x2
+ u3(t; x) = f(t; x); sur ]0; 1[� ]0; 2�[

u(t; 0) = u(t; 2�) = 0 ; sur ]0; 1[
u(0; x) = sin(x); sur ]0; 2�[
@u
@t
(0; x) = 0 sur ]0; 2�[ :

(4.21)

Le second membre f(t; x) est pris tel que la solution exacte du problème est

u(t; x) = cos(t) sin(x):

Le système (4.20) (associé à (4.21)) est résolu après un décompsition LU de la matrice
A.
Pour un nombre de points Nt = 1000 et pour di¤érentes valeurs de N , les résultats

numériques sont présentés dans le tableau et la �gure suivants :
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4.2. APPLICATION À L�ÉQUATION DES ONDES : 27

N erreur c�t
�x

20 0:010447797556910 0:003026970889636
30 0:004240117149182 0:004620113463128
40 0:001531982337273 0:006213256036621
50 1:892446550429715e� 004 0:007806398610113

Remarque 4.4 Pour l�équation des ondes linéaire, il existe une condition su¢ sante pour
la convergence du système discret associé, qui est connue sous le nom de CFL ( Courant-
Friedrichs-Lewy). Elle se traduit par une relation que doit véri�er le pas de temps et celui
de l�espace. Cette relation est donnée par 0 < c�t

�x
< 1

2
:

On remarque "numériquement" pour l�équation des ondes non linéaire, que si la quantité
c�t
�x
n�est pas très petite, la convergence n�est plus assurée.

Les résultats numériques pour un nombre de points par rapport à l�espace N = 50 et
di¤érentes valeurs de NT , sont donnés exposés dans le tableau

NT erreur c�t
�x

500 0:003056420098973 0:015628441305617
600 0:002051563895355 0:013019352606850
800 8:065549268189542e� 004 0:00976044081539
900 4:104189880903955e� 004 0:008674741058401
1000 1:892446550429715e� 004 0:007806398610113

0 1 2 3 4 5 6 7
­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6
Le graphe de solution exacte et approchée avec nt=1000 et nx=50

solution exacte
solution approchée

4.2.2 Schéma explicite :

En appliquant un schéma centré par rapport au temps et l�espace, c�est à dire, pour

@2u

@t2
(tn; xj) '

u(tn+1; xj)� 2u(tn; xj) + u(tn�1; xj)
4t2 :'

un+1j � 2unj � un�1j

4t2

@2u

@x2
(tn; xj) '

u(tn; xj+1)� 2u(tn; xj) + u(tn; xj�1)
4x2 :'

unj+1 � 2unj + unj�1
4x2

l�équation du problème continu est approchée par
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un+1j � 2unj � un�1j

4t2 +c2
unj+1 � 2unj + unj�1

4x2 +(unj )
3 = fnj ; 8 1 � j � N�1 et 1 � n � NT �1

qui est équivalente à

un+1j = un�1j � c
24t2
4x2 u

n
j�1 + (2 + 2

c24t2
4x2 �4t

2(unj )
2)unj �

c24t2
4x2 u

n
j+1 + 4t2fnj

et qui prend la forme

un+1j = un�1j �Runj�1 + (2 + 2R�4t2(unj )2)unj �Runj+1 + 4t2fnj (4.22)

où R = c24t2
4x2

Le système linéarisé discret associé à (4.14) à résoudre est8>>>><>>>>:
un+1j = un�1j �Runj�1 + (2 + 2R�4t2(unj )2)unj �Runj+1 + 4t2fnj
u(tn; a) = u

n
0 = 0

u(tn; b) = u
n
N = 0

u(0; xj) = u
0
j = w(xj) = w

0
j

u1j = u
0
j

; j = 1; :::; N

Pour retrouver la forme matricielle de ce problème discret, on explicite l�équation discrète
pour chaque indice j, ce qui donne
pour j = 1 : un+11 = un�11 �Run0 + (2 + 2R�4t2(un1 )2)un1 �Run2 +4t2fn1
pour j = 2 : un+12 = un�12 �Run1 + (2 + 2R�4t2(un2 )2)un2 �Run3 +4t2fn2
...
...

pour j = N � 1 : un+1N�1 = u
n�1
N�1�RunN�2+(2+2R�4t2(unN�1)2)unN�1�RunN +4t2fnN�1

La forme matricielle retrouvée est8<:
un+1 = u(n�1) + Aun + F n

u(0) = (wj) 1 � j � N � 1;
u(1) = u(0)

(4.23)

ou u(n) = (u
(n)
1 ; u

(n)
2 ; :::::::; u

(n)
N�1 ); F

(n) = (4t2fn1 ;4t2fn2 ; ::::::::;4t2fnN�1)t et

A =

0BBBBBBBBB@

D1 R 0 0 0 � � � 0
R D2 R 0 0 � � � 0
0 R D3 R 0 � � � 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

... � � � . . . . . . R DN�3 R 0
0 � � � 0 R DN�2 R
0 � � � 0 0 R DN�1

1CCCCCCCCCA
où Ki = 2 + 2R�4t2(uni )2
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4.2. APPLICATION À L�ÉQUATION DES ONDES : 29

Remarque 4.5 1-Le schéma (4.23) est à deux pas de temps.
2-Il est dit explicite, car connaissant u(n) et u(n�1); u(n+1) est déterminé par un calcul

direct.

Exemple :
On reprend le même exemple pris dans le cas du schéma implicite
Pour NT = 1000
N erreur c�t

�x

10 0:035791838543569 0:001433828316143
20 0:010229602017191 0:003026970889636
30 0:003975694384291 0:004620113463128
48 4:144674442737772e� 004 0:007487770095414
pour N = 50
NT erreur c�t

�x

500 0:003835806498257 0:015628441305617
600 0:002709614277897 0:013019352606850
800 0:001320171863182 0:009760440815398
900 8:759087317875042e� 004 0:008674741058401
1000 5:539611374096838e� 004 0:007806398610113

0 1 2 3 4 5 6 7
­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6
Le graphe de la solution exacte et approcheé pour nt=1140 et nx=50

solution exacte
solution approchée

4.2.3 Conclusion

On peut, à partir des résultats numériques obtenus, conclure que les deux schémas aux
di¤érences �nies l�implicite comme l�explicite fourissent des résultats accéptables, pour l�ap-
proximation de la solution de l�équation des ondes non linéaire.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté une méthode de résolution de l�équation des ondes non
linéaire, qui une combinaison de la méthode des di¤érences �nies et de la technique de
linéarisation numérique. Cette combinaison a donné de bons résultats.

30
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