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Introduction

Une des plus grandes branches dans I’analyse mathématique est la « théorie des fonctions
». Cette branche des mathématiques avait été illustrée par Emile Picard, Jacques Hadamard,
Emile Borel,... . Puis la théorie des fonctions entiéres ou méromorphes d’une variable complexe
avait été affinée par Gaston Julia, Georges Valiron,... . Le livre de R. Nevanlinna [53], parut
en 1929 sous le titre « Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes
», fait date dans ’histoire de la théorie des fonctions méromorphes, dans lequel il introduit la
fonction caractéristique 7' () « fonction de croissance » d’une fonction méromorphe. Cette
nouvelle notion nous apprend que la théorie des fonctions entiéres peut s’étendre aux fonctions
méromorphes, une remarquable extension pour des fonctions ayant des poles.

La fonction caractéristique joue un roéle décisif dans la théorie des fonctions ou 'intérét
se concentra sur les problémes de la distribution des valeurs des fonctions. Depuis quatre
décennies, cette théorie est devenue un outil indispensable dans ’étude des propriétés des
solutions des équations différentielles complexes, en particulier la croissance et 1’oscillation
des solutions.

Notre travail dans cette these est consacré sur I’étude de la croissance des solutions
méromorphes des équations différentielles linéaires dans le plan complexe. Des nouveaux
résultats porteront sur l'ordre de croissance, ’hyper ordre, I'exposant de convergence des
zéros et les points fixes des solutions.

Afin que le lecteur puisse comprendre notre recherche, nous proposons ce point historique

sur la théorie de Nevanlinna et notre motivation de recherche.

0.1 Historique sur la théorie de Nevanlinna.

Il est particuliérement important d’étudier le nombre n (7, a, f) des racines de ’équation
f (2) = a et de leur distribution dans un disque |z| < r (r > 0), chaque racine étant comptée

avec sa multiplicité appropriée. Les fonctions entiéres les plus simples sont les polynomes
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complexes, un polynéme f (2) s’exprime simplement, en connaissant ses zéros : ay, as, -+ , ay,
il s’écrit sous la forme
f()=c(z—a),(z—a2) - (z—ay,).

Considérons le théoréme fondamental de l'algebre (FTA) (1799) : si f est un polynome
complexe de degré n > 0, alors f a n zéros dans C. Si a € C est une constante, nous notons
que le polynéme complexe f — a aussi a n zéros dans C, ainsi f atteint la valeur a dans C, n
fois. La distribution des valeurs des polyndémes est simple, puisque deux polynémes complexes
quelconques avec les mémes racines peuvent différer seulement par une multiplication d’une
constante. Par le principe du module maximum, nous savons que le maximum de f dans le
disque D, = {z € C: |z < r} est atteint sur le bord 0D. Pour les fonctions f et g, nous
employons la notation f (z) = O (g (z)) ot r — +o00 si et seulement si, il existe une constante
positive C' > 0 telle que | f (2)| < C'|g (z)]. Ainsi pour les polynémes, le principe de maximum
nous indique que sup,, ., |f (2)| = O (r") pour r — +o00. Donc nous avons obtenu un rapport
au sujet de la croissance du polynéme f. En particulier le théoréme fondamental de I'algebre
peut étre redit comme suit [24] : Pordre de croissance du module maximum d’un polynéome
complexe non-constant f dans le disque D, ou r — +o00, détermine le nombre de fois que f
assume chaque valeur finie dans C (comptant la multiplicité).

Nous constatons, trois concepts distincts : la distribution des zéros d’une fonction, la
croissance de telle fonction, et dans quelle mesure la fonction peut se déterminée par ses
Z€ros.

Dans la théorie des fonctions entiéres transcendantes, il s’agit de trouver les analogies de
ces résultats. Le départ est avec le théoreme de Weierstrass (1876) qui exprime une fonction
entiére & partir de ses zéros, ce qui assume une forme semblable au théoréme fondamental de
lalgebre. Le théoréme de Weierstrass dit : soient {a, :n =1, 2, ---} une séquence infinie
des nombres complexes différents de zéro telle que l_lEIi_l la,,| = +o0. Alors, chaque fonction
entiere qui s’annule exactement a chaque a,, et a Tm ;zro d’ordre m > 0 (m un entier) a

I’origine, est de la forme

f(z)= eg(z)zm}:IjEn (i> (0.1.1)

Qn

ol g est une fonction entiére et F,, est le facteur canonique défini par
By (2) = (1 — z) et /2 450/k

Weierstrass [1, Théoréme 7 p. 195] a prouvé que deux fonctions entiéres avec le méme ensemble
de zéros {a, : n =1, 2, ---} peuvent différer par un facteur constant ou exponentiel. Il reste
I’étude de la croissance de telles fonctions par rapport a la distribution des zéros. On remarque
que le facteur exponentiel affecte le taux de croissance de f sans qu’il ne présente aucun zéro

additionnel. Le théoréme de Liouville donne un état minimal de croissance pour des fonctions
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entiéres. Ce théoréme indique que chaque fonction entiére bornée est une constante. Le fameux
théoréme de Picard (1879) affirme que toute fonction entiére non-constante ne peut omettre
qu’une valeur finie au plus et elle prend chaque autre valeur complexe un nombre infini de
fois. Maintenant regardons 1’exemple spécifique f (2) = e*; f est une fonction entiére, et elle
ne prend jamais la valeur zéro. Par conséquent, par le théoréme de Picard, f doit atteindre
chaque autre valeur complexe infiniment de fois. Ce qui prouve que quelques fonctions entiéres
peuvent ne pas avoir de zéros (Clairement une généralisation directe du FTA n’est pas vraie),
d’ott nous voulons étudier les relations de la densité des zéros et la croissance maximale du
module, donc plus de problémes.

La définition de I'ordre d’une fonction entiére n’était pas explicite, soit f une fonction
enticre alors l'ordre de croissance de f est donné par p; = inf {p > 0:[f (2)] < AeBEI"Y
ou A, B > 0 sont des constantes. Hadamard a prouvé que pour une fonction d’ordre p, le
degré du polynome g dans 'exposant de la factorisation (0.1.1) est inférieur a l'ordre p.
Plus tard, E. Borel a annoncé qu’on devrait étudier plus généralement les a-points, c’est a
dire les points ou la fonction prend une valeur arbitraire donnée a, plutdét qu’on s’intéresse
seulement aux zéros. E. Borel, a présenté le concept de I'ordre d’une fonction entiére et il a
donné au théoreme de Picard une formulation plus précise; une fonction entiére f d’ordre

p (0 < p < +00) satisfait

. logn(r,a, f) loglog M (r, f)
lim sup———— = p = limsup

0.1.2
400 log r r—00 logr ( )

pour chaque valeur complexe finie a, & une exception d’une valeur, ou M (r, f) est le module
maximum de f sur le disque |z| < 7. Alors, la fonction entiére d’ordre fini a sa distribution des
valeurs déterminée fondamentalement par son ordre. Ce théoréme a été la source de beaucoup
d’accomplissements de la recherche sur la classe des fonctions entiéres et le maximum du
module.

Pour les fonctions méromorphes transcendantes, le maximum du module n’a pas pu étre
I’outil approprié pour étudier leur croissance puisqu’une fonction méromorphe peut atteindre
la valeur +oo sur un disque d’un rayon fini, en raison de la présence des poles. Cependant, le

théoréme de Picard se généralise : soit f une fonction méromorphe qui omet une valeur finie

1
L
une valeur. Par conséquent, n’importe quelle fonction méromorphe peut omettre au plus deux

a. Alors est une fonction entiére, qui par le théoréme de Picard peut omettre au plus
valeurs finies. L’idée de Borel qu’on peut écrire n’importe quelle fonction méromorphe comme
quotient de deux fonctions entiéres, il a mesuré la croissance de f en étudiant la croissance du
numérateur et du dénominateur séparément ; Il est parvenu a généraliser certains premiers
résultats aux fonctions méromorphes en définissant ’ordre d’une telle fonction f est le maxi-
mum des ordres du dénominateur et du numérateur. Ce procédé a des inconvénients évidents.

Il était temps pour R. Nevanlinna de révolutionner I’étude des fonctions méromorphes.
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Nevanlinna a donné une définition plus générale de I'ordre par une série de publications
en 1922-1925. Son idée principale était d’employer la formule de Jensen avec une légére mo-
dification, pour construire trois fonctions a valeurs réelles a fin de mesurer le comportement
de f, m (7, f) (voir la Définition 1.1.2) la fonction (moyenne) de proximité qui mesure essen-
tiellement la grandeur de f sur le cercle |z| = r, N (r, f) (voir la Définition 1.1.3) la fonction
de comptage de Nevanlinna, elle compte clairement la moyenne logarithmique du nombre des
poles de f a l'intérieur du disque |z| < r. Nevanlinna a rendu compte que ceci lui permettait
de mesurer effectivement la croissance de f. Enfin, il a défini la fonction caractéristique (de

Nevanlinna)
T(r,fy=m(r,f)+N(rf). (0.1.3)

La fonction T est parfois - & l'origine par Nevanlinna - désignée sous le nom de 'affinité de
f vers +00, ou en d’autres termes « une mesure : combien f aime +o0o », alors le role de
T (r, f) aux fonctions méromorphes est comme le role de degré aux polynomes.

Nevanlinna parvient & réécrire la formule de Poisson-Jensen sous une forme symétrique,
en termes des fonctions de proximité et de comptage de la fonction méromorphe f et de la

fonction méromorphe % Pour f(0) # 0, on a
1 1
log 1 (O)] = m (r, f) — m ( ?) NG ) - N ( ?) , (0.1.4)
ol m (7‘, %) mesurant & quel point f s’approche moyennement de 0 sur le cercle |z| = r

et N (7‘, %) compte la moyenne logarithmique du nombre des zéros de f & l'intérieur du
disque |z| < r. Nevanlinna a découvert que laffinité totale d’une fonction méromorphe vers
chaque valeur a est constante, indépendante de a. Si f prend une valeur moins souvent que
la moyenne, il y a toujours une compensation, cela donne naissance au premier théoréme
fondamental de Nevanlinna (FMT) :

T(r.f)=T (T, %) +0(1), (0.1.5)

pour une constante a, nous employons également la notation

T(rf)=T (r, ) +0(1). (0.1.6)

1
f—a
Ce fameux théoréme nous dit : Si f est méromorphe, nous voyons qu’elle atteint la valeur a

+o00 autant que la valeur 0. En effet, nous pouvons dire la méme chose pour toute constante

a de C. Si le taux auquel f atteint un zéro est haut, N (7‘, %) grandit rapidement et f

doit diverger de 0 puisque m (r, %) doit étre petit pour compenser. On donne cet exemple :

considérons f (z) = e*, f est entiére et n’atteint jamais 0 ou 400, notons que N (r, f) =
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N (7", %) = 0 pour tout r > 0, et m(r, f) =% =m <T, %) pour tout r > 0, d’ou le résultat

-
ci-dessus est affirmé, i. e, T'(r, f) = T (r, %) On se rappelle la représentation graphique
de la fonction exponentielle réelle car e = |e*| = eR°(*) on note qu’elle est trés proche de
0 a la gauche de 'axe des ordonnées autant qu’elle se développe trés rapidement vers 400
sur 'autre coté. Dans ce cas-ci, le FMT nous indique, dans un sens f s’approche de 0 sur la
moitié gauche du plan et s’approche de 400 sur la moitié droite du plan avec la méme allure.
Nous pouvons également considérer le cas ou f (z) = R (z) pour R une fonction rationnelle et
prouver que 1" (r, f) = O(logr) (voir I'ex. 1.1.4) . L’inverse est vrai, n’importe quelle fonction
méromorphe f avec T (r, f) = O(log ) est rationnelle (voir [59]). Par conséquent les fonctions
rationnelles sont des fonctions méromorphes avec une croissance logarithmique (dans le sens
de la fonction caractéristique de Nevanlinna).

Nevanlinna a examiné plus étroitement sa fonction caractéristique. Il pose la question
de la taille relative des deux composantes dans la définition de la fonction caractéristique
T'. 1l a voulu comprendre la relation entre les limites des fonctions m et N. Il a montré que
généralement m est beaucoup plus petit que N et il donne une réponse sous la forme d’une
inégalité qu’il appela le second théoréme principal (SMT). Ce théoréme annonce que pour

trois nombres a, b, c¢ distincts finis ou non finis et pour toute fonction méromorphe f, on a

T(r,f)< N Gﬁ) + N (r, ﬁ) + N Qﬁ:) +TPC.,

ou TPC.=Termes de petite croissance = o (T (r, f)) .
Ce résultat donne une preuve courte et directe au théoréme de Picard pour les fonctions

méromorphes ; nous supposons que f est une fonction méromorphe qui omet les trois valeurs

1 1 1
Vo) ) v ) -

par SMT nous avons T (r, f) < o(T' (r, f)), ¢’est une contradiction pour r — +o0, d’ou toute

a, b, c, alors

fonction méromorphe non constante f sur C omet au plus deux valeurs.

Nevanlinna nous a offert le livre " Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions
méromorphes " parut dans la " collection de Borel " en 1929, ou il présente les deux théorémes
de Nevanlinna qui permettent de traiter un grand nombre de problémes avec précision et
simplicité.

Ce travail qui lance la théorie de la distribution des valeurs dépasse largement son do-
maine classique et devient une puissance si on regarde la multitude de ses applications. On
mentionne quelques unes qui demeurent des sujets de recherche, a savoir : sur I’approximation
diophantienne [59], sur les fonctions qui partagent quelques valeurs ([27], [37]), sur la dyna-
mique complexe [25], sur la factorisation des fonctions méromorphes [32] et sur les équations

différentielles complexes qui sont notre intérét dans cette thése.
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Aprés R. Nevanlinna [55] qui a travaillé sur I’équation différentielle Y” + A(2)Y = 0
avec A (z) un polynome. K. Yoshida [69] en 1933 a prouvé le théoréme célébre de Malmquist
en appliquant la théorie de Nevanlinna. Il est important de citer le travail de A. Gol’dberg
[31] traitant une classe des équations différentielles algébriques d’ordre un, ou il indique que
si une fonction méromorphe dans le plan satisfait une telle équation différentielle algébrique,
alors elle est d’ordre fini.

Laine dans [47] affirme que le premier qui a fait des études systématiques de ’application
de la théorie de Nevanlinna sur les équations différentielles complexes était H. Wittich et il
a cité 20 citations da a Wittich dés 1946. Apres, la recherche active dans ce domaine a été
lancée.

Pendant les quatre derniéres décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans
des pays différents ont joué un role remarquable dans ce domaine. Des résultats importants
ont été établis. Nous mettons en surbrillance une destination spécifique de ces résultats qui

servent directement nos travaux dans cette thése.

0.2 Motivation.

On débute par I’équation différentielle de deuxiéme ordre

"+ P +Q((2)f=0, (0.2.1)

ou P(z) et Q(z) # 0 sont deux fonctions entiéres. Toute solution de ’équation ((0.2.1)
est une fonction entiére [58], [57, tom III. p. 354], [40]. En outre, Valiron [58, p. 108] a
mentionné que si les coefficients de I’équation sont des polyndémes, alors toute solution
de est d’ordre fini. Dans [65], d’un travail sur les équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur, Wittich affirme que toute solution de 1’équation est d’ordre fini
si et seulement si tous les coefficients P (2) et Q (z) de I’équation différentielle sont
des polyndémes. La question qui se pose maintenant est quel est 'ordre de croissance de la
solution si I'un des coefficients de 1’équation ((0.2.1) est une fonction entiére transcendante.
Frei [28, Corollaire 1 dans §2] a prouvé que si P (z) est un polynome et @ (z) est une fonction
entiére transcendante, alors chaque solution f # 0 de I’équation est d’ordre infini.

Pour I’équation différentielle de deuxiéme ordre

f"+e?f +Cf=0, (0.2.2)
ou C' # 0 est une constante, Frei [29] a démontré que si (0.2.2)) posséde une solution f d’ordre
fini, alors C' = —k2 ou k est un nombre entier positif. Réciproquement pour chaque nombre

entier positif k, I’équation (0.2.2]) avec C' = —k? posséde une solution f qui est un polynome

en e du degré k. Ozawa [56] donne une réponse a la question : Quand ’équation

f"+A()f"+B(z) f =0, (0.2.3)
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admet des solutions d’ordre infini? Ou A (2) est une fonction transcendante et B (z) # 0 un
polynéme, en donnant le théoréme : Chaque solution entiére de est d’ordre infini, si
A (2) est d’ordre inférieur & 5. En outre, si A (z), B (z) # 0 sont deux fonctions entiéres telles
que A(z) est transcendante et si fi, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de
, alors il y a au moins une des solutions fi, fo qui doit étre d’ordre infini (voir [40, p.
167], [28] et [26, Lemme 3]). Hille [40, Théoréme 5.4.3] a prouvé que si A (2) ou B (z) # 0 est
une fonction transcendante entiére tandis que l'autre est un polynome, alors chaque solution
transcendante de (0.2.3)) est une fonction entiére d’ordre infini. Egalement, Langley [49, p.
432-433] a prouvé que toute solution non triviale de (0.2.3)) est d’ordre infini, pour n’importe
quelle constante ¢ différente de zéro, avec A (z) = ce™* et B (z) un polynéme non constant.
Gundersen a traité le cas ou les deux coefficients sont des fonctions transcendantes, pour

I’équation différentielle
f"+eff'+B(z) f =0, (0.2.4)

ou B (z) # 0 est une fonction entiére transcendante. Il a prouvé dans [36, Théoréeme 1] que
si B(z) # 0 est une fonction entiére d’ordre p (B (z)) # 1, alors chaque solution f # 0
de l'équation ((0.2.4) est d’ordre infini. Gundersen [35, Résultat du Théoréme 7 p. 419] a

généralisé le résultat [36, Théoreme 1] pour les solutions de I’équation
f 4+ h(2)e?@f £ B(2) f =0, (0.2.5)

ol ) (z) un polynéme non constant, h (z) # 0 est une fonction entiere telle que p (h(2)) <
deg @ (2) et B (z) une fonction entiére transcendante. Il a prouvé que si p (B (z)) # deg @ (2),
alors toute solution f # 0 de ’équation est d’ordre infini. On remarque que la fonction
f(2) = e est une solution d’ordre fini de I’équation ou B(z) = —(1+¢%), ce qui
nous réveéle que dans le cas ou p(B(z)) = 1, 'équation peut avoir des solutions
d’ordre fini. Ce résultat pousse les recherches vers la question : Quelle condition sur B (z)
telle que p (B (2)) = 1 (ou généralement p (B (2)) = deg @ (2)) garantira que chaque solution
f # 0 de I'équation est d’ordre infini ? Kwon [45, Théoréeme 2| a étudié les solutions

de I’équation différentielle
4 hy (2) PG 4 hy (2) Q@ f =0, (0.2.6)

dansle cas ol P (2) = a,2" +an_12" 14+ +a1z+ag, Q (2) = bpz"+b, 12" 1+ b2+ by
sont deux polynoémes non constants, tels que a,b, # 0et hy (2), ha (2) #Z 0 sont deux fonctions
entieres telles que p(hy) < deg P (z), p(ha) < deg@ (2). Il a montré que toute solution f # 0
de I’équation est d’ordre infini sous 1'une des hypotheses :

i) arga, # argb, ou a, = cb, (0 < ¢ < 1) avec l'estimation lim sup
r—+400

log log T'(, f)

logr > n.

loglog T'(r, f
(r.f) >

ii)c=1,deg(P—Q)=m =1, p(h1) <m, p(hs) < m avec I'estimation lim sup=552=~

r——+00
m.
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iii) ¢ > 1,deg (P — cQ) =m > 1, p(hy) <m,0 < p(hy) < } avec I'estimation lim sup'%&6T) >

2 oo logr =
m.
iv) ¢ > 1, deg (P — Q) = constante, p (h1) < p(he) < 3 avec 'estimation lim sup% >
r—+400
p (ha).

L’ordre infini des solutions a donné a Kwon [45, Théoréme 2| une idée d’étudier I’hyper-ordre

des solutions

e loglog T’ (r, f)
zb(f(@)—iggiip oz 7

(voir [67]) afin de bien estimer le taux de croissance. Chen [I8, p. 291] a étudié¢ le méme

probléme sur I’équation différentielle linéaire de deuxiéme ordre
"+ Ay (2) e f + A (2) e f =0, (0.2.7)

oua#bet Aj(z) #0(j = 0,1) sont deux fonctions entieres, telles que p (A4, (z)) < 1(j =
0,1). Il a montré que chaque solution f # 0 de (0.2.7)) est d’ordre infini si a = ¢b (¢ > 1).
FEgalement il a montré que chaque solution f # 0 de I’équation

"+ (A1 (2) e + Dy (2) £+ (Ao (2) € + Dy (2)) f =0, (0.2.8)

est d’ordre infini si arga # argboua = ¢b (0 < ¢ < 1) ou p(D;(2)) < 1(j = 0,1). Chen
apres ces deux théoremes [I8, Théoreme 3] a donné une estimation précise sur ’hyper ordre
des solutions de 1’équation

'+ +Q(2) f =0, (0.2.9)
ol @ (z) est un polynoéme ou Q (2) = h(z)e* avec h(z) un polyndéme non nul. Il a prouvé
que chaque solution est d’ordre infini et satisfait p, (f (z)) = 1. Belaidi [6] a amélioré les
résultats de Kwon [46, Théoréme 3] et de Chen - Yang [23, Théoréme 3], en travaillant sur

I’équation différentielle d’ordre supérieur

FO Ay () f Y A (2) 4 Ao (2) f =0, (0.2.10)
oud;(z) (=0, 1, ---, n— 1) sont des fonctions entiéres. Sous des conditions sur le module
de Ag(z) et de Aj(2) (j=1, 2, ---, n—1), il a prouvé que toute solution de ((0.2.10] est

d’ordre infini, en ajoutant quelque estimations sur I’hyper-ordre des solutions. Dans [13]
Belaidi et Hamani ont généralisé et complété les résultats de Gundersen [35] et de Kwon
[46, Théoreme 3] aux équations différentielles linéaires homogenes d’ordre supérieur. Dans
[22] Chen et Shon ont prouvé le méme résultat de Chen [I§] aux solutions de 'équation
différentielle

"+ A () e f + Ao (2) e f =0, (0.2.11)
en améliorant la condition sur les coefficients, ou A; (z), Ao(z) # 0 sont des fonctions
méromorphes, telles que p(4;) <1 (i =1, 2) et arga # argbou a = ¢b (0 < ¢ < 1). Ils ont

ajouté une étude sur les points fixes des solutions et de leurs dérivées f’ et f”.
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En 2006, Liu et Yuan [51), Théoréme 1] ont généralisé le résultat dans [I8], pour une classe
d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur. Ils ont obtenu le résultat suivant : toute

solution méromorphe transcendante f % 0 de ’équation
FE Ly fE D 4 e FS) o by fT 4 hoe? f = 0, (0.2.12)

est d’ordre infini, ou h; (j =0,1,--- ,k—1)(ho # 0) sont des fonctions méromorphes ayant
un nombre fini de poles, telles que o0 = max{p(hj) : j=0,1,--- [k — 1} <1 et arga # argb
oua=ch(0<c<l).

La recherche sur les points fixes des solutions des équations différentielles en générales
est récente, I’autre but principal de cette thése est d’étudier les exposants de convergence des
points fixes des solutions et de leurs liére, 2iéme dérivées.

En 2000, Chen [I7] a étudié 'exposant de convergence des points fixes des solutions de
I’équation

"+ A(2) f=0, (0.2.13)
ou A(z) est une fonction entiére transcendante d’ordre fini, il a prouvé que l'exposant de
convergence des points fixes des solutions de ’équation est infini. Aprés cette étude,
Wang et Yi [63], Laine et Reippo [48], Chen et Shon [21] ont étudié le probléme des points
fixes des solutions et de leurs dérivées sur les équations différentielles linéaires de deuxiéme
ordre avec des coefficients fonctions méromorphes. Dans [44], Xu et Yi ont généralisé quelques
résultats dans [21] sur les points fixes, aux équations différentielles linéaires d’ordre supérieur

avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre de croissance p = 1.

En s’inspirant de ces travaux, dans notre thése nous avons étudié la croissance et les
points fixes des solutions méromorphes de quelques équations différentielles linéaires dans le

plan complexe.

Le deuxiéme chapitre de cette thése donne les résultats de larticle [5] ou nous avons
travaillé sur 'ordre de croissance des solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre

supérieur

FE) 4 Ay el @ el oo g PR ) iy Alepl(z)fl + Age@ § =0, (0.2.14)

ou Pj(z) (j=0, 1,---,k—1) sont des polynoémes non constants, tels que deg P; =n > 1
et Aj(z) (j =0, 1, ---,k— 1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini telles que
max {p(A;):j=0,1,--- ,k—1} < n. Nous avons étudié¢ également 'hyper-ordre et I'ex-

posant de convergence des zéros de la fonction f — 7, oil 7 est une fonction méromorphe

transcendante d’ordre fini.
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Le troisiéme chapitre est consacré aux résultats obtenus dans 'article [4], ot nous avons

étudié l'ordre de croissance des solutions méromorphes de I’équation différentielle linéaire

k-1
FE N7 (hye® 4 d)) f9) =0, (0.2.15)

=0
ou Pj(z) (=0, 1,---,k—1) sont des polyndomes non constants tels que deg P; =n > 1 et
hj(z),dj(z) (j =0, 1, --- ,k —1) (hog #0) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini
telles que max {p(h;), p(d;):j=0,1,--- ,k —1} < n. Nous montrons que chaque solution

f # 0 de I'équation ci-dessus est d’ordre infini. Egalement, nous employons I’exposant de la
convergence des zéros de la solution ou ’exposant de la convergence des poles pour obtenir
une évaluation précise de I’hyper-ordre des solutions.

Les résultats de larticle [3] sont les donnés du chapitre 4, ou nous avons étudié la

croissance des solutions des équations différentielles linéaires non homogeénes du second degré
4 by (2) PO f 4 by (2)eCB) f = F (2), (0.2.16)

o P(z),Q(z) sont des polynomes non constants, tels que deg (P) = deg(Q) =n > 1 et
h;(z), F(z) (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de
poles telles que p (h;) < n (j =0,1), p(F) < n. Nous avons prouvé que toutes les solutions
f # 0 sont d’ordre infini, et nous avons donné quelques évaluations précises de leurs hyper-
ordre. A la fin de ce chapitre, nous avons donné une évaluation de I'exposant de convergence

des points fixes des solutions et de leurs liére, 2émes dérivées.
Les autres chapitres sont les résultats des articles soumis.

Dans le chapitre 5, nous avons étudié la croissance des solutions des équations différen-

tielles linéaires non homogenes du second degré
4 by (2) eP@f 4 by (2) QP f = F(2), (0.2.17)

ou P(z),Q (%) sont des polynomes non constants, tels que deg (P) # deg(Q). h;(z) #Z 0
(j =0, 1), F(2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles
telles que p (ho) < deg (Q), p (k1) < deg (P) et p(F) < max {deg (Q), deg(P)}. Nous avons
montré que toute solution méromorphe transcendante f est d’ordre infini et nous avons donné
quelques évaluations précises de son hyper-ordre. A la fin de ce chapitre, nous donnons une
évaluation pour I'exposant de la convergence des points fixes des solutions et de leurs 1éres,
2eémes dérivées.

Les résultats du chapitre 6 (respectivement le chapitre 7) sont une généralisation des

résultats trouvés dans le chapitre 5 (respectivement le chapitre 4) pour les solutions de I’équa-
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tion différentielle linéaire non homogeéne d’ordre supérieur
k—1 .
FE 4+ 3 het @ f0) = F. (0.2.18)
§=0

ou Pj(z) (j=0,1,--- ,k—1) sont des polynomes avec deg P; =n; > 1l et h;(2) #0 (j =
0, 1, --- ,k—1), F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de
poles telles que max {p(F),p(h;):j=0,1,--- ,k—1} <n.

Le chapitre 8 est une étude sur la croissance des solutions méromorphes des équations

différentielles linéaires homogénes et non homogénes

k1
F®) 4 ZAjf(j) +Agf =0 (k>2), (0.2.19)
j=1
k—1
Fk) 4 ZAjf(j) +Aof =Ap (k>=2), (0.2.20)
j=1
ou A;(2) (7=0,1,--- k) (Ax # 0) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Sous cer-

taines conditions sur les coefficients, nous avons prouvé que toute solution méromorphe f # 0
des équations ci-dessus sont d’ordre infini. En outre, nous avons donné quelques évaluations
sur leurs hyper-ordre, exposant et hyper-exposant de la convergence des zéros distincts.
Dans le chapitre 9, nous avons étudié la possibilité de permuter les conditions entre les co-
efficients A (z) et B (z). Notre objectif est d’étudier la croissance des solutions méromorphes

des équations différentielles linéaires du second degré homogéne et non homogeéne
f"+AR)f"+B(z)f=F(z), (0.2.21)

ou A(z), B(z) et F(z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini
de poles. S'il existe des constantes positives ¢ > 0, a > 0 telles que |A (z)| > e**” pour
2| — 400,z € Hotudens{|z|]:z€ H} >0et p=max{p(B), p(F)} < o. Alors, nous
avons montré que toute solution méromorphe transcendante f est d’ordre infini, et nous avons
donné quelques évaluations de I'hyper-ordre, ’exposant et ’hyper-exposant de la convergence

des zéros distincts.

Nous débutons notre travail avec le premier chapitre, afin de mettre le lecteur au courant
de certaines définitions, propriétés et quelques notations de la théorie de Nevalinna sur la

distribution des valeurs des fonctions.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna.

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de Nevan-
linna sur les fonctions méromorphes, et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des

fonctions méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

1.1.1 La formule de Jensen.

Théoréme 1.1.1 Soit f (2) une fonction méromorphe telle que f(0) # 0,400 et soient a;
(j=1,2,...,m) (respectivement by (k =1,2,...,n)) les zéros (respectivement les poles) de
f (2) dans le disque |z| < R (0 < R < +00), chaque zéro et pole est pris selon sa multiplicité.

Alors,

log | f(0)] = % 027T log ‘f (Re™) ‘ dy —|—j§:1 log % — kzn:llog % (1.1.1)
On donne la preuve pour le cas ot f n’a aucun zéro ou pdle sur le cercle |z| = R, (Si les
zéros ou les poles de la fonction f apparaissent sur le cercle |z| = R, on se référe a [38, p. 2

deuziéme cas.], [42, p. 43-47]).

Preuve. On pose

[T, %=

=1 R?—byz

F(2)=f(2) = heay (1.1.2)
= 7=

La fonction F' n’admet pas de zéros et de poles dans |z| < R, donc log F'(2) est analytique
dans |z| < R. Alors, par le théoréme de la valeur moyenne des fonctions analytiques [I,, p.
165], nous obtenons
1 2 i
log F'(0) = %fo log F' (R €'%) dep.
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Prenant les parties réelles, en utilisant Re (log F' (z)) = log | F' (2)|, nous obtenons

1 o ;
log |F (0)| = ﬂf; log |F (R €'%)| de. (1.1.3)
De (1.1.2) , on trouve
nooby
F(0) = f(0) T2t (1.1.4)
Hj:l R
Pour tout z = R.e® et pour tout j =1, 2, ..., m, k=1, 2, ..., n,on a
Riz=b)| _|RGE=a)) (1.1.5)
R? — bz R? — @z

De (1.1.2)) et ([1.1.5)), on trouve

|F (Re™)| = | f (Re™)| . (1.1.6)

En combinant (|1.1.6)) avec ([1.1.3)) et (1.1.4]), nous obtenons 'affirmation

log |f (0)] = = [ og | f (Re™) | dip + Elog 'é‘ 21 V}?

L’équation (1 est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre les zéros

21 (1.1.7)

et les poles situés a 'intérieur d'un disque |z| < R avec la valeur moyenne de log|f (z)| sur
la frontiére |z| = R. O
Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+00
f(x)= > Cs* C,#0, mcZ,
k=m

a lorigine. Alors,

1
log |Cp| = Dy 10g|f (Rew)|d<p+210g|}%| Zl g|}§| mlog R. (1.1.8)
oules a; (j =1,2,...,m) (respectivement by, (k = 1,2,...,n)) sont les zéros (respectivement

les poles) de f (z) dans le disque |z| < R.
Preuve. On définit la fonction méromorphe h par
h(z)=2""f(z), z€C.

Ona h(0) = C,, # 0, +00. Les fonctions h et f ont les mémes poles et les mémes zéros dans
0 < |z] < R. En appliquant la formule de Jensen ((1.1.1]), on trouve

1 0 —m 7 =
1og|(]m|:%f02 log}R f(Re‘p){dgo—k leogM—Zl |R|
J:

d’ou a |

Zlog’ A

1
log |C| = - log |f Rew |dg0+ Z log —mlog R.
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1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0, on définit log™ = par
logt x = max {0, logx} . (1.1.9)

Lemme 1.1.1
(1) logx < log™t . (2) log™ z < log™ y pour x < y.
(3) logz =log™  —log™ 1. (4) logz| =log" x +log™* 1
(5) log™ (ITiy o) < 204y log™ . (6) log™ (304 @) <logn + 34, log™ .

Preuve. (1), (2), (3) et (4) sont des conséquences immeédiates de la définition 1.1.1 et la
monotonie de la fonction logarithme ordinaire.

(5) Si][;_, zx <1, alors Paffirmation est triviale. D’autre part, si [[,_, z > 1, alors
log™ (H :Bk) = log (H ZBk) =>_logzy <> log" @y
k=1 k=1

(6) Par (2) et (5) ci-dessus, on a

log™ (Z xk) <log™ (n max {xk}) <logn + log™ <max {xk}> <logn+ > logt z;.

k=1 1<k< k=1

g

Définition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +00. Alors, on définit m (r,a, f) la fonction de prozimité de la fonction f au point a

par
27
(r.a. ) = mir, ) = 1/1 f i df siaF+ (11.10)
m(r,a, —mr,f_a o og’ Foeh —al st a 00 1.
et par
m (r,+oo , f) = m(r, f):%/logﬂf(reie)‘d@ 51 a = +00. (1.1.11)
T
0

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

1

p i og | ()| db = m(r, ) = mlr, ). (1.1.12)
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Preuve. En utilisant la troisiéme propriété du log™t, on obtient

1
10 2m + 2T +
5-Jo log‘f re’)| do = Wf log™ | f (re”)| d6 — — ;" log ch,
par les définitions ([1.1.10)), (1.1.11]), nous constatons que
1 Lo 4 1
gy 02 log | f (re') | d6 = m(r, f)—m(r, ?)

g

Définition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe
ou a = +oo. On définit N (r,a, f) (respectivement N (r,a, f)) la fonction a-points (respecti-

vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r par

N (r,a, f) = N(r, fia) = /Orn@’a’f);n(()?a’f)dt—i-n(o,a,f)logr st a # 400,
(1.1.13)
N (r,+o00, f) = N(r, f) = /r n(t +oo, /) ;n(o’+oo’f)dt+n(0,+oo,f)logr st a = +00
’ (1.1.14)
et
(r,a, f) = N(r, ﬁ) = /Orﬁ(t,a, /) ;ﬁ(()’a’ f)dt—i-ﬁ(O,a,f) logr sia# +oo,
(1.1.15)
N (r,4+o00, f) = N(r, f) = /T n{t, oo, /) ;ﬁ((), +oo’f)dt—l—ﬁ(o, 400, f)logr sia = +oo,
’ (1.1.16)
ol
n(t,a, f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros de l'équation f (z) = a
dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

n (t, 400, f) désigne le nombre des péles de la fonction f (z) dans le disque |z| < t, chaque
pole étant compté avec son ordre de multiplicité.

n(t,a, f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros distincts de ’équation
f(2) = a dans le disque |z| <t

7 (t,+o0, f) désigne le nombre des pdles distincts de la fonction f(z) dans le disque

2| <t

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec les a-points a; (j = 1,2,...,n) dans le
disque |z| < R telle que 0 < |a1| < Jas] < -+ < |an| < R, chacune est comptée selon sa

multiplicité. Alors,

leog (taf fo tCLf) (O,G,f)

0

Z log — (1.1.17)

|aj|
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Preuve. En dénotant r; = |a;|, j =1, 2, ..., n, on obtient
n R n R Rn n
log— = > log — =log =nlogR— ) logr;,
j; |Gj‘ ];1 ] r7r2...Ty j; J
d’ou
n R n—1 )
Y log— = > j(logrjs1 —logr;) +n(log R —logry,),
j=1 la;| =
donc A , p p
n = T t t ta )
E l()g— = Z jfr7+1— + ner_ — fORMdt_
= el 3Tt "t t
O
Corollaire 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+00
f(z)=Y Cf Cn#0, meZ
k=m
a lorigine. Alors,
1 ,on , 1
log |Crn| = %IOQ log | f (Re?)|dp+ N (R, f) = N (R, ?) : (1.1.18)
Preuve. En combinant entre ((1.1.8]) et (1.1.17)), on trouve
1 2 i Rn(taovf)_n«)a()?f)
log |G| = 5, log | f (Re')|de — [, - dt
t —n(0
+f0Rn( 7+Oo7f) - n( 7+Ooaf)dt_mlogR7
d’ou
1 o , t,0, f) —n (0,0,
log |C| = 5 02 log ‘f (Rew)}dgo — ORn( /) ; n f)dt
s
t —n (0
g2 DEn Q2] (0,0, )~ (0, 40, 1)) 0g .
D’apres les définitions ((1.1.13]) et (1.1.14)), on obtient
1 o , 1
log |C,,| = Py 02 log |f (Rew)‘d@ +N(R,f)— N <R, ?> .
O
Corollaire 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+00
F2)= % Gk, Cu#0, meZ
k=m
a lorigine. Alors,
1 1

Preuve. On obtient (1.1.19) directement en combinant entre ((1.1.12)) et (1.1.18]). O
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1.1.3 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Définition 1.1.4 Soit f une fonction méromorphe non constante. On définit la fonction

caractéristique T (r, f) de la fonction f par
T(r,f)y=m(r,f)+ N(r, f). (1.1.20)

Exemple 1.1.1 Soit f(z) = e*. Nous avons n(t,+oo, f) = 0 car f n’admet pas de poles,
par conséquent N(r, f) = 0.

De plus on a

2T
1 i
m(r, f) = Py log™ |e""| db,
0
d’ot
1 27
rcosf
m(r, f) = %/long |e ‘d@.
0
Donc
1 % 27
m(r, f) = o /(rcos@)dﬁ—i—/(rcos@)d@ :
T
0 3m
2
alors

mir, f) = =

Par conséquent

T(r f)="_. (1.1.21)
T
Exemple 1.1.2 (Voir [38, p. 7]) Soit f (z) = exp (e*). Alors, on a
T(r,f) ~ ——, 1 — +00. (1.1.22)
(2m3r)3

Exemple 1.1.3 Soit P (z) = Zakzk un polynéome non constant de degré n > 1 tel que
k=0
a;(j=0, 1, ---, n) sont des nombres complezes avec a,, # 0, et soit f (z) = e, On veut

calculer T (r,eP®) .

D’abord on calcule T(r, f) lorsque P (2) = a,z". Soient a, = |a,| e, z = re. Alors,

1 (2)] = el ostot o)
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Par conséquent
2w

(T f) /lOng ‘an|rnCOS(n€+¢)d9,
21
0

Par changement de variable, on a
2nm+p
1 n
log™ elanlm™ cos(m) g7

m(r,f) :%

©

Puisque 2nm est une période de la fonction cos, alors

2nm

1 + |an\r cos(T)d
0

d’ot

2w
]. n n " n
m(r, f) = %/ log™ elanlr™ cos(r) g — |a2|7: /COS (1)dr = _|a 7|Tr .
0 3
Comme f est entiére, donc
an] (1.1.23)

T(r. f) = mlr, f) =

Généralement, pour f (z) = e’® et P (z) = Zakzk on a
k=0

|an|r™ cos(nf+¢)(1+o0(1)) pour r — +00.

[f () =e

Par conséquent, pour r suffisamment grand on obtient

27
1 nl "
m(r, f) _ /log |an\r cos(nf+¢)(14o(1 ))de _ ‘CL ‘ (1 + 0(1))
2m us
0
D’ou
- anl ™ e (1.1.24)

Exemple 1.1.4 Soit f une fonction rationnelle
f(z)= P(z) oapz" + 12" P4+ +ag
Q(2)  bpz™ 4 by 12+ by
0, 1,---, n),b (i=0, 1,---, m) sont des nombres complezes avec

(2)) = m. Il existe donc un nombre réel positif ro > 0 tel

telle que les a; (j =
anby £ 0 et m > n. On a deg(Q
que n(r, 400, f) = m pour tout r = ry. Alors,
0
» 00, f>dt +n (0, +o0, f)logr,

N(’I",f):/OTOn(t,—i_OO’f)_n(07+00,f)dt+/Tm_n(t

t
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d’ot
N(r, f)=0@1)+ (m—n (0,400, f)) (logr —logrg) + n (0, +o0, f)logr.

Par conséquent
N (r,f) =mlogr+0O(1). (1.1.25)

Par les propriétés des polynomes complexes (voir [[7, Lemme 1.3.1 p. 9]). Pour tout ¢ > 0,

il existe ry > 0 tel que pour tout |z| =1 > 11, on a
[P (2)] = lan| " (1 +0(1)) et |Q(2)] = [bwm|r™ (1 +0(1)).

Par conséquent

df = if;” log™ (%T"‘m (I+o (1))) e,
T m

d’ot
m(r, f) =0 (1). (1.1.26)

En combinant entre (1.1.25)) et (1.1.26)), on obtient

T (r,f) =mlogr+0O (1) =0 (logr).

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna.
Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et soit
+oo

f()—a=>Cz2, C,#0, meZ

i=m

la série de Laurent de (f — a) a Uorigine. Alors, pour tout nombre complexe a, on a
1
T (r 52 ) =T - ToglCul + ¢ (), (1.2.)
—a
ot ¢ (r,a)] <log2+log™ |al.

Preuve. Premiérement, on suppose que a = 0. Par le Corollaire 1.1.3 et la Définition 1.1.4,

on obtient

l0g Gl = T, )= T(r, ).
Par conséquent

T(r.5) =T f)=10g|Col.

c’est une affirmation avec ¢ (r,0) = 0.
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On traite maintenant le cas général ou a # 0. Soit h (2) = f (2) — a. Alors,
1 1
N (r,h) =N N(r,=|=N|r,— 1.2.2
) =N N () =8 (r5 ) (122)
et
1) _ ! (1.2.3)
mr ) =m T’f—a' 2.
Comme
log™ |h| =log" | f —a| <log" |f| +log" |a| +log2
et
log" | f| =log" |f —a+a| <log"|f —a| +log* |a| + log 2.
L’intégration de ces inégalités donne
m (r,h) < m(r, f) + log" |a| + log 2
et
m (r, f) < m(r,h) +log™ |a|] + log2.
Posons
o (r,a)=m(r,h) —m(r, f). (1.2.4)
Alors, ¢ (r, a) satisfait
lo (r,a)] <log™ |a| + log 2.
Maintenant, appliquons la formule (|1.1.19)) a la fonction A, nous obtenons
1 1
108 Crul = m(r, ) — m(r. 1) + N (B, h) ~ N (R, 5) ,
d’ou
1 1
m(r, E) +N (R, E) =m(r, h)+ N (R,h) —log|C,,].
De (1.2.2)) et (1.2.4), on trouve
1
T(ng) = M)+ N ) ~logiCl + ¢ (ra
= T(hf) _10g|cm| +S0<T7CL)'
O
Remarque 1.2.1 Le premier théoréme principal peut étre exprimé sous la forme :
1
T (r, 7 > =T (r,f)+0O(1) (1.2.5)
—a

pour tout a € C. On note que le terme d’erreur O (1) dépend de a.
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Exemple 1.2.1 Dans l'exemple précédent, on a calculé la fonction T (r, f) pour la fonction

rationnelle
£(2) P(2)  ap2"+a, 12" 1+ +ag
Z) = = s
Q(2)  bpz™+ by 2™ 4+ by
telle que lesa; (j=0, 1,---, n),b; (i=0, 1,---, m) sont des nombres complexes ot

anby # 0 et m = n. Maintenant on va calculer le T (r, f) de la fonction f mais pour le cas
m < n.

On a la fonction % est une fonction rationnelle qui vérifie les conditions de l’exemple précé-
dent.

En appliquant le premier théoréme fondamental , on obtient

r0.) =7 (1 5) +000),

"

nous pouvons appliquer la méme méthode de [’exemple précédent pour obtenir
T (r,f) =nlogr+0O (1) =0 (logr).

Remarque 1.2.2 Nous constatons que la fonction caractéristique d’une foncton rationnelle
est toujours donnée par

T(r,f)=0(logr). (1.2.6)

En outre, linverse de cet assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe

avec T'(r, f) = O(logr), alors f est une fonction rationnelle (voir [{7, Théoréme 2.2.3 p. 20]).

Proposition 1.2.1 Soient f, f1,..., f, des fonctions méromorphes et «,3,v,6 € C, telles
que ad — By # 0. Alors
(a) T(T7HZ:1 fk) <ZZ:1T(T7fk)a TL} 17
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=1

) T(r,f)+O(1), en supposant que f % —6/~.

Preuve. (a) et (c), en utilisant les propriétés (5) et (6) de log" on peut facilement déduire

©T (z) ST f) +logm, n>1,
f

que si fr (k=1,...,n) sont des fonctions méromorphes, alors
m (r Tl o) < Sy m (o) (1.2.7)
et
m(r, Y oy fi) <> op_ym(r, fi) + logn. (1.2.8)
En outre, puisque 'ordre du pole de "), fi en zp ne dépasse pas la somme des ordres des
poles des fr (k =1, 2, ..., n) en 2, alors
N (Ta ZZ:l fk) < Zzzl N <T7 fk) . (129>

De méme, on a

NI o) < S N fo). (12.10)
En combinant ( resp. ((1.2.10) ) avec ([1.2.8)) ( resp. (1.2.7) ), on trouve
T(r, 2 per fu) < 22k T (7, fi) +logn
et
T (r, [ Leey &) < 2% T (1 fi) -
(b) 11 suffit d’observer que |f™| = |f|" <1 si et seulement si |f| < 1.
(d) On suppose que v # 0. On pose f1 = f+3/v, fa=7f1, fs=1/fa, fi= M7 alors

Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (¢) dans la proposition précédente, nous trouvons

( afw’) — T f)+0(

Lecasouy=0 (§ #0). On pose f; = f + (‘avec a # 0) donc % = S f1. Alors,

T(r,af(:ﬁ) - T(r,%f1)+0(1)
= T(r,fi)+0(1)
= T(rf)+0(Q1).
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O
Théoréme 1.2.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour tout R > 0, on a
1 o .
T(rf) =5 ZTN (r,e®) df +log™ | f (0)] avec 0 <7 < R. (1.2.11)
i

) T (r, f) est une fonction croissante de r.

Preuve. En appliquant la formule de Jensen ((1.1.1)) avec R = 1 a la fonction g (2) = a — z,

nous obtenons

log |al sifa| >1

1 2m )
— _ i —
27T0flog|a ‘ }d¢ { logla| —logla| =0 si |a] <1’

donc pour tout @ € C on a
1 2 )
2—f log |a — €| d¢ = log™ |al . (1.2.12)
To

Soit 0 < r < R. En appliquant la formule de Jensen & la fonction f (z) — €¥, nous trouvons

10g|f(0)—ei9‘ —%Ofﬁlogﬁ(rew)—ew|d¢—N(T,_;€w) +N(r, ).

f

L’intégration par rapport a 6 de 0 & 27 donne
1 2 " 1 2m 1 2 ” 0
%Oflog’f(())—e |do = %{ {%Oflog{f(re ) —e {dqﬁ} df
LN G Yo R N pyan
27 " f—e? 27 " ’
d’ou
- Frog |0~ e|do = [ oL Fog| s (re) - o] as| o
27T 0 o8 € N 27T 0 27T 0 8 re ¢
LN (Yo L N pas. (1213)
T, T o T, . 2.
En utilisant avec a = f (re'®), nous constatons que
1 2m . X .
ﬂf log | f (re®) — €| do =log™ | f (re'?)]. (1.2.14)
0
En utilisant avec a = f (0), nous obtenons

%fmvmwv%wzmﬂﬂw. (1.2.15)
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La substitution de ((1.2.14)), (1.2.15)) dans (1.2.13]), donne

1 27 ) 1 27 1
log" |£ (0)] = 5 [log™ | (re) | do — 5 [N ( _—69) d0+ N (r, ),

f
d’ou

2T
g 1 O] = m 1)+ N (1) = 5 [N (=5 ) o,

donc
127r

0
U

Remarque 1.2.3 i) L’équation (1.2.11)) est appelée U’Identité de Henri Cartan, c’est une
autre représentation de T (r, f). Puisque N (7’, f_lj> est une fonction croissante de r. A
Uaide de cette identité (1.2.11)), on peut dire que la fonction T'(r, f) est une fonction croissante
der.

it) Généralement m(r, f) n’est pas monotone. Par exemple, pour la fonction f telle que

z
1— 22

f(2)

our = 2.

On alf(z)| <1 pour |z| < i ou|z| > 2. Cela implique que m(r, f) = 0 pourr < 3

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction méromorphe.
1.3.1 L’ordre et I’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. p(f), p(f) dénotent respectivement a

lordre et l'ordre inférieur de f tels que

log T log T
p(f) =lim sup—Og (r, f), w(f) =lim inf—og (r.f)
F— 00 log r r—-+400 log T

et on définit I’hyper ordre py (f) de la fonction f par

) loglog T (r,
pa () = lim sup B 2])
r—-+00 ogr

Remarque 1.3.1 Toute fonction f d’ordre fini satisfait p, (f) = 0.
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Exemple 1.3.1 Soit f une fonction rationnelle non constante
_P(2)  ap2"4ap12" 4 +ag
f(z) = Q(2)  bmz™ + by12™ -+ by
telle que lesa; (j=0, 1,---, n),b; (i=0, 1,---, m) sont des nombres complezes avec

anby, # 0 et m, m sont des entiers positifs. Alors, de (1.2.6) on a

T(r,f)=0(logr),

d’ou log O (log 1)
, og O (logr
p() = timsup 0BT oy g
r—-+o00 OgT
Exemple 1.3.2 Soit f(z) =e*. De (1.1.21)) on a
r
T f) = .
rf)="1
D’ou low T
. og =
) =1 T =1 =1
p(e) msupy = L e (f)
Exemple 1.3.3 Soit f(z) = e, D'apres (1.1.23)), on obtient
2
’
T(r f)=—
D’ou
#) =1i T =2 =2.
ple”) msupy =2, p(f)

Exemple 1.3.4 Soit P(z) = Zakzk un polyndme mon constant de degré n (n entier
k=0

positif), tel que a;(j =0, 1, ---, n) sont des nombres complexes avec a, # 0, et soit

f(2) = eP®). Alors, d’aprés (1.1.24),0n a

T(r,f)wm, r — 400,
T

d’ot
lan|r™

1
p(eP®)) = lim smp—Og T =n=deg (P (2)).

r—too  lOGT
On peut constater ces deux résultats

p (623) — 3’ p <ezs+32272> — 5’ Do (€z3> — 0, Do (€Z5+32272> =0.

Exemple 1.3.5 (Voir [38, p. 7]) Soit f (z) = exp (e*) . Alors,

T(r f)~—C

19 r— +m7
(2m3r)3

d’ot

p(exp(€*)) = +oo=pu(f), py(exp(e’)) =1
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1.3.2 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros et
des points fixes.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, l'exposant (respectivement hyper
exposant) de convergence des zéros de la fonction f est noté par A (f) (respectivement As (f))

tel que

log N (r, %) loglog N (r, %)
A(f) =limsup—————= et Ay (f) =limsup :
00 log r 00 log r

On note respectivement par

B log N (r, %) B loglog N (r, %)
A(f) =limsup et par Ay (f) = limsup
r—s—4o00 log r r—+o00 lOg r

a lexposant et Uhyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f .
Exemple 1.3.6 (i) Comme la fonction f (z) = exp(e®) n'a pas de zéros, alors
Aexp(e®)) = 0 = A(exp(e?)).
(17) Pour la fonction f(z) = e* — 12. Nous avons les zéros de [ sont
zr = log 12 + 2kmi, k un entier.

Soit t > 0, tel qu’on trouve 2 |k| + 1 zéros de la fonction f dans le disque |z| < t (voir la
Figure 01). Alors,

t2 —log® 12

t? = (27k)? +log®12 d'ou k* =
472

Donc pour t suffisamment grand on a

1 [12 — log® 12 t

N(r,%)O/Tn<t’%>tn<0’%>dt+n<0,%)logr~jldtlr (r — 400).

d’ot

™ ™

Par conséquent \(f) = 1. Comme tous les zéros de la fonction f sont simples, alors

M) =1=X(f).

De plus, on a
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2pi)k

Figure01 1 I x=In12

Définition 1.3.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors, T(f) lexposant de convergence

des points fixes distincts de [ est défini par

(= (f—2) = limsuplogﬁ <T’, fiz) .

r— 400 ].Og r

Exemple 1.3.7 Pour la fonction f(z) = ze* — 11z, les points fizes de la fonction f sont

les zéros de la fonction
f(2)—z=2z2e"— 12z = z(e* — 12),

d’ot

T(f) =AM —2)=X(2(e* —12)) = 1.

1.3.3 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Définition 1.3.4 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

oo
m (E) = / v (1) dt,

ot X (t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E.

La densité supérieure d’un ensemble E C (0,400) est définie par

. E
densFE = lim supw.
r

r—+o00
La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,4+00) est définie par

N oo XF (t)
Im (F) = /1 el



1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe. 17

La densité logarithmique supérieure d’un ensemble F' C [1,+00) est est définie par
- Im(F N[l
log dens (F) = lim supm(—[’r]).
oo log r
Exemple 1.3.8 1) La mesure linéaire de l’ensemble E = [1,5] U [6,8] C [0,+00) est

—+00

m (E) = /XE(t)dt:jdtJr/Sdt:G.

0

2) La mesure linéaire de chaque ensemble dénombrable est nulle; m (N) = 0.
3) La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle.

4) La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,e] C [1,+00) est

“+oo e

5) La densité supérieure de ’ensemble E = [1,400) est

m(EN[0,r])

densH = lim sup = 1.

r——+00
6) La densité logarithmique supérieure de l’ensemble F' = [e, +00) est

Im (e, +00) N [1,7])

log dens (F') = lim sup =1.
r—+00 1OgT
1.3.4 l’indice central d’une fonction entiére.
+00
Définition 1.3.5 Soit f(z) = Zanz” une fonction entiére, le terme maximal de f est
n=0

défini par
w(r) = max{|a,|r™ :n=0,1,2,---}

et lindice central de f est défini par
ve(r) =max{m: pu(r) = |an,|r™}.

Ezxemple 1.8.9 Pour le polynéme P (z) = a,2" + -+ + ao2°, a, # 0, pour r suffisamment

grand, on a p(r) = |a,|r™ et vp (r) =n.
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+00
Exzemple 1.3.10 Pour la fonction f(2) =€*, ona f(2) = >, %z” On a
n=0

1

— n o __ T
p(r) = max|an| r" = max-—r".

Posons u,, = %r” et étudions la monotonie de la suite (u,). On a

Un+1 r

Up, n+1’

d’ot

U

il > 1, sin<r-—1
<1, sin>r—1

Par conséquent
Up < up < e < Upjoz < Upl-1 S U] > U4l > Uplez >
Alors, pour r >0 on a
p(r) =up = WT[T] et vy(r)=[r].

Remarque 1.3.2 [[7] Pour toute fonction entiére transcendante f, on a

1) pu (r) est strictement croissante pour r suffisamment grand, et tend vers +00 pour r — +00.

2) vy (r) est croissante et tend vers 400 pour r — +00.



Chapitre 2

L’ordre de croissance des solutions
méromorphes des équations
différentielles linéaires d’ordre
supérieur

2.1 Introduction et résultats
Considérons I’équation différentielle de deuxiéme ordre
ff+e f'+A(R)f=0, (2.1.1)

ou A (z) est une fonction entiere d’ordre fini, il est bien connu que chaque solution f de
I’équation est une fonction entiére. D’ailleurs, si fi, f» sont deux solutions linéairement
indépendantes de (2.1.1]), alors il y a au moins une solution f; ou f, d’ordre infini. Par
conséquent, la plupart des solutions de sont d’ordre infini.

Une question naturelle : Quelle condition sur A (z) garantira que chaque solution f # 0
soit d’ordre infini? Plusieurs auteurs, Belaidi [12], Frei [29], Ozawa [56], Gundersen [30],
Langley [49], Amemiya et Ozawa [2] ont étudié ce probléme. Gundersen a montré [35, p.419]

que si deg P (z) # deg @ (2), alors chaque solution non constante de I’équation
4 AL (2) PO 1+ Ay (2) QP f =0, (2.1.2)

est d’ordre infini, ou P (z),Q (z) sont des polyndémes non constants, A (z), Ag (2) Z 0 sont
des fonctions entieres telles que p(A;) < deg P (z), p(Ap) < deg @ (z). Mais I’équation (2.1.1)
$=—45(2) et P(2) = Q(z) = 2, possede une solution f (z) = €* + 2 d’ordre
fini. Donc, si deg P (z) = deg @ (z) , ’équation ({2.1.1)) peut avoir des solutions non constantes

avec A; (z) =
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d’ordre fini. Chen [18], Kwon [45] ont étudié le cas ou deg P (2) = deg @ (z). Plus tard, Chen
et Shon [22] ont généralisé le résultat dans [I8] pour les équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur. Aprés ce travail Xiao et Chen [66] ont amélioré le résultat dans [22] & une

classe d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur et ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme A. Soient A, (z) des fonctions entiéres avec p(4;) < 1 (j = 0,1,--- ,k — 1),
aj (j = 0,1,--- ,k — 1) des nombres complexes (si A; = 0 nous définissons a; = 0, au-
trement a; # 0). On suppose qu'il existe {a;,a;,, - ,a;,} C {ag,a1, -+ ,ax_1} tel que
arga;, (j =1, 2, ---,m) sont distincts entre eux deux & deux et pour chaque a; (a; # 0) €
{ao, a1, ;ap—1} — {ai, @iy, -+, a4, }, il existe un certain a;; € {a;,,a:,, -+ ,a;,} tel que
a; = cl(ij)aij, ou 0 < cl(ij) <1,1€{0,1,--- ,k—1}, j =1,2,--- ,m. Alors, chaque solution

transcendante de 1’équation

JO 4 Ay qem1Z fD 4 e f =0 (2.1.3)

est d’ordre infini. En outre, si a;;,, = ag ou ag = c(()zjo)aijo et 0 < Céljo) £ cio) < 1, s €

{1,2,--+ ,k — 1}, avec a;;, € {ai,,ai,, " ,a;,}, alors chaque solution f # 0 de (2.1.3) est
d’ordre infini.

Le but principal de ce chapitre est de généraliser le résultat du Théoréme A a quelques

équations différentielles linéaires d’ordre supérieur, en prouvant les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 [5] Soient A;(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes ayant
un nombre fini de poles et p = max{p(4;) : j = 0,1,---  k — 1} < n. Soient P;(z) =
Ani2" + ap_1:2"" 4 o+ a1z + ag,; des polynémes, ot ap (i = 0,1,---  k—1), aj; (i =

0,1,---,k—1; 7 = 0,1,--- ,n — 1) sont des nombres complexes (si A; = 0 nous défi-

nissons P;(z) = 0, autrement a,; # 0). On suppose qu’il existe {ani,, Uiy, »Cni, t C
{an0,n1, - ,nk—1} tel que arg i (j =1, 2, ---,m) sont distincts entre euz deur a
deux et pour chaque an; € {Ano,An1, s Angk—1} — {Aniys Ansins =+ s Anyiny b €6 Gny # 0 il
existe un certain Ang; € {an,il,an,iz,, ce ,amm} tel que a,; = cfjﬁ)amij avec 0 < cgj) < 1,
le{0,1,--- k—=1}, j=1,2,---  m. Alors, chaque solution méromorphe transcendante de
l’équation

f(k) + Ak_lepk—l(z)f(k—l) Lt Aseps(z)f(s) et Alepl(z)f' + Aoepo(z)f =0 (2.1.4)

5 . . . o _ (ijo) (ijo) (ijo)
est d’ordre infini. En outre, si apni; = Gno 0OU Gno = €, Ani; €t 0 < ¢4 n

s <1, se
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{1,2,--- ,k — 1}, avec ni;, € {niys Qnjigys -+ s Aniy by alors chaque solution méromorphe
f#£0 de (2.1.4) est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2 [5] Sous les mémes conditions du Théoréme 2.1.1, on a les assertions

suvantes

(i) Chaque solution méromorphe transcendante f de (2.1.4)) satisfait \(f) = n ou py(f) =n.
(ii) En outre, 8iay i, = Qno 0Uan0 = ché))an,ijo et0 < cfffé’) # cfﬁé’) <1l,se{l,2,---  k—1},
avec n g, € {@n,iys Qnsig, -+ s ani, }, alors chaque solution méromorphe f # 0 de (2.1.4) sa-

tisfait \(f) =n ou py(f) =n.

Théoréme 2.1.3 [5] Sous les mémes conditions du Théoréme 2.1.1, de plus on suppose que
T # 0 est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles et p(T) < 4+00, nous avons
(i) Si T est transcendante, alors chaque solution méromorphe transcendante f de
satisfait \(f — 1) = +o0.

(i) En outre, 8iay i, = po OU G, 0 = c,(ffg)an,ijo et < cgf(?) # csj?)s <1l,se{l,2,---  k—1},
avec n i, € {@niy, Qnsiys -+ Qi t alors chaque solution méromorphe f # 0 de sa-
tisfait \(f — 1) = +o0.

Exemple 2.1.1 Pour l’équation differentielle

2
FO 2t F
z—1 22 -1

On prend {2i,4} lensemble des coefficients an;; ot les arguments sont distincts et de modules

z3f(3) . _621z3fll o 2€zz3+1f/ + 6€z371f =0. (215)
z

superieurs. Puisque ano =1, (|ano| =1 < |ana| =4), donc d’aprés le Théoréme 2.1.1, 2.1.2
et le Théoréme 2.1.3, toute solution méromorphe transcendante f (z) de l’équation (2.1.5)) est
d’ordre infini et satisfait

pa(f(2)) =3 ou A(f(2))=3.
En outre, pour T = e* fonction transcendante (p(e*) =1 < +00) et pour toute solution mé-
romorphe transcendante f (z) de l’équation (2.1.5), on a

A(f —€*) = +o0.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, et sup-
pPosons que !f(k) (z)! est non borné sur un rayon arg(z) = 6, alors il existe une séquence
20 = € qui tend vers Uinfini telle que f*)(z,) — +o0 et

f(j)( Zn) 1
f®(z)]| (k=)

!\zn\’“‘j(1+o(1)) (j=01,--- ,k—1). (2.2.1)
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Preuve. Soit 79 > 0 tel que tous les poles de f sont situés dans {z:|z| < 7o} et soit
M (r,0, f®) = max {|f® (2)| : 7o < |2| < r, argz = 6}. Clairement, il existe un nombre in-
fini des points z, = rpe??,r, > ro, 7, — +00 tels que pour tout 7, nous avons M (rn, 0, f(k)) =
‘f(k) (zn)‘ — 400 quand n — +o00. Par (k — j)-intégrations réitérées sur le long du chemin
Ly:z=re" ry <r < |z,|, nous obtenons

(zn — roew)

f(j) (2n) = f( ) (roe )—i—f”l (r 60) -

1 k —j—1
kD) (e - / / t) dtdydr...du.
(k -] 1)'f ( ’ ) ( o roet? roet® Jroet? f ) 1/}
Par conséquent, par une évaluation élémentaire d’inégalité et par ! f) | ‘ %) (2, ‘ sur

le chemin L4, nous avons
: }zn roee‘
79 ()] < 179 (roe) |+ |19%9 (roe) | 20

1 i
+W‘fk 1 (roe )Hzn—roee‘

De et pour z, — 400, nous obtenons

f9 )|
‘f"” <zn>‘ ST

k—j—1 1

(k=)

|f(k) (Zn)| |Zn - Toeie‘kij . (2.2.2)

(T4+o0@) |z (=0, k—1).
O

Lemme 2.2.2 [3], p.89] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec p(f) = p <
+oo, I' = {(k1,j1), (ka,72), -+ (km,jm)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres
entiers vérifiant k; > j; > 0 (i =1,2,--- ,m). Soit ¢ > 0 une constante donnée. Alors, il
existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si 1, € [0,27) — E, il existe
une constante Ry = Ro(1v,y) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 1, |2| = Ry et
pour tout (k,j7) €', on a

f® (2)

f9(2)
Lemme 2.2.3 [10] Soit P (z) = ap,z" + -+ + ao, (a, = o+ i #0) un polynéme de degré
n > 1 et A(z) # 0 une fonction méromorphe avec p(A) < n. Soit f (z) = A(2)eP®), 2 =
re?, §(P,0) = acosnf — Bsinnf. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0, 27)
de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,2m) \ (E2 U E3), ou E3 = {0 € [0,27) : 6 (P,0) = 0}

est un ensemble fini, et pour tout |z| = r suffisamment grand, nous avons

< 7| Dlemtre) (2.2.3)
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(i) Si o (P,0) >0, alors

exp{(1—¢)0 (P, 0)r"} < |f(2)] <exp{(1+¢)d(P,0)r"}, (2.2.4)
(i) Si o (P,0) <0, alors
exp{(1+¢e)0(P0)r"} <|f(2) <exp{(l1—¢)d(P,0)r"}. (2.2.5)

Lemme 2.2.4 [22] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < +o00. Supposons qu’il
existe un ensemble E, C [0;27) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout rayon arg(z) =
0o € [0,21) \ Ey, | f(re®)| < Mr* avec M = M () > 0 est une constante et k > 0 est une
constante indépendante de 0y. Alors, f(z) est un polynéme de degré deg(f) < k.

Lemme 2.2.5 [30, p. 30] Soient P, Py,--- , P, (n > 1) des polynémes non constants de
degrés respectivement di,da, -, d,. Supposons que sii # j, alors deg(P,—P;) = max {d;, d;}.
Soit A(z) = ZB (2)eli®) ou B;(z) # 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant
p(B; (2)) < dj. Alors

p(A) = max {d;}. (2.2.6)

1<j<n
Lemme 2.2.6 [20] Soient A;, F (FF #0) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes
d’ordre fini. St f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
O+ Ay fE D 4+ Af + Aof =F
Alors, f satisfait
M) = X(f) = o(f) = +00 (2.2.7)

Lemme 2.2.7 [51] Supposons que k > 2 et Ay, Ay, Aa, -+, Ar_1 sont des fonctions

méromorphes ayant un nombre fini de poles. Soit
p=max{p(4;), j=0,1,--- k—1},
et soit f (2) une solution méromorphe transcendante de l’équation
FO 4 Ay P D 4 Agf =0

Alors, py(f) < p-

Lemme 2.2.8 [/2, Théoréme 12.4] Soit f une fonction entiére avec p(f) = +oo. Alors, f

h(z)

peut étre représentée sous la forme f(z) = g(z)e™?, ou g(z) et h(z) sont deuxr fonctions

entiéres telles que
po(f) = max {,02(9)7 Pz(eh)} ) (2.2.8)

loglog N (7“, é) log log N (7“, %)
po(g) = limsup = lim sup :
400 log r 00 logr

(2.2.9)
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2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1.

Nous affirmons que toute solution transcendante de 1’équation est d’ordre infini. Sup-
posons que f est une solution transcendante de I’équation satisfaisant p(f) = a < +o0.
Par le Lemme 2.2.2, il existe un sous-ensemble F; C [0, 27) de mesure linéaire nulle, tel que si
0 € [0,27) \ F1, alors il existe une constante Ry = Ry(#) > 1 telle que pour tout z satisfaisant

arg z = 6 et |z| > Ry, nous avons

' f(j) (2)
[0 (z)

<2, 0<i<j<k (2.3.1)

Notons
Ey,={0¢€ [0,27r):5(Pj,8):0, j=01,---  k—1}U

{9 € [0727T) : 5(3370) = 6(‘Pid’9)’ 1<d<j< m}
Donc F5 est un ensemble fini. Par le Lemme 2.2.3, il existe des ensembles exceptionnels
H; c [0,2m) (j =0,1,--- ,k — 1), chacun d’eux a une mesure linéaire nulle, tels que pour
. k-1
tout z = re” : 0 € [0,27) — (B, U By U E3) (B3 = ‘Uon est un ensemble de mesure linéaire
]:

nulle) §(P;,0) #0,j=0,1,--- ,k—1et 6(F;,,0) #(F;,,0), 1 <d < j<m. Soit
5t::5(F@,9)::Inax{é(F%,H),j ::172W"77n}7

puisque d; # 0, alors d; > 0 ou d; < 0. Nous considérons deux cas

lier Cas : §; > 0. Par le Lemme 2.2.3, pour tout £,(0 < ¢1), quand r — +00, nous

avons
e(1=e)rmo A, (2) ePit(z)} . (2.3.2)

Pour A;e”?) (I #4,), on pose
§ =max {0,0(P,,0)/ j € {1, 2,--- ,m} —{t}},
alors 0 < 0 < §;. En conséquence, il existe une constante ¢ telle que
0<d <1l et 6d=C0.

Nous avons

_ (i) (i¢)
ajnvl - C’I’L,l

n,l

ani, (0<¢,) <1)ou

Uny = g, (J#1) o0 Gpy = cgj)aij (J#1t) (0< cfjﬁ) <1).
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Donc
(P, 0) = c6(B,,0) = 6, ou

5(P,0) = 6(P,,0) <& ou 6(B,0) =c7s(P,,0) < 7)o,

Soit ¢ = max {ng'l)7 c,cf1 l)c} alors 0 < ¢ < 1. Par le Lemme 2.2.3, quand » — 400, nous

avons
| A" < e es oy | AP < o™ ou | 4,674 < p(Lren)rmels
ainsi
}AlePz(z)| < 6(1+51)7‘"C(5t’ l e {0’ - k— 1} _ {t} (2‘3‘3)

Maintenant, nous affirmons que } fli) (z)‘ est borné sur le rayon argz = 6. Si ‘ fli) (z)| est
non borné sur le rayon argz = 6, alors par le Lemme 2.2.1, il existe un nombre infini des

points z, = r,€" tels que quand  — 400, nous avons r, — 400, |f")(z,)| — 400 et

F9(z) 1 . .
. < JT A 0(1)) (G=0,1,---,4,). 2.3.4
F@ ()|~ G — )] 2 (14 0(1)) (5 it) (2.3.4)
Puisque £ (z) # 0, par (2.1.4), (2.3.1), (2.3.3)) et (2.3.4) quand z, — +00, nous avons
()
| Ai, (25)e" f“)( y + |Ar-1(z0)e f(“ =)
(ir+1) (it—1)
R . Piy41(z2) f—(zx> . Piy—1(zz) &
+ + ‘Azt—&-l(zq:)e ‘ (Zt) I) + }A“_1<Zx)€ f(”)(zx)
P Zm P(Zz
+- +‘A1 zm ! ‘f“) ‘+|A0 ’ ‘ f“) ‘
Par conséquent
‘Ait(za:>epit(zz) < e(l+.€1)r;lc6t7,,§:2+o¢)k. (235)
En vertu de (2.3.2)) et de ([2.3.5)), nous trouvons
e(l—sl)rgjét < 6(1—}—51)7’305,574;2—&-04)197 0<c< 1’
d’ou
el=a)=(reenrzde,~(2Ha)k <1 0 <e< 1. (2.3.6)

l1—c
1+c?

contradiction avec la limite du c6té droit de 'inégalité (2.3.6]) . En conséquence, ‘ fa0 (2){ est

borné sur le rayon arg z = #, nous posons | fli) (z)‘ < M; (M; une constante positive), alors

1—c)—(1+c)e1)riés T;(2+a)k

Nous pouvons prendre 0 < g1 < alors el( — 400 est une

I (2)| < Myr*. (2.3.7)
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2iéme Cas : d; < 0. Soit
6 =max {§(P;;0):j€{1,2,--- ,m} — {t}},

d’ou
0 < (5t < 0.

En conséquence, il existe une constante ¢ telle que 1 < ¢’ et § = ¢’d;. Pour tout [ # 7;, nous

avons les cas suivants de 6(F);0) :
(P 0) = V8(P,;0) = Y5,

ou

0(P;0) =6(Pi;0) <o (I#1ir)

ou
(P 0) = c6(P,;0) < o,

(i¢) / (i5) 4

Notons ¢; = min {an . ¢ 1} , nous avons 0 < ¢;. Par le Lemme 2.2.3, pour tout &,

(0<ey< 5), quand r — 400 et pour tout j =0,1,--- ,k — 1, nous trouvons
|Aitep"'t(z)} < 1720 pour | = 4,
et pour [ # i; on a
|Al€Pl z)} < ell-e)” nelits, ou |Al€Pl(z)} < 1= oy |Al6Pl(z)‘ < €(1+62)r”’c£ji)5.
Par conséquent, pour tout j =0,1,---, k—1
}Aj (2) ePf(Z)| < ellmea)rtend, (2.3.8)

Si ‘ f) (z)! est borné sur le rayon arg z = 0, alors par le Lemme 2.2.1, il existe un nombre infini

de points 2/, = r’e! ? tels que quand & — 400, nous avons r, — +0o0, |f(k)(z;)‘ — 400 et

£9(:1)
19z,

Puisque f*) £ 0, par (2.1.4), (2.3.8) et (2.3.9), quand r, — 400, nous avons

1
= (k=)

2" (14 0(1) j=0,1,-+ k-1 (2.3.9)

(k—1) (k—2) Z/
1< ‘Akfl(z el ff(k (( ’A e-a(2)et ) ‘ff(k)(iﬁ)
!/ 1 le /(Z.’,I?) /! 0 ZII f(zé)
+[Ale)en ] ] + [ Aotz 'f(k)(z;) |
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Par conséquent
1 < e(mea)(r) erdy (r! )%7 (2.3.10)

x

on a e(l==2)(ra)"ade (p! Yk, () yne contradiction avec la limite du coté gauche de l'inégalité
(2.3.10). En conséquence, !f(k) (z)| est borné sur le rayon arg z = 6, nous posons |f(k) (z)} <

M, (M, une constante positive), alors

] (2)] < Myr*, (2.3.11)

Dans les deux cas (2.3.7)) et (2.3.11]), nous avons

If (2)] < Mr*. (2.3.12)

Puisque f (z) est une fonction méromorphe avec un nombre fini de poéles, alors nous pouvons

écrire f (z) sous la forme f(z2) = g((zz))

entiére. Nous savons que pour tout z = re? et r > ry, il existe un entier positif s (s >
deg Q) tel que

ol ) (z) est un polynome et g (z) est une fonction

Q (2)] <. (2.3.13)

De (2.3.12) et (2.3.13)), nous avons |g (2)| < Mr? (8 > s+k) pour tout rayons z = re? et § €

0, 27m) \ E1UE;U E3. En appliquant le Lemme 2.2.4, nous trouvons que g (z) est un polynome
de degré deg g < 3. Alors, f (2) est une fonction rationnelle, ceci contredit la prétention que
f(2) est une fonction transcendante. Par conséquent p(f) = +oo. En outre, si a,;, =
Ao AVEC Ay, € {aniys Anyins -+ * » Qni, b, DOUS supposons que la solution f (z) de I'équation
est une fonction rationnelle. Puisque nous avons A fef® # 0, on peut écrire

(A, (2) P f19(2) 4 A, (2) PO (O )"

au lieu de Asf(s)ePS + Atf(t)ept quand a, s = any (ans, Gt € {n1,an2, - ank—1}). En

conséquence, nous pouvons écrire I’équation (2.1.4)) sous la forme

Ay (2) f (2) ™ 4 ZBJ- (2)e%*" =0, (2.3.14)

J#0
ol Bj(z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini p(B;) < n et ayant un nombre fini
de poles. Nous avons arga,; # arga,o ou arga,; = arga,o mais |a, ;| < |a,o|, et que
aj —a; # 0 pour i # j (j # 0). Par le Lemme 2.2.5, nous constatons que l'ordre de
croissance du coté gauche de I’équation ([2.3.14)) est n, ceci contredit 'ordre nul du coté
droit de ’équation ([2.3.14)). Supposons que a,o = c,(ffé’)an,ijo et 0 < 0%’) #* 07(12]50) < 1,

s€{l,2,-++ k—1}etani €{ani iy, " s @nj, } , nOUS assumons que la solution f (z) de
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lequatlon est une fonction rationnelle. Ainsi, nous avons Agfe® # 0 et aussi 'équa-
tion est vérifiée.

Du fait arg a,, ; # arga, o ou arg a, ; = arga, o mais 0 < c(()ijo) + cg%), se{1,2,--- Jk—1}ce
qui donne |a;| # |ao| et par le Lemme 2.2.5 'ordre de croissance du coté gauche de ’équation
est n, ceci contredit ’ordre nul du coté droit de 1’équation . En outre, quand
n,ijy = Gpo OU Apo = c( ”Oo)amjo et 0 < c%) #+ c%) <1l,se{l,2,--- k—1} et n,ijy €
{@n.iysQniys s Qny, }, toute solution méromorphe f # 0 de P'équation est d’ordre

infini.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2.

(i) Soit H; (z) = A; (2)eli®) (j =0, 17 e ,k’ — 1). Supposons que f est une solution méro-

morphe transcendante de I’équation (|2 satisfaisant \(f) < m, alors nous pouvons écrire

h

f sous la forme f = Ze" ou 7 est une fonction entiere avec A( f) = A7) < n, h est une

5
fonction entiére transcendante et () est un polynéme. Notons g = f’ alors (voir [47, Lemme
2.3.7 p. 39))
f(J 1 Py ‘
Na =g +2J(] Dg"g +Gj2(9) (j =2,3,--- k), (2.4.1)

ot Gj_»(g) est un polynome différentiel de la fonction méromorphe g avec des coefficients
constants et de degré égale au plus j — 2. La substitution de (2.4.1)) dans (2.1.4]) donne

" =Te_1(9), (2.4.2)

ou Ty 1(g) est un polyndome différentiel de la fonction méromorphe g avec les coefficients
Hy, Hy,- -+, Hp_1 et le degré égale au plus de k£ — 1. L’application du Lemme de Clunie (voir
[47, Lemme 2.4.2]) a (2.4.2]) donne

k—1
m(r,9) < O _mlr. H;)) + S(r.g).
Nous savons que /
Nirg) = N(r.2) = o, £)+ Nlr,5),
par conséquent
k—1
T(r,9) < O(Y_mlr, Hy)) + N(r, ) + N, %) + 5(r,g). (2.4.3)



2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2. 29

De (2.4.3)) et le fait A(f) <n, p(H;) =n (j =0,1,--- ,k—1) et N(r, f) = O(logr), il s’ensuit
que p(g) < n. Nous affirmons maintenant que p(g) = n. Si p(g) < n, alors par (2.4.1) nous

obtenons

Puisque nous avons A;, (2)
(As (Z) ePs(z)—an,sznf(s ( )+A ( ) Pi(z)—an, 2" f(t ( ))easzn

: Py t) Py —
au lieu de Asf(s)e + Atf( Jelt quand Qn,s = Ant (an787 (.t € {amhan,% T 7an,k—1} -

{ani17ani2> o anim})‘

En conséquence, nous pouvons écrire ’équation (|2 sous la forme

> A i 4 ZB e =0, (2.4.4)

7=0

ol B (z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini p(B) < n et ayant un nombre fini de
poles. Nous avons les arg(ay, ;) sont distincts entre eux deux a deux dans {an i, , @n iy, - -+, Gnyi,, b €F
sl arg an; = argay,, alors lan ;| < !am-j| . Par le Lemme 2.2.5, nous constatons que ’ordre
de croissance du co6té gauche de ’équation est n, ceci contredit 'ordre nul du coté
droit de I'équation (2.4.4]) . Par conséquent p(g) = n. Puisque p,(f) = py(me™) donc par le
Lemme 2.2.7 nous avons p,(me") < max {p(H;): j=0,1,--- .k — 1} = n, en appliquant le
Lemme 2.2.8, nous obtenons p(h) < n

Supposons que p(h) < n. Alors, de fT =7 - % + A’ il s’ensuit que

T(r, f7/) =0 {T(r, %/) +T(r, %/) +T(r, h')}

o= 1
— O{m(r,%) —I—N(r,;) +logr + T(r, h')}

O{logr+N(r l) +logr + T'(r, h')}

=0 {logr + N(r, %) + T'(r, h')} : (2.4.5)

De (2.4.5) et le fait A\(w) < n, nous obtenons p(fT) = p(g) < n, c’est une contradiction a
p(g) = n. Par conséquent p(h) = n, d’ou py(f) = n.
(ii) Nous avons chaque solution méromorphe f # 0 de I’équation ([2.1.4]) est transcendante,

en utilisant le méme raisonnement comme dans (i), nous obtenons A(f) = n ou py(f) = n.
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2.5 Preuve du Théoréme 2.1.3.

(i) Assumons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation ([2.1.4) et
supposons que T (z) # 0 est une fonction méromorphe transcendante ayant un nombre fini

de poles et p(7) < +oo. Par le Théoréme 2.1.1, nous avons p(f) = +o00. Soit g = f — 7, alors
p(g) = 400. La substitution de f = g + 7 dans 1’équation (2.1.4) donne

g(k) + kalg(kil) 44 Hsg(S) 44 ngl + Hog
— (r(’@ + Hm® Y 4 B o HyT 4 HOT) : (2.5.1)
ou H; = Aje’s (7 =0,1,--- ,k—1). Nous affirmons que
7™ B r Y 4 B o Hyr 4 Hor #0.

En effet, si 7® + Hy_17* D 4 ... + H7G® 4 ... 4 Hi7 + Hyr = 0, alors 7 est une solu-
tion méromorphe transcendante de I’équation ([2.1.4), par le Théoréem 2.1 p(7) = +o0 ceci

contredit le fait p(7) < +oo. Par conséquent
- <r<k) FH o m® Y 4 B ® e Hyr H0T> £ 0. (2.5.2)

Par (2.5.1) , (2.5.2) et le Lemme 2.2.6, on obtient A (g) = A (g) = p(g) = +o00o. Par conséquent
A f —T) = +o0.
(ii) Nous avons par le Théoréme 2.1.1, chaque solution méromorphe f # 0 de I’équation ([2.1.4)

est transcendante, en utilisant le méme raisonnement qu’en (i), nous obtenons A(f—7) = +o0.



Chapitre 3

Sur ’ordre et I’hyper-ordre des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires d’ordre
supérieure

3.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs, tels que Kwon [45], Chen [I8] et Gundersen [35] ont étudié 1'équation

différentielle linéaire du second degré
"+ Ay (2) PO 4 Ay (2) ePB) f =0, (3.1.1)

ou P(z), Q(z) sont des polynomes non constants, A; (z), Ag(z) # 0 sont des fonctions
entieres telles que p (A;) < deg P (z), p(Ap) < deg @ (z). Gundersen [35, p. 419] a montré
que si deg P (2) # deg @ (z), alors chaque solution méromorphe non constante de est
d’ordre infini. Si deg P (2) = deg @ (z) alors peut avoir des solutions non constantes
d’ordre fini; pour l'instant f (z) = €* + £ satisfait f” + 2¢*f’ — 2¢*f = 0. Dans [2], Chen et

Shon ont étudié le cas ou deg P (z) = deg @ (2) = 1 et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme A. Soient A; (z) # 0 (j = 0, 1) deux fonctions méromorphes telles que p (4;) < 1,
soient a, b deux constantes complexes telles que ab # 0 et arga # argboua = ¢b (0 < ¢ < 1).

Alors, chaque solution méromorphe f # 0 de I’équation différentielle
f,/+A1 (Z) eazf/+A0 (Z) ebe — 0’

est d’ordre infini.
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Dans [44], Xu et Yi ont généralisé le Théoreme A et ils ont étudié les points fixes des
solutions et leurs dérivées. En [9], Belaidi a étudié ce cas et il 'a généralisé pour une classe

des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur, il a obtenu le résultat suivant.

Théoréme B. Soient

‘F)j(z)zza’i,jziv jZOJ 17 Tty k-1
i=0
des polynomes non constants, ot agj, a1, -+, an; (j =0, 1, ---, k—1) sont des nombres
complexes tels que a,, ja,0 #0 (j =0, 1, ---, k—1)et Aj(2) #0(j =0, 1, ---, k—1)

sont des fonctions méromorphes. Supposons que arg a,, ; # arg a, o ou a, j = ca,o (0 < ¢ < 1)
(j=0,1, -, k=1),p(A;) <n(j=0, 1, ---, k—1). Alors, chaque solution méromorphe
f (2) # 0 de I’équation

f(k) + Ak_lepk—l(z)f(k_l) RS A1€P1(Z)f’ + AoePo(Z)f -0 (3.1.2)

est d’ordre infini, avec k > 2.

Dans [51] Liu et Yuan ont généralisé le Théoréme A et ils ont donné une évaluation de
I’hyper-ordre des solutions. Dans [64] Wenjuan Chen et Junfeng Xu remplacent la condition
" coefficients ayant un nombre fini de poles " dans [51] par la condition " tous les poles de la

solution f de I’équation
FE by fO D 44 b PO Y by f 4 hgeRP f =0 (3.1.3)

sont d’une multiplicité uniformément bornée " pour donner une évaluation sur I’hyper-ordre.

Ils ont obtenu le théoréme suivant.

Théoréme C. Soient P (2) et ) (2) deux polynémes non constants tels que
P(2)=a,2" + an_12" "+ -+ arz + ap,

Q(2) =by2" +b, 12" bz + by

ou a;, b; (1 =1, 2, ---,n) sont des nombres complexes avec a, # 0, b, # 0 et soient
hi(j=0,1,2,--- ,k—1) (ho # 0) des fonctions méromorphes telles que
p = max{p(h;):j=0,1,--- , k—1} < n. Supposons que tous les poles de f sont d'une

multiplicité uniformément bornée. Alors, nous avons les trois assertions suivantes :
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1. Si a,, = by, et deg(P — Q) = m > 1, p < m, alors chaque solution méromorphe transcen-
dante f de I’équation est d’ordre infini et m < p,(f) < n.

2. Si a,, = cb, avec ¢ > 1, et deg(P — Q) = m > 1, p < m, alors chaque solution méromorphe
f # 0 de I'équation (3.1.3) est d’ordre infini et p,(f) = n.

3. 51 p < plho) < 1/2, a, = cb, avec ¢ > 1, et P(z) — c¢Q (z) est constant, alors chaque
solution méromorphe f Z 0 de I’équation est d’ordre infini et p(ho) < po(f) < n.

Dans ce chapitre, nous continuons la recherche dans ce type de problémes, nous généra-

lisons les résultats ci-dessus, et nous obtenons les théoremes suivants.

Théoréme 3.1.1 [J] Soient

‘F)j(z)zza’i,jzi7 ]207 ]-7 Tty k-1
=0
des polynémes non constants, ot agj, a1, -+, an; (j =0,1,--- , k—1) sont des nombres
complexes tels que a,jano # 0 (j = 1,2,--- ,k — 1), soient h;(z), d;(z) (ho #0) (j =
0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes. Supposons que arga, ; # arga,o Ou a,,; =

cjang (¢; >0, ¢;j #1) pour tout j = 1,2,---,k — 1, et p = max{p(h;), p(d;) : j =
0,1,--- ,k—1} < n. Alors, nous avons ces deuz assertions :

(i) Chaque solution méromorphe f # 0 de l’équation

f(k) + (hkilepkfl(z) + qu) f(kfl) 44 (hSePs(Z) + ds) f(S) 4t (hoePo(Z) + do) f=0
(3.1.4)
est transcendante.
(i) Pour chaque solution méromorphe f de d’ordre infini p(f) = +00 nous avons, si

)\(%) <n et A\(f) <n alors py (f) =n.

Théoréme 3.1.2 [/ Soient

ﬂ(z)zzai,jzia ]:0717 7k_1

i=0
des polyndomes non constants, ow agj, a1 , - ,an; (j = 0,1,---  k — 1) sont des nombres
complexes tels que an jano #0 (j = 1,2,--- k — 1) et soient h; (z), d;(z) (hg #0) (j =
0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes. Supposons que arga, ; # arga,o Ou a,; =

Cjan,0 (O <¢ < 1) (] = 1727"' 7k_1)7 etp:max{p(hj), p(d]> :j:()?la"' 7k_ 1} <n.
Alors, chaque solution méromorphe f (z) £ 0 de 'équation (3.1.4]) est d’ordre infini et ’hyper-
ordre de f satisfait p, (f) = n. En outre, si )\(%) < o0 alors py (f) = n.
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Théoréme 3.1.3 [/ Soient
P; (z) :Zamzi, j=0,1,--- k-1
=0

des polyndmes non constants, ot ag j,a1 -+ ,an; (j =0,1,---  k—1) sont des nombres com-
plexes tels que ay, jano #0(j =1,2,--- ,k—=1), eth; (2), d; (2) (hg #0) (j =0, 1, ---, k—1)
des fonctions méromorphes. Supposons que a, ; = cjano (¢; = 1), deg (PO (2) — %PJ (z)) =
0(j =12 k1), etp=max{p(h;) (=1 k=1), p(d) (=01 k—1)}<
p(ho). Si A <hi0> < p(ho) < p(ho) < 3, alors chaque solution f méromorphe transcendante
de ’équation est d’ordre infini et ’hyper-ordre de f satisfait py (f) = p (ho) . En outre,
les deux assertions suivantes sont vérifiées :

(i) i M3) < oo alors p (ho) < ps (/) < 1.

(i) Pour c; #1 (j=1,2,--- ,k—1), st \(f) <n et )\(%) < n alors py (f) = n.

Théoréme 3.1.4 [J] Soient

3

Pi(2) =) a2, j=0,1,--- k-1
i=0
des polyndomes non constants, ow agj, a1 , - ,an; (j = 0,1,---  k — 1) sont des nombres
complexes tels que ayjano # 0 (j = 1,2,--- ,k — 1), soient h;(z), d;(z) (ho #0) (j =
0,1, --- ,k—1) des fonctions méromorphes. Supposons que arg a, ; # arg a,o (j = 1,2,--- , k—

1), arg (an1 + ans) # argano (s =2,3) ou a,,; = cjano (0<¢; <1) (j=1,2,--- ,k—1), et
p=max{p(h;), p(d;):j=0,1,---  k — 1} < n. Alors, pour toute solution méromorphe f #
0 de l’équation (3.1.4), nous avons f, f', f" ont un nombre infini de points fizes et satisfont

T(f) =7(f) =7(f") = +o0.
Exemple 3.1.1 Soit I’équation différentielle du deuzxiéme ordre,
=1 +3e%) f +2%f =0. (3.1.5)

Dans cette équation, on a a,1 =1, ano =2 d’ott a,; = %amo. D’apreés le Théoréme 8.1.2 et
le Théoréme 3.1.4, on a toute solution méromorphe f % 0 de [’équation (3.1.5)), est d’ordre

infini et nous avons f, f', f"” ont un nombre infini de points fixes et satisfont
T(f) =7(f) =7(f") = +oc.

En effet, les deux fonctions linéairement indépendantes fi (2) = e, fy(2) = €**°, sont des

solutions d’ordre infini de cette équation et p,(f) = 1 qui vérifie le Théoréeme 3.1.1 car
Ae®) = /\(eiz) —0<1 et )\(e%) A =0 <1,
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Exemple 3.1.2 Pour ’équation différentielle
" . 1 iz / 1 2iz
ffr=i|(14+=-)e"+1| ff——-e"f =0, (3.1.6)
z z

on ai= (%) 2t d’ot a,, = %amo. D’apres le Théoreme 3.1.2 et le Théoréme 3.1.4, on a toute
solution méromorphe f # 0 de l’équation (3.1.6)), est d’ordre infini et nous avons f, f', f”

ont un nombre infini de points fixes et satisfont

7(f) =7(f") =7(f") = +oo0.
En effet, la fonction f(z) = exp(e®) pour tout z # 0 est une solution de l'équation (3.1.6)
qui vérifie

plexp(e”)) = +o0, py(exp(e)) = 1.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 [52] Soit P (z2) = ap,2" + ap, 12"' + -+ + a1z + ag, avec n un entier positif,
an = ane®, a, > 0; et 0, €[0;2n). Pour tout ¢ (0 < ¢ < 1), mous présentons 2n angles
fermés

T

O,
be<O< -4 (2j+1)— —&, j=0,1,---,2n—1.
2n n

0,
L 25 —1
Sj n+(‘] ) 2n

Alors, il existe Ry = Ro(e) > 0 tel que pour |z| =1 > Ry
Re P (z) > a,r"(1 — &)sin(ne) (3.2.1)
pour certains j, si z = re' € S; ; tandis que pour les autres j, si z = re ¢ S
Re P (z) < —a,r"(1 — €) sin(ne) .

Lemme 3.2.2 [1§] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < 4oo. Alors,
pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour tout |z| =r ¢ [0,1] U Ey,r — +00, on a

| (2)] < exp {r"*e}. (3.2.2)

Lemme 3.2.3 [3]] Supposons que [ est une fonction méromorphe transcendante. Soient

a > 1 et e >0 deux constantes. Alors, on a les deux assertions suivantes :
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(i) 1l eziste une constante A > 0 et un ensemble E; C [0,400) de mesure logarithmique finie,

tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ Ey, nous avons

‘f(j) (2)
f(z)

(i1) Il existe une constante B > 0 et un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, tels

< A[T (ar, f)relog T (ar, f),  jeN. (3.2.3)

que si Vg € [0,27m)\ Ey, alors il existe une constante Ry = Ro(¥o) > 1 telle que pour tout z

satisfaisant arg z = Wy et |z| = Ry, nous avons

‘f(j) (2)
f(2)

Lemme 3.2.4 [15] Supposons que h(z) est une fonction méromorphe avec

<B [M (logr)*log T (ar, f) ], jeN.

M) < ulh) < p(h)=p<

Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 C (1,+00) de densité logarithmique supérieure

positive, tel que pour tout z satisfaisant |z| =r € E3, on a
|h(2)] = exp [(1+0(1))r"7]. (3.2.4)

Lemme 3.2.5 ([/3], [61]) Soit f(z) = g(z) /d(z) une fonction méromorphe d’ordre infini

et po(f) = p, o g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres, p(d) < +oo. Alors, il existe

une sequance r;(r; — +00) satisfaisant z; = r;e¥%i, 0; € [0,2m), lligrn 6; = 0y € [0,2m),
j—oo

\9(2;)| = M(r;,9) et pour j suffisamment grand, nous avons

f™) _ (MY (1+0(1) (neN),

f(z) %
) loglog v,(ry)
lim sup———2-"2 = p.(g). 3.2.5
imsup=E BV — (g (3:2:5)
Lemme 3.2.6 Supposons que k > 2 et Ag, Ay, ---, Ar_1 sont des fonctions méromorphes.

Soit p=max{ p(A;), j=0,1,2,--- [k —1} et soit f(z) une solution méromorphe trans-

cendante avec /\(%) < 400 de l’équation
FR A fE D b Ay F=0 (3.2.6)

Alors, py (f) < p.
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Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation

3.2.0)).

Si p(f) < 400, donc p, =0 < p.
p(

bD

P
S—

Si p(f) = +o0. Nous pouvons récrire (3.2.6)) sous la forme
f) flk=1) f=2) f!
- =A, + Ap_s + -+ A= + Ay (3.2.7)
f f f f
Par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = ggg ,

ou g(z) et d(z) sont deux fonctions entiéres, avec A(d) = p(d) et py(f) = ps(g). Puisque
AM1/f) < +o0, donc A(d) = p(d) = A(1/f) < +oo. Par le Lemme 3.2.2 et le Lemme 3.2.5,
pour € > 0 assez petit, il existe une séquence (r;), r; ¢ [0, 1]UEy, (r; — +00) satisfaisant z; =
rieii, 0, € (0,2r), jﬁ;rrnooﬁj =0 € [0,27), |g(z;)| = M(rj,g), telle que pour j suffisamment

grand, nous avons

f) _ <M)n(1 +o(1)) (neN), (3.2.8)

f(z) %
, loglogv,(r;)
l — =V = 2.
msup == p2(9), (3.2.9)
|A, (2)] < exp{?“p+6}, s=1,2, .., k-1 (3.2.10)
La substitution de m dans , nous donne
v (7") k p+6 i p+e |V (T) s
L (T4o(1) <€+ Y e |22 (140(1)),
Zj — Zj
d’ou
(09 ()" (L4 0(1)) < ke o ()™ (14 0(1))
Donc
vy(r3) (1 4+ 0(1)) < ked 7% (14 0(1)) . (3.2.11)
Alors, de (3.2.9)), (3.2.11)) et € étant arbitraire, nous obtenons p,(f) < p. U

Lemme 3.2.7 [30, P.30] Soient Py, Py,---,P, (n > 1) des polynémes non constants de
degrés Tespectwement di,da, -+, dy,. Supposons que sii # j, alors deg(P,—P;) = max {d;, d;}.
Soit A(z) = ZB (2)efi®) ou B;(z) # 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant

p(B;j(2)) < dj. Alors
p(A) = max {d;}. (3.2.12)

1<j<n
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Lemme 3.2.8 [1§] Soient A; (j =0,1,--- ,k—1), FF (F #0) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. St f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
FE 4+ A fE D 4 A + Agf = F

Alors, f satisfait
M) =X(f) = p(f) = +o0 . (3.2.13)

Lemme 3.2.9 Soient Pj(z) (j =0,1,--- ,k) des polynomes avec deg(Fy (z)) =n (n > 1) et
deg(Pj(2)) <n (i=1,2,--- k). Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k) des fonctions méromorphes
d’ordre fini et max{p(A;):j=0,1,--- ,k} <n telles que Ay (z) # 0. Nous dénotons

F(z) = ApeP®) 4 Ay 1ePe1G) oo A eP ) 4 p 4113 4 4P, (3.2.14)

Si deg(FPo (2) — Pj(2)) = n pour tout j = 1,2,--- ,k, alors F' est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait p (F') = n.

Preuve. Soient P; (2) = a, ;2" + ap_1,;2" ' + ... + a1 ;2 +ao; (j =0,1,...,k). Supposons
que deg(F (z) — P (2)) = n. Alors, a0 # a,,;, pour tout j =1,2, ..., k.
Anjmt C {an1,an2,...;ank} tel que a,j, (I = 1,2,...,m) sont distincts

Soit {an,jl, Gy oy vees

entre eux deux & deux. Pour chacun des a,; € {a,1,an2, ..., 4y} nous avons, a,; = 0 ou

an,; # 0. Dans le cas o a, ; # 0, il existe seulement un a,, ;, € {anjy, @njys -, Gnj, } tel que

a”:j = a’?’L,jl °

Nous pouvons écrire
(Aj (2) efiB) iz 1 AL (2) PR =ana ) ganii2

au lieu de A; (2)ef1® + A (2) @ quand a,; = anj, (an; € {an1,ana, .. ani}). Pour
an; = 0, NOUS POSONS A j = s, € {Gnysy, Anysys oy Gns,  quand a5, = 0 (ie. deg(Ps,) < n

pour i = 1,2, ...,t). Nous pouvons écrire I’équation ((3.2.14]) sous la forme

m t
)epo(z) + ZBJZ (Z) ean,jlzn + ZASZ (Z) epsi(z) = F (Z) ,
=1 i=1

il s’ensuit

Ag (2) PP + 3 "B; () e = B(2), (3.2.15)

ou B (z ZA el et A, (2) (i=1, 2, ..,t), B;(2) =1, 2, ...,m) sont

des fonctions meromorphes d’ordre fini inférieur a n.
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Supposons que p (F') # n. Puisque deg(Ps, (2)) <mn et p(As,) <n (i =1,2,...,t), alors

p(B)#n (3.2.16)

De T’affirmation que a,p, a,; (I = 1,2,...,m) sont distincts entre eux deux a deux, alors
deg(FPo (2) = @ny 2" ) =n, (I=1,2,...,m) et deg(anj, 2" — an;2") =n, ((=1,2,...m; ' =
1,2,...,m; I # I'). Nous avons p(Bj,) < n, p(Ag) < n et Ag(z) # 0, donc en appliquant le
Lemme 3.2.7 a 'équation (3.2.15)), nous trouvons que p (B) = n, ceci contredit . Par
conséquent, p (F) = n. O

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.1.

(i) Nous supposons que la solution méromorphe f(z) # 0 de 'équation (3.1.4) n’est pas
transcendante, donc p (f) = 0 (f est une fonction rationnelle ou une fonction polynome).
Puisque nous avons hgf # 0, on peut écrire 1'équation (3.1.4)) sous la forme

k-1
hof €@+ “h; f0el) = B (2), (3.3.1)

=1
ot B(z) = = (f® + djpr fEV + o+ d f& + -+ dof) , hof et h;f) sont des fonctions
méromorphes d’ordre fini avec p (B) < n, p(hof) <net p(h;fW) <n (j=1,2,---  k—1).
Puisque arga, ; # arga,go et a,; = cjano (¢;j >0, ¢; #1) pour tout j = 1,2,---  k — 1,
d’ou deg(Fy (2) — P (2)) = n. De et par le Lemme 3.2.9, nous avons p(B) = n, ceci
contredit le fait p (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f # 0 de I’équation

est transcendante.

(ii) Soient H; (2) = A; (2)ef"® +d; (2), (j =0,1,--- ,k — 1). Supposons que f # 0 est une
solution méromorphe de 1’équation avec p(f) = +oo, )\(%) < n et A(f) < n. Alors,
par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f(z) =
%eh(z), ou 7 (2), d(z) sont des fonctions entieres avec A(m) = p(7m) = A(f) < n, A(d) =
p(d) = )\(%) < n, et h est une fonction entiére transcendante avec p,(f) = p(h). Mettons g =

fTI, alors [47, Lemme 2.3.7 p. 39

(4) 1 P ‘
L =4 53U~ 197 + Groalg) (=23, ), (332

ol Gj_»(g) est un polynome différentiel de la fonction méromorphe g avec des coefficients
constants et de degré au plus j — 2. La substitution de (3.3.2]) dans (3.1.4) , nous donne

9" =Ti-1(9), (3.3.3)
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ot Tj— 1(g) est un polynome différentiel de la fonction méromorphe g avec les coefficients

Ho, Hy,--- , Hy_1 et de degré au plus k& — 1.1’application du lemme de Clunie [47, Lemme

2.4.2] a (3.3.3)), nous donne

k—1
m(r,g) <O _m(r, Hj)) + S(r, 9)-
j=0
Nous savons que /
N(rg) = N(r.2) = o, 1)+ Flr,5),
par conséquent
k—1
T(r,g) < O m(r,Hy)) + N(r, f) + N(r, %) +5(r, g). (3.3.4)
7=0

De (3.3.4) et le fait que A\(f) < n, )\(%) <n, p(H;j)=n (j =0,1,--- ,k — 1), nous obtenons

plg) < n.
Nous affirmons que p(g) = n. Si p(g) < n, alors par (3.3.2)) nous avons

@ .

Puisque nous avons hyf # 0, on peut écrire I’équation (3.1.4) sous la forme
k-1
hoe™® O f 4+ "hiel B Ol (F8) 4y fETD b d fO 4 dof) = 0.
j=1

D’ot1, nous obtenons

k1 ©) £ Fl=1) £
hoef?®) 4 (h-f—>epf<z):—<—+d_ o dy i+ +d>
0 ]Zl 7 f f k—1 f f 0
Par conséquent
k—1
ho (2) €@+ "B; (2) ") = F (2), (3.3.5)
j=1

ou By = hil? (j=1,2,+- k—1), hg#0et

(k) (k=1) (s)
F(z2)=— <f7+dk1f7+---+dsf7+-~+do>

sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec p (B;) <n (j =1,2,--- ,k—1), p(hg) <n
et p(F) < n. Puisque arga,; # arga,o ou a,; = cjano (¢; >0, ¢; # 1) pour tout j =
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1,2,--- ,k — 1 alors deg(Fp (2) — Pj (2)) = n. De (3.3.5)) et par le Lemme 3.2.9, nous avons
p(F) = n, ceci contredit le fait p (F') < n. Par conséquent p(g) = n. Puisque p,(f) = p(h) et

A(d) < n, alors par le Lemme 3.2.6 nous obtenons

Supposons que p(h) < n. Alors, de f? = ’T? — % + A/, il s’ensuit que

! !/ dl
r,f7 7; r )+ T ) +0 (1)

!

_ 1 ,
E)—l—N(r,c—l)—i-T(r,h)—l—O(l)

= O (logr) + N(r, %) + O (logr) + N(r, cli) +T(r,h")

1 !/
T, E) +T(r,h). (3.3.6)

De (3.3.6) et le fait que A(7) < n, A(d) < n, nous obtenons p(fT) = p(g) < n, c’est une
n.

=m(r, —) + N(r, %) + m(r,

N

— O (logr) + N(r, %) +

contradiction & p(g) = n, par conséquent p(h) = n, alors py(f) =

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2.

Soit f # 0 une solution méromorphe de ’équation (3.1.4) . Alors, par le Théoréme 3.1.1 f

est transcendante.

lier Cas : arga,, ; 7& arg a, o ( 1, , k—1). De (3.1.4) nous avons
1P| < ho k) ( ) ( S)‘ ‘epk_l(z)H di1 ( >‘fk: 1
( meili e ) <(>)
te ( Ez en]+ |2 dy () ) 8 | i

Par le Lemme 3.2.1, il existe des constantes Ro > 0, L > 0, et 01 < 05, telles que pour tout

z=re? :|z| =7 > Ry, 0 € (6;,03) nous avons
Re(Pj(2)) <0, j=1,2,---, k=1 et Re(P(z)) > Lr". (3.4.2)

Nous avons p = max{p(h;), p(d;):j=0,1,--- ,k—1} < n, par le Lemme 3.2.2, pour
tout ¢ (0 <e <n—p), il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure linéaire nulle et de
mesure logarithmique finie tel que pour |z| =7 ¢ [0, 1] U Ey, 7 — 400, nous avons

1 d; (2) hj (2)
ho (2) ho (2) ho (2)

rpte
X

rpte rote

<e’ j=1,2 -, k=1 (343)

et
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Par le Lemme 3.2.3 il existe une constante A > 1 et un ensemble E; C (1, +00) de mesure
logarithmique finie, tels que pour tout |z| = r ¢ [0,1] U E1,r — 400, nous avons

19 (2)
7S
D’apres (3.4.2) , (3.4.3) et (3.4.4)), pour tout z = re?, 0 € (01,0,), r ¢ [0,1]UE,UE,, r —
~+o00 l'inégalité donne

L eTTAT @2, P A2k — 1) T AT 2, ) e

AT O, j=1,2,-- k. (3.4.4)

d’ou
el < 2Ake™ [T (2, 1),

alors
el QAR T (2, )P

Puisque p 4+ ¢ < n, donc nous avons

p(f) = lim Supw

= +OO y
00 log r

et

loglog T
o (F) = limsup 28187 ) o
400 log r

En outre, si )\(%) < +o0 alors par le Lemme 3.2.6 et de I’équation , nous obtenons
ps () < n, ot py (f) = n.

2ieme Cas : a,,; = c¢ja,o (0 < ¢; < 1) (j =1, 2, ---, k— 1), nous mettons
deg (P} (2) — ¢j Py (2)) = m; (m; est un nombre entier positif et 0 < m; < n). Par le Lemme
3.2.1, il existe des constantes By > 0, L; > 0, A > 0 et §; < 05, telles que pour tout z = re® :

|z| =7 > Ry, 6 € (01,02) nous avons

Re(Pj(2) —c;Py(2)) <A, j=1,2, -+, k—1
et
Re (FPy (2)) > Lyr™.
Soit ¢ =max{c;, j=1, 2, ---, k— 1}, alors nous avons 0 < ¢ < 1 et
L0 7" < |1=ORG)| | |eeR)| < 1. (3.45)
Puisque (¢; — ¢) < 0 pour tout j =1, 2, ---, k—1, alors

{er(Z)—cPo(Z)| < ‘€Pj(Z)—CjPo(Z)+(Cj—C)Po(Z)‘ — ‘epj(Z)—CjPO(Z)} ‘G(Cj—C)PO(Z) < e, (3.4.6)
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De (3.1.4) nous avons

1R < h01(2> ‘ecpo(z)"f;kzz(;)
N e
+.+<ﬁz PO-eR)]| 4 iz’C% )‘ S
s (P o £ [

D’apres (3.4.3), (3.4.4), (3.4.5)) et (|3.4.6|), pour tout z = 7’610, 0 € (01,02), r ¢ [0,1] U Ey U
Ey, r — +o00 'inégalité (3.4.7) donne

e(I=L ™ e 4 [T (2r, f)]% + (k—1) e (e’\ + 1) AT (2r, f)]% + e,

d’on
=9 1" < A(k+1) (A +1) e [T (2r, £
eI=OL = rrte g (k+1) (eA + 1) [T (2r, f)]zk

Puisque p+¢ <n et 1 —c > 0, nous avons

log T’
r—too  logrT

et

loglog T
oy (f) = limsup 22108 L (1) o
r— 00 log r

En outre, si )\(%) < 400 alors par le Lemme 3.2.6 et de 1’équation (3.1.4)), nous obtenons

pa (f) < n, dott py (f) = n.

3.5 Preuve du Théoréme 3.1.3.

Soit f une solution méromorphe transcendante de ([3.1.4)).

Nous assumons que P, (z) — - P; (z) = A; (A; est une constante) pour tout i =1, 2, --- £,
J

alors P; (z) = ¢;j Py (2) — ¢;A;. Soit jo € {1, 2, ---, k— 1}, nous avons

Py (2) = —Pj (2) = (¢; = 1) Py (2) — ¢;A; + Ay,
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D’apres le Lemme 3.2.1, il existe une courbe continue I' (voir également [45, P.385]), telle

que pour tout z = re??, z € ' et |z| = r > Ry, nous obtenons

Re(Fy(2)) =0

En conséquence, il existe A > 0 tel que, pour tout j =1, 2, ---, k£ — 1, nous avons
epj(z)_%Pjo(Z)’ < |e(cj—1)P0(Z)—CjAj+Aj0 — eRe(—cidj+450) ~ oA
et
)efc%opjo(z)‘ < ‘e_PO(Z)+Ajo = ‘eRe(Ajo){ <e. (3.5.1)

Puisque P1 = max{p (h]) (] = 07 17 e 7k - 1) ) p(dl) (] = 07 17 to 7k - 1)} < p(h‘O)J soient
a, [ deux nombres réels satisfont p; < 5 < a < p(hg). Alors, par le Lemme 3.2.2, il existe
un ensemble Fy C (1,+00) de mesure linéaire nulle et de mesure logarithmique finie tel que

quand |z| =7 ¢ [0,1] U By, 7 — 400, nous avons

P8 B

|h;j (2)| <e", j=1,2,---k—1et |d;(2)]<e ", i=0, 1. (3.5.2)

Puisque hy est une fonction méromorphe et A (%) < p(ho) < p(ho) < %, par le Lemme
3.2.4, il existe un ensemble E3 C (1, +00) d’une densité logarithmique supérieure positive tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r € Ej3, nous avons

{e%

|ho (2)| = € (3.5.3)
De I’équation ([3.1.4)), il s’ensuit que
Po(2)= 2= Pjo () ’ —1p )| fP(2)
ho(2)e jo 70 < e %o 70 -~ 7
o0 e
Py—1(2)— P}, (= ~1lp( (k=1) (4
o (Ihas ()] | 75700 | 4 g ()] |7 0()>’ff(z)( )
Ps(2)— -1 Pj (2) —1p (2 f(s) (Z)
+eee (hs z ‘6 %o~ 0 + ds z ‘6 jo 70 )
s (2)] |ds (2)] 0
— = Pjy(z -1 P (2 / 1 p (s
et (I (75500 | 4y ()] e ) ‘];ff)) o (2)] [ 50| (3.5.4)

D’apres (3.4.4)), (3.5.1)), (3.5.2)) et (3.5.3), pour tout z =re?, z € Cet r € B3 —[0,1]U E; U
Es, r — 400, I'inégalité (3.5.4)) donne

e eRe(dio) < er A [T (2r, ) + (k — 1) e 28X A[T (2r, f)]*F + et
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< 2t (Ak; [T (2r, /)] + 1) ,
d’ou

%e’"“ TﬁeRe(Aﬁ'o)_A — 1 < AE[T (2r, f)]% )

Puisque 8 < «, nous trouvons

logT
00 log r
. loglog T
o (F) = limsup 818 T ) o (35.5)

- logr
r—+00
Puisque « est un nombre arbitraire dans I'intervalle | 3, p(hg) [, alors de (3.5.5)) nous obtenons

P2 (f) = p(ho).

En outre :

(i) Si )\(%) < 400 alors par le Lemme 3.2.6 et de 1’équation ((3.1.4), nous avons p, (f) < n,
d’ou p (ho) < pa (f) < n.

(ii) Pour¢; #1 (j =1,2,--- ,k—1), A(f) <net )\(%) < n. Alors, par le Théoréme 3.1.1,

nous obtenons p, (f) = n.

3.6 Preuve du Théoréme 3.1.4.

Soit f une solution méromorphe non triviale de I’équation ({3.1.4)), alors en appliquant le
Théoréme 3.1.2, nous obtenons p (f) = +oo .
Etape N° 1 : Nous considérons les points fixes de f (z). Soit go (2) = f (2) — z, alors z est un

point fixe de f (z) si et seulement si gg (2) = 0. Nous avons g (2) est une fonction méromorphe
et p(go(2)) = p(f(2)) = H+o0. La substitution de f (z) = go (2) + z dans équation (3.1.4)),

nous donne

g (heePP 1 d) g -+

98 + (1™ 4 dy_y) g
(hlePl(z) + dl) g; + (hoePO(Z) + do) go = — (hlePl(z) + dl) — (hoePo(z) + do) ) (3.6.1)
Nous écrivons (3.6.1]) sous la forme

98" + Aoporgs” 4+ Aoage + Aoogo = —Aos — 2 Ao = Ao, (3.6.2)

Pour I’équation (3.6.2)), nous considérons juste les solutions méromorphes d’ordre infini go (2) =

f (2) — z. nous avons

Ag = —Agy — 2 Agg = — (e + dy) — 2 (hoe™? + dp)
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= —Z hoepo(z) — hlepl(z) + (—dl —Z do)
_ BOEPO(Z) + Blepl(z) + Bs.
Nous avons deg (FPy (2) — P1(2)) =n et o =max{p(By), p( B1), p( B2)} < n. Puisque

ho #Z 0 (By # 0), alors D’apreés le Lemme 3.2.9, nous avons Ay # 0. Nous utilisons le Lemme
3.2.8 a ’équation ([3.6.2]) au-dessus, nous obtenons

Ago (2)) =7 (f) = p(g0(2)) = +oo.

Etape N° 2 : Nous considérons les points fixes de f(z). Soit g1 () = f'(2) — 2, alors
z est un point fixe de f’(z) si et seulement si g; (2) = 0. Nous avons ¢; (z) est une fonction

méromorphe et p(g1(2)) = p(f'(2)) = p(f(2)) = +oo. En dérivant les deux cotés de
I’équation (3.1.4)), nous obtenons

f(k+1) + (hk_lepk—l(z) + dk—l) f(k) + [(hk_lepk—l(z) + dk_l)' + (hk_2epk72(z) + dk—2)} f(k—l)

4ot [(hsePs(z) +ds)/+ (hs_lePs_l(z) _‘_ds_l)} f(s)

"

+- [(h2€P2(Z) + d2)l + (h1€P1(z) + dl)] f
[ (e i)+ (hoe™ @ + do) | 1+ (hoe™ + o) £ =0, (3.6.3)

De I’équation (3.1.4]) , nous avons

1
(h[)@PO(Z) + do)

La substitution ((3.6.4) dans (3.6.3]), nous donne

(hoepo(z) + do)/
(hoepo(z) + do)

f:_

[f(k) + (hk_lePk_l(z) + dk—l) f(k—l) 4+t (hlepl(z) + d1> f,} . (3.6.4)

FlD) (hkilepk—l(z) + dk—l) — o 4 [(hk—lepk_l(z) + dkfl)/

(hoepo(z) + do)l
(hoepo(z) + do)

+ (hk—2€Pk72(z) + dk72) — (hkilepkfl(z) + dkl)] Fh=D)

/
s (2 ! s—1(2 (hOGPO(Z) + do) s (% s
ot | (hee™ @ dy) + (heae™ 1 d ) - (haeP O 1 d) (hse™@ +d,) | f
z z hoepo(z) + dO / z "
o | (hee™® 4 dy) 4 (hieP@) 4 dy) — ((hoePo<z>+d0)) (hae™®) +dy) | f
z z h ePO(Z) —"_ d / z
+ | (h1e™® + dy) + (hoe™® + do) — ((h‘;epo(z)+d‘;)) (hie"@ +d)) | f'=0. (3.6.5)
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Nous pouvons dénoter 1’équation (|3 par la forme suivante
FED + Ay g fO 4 Ao fOY e A fETD Ay )

b ALf 4 Af =0 (3.6.6)

ou Ay ;(j=0,1,--- ,k—1) sont des fonctions méromorphes définies par ’équation ([3.6.5]).
La substitution de f' (z) = g1 (2) + 2, f" (2) = ¢, (z) + 1, f0D = ¢@ (j =2,3,.-- k) dans
I’équation (3 , nous donne

(k) + Ay 191 R Al,k-29§k_2) +oee At Al,s+19§s+1) + A17sg§S)

+ 4+ Angi + Al,ogl = _Al,l —Zz Al,O = A1> (367)
ou .
]’L()@PO(Z) + do)
= — | (PO £ )+ (e 4 ) — & hae?® 4 d
= ) e ) - G e
Po(z) d ),
_ Pi(2) ' Po(z) ~ (hoe™® +dy Pi(2)
z [(hle + dl) + (h[)e + do) (hOePO(Z) n do) (h1€ + dl)
_ 1 2 2Py(2) Po Po+Py Po+P2 Py P
= — (hoePO(Z) T do) (Zh + B1€ + B2€ + Bge + B4€ + B5€ + B6)
1
= B,
(h()GPO(Z + dO ZO 6 ’
G; sont des polynomes définis comme ci-dessus, avec Gy = 2Py (z) et By = z hi # 0,
B; (j=1,2,---,6) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n, écrites sous la

forme d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, h;, h., P!
d;, d; (i =0,1,2). Nous avons

G, R R+P Rh+bh P Py

G]—QPQ(Z) _PO Pl—PO PQ—PO P2—2P0 P1—2P0
Puisque a,o # 0 et arga, ; # arga,o ou a,,; = cja,o (0<¢; <1) (j=1,2,--- ,k—1),
alors

nj = no # 0, ayj =200 #0,(j = 1,2)

Par conséquent deg (2P (z)) = deg(G; —2Fy(2)) = n (j =1,2,3,4,5,6). Puisque hy #
0 (Bp # 0). Alors, d’apres le Lemme 3.2.9, nous avons Ay # 0. Nous utilisons le Lemme 3.2.8
a I’équation (3 au-dessus, nous obtenons

Ma) =X(f'—2)=7(f") =plg) = p(f) = +o0.
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Etape N° 3 : Nous prouvons que 7 (f”) = X (f” — z) = +00. Soit g (2) = f” (2) — 2, alors
z est un point fixe de f” (2) si et seulement si g, (2) = 0. Nous avons gs (z) est une fonction
méromorphe et p (g2 (2)) = p(f"(2)) = p(f (2)) = +oo. Nous prouvons que A (gz) = +0o0.
En dérivant les deux cotés de I’équation , nous obtenons

f(kﬂ) + A1,k71f(kﬂ) + (All,kq + Al,ku) f(k) oot (A/Lsfl + A1’3*2) f(S)

ot (AL + A) f o+ AL f =0. (3.6.8)
De I’équation (j3.6.6]) , nous avons

1

fr= A [f(kﬂ) + Al,kflf(k) + Al,k72f(k71) e Al,sflf(s) +oe 4+ Al,lf”} . (3.6.9)
1,0

Nous remarquons que A; o # 0 car hy # 0 (pour la preuve, nous pouvons appliquer le Lemme

3.2.9). La substitution de (3.6.9) dans (3.6.8)) , nous donne

A A
) { A — ﬁ] 040 { Ay + Ay — 10 AL“} PO

AI,O AI,O
Al Al
4 {All,s—l + Ay p— ﬁAl,s—l} f(S) S [A/1,2 + Ay — ﬁAlQ} f(3)
Aip A1p
, A{l 0 1"
+ |A, + ALD — —’Al,l f =0. (3.6.10)
’ Avp

Nous pouvons dénoter I’équation (3.6.10)) par la forme suivante
FERD 4 Agpa fO o+ Aga fO 4 Ag O o Ay fOTD

+ A [ + Az,of// =0, (3.6.11)

ot Ay; (j=0,1,--- ,k —1) sont des fonctions méromorphes définies par I’équation (3.6.10)
au-dessus, et nous avons

!/ /

/ Al,O / Al,O
Ay = A171 + A0 — A—Al,l , Ay = ALQ + A, — A—A1,2-
1,0 1,0
La substitution de f” (z) = g2 (2) 42, f® (2) = ¢ (z)+1, fU2 = ¢¥) (j =2,3,--- k) dans
I’équation (3.6.11)), nous donne

2)

gék) + Az,k—lgék_l) + A2,k—2g§k_ +-+ A2,59§S) + -+ Asigy + Azpg2 = Ay (3.6.12)

ou
Ay = —A2,1 -z A2,0
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A/ A/
_ / 1,0 , o
= — A1,2 + Al,l - —A1,2:| —Z |:A171 —+ ALO _Al 1
Al,o A 0
1
=1 [A] 3 A1g + ArnArg — Al gAig +2 AL j Ao+ 2 ATy — 2 A gAr] . (3.6.13)

)

Nous avons

(hQGPO(Z) + do),
(hoepo(z) + do)

Al,O - (h1€P1(Z) + dl)l + (hoePO(z) + do) — (hlepl(z) + dl) s

z . h PO(Z + d / ]

A= (h2€P2( '+ dQ)/ + (hlepl( )+ dl) ((hoePo(z) + dO)) (h2€P2( +d )
P, (z /!
Arg = (hae™ + d3), + (hee™) 4+ dy) — (hoe™ +do)

s (2)
(hoePo® + do) (hse™®) +d3) .

Par conséquent

1
Ao = TN (hﬁe”o +ale? + aljelo P 4 a8l 1 aﬁ‘%) ,
0 0
1
Ay = e T ) <a§0iepo +aePtP 4 o@ePtP 4 0P 4 o{le? + o D
1
A = (hoe™C) + do) (aﬁo;epo + ozf%ePo+P2 + Oéf%ePoJrPs + 53361’2 + ag‘};ePB + O@)

et

A,LO _ (0)63P0 + Bf())e?PO + Bf())QQPO—i—Pl

(hOePO(Z) _I_dO)Z <61,0

+5(3) Poth 4 513 o4 515()) By 51 0)

1
(hoePo®) + dy)? (
+5(5) Po+Py +5(6) Po +5(7) Py 58) P +5§?)7

, 1
B2 (hoePo) + dy)? (

+B00er P 1 B + BT + 5™ + B1Y)

Al = 55‘262% + ngemﬁ& + Bfiemﬁﬂ + BﬁePng

61) 2P, +512 2Py +P» +5(2) 2Py+Ps3 +ﬁ P0+P2

ol 0452», ﬁz(l]) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur & n, écrites sous la forme
d’'une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions h;, hl, P!, d;, d;
(1=0,1,2,3). De (3.6.13) nous avons :

1

Ay = — 2h3eP0 4+ Biet o+ Bye3P 4+ Bye?t + Biefo 4
Al,O (ho@PO(Z) + d0>3 [ 0 !
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+B564P0+P1 + B@@4PO+P2 + B764P0+P3 + BS€3P0+P1 + Bge3Po+P2
+Bloe3P0+P3 4 B11€3P0+P1+P2 + Bl2e3P0+P1+P3 + Bl3e3po+2P1+
—I—Bl4€2PO+P1 + B 62P0+P2 + B €2P0+P3 + B 62P0+2P1 + B 62P0+P1+P2 + B 62P0+P1+P3
5 6 7 8 9
+Bzo€PO+P1 +321€P0+P2 _|_B22€P0+P3 _|_B236P0+2P1 +B24€P0+P1+P2 +3256P0+P1+P3

+32662P1 + B276P1 + BQgBPH_PQ + BQQSP1+P3 + B306P2 + 331€P3 + ng] .

7=32
=— B; Gl
Al 0 (hoePO + do ]2;
o G; sont des polyndmes définis comme ci-dessus et By = zhg #0, B; (j=1,2,---,32) sont

des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n, écrites sous la forme d’une somme de
multiplications des termes constitués par les fonctions z, h;, hi, P/, d;, d; (i = 0,1,2,3). Nous

certifions que As # 0. Nous avons

G; 4F, 3P, 25, B, 4Py + P, 4P + P, 4P+ FPs

G, -5 -FRh 2R 3R —-4FR P -FKR PR-F P-FK

G; 3Phh+ P, 3R+ P 3FPh+P 3FBh+P+P 3PR+P+P; 3Fh+2P
G;—5Py P—2P P —-2F P —-2P P +PFP-2FR P +P—-2F 2P —-2F
G, 9P+ P, 2P+ P, 2P+ Py 2Py +2P, 2Py+ P+ P, 2P+ P+ Py
Gj—5p() P1—3P0 P2—3P0 P3—3P0 2P1—3P0 P1+P2—3P0 P1+P3—3P0
G, Ph+P PR+Ph R+P RKR+2Phh R+P+FP R+P+ P
G;—5FPy PL—4Fy P,—4F, P3—4F, 2P, —4Py P+ P, —4F P+ P;—4F
G, 2P, P P+ P, P+ P, P, P,

G; -5 2P—-5Fy Pi—5F Pi+P—5F P+ P;—5F P,—5F P;-5h.
Puisque a,o # 0 et a,j = cjanpg (0<c¢; <1) (j=1,2,--- ,k—1) alors

and—)\an,o:(Cj—)\)an,o#()pour [)‘:1a2737475 <)‘>1) ) j:17273]7

aml—)\amoz(cl—)\);ﬁOpour AZS?% ()‘21) )

2
U1+ G — Ao = ((c1+¢;) —A) #0pour A=2,3,45 (A>2); j=23]
ou arga,; # argano (j =1,2,--- ,k —1) et arg (a,1 + anj) # arga, o, par conséquent

deg (Gj — 5Py (2)) =deg (5P (2)) =n (j =1,2,---,32).

D’apreés le Lemme 3.2.9 et le fait que hg # 0, nous obtenons Ay # 0. Nous utilisons le Lemme
3.2.8 a I’équation ([3.6.12)) au-dessus, nous obtenons

Ma)=X(f'—2)=7(f) =plg) = p(f) = +oo.



Chapitre 4

Sur la croissance et les points fixes des
solutions des équations différentielles
linéaires non homogénes du second
degré avec des coeflicients
méromorphes

4.1 Introduction et résultats

Pour I’équation différentielle linéaire du second degré
4 AL (2) PO 1+ Ay (2) 9P f =0, (4.1.1)

ou P(z), Q(z) sont des polynomes non constants; A; (z), Ag(z) # 0 sont des fonctions
entieres telles que p(A;) < deg P (2); p(Ap) < deg@ (z). Gundersen [35] a montré que si
deg P (z) # deg @ (z), alors chaque solution méromorphe non constante de (1.1) est d’ordre
infini. Si deg P (2) = deg @ (z) alors peut avoir des solutions non constantes d’ordre
fini; par exemple f (z) = e* — 1 satisfait f” —e*f' + e*f = 0. Kwon [45], et Chen [I8] ont
étudié le cas ou deg P (z) = deg @ (2) et ils ont prouvé le méme résultat. Chen et Shon [21]
ont trouvé les mémes résultats avec A; (z), Ao (2)(Z 0) des fonctions méromorphes telles que
p (A1) <1; p(Ag) <1letdegP (z) =degQ (z) = 1. Wang et Laine [61] ont étudié I’équation

différentielle linéaire non homogeéne du second degré
frH AL (2) e ff + Ay (2) € f = F (2), (4.1.2)

ou Ay # 0,4y # 0, F sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur & un, et les nombres

complexes a, b avec ab # 0. Il ont prouvé que chaque solution non triviale de (4.1.2)) est
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d’ordre infini si on a a # b. Dans cette thése, nous considérons 1’équation
4 h (2) P f 4 h (2) QP f = F(2), (4.1.3)

ot F, h; (j=0,1) (ho # 0) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur a n, et P (z) =
2"+ 12" a2+ ag, Q(2) = b,2" + by 12"+ - -+ b2 + by sont des polyndmes
de degré n > 1, nous prouvons le méme résultat de Wang et Laine, et nous donnons une
évaluation pour le hyper-ordre des solutions, nous donnons également une évaluation pour

I’exposant de la convergence des points fixes des solutions et de leurs dérivées.

Théoréme 4.1.1 [3] Soient P (2) = ap2"+a, 12" '+ - +ar1z+ag, Q (2) = by 2"+b,_ 12" '+
<-4 bz + by des polynémes non constants, o a;, b; (j=0,1,2,---, n) (n>1,neN)
sont des nombres complexes tels que a, b, # 0, et h;(j=0,1), F avec hg # 0 sont
des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. Supposons que p =
max {p(h;), p(F):j=0,1} <n. Nous affirmons les deuz propositions suivantes :

(i) Si a, # b, alors, chaque solution méromorphe f # 0 de l’équation est transcen-
dante d’ordre p (f) = n.

(ii) Si a, # by, alors, chaque solution méromorphe f % 0 de l’équation est d’ordre
infini et Uhyper-ordre de f satisfait py (f) < n .

Théoréme 4.1.2 [3] Soient P (2) = ap2"+a, 12" 1+ - +a1z+ag, Q (2) = b2 +b,_ 12" 1+
-+ ++byz+by des polynomes non constants, ot a;, b; (j =0,1,2,---, n) (n > 1,n € N) sont
des nombres complexes tels que a, b, # 0, et h; (j =0,1), F avec hg # 0 et F' # 0 sont
des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. Supposons que p =
max {p(h;), p(F):j=0,1} < n. Sia, # by, alors chaque solution méromorphe f # 0 de
l’équation (4.1.3)) satisfait

A=A =p(f)=+0 et Xa(f)=X(f)=p(f) <n

Théoréme 4.1.3 [3] Soient P (2) = ap2"+a, 12" 14+ +ayz+ag, Q (2) = by2"+b, 12" 1+
-+ + b1z + by des polynéomes non constants, ot a;, b; (j=0,1,2,---, n) (n>1,neN)
sont des nombres complexes tels que a, b, # 0, et h;j(j =0,1), F avec hy # 0 sont
des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. Supposons que p =
max{p(h;), p(F):j=0,1} <n. Sia, # by, et a, # 2b,, alors pour chaque solution méro-
morphe f # 0 de Uéquation (4.1.3), on a f, f', f" ont un nombre infini des points fizes et
satisfont
Nf—2) = Mf' = 2) = Mf" — 2) = +00 .
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Exemple 4.1.1 Pour [’équation

f// + 2 €4z2 f/ + 2

2
“f =2z, 4.14
z—1 z2—1€ / i ( )

Onaa,=4#0b,=1¢elp= max{p(%),p(%), p(2z)} =0 < n =2 Daprésle
Théoréeme 4.1.1, 4.1.2 et le Théoréeme 4.1.3, on a toute solution méromorphe f de l’équation

(4.1.4), est d’ordre infini et satisfait

M) =X (f)=p(f) = +o0, A (f) =X (f)=p(f) <2

En outre f, f', f"” ont un nombre infini de points fixes et satisfont

() = () = (") = +o0.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 [1(] Soient P (z) = a,2" + -+ ao, (a, = o+ i # 0) un polynome de degré
n > 1 et A(z) # 0 une fonction méromorphe avec p (A) < n. Soit f(z) = A(z)eP®, 2 =
re?, §(P,0) = acosnfl — Bsinnf. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0, 27)
de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,2m) \ (E1 U Ey), ot Ey = {0 € [0,27) : 6 (P,0) = 0}
est un ensemble fini, alors pour tout |z| = r suffisamment grand, nous avons

(i) si 6 (P,0) > 0, alors

exp{(1—¢)d (P,0)r"} < |f(2)] <exp{(1+¢)d(P,0)r"}, (4.2.1)
(i1) si 0 (P,0) <0, alors
exp{(1+¢e)0(P,0)r"} <|f(2) <exp{(1—¢)d(P,0)r"}. (4.2.2)

Lemme 4.2.2 [3], p. 89] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante avec p(f) =
p < +oo, I' = {(k1,j1), (k2,72), <=+, (km,Jm)} un ensemble fini de paires distinctes de
nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i=1,2,--- ,m). Soit ¢ > 0 une constante donnée.
Alors, il existe un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si 1, € [0,271) — E3,
il existe une constante Ry = Ro(v,) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 1, et

|z| = Ry et pour tout (k,j) €T, on a

) (2)
7 (2)

< 7| Dlemtre) (4.2.3)
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Lemme 4.2.3 Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, et suppo-

sSons que

_log™ £ (2)]
I

est non bornée sur un certain rayon arg z = 6 avec la constante p > 0. Alors, il existe, une

G (z)

séquence infinie de points z, = m,e¢ (n=1,2,---) tendant a Uinfini telle que G (z,) — +00
et
‘f D (z,) 1
< .
O (z)] ~ (s =)

Preuve. Soit ry > 0 ou tout pole de f est situé dans le disque de rayon 7y et soit

(1+0(1)) 2" (j=0,---,5—1) quand n — +oo.  (4.2.4)

M (r,6,G) le module maximum de G sur le segment [roe”, re®] tel que M (r,0,G) =
max{G (z) : 1o < |z| <7, argz =0}. Clairement, il existe une séquence infinie de points
Zn = 1€ 1y = 1,7y — +00 telle que M (r,,,0,G) = G (z,) — +oo quand n — +oo. Par

conséquent |f*) (z,)| — +oo quand n — +oo ou M (ry, 6, f)) = | ) (2,)|. Pour chacun

des n, et avec (s — j)-intégrations réitérés sur le long du chemin L : z = e, ro <r < |z,/,
1OUS avons ( )
< , ; < o \(Zn — To€’
f9 (z,) = fU (roe 9) + Ut (7,06 0) "
b D () (2, — ) T / K / A (t) dtdéds...du
(S —j — 1)‘ 0 n 0 et T G... .

Par conséquent, par une évaluation élémentaire d’inégalité et par |f(*) (2)| < |f® (z,)| sur
le chemin L; nous avons
!zn — roew‘

‘f(j) (Zn)‘ < ‘f(j) (T06w>| + }f(j+1) (T06i9)| T

1 s—1 i0 ig|s—J—1 1 s i0]5—J
+"'+(s—j—1)!|f( ) (roe®®) | |2 — 1oe™| +(S_j)!‘f()(2n)HZn—7“0€ e
(4.2.5)
Quand z, — 400, nous obtenons a partir de (4.2.5)
9 (zn) L o
< T+oMW) |z (Gj=0,.,5—1).
Fr ] < ot o)l (=05 =)
U

Lemme 4.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < +o00. Supposons qu’il
existe un ensemble E4 C [0,2m) de mesure linéaire nulle, tel que log™ | f (Tew) | < Mr? pour
tout rayon arg (z) = 0 € [0,27) \ Ey4, ot M est une constante positive dépend de 0, tandis

que o est une constante indépendante de 0. Alors

p(f) <o (4.2.6)
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Lemme 4.2.5 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < 4o00. Alors,
pour tout & > 0, il existe un ensemble Es C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1]U E5,r — 400, nous avons

f (2)] <exp {r"*e}. (4.2.7)

Lemme 4.2.6 [68] Soit f(z) = g(z)/d(z) une fonction méromorphe transcendante, ot
g (2) une fonction entiére transcendante et d(z) un polynome. Alors, il existe un ensemble
Es C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢
0,1] U Eg, 7 — +00 et |g(2) | = M (r,g), nous avons

™ (2) _ (Vg(
f(z) z

oun =1 est un nombre entier positif.

”) (1+0(1)) (4.2.8)

+o00
Lemme 4.2.7 [23] Soit f (2) = > a,z" une fonction entiére d’ordre infini et d’hyper-ordre

ps (f) = p. Alors, "

p = lim supw. (4.2.9)
400 log r
Lemme 4.2.8 [50] Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini. On dénote M (r,g) =
max{|g(2)| : |z| = r}, alors pour tout nombre X > 0 suffisamment grand, et tout r €
E; C (1,400), on a

M (r,g) > ¢ exp{car}, (4.2.10)

ot Im (E7) = 400 et c1,co sont des constantes positives.

Lemme 4.2.9 Supposons que k > 2 et Ay, A1, Ag, -+, Ap_1 (Ao Z 0) sont des fonctions
méromorphes ayant un nombre fini de poles. Soit p = max{p (4A;), p(F):7=0,1,2,---  k—

1} < 400 et soit f(z) une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
R Ay fEY 4 4 A f=F

Alors,
02 () < p. (4.2.11)

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe de 1’équation (4.1.3)) d’ordre
infini p (f) = +o0.

Nous pouvons réécrire (4.1.3]) sous la forme

(k) (k—1) (k—2) ' F
_fT:Ak—lf f —|—Ak_2f f +"'+A1?_7+A0~ (4212)
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Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de l’ensemble des poles des A; ( j =
0, 1, .., k—1) et F et puisque A; (j =0, 1, ..., k—1) et F sont des fonctions
méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f (z) doit avoir un nombre fini de poles.

Par conséquent, par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous

la forme f (z) = 28, ol d (z) est un polynodme, g (z) est une fonction entiére transcendante
avec py (f) = py(g) et p(g) = p(f) = +oo. Par le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.6, pour
e > 0 assez petit et tout nombre A\ > p + ¢ suffisamment grand, il existe un ensemble
Es = EyUE; C (1,400) de mesure logarithmique finie et un ensemble £ C (1,400)
avec Im (F) = 400 et deux constantes positives ci, ¢z, telles que pour tout z satisfaisant

|z| =r € EN[0,1] U E3, 7 — 400 avec |g (z)| = M (r, g), nous avons

™ (2) _ (Ug_(r)>n (1+0(1) (n>1), (4.2.13)

f(z) z
|As (2) | <exp {r"™}, s=0,1, 2, ., k—1et|F(2)] <exp{r’}, (4.2.14)
F(2)|  F(2) B Tmlex e A

oit A > 0 est une constante, m = max{degd(z),1} est un entier. La Substitution de

(4.2.13), (4.2.14) et (4.2.15)) dans (4.2.12)), donne

v, (1) [°

z

vy (1)

z

rpte

k k-1
L+o(1)] <) e (I+o0(1)+o(1)+e

Il s’ensuit que
(v ()" L+ 0 (D] < (k+1) e (0, (r)" ™ (14 0(1)),
donc
v () |1+ 0(1)] < (k+1)e” " rF (14 0(1)) (4.2.16)

pour tout z satisfaisant |z| = r € EN_[0,1] U E3, r — 400 avec |g(z)] = M (r,g). Par

conséquent, par le Lemme 4.2.7 nous obtenons

—loglogv, (r)

Pz(f)zpz(g)zfﬂgvép—ka

Puisque € (¢ < A\ — p) étant arbitraire, alors nous obtenons

pa (f) < p.



4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1. 57

Lemme 4.2.10 [30] Soient Py, Py, --- , P, (n > 1) des polynémes non constants de degrés
respectivement dy,ds, - - ,d,. Supposons que si i # j, alors deg(P; — P;) = max{d;,d;}.
Soit A(z) = iBj (2)el1®) ou B;(z) # 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant
p(B; (2)) < dj.j:/ilors,

p(A) = max {d;}. (4.2.17)

Lemme 4.2.11 [} Soient Pj(z) (j = 0,1,---,k) des polynomes avec deg(Fy(z)) = n
(n > 1) et deg(Pj(2)) < n (i =1,2,--- k). Soient A; (2) (j = 0,1,--- k) des fonctions
méromorphes d’ordre fini et max{p(A;):j=0,1,--- k} < n telles que Ay (2) # 0. Nous

dénotons
F(z) = ApeP®) 4 Ay o1 oo A eP ) o 41D 4 4P, (4.2.18)

Si deg(Py (2) — P (2)) = n pour tout j = 1,2,--- |k, alors F' est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait p (F) = n.

Lemme 4.2.12 [2(] Soient A;, F' (FF#0) (j =0,1,--- ,k —1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
fO 4 A fEY o A f + Agf=F (4.2.19)

Alors, f satisfait
M) =A(f) = o(f) = +oo.

Lemme 4.2.13 [§] Soit P () = a,2" +a,_ 12" '+ -+ a12+ap (n € N*) un polynéme non
constant, ot a, # 0, a,_1, -+, ag sont des nombres complexes. Alors, pour tout ¢ > 0, il

eriste R = R () > 0 tel que pour tout z, |z| =r > R, nous avons

(1—¢)|an| ™ < |P(2)] < (14 ¢) |an|r™. (4.2.20)

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1.

(i) Nous prouvons que chaque solution méromorphe f (z) # 0 est transcendante d’ordre
p(f) =2 n quand a, # b,. Nous assumons que f(z) # 0 est une fonction méromorphe de

I'équation (4.1.3) est d’ordre inférieur a n, alors p (f) < n. Nous pouvons écrire ’équation

(4.1.3) sous la forme

ha (2) ' (2) €"® 4 ho (2) f (2) %) = B (2), (4.3.1)
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B(z)=—f"+F(z).

Puisque p = max{p(h;), p(F):j=0,1} <net p(f) <mn,alors hy (2) f(2), h1(2) f' (2) et
B (z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec p(hof) < n, p(hif’) <netp(B) <n.
Nous avons également a,, # b,,, d’ott deg(P (2) —Q (z)) = n. Puisque Nous avons hyf # 0, Par
le Lemme 4.2.11, nous constatons que ’ordre de croissance du c6té gauche de I’équation (4.3.1])
est n, ceci contredit le fait p (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f # 0 de
I’équation (4.1.3)) est transcendante d’ordre p (f) > n.

(ii) Supposons, contrairement a l’affirmation, que f est une solution méromorphe de (4.1.3)

d’ordre p(f) < oo, alors par affirmation (i) au-dessus, nous avons n < p(f). Récrivons

I'équation (4.1.3) sous la forme
P A ) f Ay (2) = F (4.3.2)

notons que Ag(z) = ho(2)e®®, A (2) = hi(2)eP®). Par le Lemme 4.2.1, il existe un
ensemble F; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0,27) \ (E; U Es), ou
Ey,={0€0,2n):0(P,0) =0,0(Q,0) =0yU{0 €0,2m): 5 (P,0) =0 (Q,0)}

est un ensemble fini, alors pour |z| = r suffisamment grand, nous avons

d(P,0) #0, 0(Q,0) #0,0(P,0) #0(Q,0) et A;(z) j = 0,1 satisfont I'une des inégalités

(4.2.1)) ou (4.2.2)). En méme temps, nous appliquons le Lemme 4.2.2, d’ott il existe un ensemble

E5 C [0,27) de mesure linéaire nulle et si 6 € [0,27) \ (E; U Ey U E3), il existe une constante

Ry = Ry(0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 6 et |z| > Ry, nous avons

f(J) (Z) 2p . .
‘f(i) B < 2|7, 0<i<j<2. (4.3.3)
Puisque a, # b,, alors a,, b, satisfont I'une des inégalités § (P, 0) < 6 (Q,0) ou 6 (P,0) >

lier Cas : § (P,0) < 6 (Q,0) et 6 (Q,0) > 0. Par conséquent, il existe un nombre positif

91 > 0 tel que d (P,0) < 01 < 6(Q,0). Par le Lemme 4.2.1, pour tout € <0 <e< ggg:zg;gﬁ,

nous avons
exp{(1 —¢)d(Q,0)r"} < |Ao(2)], (4.3.4)
As (2)] < exp {(1+2) 617} (4.3.5)

ou r — +oo. Nous montrons que

log" |f (2)]

‘Z|p+s

G (2) (4.3.6)
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est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, par le Lemme 4.2.3, il
existe une séquence infinie de points z,, = r,,e? (m =1,2,---) tendant & I'infini telle que

log™ |.f (2m)]

|Zm ’p+8

— 4o0. (4.3.7)

De (4.3.7)) et pour tout nombre positif M; > 0 suffisamment grand nous avons

log™ | f (2m)]
— > M
’Zm’p—O—e 1
alors
If (zm)| > M =ml™™ quand m — +oc. (4.3.8)

Puisque F'(z) est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, donc par le

théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire F' (z) sous la forme F' (z) = I;((j)) ,

avons également

ol 7 (z) est un polyndéme, H (z) est une fonction entiére d’ordre p (H) = p (F') < p. Nous
H (2m) ‘

'F (2m)
f(zm) T (zm) f(2m)|
De (4.3.8) et par le Lemme 4.2.13, pour m suffisamment grand (r,, — +00), il existe une

constante positive ¢ > 0 telle que

ou s = max {degm (z), 1} est un entier positif. Puisque p (H) < p, donc nous avons
[ (zm)
De I’équation (4.3.2]), nous obtenons

I" (2m)
f(2m)

En utilisant les inégalités (4.3.3), (4.3.4), (4.3.5) et la limite (4.3.9), nous conclurons de
Iinégalité (4.3.10) que

exp {(1—2)5(Q,0) 7} < |2l + exp {(1+2) 6170} |zm[* + 0 (1)

H (2)

= ers eMi Pt

€M1 |Zm‘p+2€

< H (zm)

~ 2
GM ‘Zm|,0+ €

— 0 quand m — +o0. (4.3.9)

[ Ao (2m)] <

. (4.3.10)

o

|

d’ou
exp{(1—¢)8(Q,0)r"} <3exp{(1+¢)dr"}r?,
alors
exp{[(1—¢)0(Q,0) — (14¢)d6]rp} <3ry
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d’ou
% exp {[(6(Q,0) —61) —e (0 (Q,0) +67)] ™} < 1.

5(@,9)—51
5(@79)—"—61 )

donc [(§ (Q,0) —01) — e (0 (Q,0) + 61)] > 0). Par conséquent,lo“li,‘,# est bornée sur le rayon

arg (z) = 0, alors il existe une constante My > 0 telle que

C’est une contradiction, qui se tient pour r, suffisamment grand. (Puisque 0 < & <

If (2)] < Ml (4.3.11)
sur le rayon arg (z) = 6.
2ieme Cas : §(P,0) <0et 0(Q,0) <0. De (4.3.2)), nous obtenons
/' (2) f(z)  F(2)
1< A A _
N IO RS ORI
o (2 o[, |F G
<A ()] |52 4 1A - ‘ 238 4.3.12
1<| 1<Z)| f”(Z) +| 0<Z)| f”(Z) + f”(Z) ( )
Par le Lemme 4.2.1, pour tout ¢ (0 < € < 1), nous avons
|Ag (2)] < exp{(1—2¢)d(Q,0)r"} (4.3.13)
et
|A; (2)] <exp{(1—¢)d(P,0)r"}. (4.3.14)
Nous prouvons que .
1 "
G(z) = Og|z‘|{+z€<2)’

est bornée sur le rayon arg z = 6. Supposons que ce n’est pas le cas, par le Lemma 2.3, il

existe une séquence infinie de points z,, = r,,e? (m =1,2,---) tendant & I'infini telle que

% oo (4.3.15)
et
el < @ oy foner [ ZE < 140l quand m— 400, (1310

De (4.3.15)) et pour tout nombre M3 > 0 suffisamment grand, nous avons

1" (z)| > € ™™ quand  m — +oo. (4.3.17)
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En utilisant le méme raisonnement comme ci-dessus, nous obtenons de (4.3.17)) que pour m
suffisamment grand (m — +00)

F (Zm) o H (Zm)

[ (zm) | (zm) [" (2m)

ol ¢ > 0 est une constante et s = max {degm, 1} est un entier. Puisque p (H) < p, alors

H (z)

= lers eMs lzml”T

6M3 ‘Zm|p+25

nous obtenons

F (2m)
f(zm)
En utilisant les inégalités (4.3.13), (4.3.14)), (4.3.16)) et la limite (4.3.18)), nous concluons de

Iinégalité (4.3.12) que

1<exp{(1-¢)d(Q,0)r}rn(1+0(1) +exp{(1—2)d(P.0)ry}r(1+0(1)+o(1).

H (z)

= €M3 |Zm|p+2s

— 0 quand m — +o0. (4.3.18)

C’est une contradiction qui se tient pour r,, suffisamment grand. (Nous avons pris 0 < € < 1,
donc (1—-¢)6(Q,0) <0et (1—¢)d(P,0) < 0). Par conséquent, % est bornée sur le

rayon arg (z) = 6, d’ou il existe une constante My > 0 telle que
7 (2)] < Ml (4.3.19)

sur le rayon arg (z) = 6. Par conséquent, par deux- intégrations réitérés comme dans la preuve

du Lemme 4.2.3, nous concluons que

[f () <5 A+e@)r* (2],

l\.’)l}—\

d’ou
(1 + 0(1)) 2 M4‘Z|p+€ g 6M4Tp+25

IF ()] <

sur le rayon arg (z) = 0.

l\DI»—t

3ieme Cas : § (P, 0) > 0(Q,0) et §(P,0) > 0. Il existe un nombre positif §; > 0 tel

que 0 (Q,0) < §; < 0 (P,0). Par le Lemme 4.2.1, pour tout & (O <e< %) et pour r
suffisamment grand, nous avons
exp{(1—¢)0(P,0)r"} <|A; (2)| (4.3.20)
et
|4 (2)] <exp{(1+¢)dr"}. (4.3.21)

De , nous obtenons

A1 (2)] <

f(z)
f'(2)

(2
3]+

(4.3.22)
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Par le méme raisonnement comme dans le 2iéme Cas, nous prouverons que

_log" | (2)]

‘Z|p+a

G (2)

est bornée sur le rayon arg z = 6. Supposons que ce n’est pas le cas, par le Lemme 4.2.3, il

existe une séquence infinie de points z,, = r,,e? (m =1,2,---) tendant & I'infini telle que

}tiﬁ S(+o()[zm|  quand m — +o0 (4.3.23)
et F i) e
Zm Zm

' (zm) | | eMs lzml? — 0 quand m — +oo. (4.3.24)

En utilisant les inégalités (4.3.3)), (4.3.20), (4.3.19)), (4.3.23)) et la limite (4.3.24]), nous concluons
de 'inégalité (4.3.22) que

exp {(1 =)0 (PO} < |am|™” +exp {(1+2) G175} [2m| +0(1)

d’ou

exp{(1—¢)d(P,0)r"} < 3exp{(1+¢e)dr"}r,
donc

exp{[(1—¢)d(P,0) — (14¢)61]7"} < 3r2F,
d’ou
1

5% exp {[(6 (P,0) —01) —e (0 (P,6)+d1)]r} <1

C’est une contradiction qui se tient pour 7, suffisamment grand. (0 < € < gg’g;;gi, donc

(6 (P,0) —01) —e (6 (P,8)+d1)] > 0). Par conséquent, log;",,# est bornée sur le rayon
arg (z) = 0. Alors, il existe une constante Mg > 0 telle que

pte

' (2)] < el (4.3.25)
sur le rayon arg (z) = 0. D’ou
FEI<A+o)r|f ()] < Mo,
Dans tous les cas, il existe une constante positive M > 0 telle que
£ (2)] <M (4.3.26)

Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de I’ensemble des poles des A; (j = 0, 1),

F et puisque A; (j = 0, 1), F' sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de
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poles, alors f (z) doit avoir un nombre fini de poles. Par conséquent, d’apres le théoréme de

factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f(z) = 38

polynome, ¢ (z) est une fonction entiére avec p(g) = p(f). Par la premiére affirmation (i)

, ou d(z) est un

dans le Théoréme 4.1.1, nous obtenons p (g) = n. De (4.3.26)), nous avons

'M
d(z)

Mrrt2e

sur le rayon arg (z) = 6. D’apres le Lemme 4.2.13, nous trouvons
lg (2)] < |d(2)] oMrrtee < B M

sur le rayon arg (z) = 6. Ou A > 0 est une constante et § = max {degd (z), 1} est un entier.
Par conséquent
g (2)] < M (4.3.27)

sur le rayon arg (z) = . Donc pour toute 6 € [0,27)\ (Ey U E> U E3), ou (B U Ey U E3) C
[0,27) un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (4.3.27)), sur le rayon arg (z) = 6 et
|z| = r suffisamment grand. Alors, par le Lemme 4.2.4 nous avons p(g) < p + 3¢ < n pour

e > 0 assez petit, c’est une contradiction avec p(g) > n. Par conséquent, chaque solution
méromorphe f # 0 de (4.1.3)) doit étre d’ordre infini.

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.2.

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de I’équation (4.1.3)), alors par le Théoréme

4.1.1 f est d’ordre infini. Par conséquent, en appliquant le Lemme 4.2.12, nous obtenons

M) =A(f) = p(f) = +oo.
Nous savons que les zéros de f se produisent de I’ensemble des poles de h; () j = 0,1 ou
les zéros de F'(z) et si 2z est un zéro de f d’ordre m, m > 2, alors z doit étre un zéro de
F (z) d’ordre m — 2. Par conséquent, de F' # 0 nous avons

N <r, %) < 2N (r, %) + N <r, %) + N (r,ho) + N (r, hy) . (4.4.1)

D’autre part, (4.1.3)) peut étre écrite sous la forme
1 1 14 f/
— == |5 +he S+ ho@Q} :
fF { f f

d’ou

m(r,%) gm(r,%) +m (r,ho) +m (r,h1) + m (r,e")
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+m (r,e?) +m (7", fTN) +m <r, f%) +0(1). (4.4.2)

Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]),

il existe un ensemble F de mesure linéaire finie tel que pour tout r ¢ E, nous avons

@) .
m (r, T) =0 (logT (r,f)+ 0O (logr)) j=1,2. (4.4.3)

De (4.4.1)), (4.4.2) et (4.4.3]), nous avons

T(nf)ZT(T,%) +0(1)<2W<r,1> —|—N(r,%> +N(r,ho)+N(r,h1)+m(r,%)+

f
P Q f// f/
m (r,ho) +m (r,h1) +m (r,e") + m(r,e )+m<r,7) +m(r,7) +0(1),

d’ou

T (r, f) <2N<r,%) +T (r,F)+T (r,ho) + T (r,h)

+T (r,e”) + T (r,e?) + Clog (rT (r, f)), r ¢ E, (4.4.4)

ou C' est une constante positive. Puisque pour tout ¢ > 0 et r suffisamment grand, nous

avons

Clog (rT (r, f)) < 5

T (r,e®) <™=, T(r,h;) <rP*, j=0,1. (4.4.6)

Alors, pour r ¢ E et r suffisamment grand et par I'utilisation de (4.4.5)), (4.4.6)) nous concluons
de (4.4.4) que

T(r,f) <2N (r, %) 35 4 2 4 T (r, ) 4 O (log (1),

T(r,f), T(r,F)<r*, T(re”) <t (4.4.5)

d’ou
T (r,f) <4N (r, }) + 677 + 4r" 4+ O (log (1)) .
Par conséquent
pa () < Aa(f),
d’ou
X () 2 X (f) = oo (f).

Puisque par définition, nous avons A (f) < p, (f), donc
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4.5 Preuve du Théoréme 4.1.3.

Soit f une solution méromorphe non triviale de 1’équation (4.1.3)), en appliquant le Théoréme
4.1.1, nous obtenons p (f) = +oc.

liere Etape. Nous commencons par les points fixes de f (z). Soit go (2) = f (2) — 2, alors
z est un point fixe de f(2) si et seulement si gy (z) = 0. Nous avons gq (z) est une fonction

méromorphe et p(go) = p(f) = +o0o. La substitution f(z) = go(2) + z dans I’équation

, nous donne
g+ h1eP@ gl 4+ hgeQ@ gy = F — hyeP® — zhoe?®. (4.5.1)
Nous écrivons sous la forme
96 + Avago + Avogo = F — Aoy — 2 Ao = Ao (4.5.2)

Pour I’équation (4.5.2)), nous considérons juste les solutions méromorphes d’ordre infini gy (2) =
f (2) — z. Nous avons
A() =F — hleP(z) — Zh()BQ(Z),

deg (P (2) —Q(z)) =n
et
p=max{p(h;), p(F):j=0,1} <n.

Puisque hg # 0, alors d’apres le Lemme 4.2.11, nous avons Ay # 0. Nous utilisons le Lemme
4.2.12 a léquation (4.5.2)) en haut, nous obtenons

A(go) =7 () = p(g0) = +o0 .
2ieme Etape. maintenant nous considérons les points fixes de f’ (z). Soit ¢ (2) = f' (2) —
z, alors z est un point fixe de f’(z) si et seulement si ¢; () = 0. Nous avons ¢ (z) est une
fonction méromorphe et p(g1) = p (') = p(f) = +oo.
En dérivant les deux cotés de I’équation (4.1.3]), nous obtenons

fO 4 hef@ [(hlep(z))/ + hOeQ<Z>] f'+ (hoe®@) f=F'. (4.5.3)

Par I’équation (4.1.3) nous avons

1
B hOeQ(z)

f= [ £ 4 heP@ - F] . (4.5.4)
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En substituant (4.5.4)) dans (4.5.3]), nous obtenons

h eQ(Z))/
3) P(z) _ (0— 1"
f + hle her(z) f
Q)Y hee@@)Y
P(2)y Q) _ (hoe®™) P | ¢ (hoe®®) .,

+ | (h1e”™®) + hoe hoeam e NS S F = (4.5.5)

Nous pouvons noter ’équation (4.5.5)) sous la forme suivante

” her(z) !
FO+ AL + Apf = ——( her(z)) F+F. (4.5.6)

ot Ay ; (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes définies par I’équation (4.5.5). Par la sub-
stitution de f'(2) = g1 (2) + 2, f"(2) = ¢} (2) + 1, f® = g} dans I’équation (£.5.6)), nous

obtenons

1 / (hOeQ(Z)), !
g+ A9+ Ao =—-A11—2 A g —F-F+F = A, (4.5.7)
her(Z)
avec /
h 6Q(Z))
_ P(z) _ (0—
A1 = h1€ her(Z)
Q=)' B e @)
_ Py e (0eF) | (hee®®) /
Z [(hle ) + hoe @ hie 7@ F+F

— L (2h3000) | B8O | Byl Pe)

N hO@Q(z)
j=2
D B
=0

ou G; sont des polynémes définis comme ci-dessus et Gy = 2Q (z) et By = z h3, B; sont

1
- ]’L()@PO(Z)

Y

des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur & n, écrites sous la forme d’une somme
de multiplications des termes constitués par les fonctions z, h;, h%, Q', P', F, F'. Puisque
an # by et ayb, # 0, alors deg(2Q) (2) —Q (2)) = n et deg(2Q) (2) —Q (2) — P (2)) = n. D’apreés
le Lemme 4.2.11 et le fait que hg Z 0 (By # 0), nous avons A; # 0. Nous utilisons le Lemme
4.2.12 a I’équation en haut, nous obtenons

Ma) =A(f'=2)=p(g) =p(f) = +o0.

3ieme Etape. Nous prouvons que 7 (f”) = A (f" — 2) = +o0. Soit g5 (2) = " (2) — 2,

alors z est un point fixe de f”(z) si et seulement si g (2) = 0. Nous avons ¢, (z) est une
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fonction méromorphe et p(g2) = p(f") = p(f) = +oc0. Nous prouvons juste que A (gy) =
+00. En dérivant les deux cotés de 1'équation (4.5.6)), nous obtenons

” h eQ(z) ! !
O+ Al,lf(3) + (A/1,1 + Al,O) I+ All,of/ = (_—( ho eQ(z)> F+F . (4.5.8)
0
De I’équation (4.5.9)), nous avons
]_ " (her(z)>l
= | f® 4+ A ~—— L F—F'|. 4.5.9
f Ao Al + hrge@C) ( )

Nous remarquons que A;o # 0 [Al,o = m <h(2)62Q + a%eQ*Pﬂ car hg # 0 (pour la

preuve, nous pouvons appliquer le Lemme 4.2.11). En substituant (4.5.9)) dans (4.5.8), nous

obtenons , .

A A
f(4) + |:A171 — ﬁ} f(3) + |:A,1’1 + ALO — ﬁA1,1:| f

"

Aq Aip
/
Ay ( (hoe??)) (1o’
e ® F-F|=(-2 Lrpip). 4.5.10
Am( hrge@C) hoe@® © T (4.5.10)

Nous pouvons noter I’équation (4.5.10|) sous la forme suivante

v Al hoe@@) hoe@®)Y '
PO A fO 4 Ayof 1’0((06 Lrow) o (0 er) L asay

1o\ hoeQ® hoe@C)

ou Ay (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes définies par 1’équation (4.5.10) ci-dessus,
et nous avons
Ao Ao
A202A31+A10——7A11 et A21:A11——7.
7 ’ T A 7 ’ T Anp
La substitution de f” (2) = g2 (2) +2, f® (2) = g5 (2)+1, @ = 952) dans I'équation (4.5.11]),

nous donne

g5 + Ag195 + Az g2 = As, (4.5.12)
ou / , /
Al [ (hoe®®) , (hoe®®) )
AZ = _A2,1 -z AZ,O + ALO her(z) F — F + —WF + F
Alo] Al
= — A1 ——=| -z |4 Ao — —A
{ 1,1 Ao z { 1,1t Ao Ao 1,1}

her(z)

!
() ()
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1
- A, [ALlAl,O - A,1,0 +z A,1,1A170 +z Aio < AllvOAl’l
1,0

hae@®) '
S (—MF +F . (4.5.13)

her(z)

Nous avons )
( her(Z))
hO@Q(z)

( her(z))'
hOGQ(z) ’

Al,O = (hlep(z))/ + her(z) — h1€P(2)7

Ay = hlep(z) _

Par conséquent

et

N l : . Ca el
ou ozl(])-, BEJ) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n, écrites sous la forme

d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hy, A, Q', P', F,

F’. De (4.5.13) avons nous

1
Ay = ———————~ [2h§e™? + B1e'? + By’ @t + B3ed 9t 4 Byet@t?r]
AI,O (her(z))
j=4
1 a. . o .
= ZBje 7|, G, sont des polynomes définis comme ci-dessus
AI,O (her(Z)) =0

ol By = z h§ ou B; sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n. Nous certifions
que A; # 0. Puisque a,, # b, et a, # 2b,, alors nous avons deg(5Q) — 4Q)) = deg@ = n,
deg(5Q) — 4Q) — P) = deg(Q — P) = n, deg(5Q — 3Q — P) = deg(2Q) — P) = n, deg(5Q —
3Q —2P) = deg(2Q) —2P) = n. Par conséquent deg (Go — G;) =n (j =1,2,3,4) et p(B;) <
n (j=0,1,2,3,4). D’aprés le Lemme 4.2.11 et le fait que hy £ 0 (By # 0), nous avons
Ay # 0. Nous utilisons le Lemme 4.2.12 & ’'équation (4.5.12)) en haut, nous obtenons

Magz) = A" = 2) =p(q1) = p(f) = +oo.



Chapitre 5

Sur la croissance et les points fixes des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires non homogeénes
du second degré

5.1 Introduction et résultats

Pour I’équation différentielle linéaire du second degré

"+ A +Q(2) f =0, (5.1.1)

ol @) (z) est une fonction entiére transcendante d’ordre p (@) # 1, Gundersen [36] a prouvé
que chaque solution f # 0 de (5.1.1) est d’ordre infini, et dans [35] il a montré que si
p (B) # deg @, alors chaque solution f # 0 de I’équation

f"+h(2)e?@Df + B(z) f =0,

est d’ordre infini, avec () (z) est un polynéme non constant, h (z) # 0 est les fonctions enticres
avec p(h) < deg@ (z) et B(z) est une fonction entiére transcendante. Wang et Laine [62]

ont étudié 1’équation différentielle linéaire du second degré non homogene
frH AL (2) e f + Ay (2) € f = F (2), (5.1.2)

ou Ay # 0,Ag # 0, F sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur d’un, et les nombres
complexes a, b satisfont ab # 0. Ils ont prouvé que chaque solution non triviale de (5.1.2)) est

d’ordre infini si a # b. En ce chapitre, nous considérons ’équation

4 hy (2) P f 4y (2) QP f = F(2), (5.1.3)
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ou F, hj # 0 (j = 0,1) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur de n, et P (2),
@ (z) sont des polynoémes non constants avec p (hy) < deg (Q), p(h1) < deg (P) et deg (Q) #
deg (P) . Nous prouvons le méme résultat de Wang et Laine, et nous donnons une évaluation
pour I’hyper-ordre des solutions, nous donnons également une évaluation pour I’exposant de

la convergence des points fixes des solutions et de leurs dérivées.

Théoréme 5.1.1 Soient P (z), Q(z) deux polynémes non constants avec degQ (z) = ¢,
degP(2)=p((p=>1l,q=>1letqe N, peN). Soienth;(j =0,1), F avech; #0 j = 0,1 des
fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles telles que p(ho) < q, p(h1) < p et
p (F) < max{q, p}. Supposons que deg Q (z) # deg P (2), alors chaque solution méromorphe

transcendante f de l’équation ((5.1.3)) est d’ordre infini.

Théoréme 5.1.2 Soient P(z), Q(z) deux polynomes non constants avec deg@ (2) = g,
degP(z)=p(p=>1, qg=>1etqeN,peN). Soient h;(j=0,1), F avec h; #0 j = 0,1
et F # 0 des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles telles que p (hy) < q,

p(h1) <petp(F)<max{q, p}. Supposons que deg @ (z) # deg P (z), alors chaque solution
méromorphe transcendante f de l’équation (5.1.3) satisfait

ANA=XH=p(f)=+c0 et X(f)=X(f) =py(f) <max{q, p}.

Théoréme 5.1.3 Soient P(z), Q(z) deux polynémes non constants avec degQ (z) = ¢,
degP(2) =p(p=>1, q¢g=>1etqeN,peN). Soient hj(j = 0,1), F avec hj # 0, j =
0,1 des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles telles que p = max{p (h;),
p(F):j=0,1} <min{q, p}. Supposons que deg Q (z) # deg P (2), alors pour toute solution
méromorphe transcendante f de l’équation (5.1.3)), nous avons f, f', f” ont un nombre infini

des points fizes et satisfont
Nf=2) = X(f' = 2) = X(f" - 2) = +oc .
Exemple 5.1.1 Soit I’équation différentielle du deuzxiéme ordre,
f” + (%ezi*) fl _ 2€z+z2f — ¢ (5‘1‘4)

Dans cette équation, on adeg @ (z) =2 # deg P (z) =3 et p=max {p (1), p(—2¢*), p(e?)}
1 <min{q, p} =2. D’aprés le Théoréme 5.1.1, 5.1.2 et le Théoréme 5.1.3, on a toute solu-
tion méromorphe transcendante f de l'équation (5.1.4)), est d’ordre infini et satisfait

A=A =pf) =40 et X(f)=X(f)=p(f) <3

En outre f, f', f" ont un nombre infini de points fixes et satisfont

7(f) = 7(f) = (") = +o0,
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5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.2.1 [1] Soit P (z) = a,2" + -+ + ag, (a, = a +if # 0) un polynome de degré
n =1 et A(z) #Z 0 une fonction méromorphe avec p(A) < n. Soit f(z) = A(z)el?), z =
re? §(P,0) = acosnf — Bsinnf. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0, 27)
de mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0,27) \ (E2 U E3), ou E3 = {6 € [0,27) : 6 (P,6) = 0}
est un ensemble fini, alors pour tout |z| = r suffisamment grand, nous avons

(i) Si 5 (P,0) > 0, alors

exp{(1—£)3(P.0)r"} < |f (2)] <exp{(1+¢)d(P,0)r"}, (5.2.1)
(ii) Si 5 (P,0) <0, alors

exp{(L+¢)d(P,0)r"} <|f(2)| <exp{(1—¢)d(P,0)r"}. (5.2.2)

Lemme 5.2.2 [3]] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec p(f) = p < 400,
U= {(k1,j1), (k2,72), -=+ (km,Jm)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres entiers
vérifiant k; > 7, 2 0 (i =1,2,--- ;m). Soit € > 0 une constante donnée. Alors, il existe un
ensemble Ey C [0,2m) de mesure linéaire nulle tel que si ¢, € [0,2m) — Ey, il existe une
constante Ry = Ry(1y) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 1, et |z| = Ry et pour
tout (k,j) €T, on a

(k) ,
‘f (Z) < |Z|(k7 i) (p—1+e) ' (523>

fO) (2)

Lemme 5.2.3 [/ Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, et

SUPPOSONS que

_log" | ¥ (2)]
IE

est non bornée sur un certain rayon arg z = 6 avec la constante p > 0. Alors, il existe, une

G (2)

séquence infinie de points z, = 1, (n=1,2,---) tendant a Uinfini telle que G (z,) — +00

et

IO Ly o)) |l (=0 1) quand n— +oo.  (5.2.4)
0 Zn =0,---,5— uand n — ~+0o0. 2.

FI )|~ =) ! !

Lemme 5.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < 4o00. Supposons qu’il

existe un ensemble By C [0,2m) de mesure linéaire nulle, tel que log™ | f (Tew) | < Mr? pour

tout rayon arg (z) = 0 € [0,27) \ Ey4, ot M est une constante positive dépend de 0, tandis

que o est une constante indépendante de 0. Alors

p(f) <o (5.2.5)
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Lemme 5.2.5 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < 4o00. Alors,
pour tout & > 0, il existe un ensemble Es C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1]U E5,r — 400, nous avons

1f (2)] <exp{rrt}. (5.2.6)

Lemme 5.2.6 [68] Soit f(z) = g(z)/d(z) une fonction méromorphe transcendante, ot
g (2) une fonction entiére transcendante et d (z) un polynome. Alors, il existe un ensemble
Es C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢

[0,1]U Eg, 7 — +o0 et |g(2)| = M (r,g), nous avons

) _ (va\" 4,
1o _< - ) (1+0(1)) (5.2.7)

ot n =1 est un nombre entier positif.

Lemme 5.2.7 [50] Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini. On dénote M (r,g) =
max{|g (2)| : |z| = r}, alors pour tout nombre X > 0 suffisamment grand, et tout r €
E; C (1,00), on a

M (r,g) > ¢ exp{cor}, (5.2.8)

ot Im (E7) = +00 et c1, o sont des constantes positives.

Lemme 5.2.8 [35] Soit ¢ : [0;4+00) — R et ¢ : [0;4+00) — R fonctions monotones et non
décroissantes telles que ¢ (r) < ¥ (r) pour tout r ¢ FEg U [0;1], ot FEg C (1;400) est un
ensemble de mesure logarithmique finie. Soit o > 1 une constante donnée. Alors, il existe

ry =1r1(a) > 0 tel que p (r) < (ar) pour tout r > 1.
Lemme 5.2.9 [J|] Supposons que k > 2 et Ao, A1, Ag, -+, Ak—1 (Ao Z 0) sont des fonctions
méromorphes ayant un nombre fini de péles. Soit p = max{p (4;), p(F):7j=0,1,2,---  k—

1} < 400 et soit f(z) une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
B 4 Ay fEY 4 4 4 f=F

Alors,
p2 (f) < p. (5.2.9)

Lemme 5.2.10 [30] Soient Py, Py, --- , P, (n > 1) des polynémes non constants de degrés
respectivement dy,ds, - - ,d,. Supposons que si i # j, alors deg(P; — P;) = max{d;,d;}.
Soit A(z) = iBj (2)el1®) ou B;(z) # 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant
p(B; (2)) < dj.j:filors,

p(A) = max {d;}. (5.2.10)

1< j<n
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Lemme 5.2.11 [} Soient P;(z) (j = 0,1,--- k) des polynomes avec deg(Fp(z)) = n
(n>1) et deg(P(2)) < n (i =1,2,--- k). Soient A;(z) (j =0,1,---,k) des fonctions
méromorphes d’ordre fini et max{p(A4;):j=0,1,--- k} < n telles que Ay (z) # 0. Nous

dénotons
F(2) = Ape@ 4 Ay 1P oo AP 4o AP 4 Al (5.2.11)

Si deg(Po (2) — Pj(2)) = n pour tout j = 1,2,--- ,k, alors F' est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait p (F') = n.

Lemme 5.2.12 [20] Soient A;, F' (F #0) (j =0,1,--- ,k—1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de [’équation
O A fE D 4 A+ Agf = F (5.2.12)

Alors, f satisfait
M) =A(f) = o(f) = +oo.

Lemme 5.2.18 [9] Soit P () = ap2" +an,_12" '+ +a1z+ag (n € N*) un polynéme non
constant, o a, # 0, a,_1, -+, ag sont des nombres complexes. Alors, pour tout € > 0, il

existe R = R (¢) > 0 tel que pour tout z, |z| =r > R, nous avons

(1 —¢)lan| ™ <|P(2)] < (1 +¢)|a,|r". (5.2.13)

5.3 Preuve du Théoréme 5.1.1.

Premiérement, nous affirmons que chaque solution méromorphe transcendante f est d’ordre
p(f) > max{q, p} quand deg@ (z) # deg P (z). Nous supposons que la solution méro-
morphe f de I'équation est transcendante d’ordre inférieur a max {q, p}, dou p (f) <
max {q, p}. Puisque nous avons hof # 0, hyf’ # 0, nous pouvons écrire 1’équation ([5.1.3)

sous la forme
hi(2) f'(2) €"P + ho () £ (2) 9P = B(2) (5.3.1)

B(z)=—f"+F(2).

Puisque max{p (h;), p(F):j=0,1} < max{q, p} et p(f) < max{q, p}, alors hg (2) f (2),
hi (2) f'(2) et B(z) sont les fonctions méromorphes d’ordre fini avec p(hof) < max{q, p},

p(hif') < max{q, p} et p(B) < max{q, p}. Nous avons également deg(@ (z) # deg P (z),
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donc deg(P (2) — @ (z)) = max{q, p}. Par le Lemme 5.2.11, nous constatons que l'ordre de
croissance du coté gauche de 1’équation (5.3.1) est max {q, p}, ceci contredit le fait p(B) <
max {¢, p}. En conséquence, toute solution méromorphe transcendante f de I’équation ([5.1.3)

est d’ordre p (f) > max{q, p}.

Maintenant nous prouvons que p(f) = 4o00. Supposons le contraire, que f est une
solution méromorphe de (j5.1.3) d’ordre p (f) < 400, alors par I'affirmation ci-dessus, nous
avons max {¢q, p} < p(f). Récrivons I'équation (5.1.3) sous la forme

7+ A (2) f+A(z) f=F. (5.3.2)
On dénote Ag (2) = hg (2) e9®), A; (2) = hy (2) e”?) et nous posons

max {p (h;), p(F):j=0,1} = p <max{q, p}.

Par le Lemme 5.2.2, il existe un ensemble Ey C [0,27) d’une mesure linéaire nulle, tel que si
0 €10,2m)\ (E2 U E3), ou B3 ={0 € [0,2m) : 0 (P,0) = 0,0 (Q,0) = 0} est un ensemble fini,
donc pour |z| = r suffisamment grand, nous avons 6 (P,0) #0, 6 (Q,0) #0et A;(z) j =0,1
satisfont une des inégalité ou (5.2.2). En méme temps, nous pouvons appliquer le

Lemme 5.2.2, nous pouvons assumer que

‘ 192

fO(2)
ol « est une constante plus grande que p (f) . Puisque deg Q (z) # deg P (z) , alors 6 (@, 0) r? #

<2, 0<i<j<2 (5.3.3)

d (P,0)rP pour r suffisamment grand et ) (z), P (z) satisfont un cas de ces quatre cas
5(Q,0)>0et d(P,0)>0,0ud(Q,0)>0eto(P,0)<0,0ud(Q,0) <0eto(P0)>0,ou
3(Q,0) <0etd(P,0) <O.

lier Cas : 0 (Q,0) > 0et 6 (P,0) >0

Cas 1.1 : ¢ > p. Par le Lemme 5.2.1, pour tout € (0 < & < 1), nous avons
exp {(1— £)6(Q,0)r} < 4o (2)], (5:3.4)
|Ay (2)] <exp{(1+¢)o(P,0)rP} (5.3.5)

pour r suffisamment grand. Nous montrons que

log" |f (2)]

‘Z|p+s

G (z)



5.3 Preuve du Théoréme 5.1.1. 75

est bornée sur le rayon arg z = . Nous supposons que ce n’est pas le cas, donc par Lemme
5.2.3, il existe une séquence infinie de points z,, = 7, (m = 1,2,---) tendant & l'infini telle

que
log™ | f (2m)]

|Zm ‘p+6

— 400 (5.3.6)
de ([5.3.6) et pour de tout nombre positif M > 0, nous avons

log™ e

w > M alors |f (z)] > eM =ml™ s m — 4oo. (5.3.7)
Zm

Puisque F' (z) est une fonction méromorphe avec un nombre fini de poles, alors par le théoréme

H(z)
w(2)

un polynéme, H (z) est une fonction entiére avec p (H) = p (F') < p. Nous avons également

de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire F' (2) sous la forme F' (z) = our (z)est

pil-
f(z (zm) [ (2m) |
De (5.3.7) et le Lemme 5.2.13, pour m suffisamment grand (r,, — +00), il existe deux

constantes positives ¢ > 0, M; > 0 telles que,

H (Zm)

Puisque p (H) < p, alors nous avons

< H (Zm>

h ’(1 — &) erMi eM |zl

22 | -
GM |zm‘p+ €

‘sz)' S oM o= | 0 as m — +o0. (5.3.8)
De I’équation ([5 , nous obtenons
J" (z2m) ‘f’ Zm) ‘
Ap (zm)| < + | A ( 5.3.9

En utilisant les inégalités (5.3.3), (5.3.4), (5.3.5) et la limite (5.3.8)), nous concluons de 'in-
égaliteé (5.3.9) que

exp{(1 —)6(Q,0) 7%} < |zm|>™ + |2m|** exp {(1 + ) (P, 0)rP} + 0 (1),

d’on
exp{(1—¢)d(Q,0)rk} <3ritexp{(1+¢)d(P,0)rh,}.

- ) 1 ,
C’est une contradiction, pour r suffisamment grand. Par conséquent, Oi| ,',’_:(f)‘ est bornée sur

le rayon arg (z) = 6. Alors, il existe une constante My > 0 telle que

If (2)] < Ml (5.3.10)
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sur le rayon arg (z) = 6.

Cas 1.2 : ¢ < p. Par le Lemme 5.2.1, pour tout ¢ (0 < & < 1), nous avons
exp{(1—¢)d(P,0)r"} <|Ai(2)], (5.3.11)
4o (2)] < exp{(1+2)5(Q,0)r7} (5.3.12)
pour 7 suffisamment grand. De ([5.3.2)), nous obtenons

() fE] L FE)
I (z) freE e

Par le méme raisonnement que dans le Cas 1.1, nous prouvons que

+

[ A1 (2)] < + Ao (2)] (5.3.13)

Gy I )

|Z|p+5

est bornée sur le rayon arg z = 6. Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence infinie de points z,, = 7, (m =1,2,---) tendant & l'infini telle que

f (zm)

| S Ao el as m— oo (5.3.14)
) F )| |_H ()

WZ:) < m — 0 as m — +oo0. (5.3.15)

En utilisant les inégalités ((5.3.3)), (5.3.11)), (5.3.12)), (5.3.14]) et la limite (5.3.15]), nous concluons
de l'inégalité (5.3.13]) que

exp {(1 =)0 (P,0) 15} < |znl™ + |zm| exp {(1 +) 6(Q. O)ri } +o (1),

d’ou
exp{(1—¢)d (P,0)rE} < 3roexp{(1+¢)0(Q,0)rl}.

_ . log*|f’ .
C’est une contradiction, pour r suffisamment grand. Par conséquent, Og‘zl‘pféz)‘ est bornée sur

le rayon arg (z) = 0. Alors, il existe une constante M; > 0 telle que
If ()] < M (5.3.16)

sur le rayon arg(z) = 6. Par intégration comme dans la preuve du Lemme 5.2.3, nous

concluons que
pt+2e

If)I<A+o)r|f ()] < eMar
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Alors, il existe une constante Mz > 0 telle que

‘p+2€

1f ()] < Ml (5.3.17)

sur le rayon arg (z) = 6.

2ieme Cas : 6 (P,0) < 0 et §(Q,0) > 0. Par le Lemme 5.2.1, pour tout £ (0 < ¢ < 1), nous

avons

exp{(1l—¢)0(Q,0)r} < |Ao(2)], (5.3.18)
|A; (2)] <exp{(1—¢)d(P,0)r"} (5.3.19)

pour 7 suffisamment grand. Par le méme raisonnement que dans le Cas 1.1, nous montrons

que

Gy E L)

|z|p+s

est bornée sur le rayon arg z = 6. Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence infinie de points z,, = 7, (m =1,2,---) tendant & l'infini telle que

log™ | f (2m)]
W — 400 (5320)
o F (zm) H (zm)
Zm Zm
< | ——2 . 0.
| <] 0 s o (>321)
A partir de I’équation (5.3.2), nous obtenons
I (Zm) ‘ ‘ f! (Zm) ‘ F (zm)
Ag (zm)] < + A1 (2, + . 5.3.22
Aol < e,y | e ) | 7 ) (5322

En utilisant les inégalités (5.3.3)), (5.3.8), (5.3.9) et la limite ([5.3.21)), nous concluons de
Iinégalité ((5.3.22)) que

exp {(1—¢)0(Q,0) i} < lzm|™ + |zl exp {(1 =€) (P, 0)r"} + 0 (1)

d’ou
exp{(1—2¢)d(Q,0)rL} < r2 +20(1).

C’est une contradiction, pour r est suffisamment grand. (Nous avons pris 6 (Q,6) > 0). Par
conséquent, % est bornée sur le rayon arg (z) = 6. Donc il existe une constante My > 0
telle que

Z|P+s

If (2)] <M (5.3.23)
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sur le rayon arg (z) = 6.

3ieme Cas : 0 (Q,0) < 0 et 6 (P,6) > 0. Par le Lemme 5.2.1, pour tout ¢ (0 < e < 1), nous
avons

exp{(l—¢)d(P,0)r"} < |A; (2)] (5.3.24)

|[Ag (2)] <exp{(l—¢)d(Q,0)r"}, (5.3.25)
pour r suffisamment grand. De , nous obtenons

f (2 )' f)] |F(2)
A ()] < . 5.3.26
4G < ||+ e @ 5+ (5.3.26)
Par le méme raisonnement que dans le Cas 1.2, nous prouvons que
1 + | £
G(2) = Og‘zlf+a<z)l

est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence infinie de points z,, = e (m =1,2,---) tendant a I'infini telle que
f/(zm) S +o(1)|zm| as m— +oo (5.3.27)
et F o) o
Zm Zm,
F o) | S ot fempree| 70 88 M= oo (5.3.28)

En utilisant les inégalités (5.3.3)), (5.3.24)), (5.3.25)), (5.3.27)) et la limite ([5.3.28)), nous concluons
de I'inégalité (5.3.26]) que

exp{(1 =)0 (P,0) 75} < |zl™ + 2wl exp {(1 —£) 6(Q, O)ri } + o (1),

d’ou
exp{(1—¢)d§(P,0)r} <r2® +20(1).

C’est une contradiction, pour r suffisamment grand. (Nous avons pris ¢ (P,6) > 0). Par
conséquent, log;",# est bornée sur le rayon arg (z) = 6. Alors, il existe une constante Mz > 0
telle que

‘p+2€

|f (2)] < Mo (5.3.29)

sur le rayon arg (z) = 0.
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4ieme Cas : 6 (P,0) < 0 et 0(Q,0) < 0. De (5.3.2)), nous obtenons
! F
PO 46 FG)

X Al - )
I e R B
o 2 )|, |FG)
< |A; (= J A2 Ay (2 - ‘ c ) 3.

Par le Lemme 5.2.1, pour tout ¢ (0 < € < 1) nous avons

[ 4o (2)] < exp{(1—¢)d(Q,0)r}, (5.3.31)

|A; (2)] <exp{(1—¢)d(P,0)r"}. (5.3.32)
Nous prouvons que N

est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence infinie de points z,, = 7, (m =1,2,---) tendant & l'infini telle que

log™ | f" (2m)|

Lt 5.3.33
|Zm|p+€ ( )

et

[ (zm) [ (zm)

De (5.3.33]) et pour tout nombre positif M > 0, nous avons

< (1 +0(1)|zm]” et <(A+0(1)|zm]> pour m — 4oco. (5.3.34)

1" (zm)| > €M FI7" as m — 400 (5.3.35)

et avec le méme raisonnement comme ci-dessus nous obtenons

I (2m) T (2m) f" (2m)|’

de (5.3.35) et le Lemme 5.2.13, pour m suffisamment grand (r,, — +00), il existe des

constantes positives ¢ > 0, M; > 0 telles que

H (Zm)
T (2m) f" (2m)

Puisque p (H) < p, donc nous avons

h ‘(1 — &) erMi eM |zl

H (Zm)

22 | -
6M \Zm|p+ €

I (2m)

= €M3 |Z'm|p+2s

— 0 as m — +o0. (5.3.36)
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En utilisant les inégalités ((5.3.31)), (5.3.32)), (5.3.34)) et la limite (5.3.36]), nous concluons de
I'inégalité ((5.3.30) que

1<exp{(1—¢)d(Q,0)r}r,(1+0(1)) +exp{(l—e)d(P,0)ry}r(1+0(1)+o(1),

d’ou

1< 30(1).
C’est une contradiction, pour r suffisamment grand. (Nous avons pris 0 < ¢ < 1, d’ou
(1-¢)0(Q,0) <0et(1—¢)d(P,0)<0). Par conséquent, % est bornée sur le rayon

arg (z) = 0, il existe une constante Mg > 0 telle que
I (2)] < eMelel™ (5.3.37)

sur le rayon arg (z) = 6. Par conséquent, par une intégration réitérée comme dans la preuve

du Lemme 5.2.3, nous concluons que

[f (@< @+o@)r?|f (=),

d’ou
’f (Z)‘ g (1 + o0 (1)) ,’,.2€M6|Z|P+€ g €M6|Z‘P+5(1+0(1)) < €M6rp+2a
sur le rayon arg (z) = 6. Par conséquent dans tous les cas, il existe une constante positive

M7 > 0 telle que
If ()] < M (5.3.38)

Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de I'ensemble des poles de 4; (j =0, 1),
F et puisque A; (j =0, 1), F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles,
alors f (z) doit avoir un nombre fini de poles. Par conséquent, par le théoréme de factorisation

d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = 28 ot d (z) est un polynéme, g (z)

est une fonction entiére avec p (¢) = p (f). Noton n = max {p, ¢}, par la premiére affirmation
dans la preuve du Théoréme 5.1.1 on a p (g) > n. De (5.3.38)), nous avons

]\477”’+2E5
se ;

donc
g (2)] < M7 (5.3.39)
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Par conséquent, pour tout § € [0,27)\ (E; U E3), ou (Ey U E3) C [0,27) est un ensemble
de mesure linéaire nulle, nous avons pour |z| = r suffisamment grand. Alors, par
le Lemme 5.2.4 p(g9) < p+ 3¢ < n, pour ¢ > 0 assez petit, c’est une contradiction avec
p (g) = n. Par conséquent, chaque solution méromorphe transcendante f de doit étre

d’ordre infini.

5.4 Preuve du Théoréme 5.1.2.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de 1'équation (5.1.3)), alors par

le Théoreme 5.1.1 f est d’ordre infini. Par conséquent par le Lemme 5.2.12, nous obtenons

M) =A(f) = p(f) = +oo.

Nous savons, les zéros de f se produisent de ’ensemble des poles de hj(z) j = 0,1 ou de
I’ensemble des zéros de F' (z) et si zp est un zéro de f d’ordre m, m > 2, alors z, doit étre

un zéro & F'(z) d’ordre m — 2. Par conséquent, de F' # 0 nous obtenons

N (r, %) <2V (r, %) LN <r, %) =N (r o)+ N (r hn). (5.4.1)

Nous pouvons écrire ((5.1.3) sous la forme
1 f// Pf/
— L hef Ll £ hae®
F |: f + nie f + npe ,

1
/
d’ou

m(r,%) <m(r,%) —|—m(r,h0)—|—m(r,h1)+m(r,ep)

+m (r,e?) +m <r, f%) +m (r, f7/) +0(1). (5.4.2)

Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]),

il existe un ensemble E de mesure linéaire finie tel que pour tout r ¢ F, nous avons

f@) _
m (r, T) =0 (logT (r,f)+ 0O (logr)) j=1,2. (5.4.3)

Par (5.4.1)) et (5.4.2), nous avons

T(r,f):T<r,%> +O(1)<2N(r,%> +N(r,%) +N(r,ho)+N(r,h1)+m(r,%)+

m (1, ho) +m (r,h1) +m (r,e") +m(r,eQ)+m<r,fTH) +m(r,f7,> +0 (1),
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nous appliquons ([5.4.3))

T (r, f) <2N<r,%) +T (r, F)+ T (r,ho) + T (r,h)

+T (r, eP) +T (r, eQ) + Clog (rT (r, f)), r¢E, (5.4.4)
ou C' est une constante positive. Puisque pour tout ¢ > 0 et r suffisamment grand, nous
avons

1
Clog (T (r,f)) < 5T (r ), T(r, F) <r’™ T (r, e’) <t (5.4.5)
T (r,e?) <™, T(r,hy) <™, j=0,1 (5.4.6)

tels que n = max{p, ¢}. Alors, pour r ¢ FE et r suffisamment grand et par 1'utilisation de
(5.4.5), (5.4.6) nous concluons de ((5.4.4) que

T (r, f) <2N (7“, %) + 3Pt opnte %T (r, f) + O (log (1)),

d’ou
T (r,f) <4N (r, }) + 677 + 4r"" 4+ O (log (1)) .

Par conséquent, pour » — 400 et par le Lemme 5.2.8, nous obtenons

pa (f) < X (f),

alors
X () =X (f) = po ()

Puisque par définition, nous avons s (f) < p, (f), donc

5.5 Preuve du Théoréme 5.1.3.

Soit f une solution méromorphe non triviale de I’équation (5.1.3)), en appliquant le Théoréme
5.1.1, nous obtenons p (f) = oo .

liere Etape. Nous commencons par les points fixes de f (z). Soit go (2) = f (2) — 2, alors

z est un point fixe de f(2) si et seulement si gy () = 0. Nous avons gq (z) est une fonction
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méromorphe et p(go) = p(f) = +oo. La substitution f(z) = go(z) + 2z dans I’équation

, nous donne
gt + h1eP @ gl 4+ hoeR@ gy = F — hyel® — zhoe?. (5.5.1)
Nous écrivons sous la forme
9o + AO,IQ(I) + Aoogo = F — Ao — z Ago = Ao. (5.5.2)

Pour 'équation ((5.5.2)), nous considérons juste les solutions méromorphes d’ordre infini

go (2) = f (2) — 2. Nous avons
Ag=F — hef® — 2hge®® | deg (P (2) — Q (2)) = max {q, p}
et
p=max{p(h;), p(F):j=0,1} <min{g, p}.

Puisque h; #0 j = 0,1, alors d’apres le Lemme 5.2.11, nous avons Ay # 0. Nous utilisons le
Lemme 5.2.12 a ’équation ((5.5.2]) en haut, nous obtenons

A(go) =T (f) = p(g0) = +00.

2ieme Etape. maintenant nous considérons les points fixes de f’ (2). Soit ¢; (2) = f' () —
z, alors z est un point fixe de f’(z) si et seulement si ¢; (2) = 0. Nous avons ¢; (z) est une
fonction méromorphe et p(g1) = p (f') = p (f) = +oc.
En dérivant les deux cotés de I’équation , nous obtenons

fO 4 he"@ 4 [(hlep@)’ + hOeQ<Z>] F1 ot (hoe®?) f = F. (5.5.3)

Par I’équation ([5.1.3) nous avons

1 /
0
En substituant (5.5.4)) dans ([5.5.3]), nous obtenons

h €Q(Z))’

(3) P(z) _ ( 0 "

f + hle —her(z) f

Q)Y heoe@@)Y
P(z))/ o _ 10e? D) po| g ()
+ [ (he”™)) + hoe hoe@® hie" | f hoeaw =1 (5.5.5)
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Nous pouvons noter I’équation sous la forme suivante
(her(z))’
hoe@()
ot Ay ; (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes définies par I’équation . Par la sub-

stitution de ' (2) = g1 (2) + 2, f"(2) = ¢, (2) + 1, f® = ¢” dans I’équation ([5.5.6)), nous
obtenons

O+ A1,1f" + Aiof = — F+F (5.5.6)

(hOeQ(Z))’

gy + A11gy + Arogn = —Arg — 2 A —
ou

A= —

P /
e ()
1 her(Z)

W, o (heeR®) . hoe@®)Y
—Z [(hlep( )) -+ hUBQ( ) — (hoe—Q(Z))hlep( )| — (}L(JG—Q(Z))F+ F/

1
= —hOeQ(z) (Zh?)ezQ(z) + BleQ(z) + BQGQ(Z)+P(Z)) _

1
her(z)

)

Jj=2
G.
E Bj@ J
Jj=0

ot G; sont des polynomes définis comme ci-dessus et G = 2Q) () et By = z hZ, B; sont des

fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur & min {p, ¢}, écrites sous la forme d’une somme

de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hy, b}, Q', P, F, F".

lier Cas : g > p, alors deg(2Q) (2) — @ (2)) = ¢ et deg(2Q (2) — Q (2) — P (2)) = q. D’apres
le Lemme 5.2.11 et le fait hg Z 0 (By # 0), nous avons A; # 0.

2ieme Cas : ¢ < p et By # 0, alors deg(Q (2) + P (2) — 2Q (2)) = p et deg(Q () + P (2) —
Q (z)) = p. D’apres le Lemme 5.2.11 et le fait By # 0, nous avons A; #Z 0.

3ieme Cas : ¢ < p et By = 0, nous avons
1
hoeQ)
deg(2Q (2)—Q (2)) = q. D’apreés le Lemme 5.2.11 et le fait hg Z0 (By #Z 0); p(B1) < q. Nous
avons A; # 0. Dans tous les cas nous avons A; # 0. Nous employons le Lemme 5.2.12 &
I’équation en haut, nous obtenons

Ma) = A(f' = 2) = p(1) = p(f) = +oo.

A= (zh%ezQ(Z) + BleQ(z))

3ieme Etape. Nous prouvons que 7 (f”) = A (f" — 2) = +o0. Soit g5 (2) = " (2) — 2,

alors z est un point fixe de f” (2) si et seulement si g» () = 0. Nous avons ¢, (z) est une
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fonction méromorphe et p(g2) = p(f") = p(f) = +oc0. Nous prouvons juste que A (gy) =
+00. En dérivant les deux cotés de 1'équation ([5.5.6)), nous obtenons

(4) (3) / " ropt (her(Z))/ ! /
De I’équation ((5.5.6)), nous avons
]_ " ( OeQ(Z)>I
' - 3) /
= Ao YA f + Qe F—-F (5.5.9)
Nous remarquons que A;g # 0 |:A1,0 = m (h?,eQQ +0¢1,16Q+P)] car hg #Z 0 (pour la

preuve, nous pouvons appliquer le Lemme 5.2.11). En substituant (5.5.9)) dans (5.5.8)), nous

obtenons .

Al A

"

1,0 Arp
/
All 0 (her(Z))/ / (her(Z))/ ,
—Al,o( hoeQ®) F—F)= —WF+F : (5.5.10)

Nous pouvons noter I’équation (5.5.10|) sous la forme suivante

v Al [ (hoe?®) (hoe@®)’ '
(4) (3) _ 110 0 7 _\/0 /
JW A A f + Ago f Aro ( hoe@® F—F'|+ hee@e F+F'), (5511)

ol Ay (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes définies par 1’équation (5.5.10) ci-dessus,

et nous avons

Alo Al
Apg=Al1+A10— A1 et Ayn=A— —.
’ Al,O Al,O

La substitution de f” (2) = g2 (2)+2, f® (2) = ¢} (2)+1, f@ = ¢ dans 'équation (5.5.11)),

nous donne

9y + A2195 + Azoga = Ay, (5.5.12)
ou / / /
Al [ (hoe9®) / (hoe@®) ,
A2 = —A2’1 —Z A270 —+ ALO ( her(z) F—-F + —WF + F
A Al
= _[All_A_?((j_ [A3,1+A10—A—1’2A11}
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1
T AL [Al 1410 — A,1,0 +2z A,1,1A170 +z Aio — 7 AllvOAl’l
1,0

Q=) Q=) !
a, (MF_F> 4, <_MF+F/>

= = (5.5.13)

Nous avons 0
G e,
(her(z))’

hOGQ(z) ’

Ao = (hleP(z))' T hoeRQ® —

An = h1€P(z) -

—(hoe (2))/F —F'=H H i
her(z) - (p( ) < min {Q7 p})
Par conséquent

Al,O - her(z)

(hge®@ + 061716Q+P) ,

; h (510e +511€P+Q)
o€

et

1
Moo = o (a0 4 a0 T),

;o 1
(her(z) )2

/
<_(}LLQ(Z))/F+F’> - _H

(B2,0€°? + Ba1€*977)

her(z)

ot a;j, B3;; sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur & min {q, p}, écrites sous

la forme d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hy, k!, @,
P, F, F'. De (5.5.13) avons nous

1
Ay = —————— [2hje"? + B1e'? + Byt 4 B3e®9tP 4 Byet@t?r]
AI,O (her(Z))

ZBe

ol By = z hj ou B; sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a min {g, p}. Nous

, G; sont des polynomes définis comme ci-dessus

Al 0 her Z)

certifions que Ay # 0.

lier Cas : ¢ > p, alors nous avons
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deg(5Q — 4Q) = deg @ = ¢, deg(5Q — 4Q) — P) = deg(Q — P) = ¢,
deg(5Q —3Q — P) = deg(2Q — P) = q, deg(5Q — 3Q — 2P) = deg(2Q) — 2P) = q.
Par conséquent deg (Go — G,) =q (j =1,2,3,4) et p(B;) <q (j =0,1,2,3,4). D’aprés le

Lemme 5.2.11 et le fait hg #Z 0 (B # 0), nous avons A # 0.

2iéme Cas : ¢ < p et By # 0, alors
deg(3Q (2) +2P (2) - 5Q (2)) = p, deg(3@Q (z) +
deg(3Q () + 2P (2) —4Q (2) — P (2)) = p, deg(3Q (2) +2P (z) —3Q () — P (2)) = p.
Par conséquent deg (G4 — G;) =P (j=0,1,2,3) et p(B;) <P (j =0,1,2,3,4). D’apres le

Lemme 5.2.11 et le fait B4 # 0, nous avons A; # 0.
3ieme Cas : ¢ < p et B4 = 0, nous avons deux sous-cas

Cas 3.1 : Bye@ + B3e3? # 0, alors nous avons

1
Ay=——— = [2h2°? + B1e'Q + (Bye? + B3e®?) el
? AI,U (her(Z))3 [ 0 ! ( 2 3 ) ]

et on a
deg(P (z) —5Q (2)) = p = deg(P (z) — 4Q (2)).
D’aprés le Lemme 5.2.11 et le fait p (Boe*@ + B3e®?) < p, nous avons A; # 0.

Cas 3.2 : Bye?@? + Bse3@ = 0, alors nous avons

1
Ay=——— = [2h2°? + Be@
? Al,O (h(]@Q(Z))3 [ 0 ! ]
et on a deg(5Q (z) —4Q (2)) = degQ (2) = q , p (B26"? + B3e?) < ¢. D’apres le Lemme
5.2.11 et le fait hy # 0, nous avons A; # 0. Dans tous les cas nous avons Ay #Z 0. Nous
utilisons le Lemme 5.2.12 a I'équation ([5.5.7)) ci-dessus, nous obtenons

Ma2) = A(f" = 2) = p(g2) = p(f) = +00.



Chapitre 6

Hyper-ordre et points fixes des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires non homogénes
d’ordre supérieur

6.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs tels que Kwon [45], Chen [19], Gundersen [35], p. 419] ont étudié ’équation

différentielle linéaire du second degré
"+ Ay (2) PO 4 Ay (2) ePB) f =0, (6.1.1)

ou P(z), Q(z) sont des polynémes non constants, A; (z),Ag(z) #Z 0 sont des fonctions
entiéres telles que p(A;) < deg P (2), p(Ag) < deg@ (z), Gundersen [35, p. 419] a montré
que si deg P (2) # deg @ (2), alors chaque solution non constante de est d’ordre infini.
Si deg P (z) = deg @ (z), alors peut avoir des solutions non constantes d’ordre fini,
par exemple f (z) = e* 4+ 1/2 satisfait f” + 2e* f' — 2¢* f = 0. Dans le chapitre 5, nous avons
amélioré et généralisé le résultat de Gundersen [35] pour une classe d’equations différentielles
de deuxiéme ordre & coeflicients méromorphes. En ce chapitre, nous considérons 1’équation

différentielle linéaire non homogeéne d’ordre supérieur
FO 4 hyy (2) PG pE=D by (2) P by (2) DB = F (), (6.1.2)

ol P (z) sont des polynémes de degré n; > 1 (j=0,1,--- ,k—1). h; (j =0,1,--- ,k—1)
pas toutes nulles, F' sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles. Nous

généralisons nos résultats dans le chapitre 5 et nous améliorons 'étude dans [35].
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Théoréme 6.1.1 Soient n; > 1 (j = 0,1,--- ,k — 1) des nombres entiers, P;(z) (j =
0,1,--- .k —1) des polynomes de degré n;, et h;j(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) pas toutes nulles,
F des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles, telles que p (F') <
n=max{n;:j=0,1,---  k—1} et p(h;) <n; (j=0,1,--- ,k—1). Supposons que n; (j =
0,1,--- ,k — 1) sont des nombres entiers distincts. Alors, chaque solution méromorphe f #
0 de l’équation est d’ordre infini et l'hyper-ordre de f satisfait po (f) < n .

En outre, st F' # 0, alors chaque solution méromorphe f de l’équation satisfait

M) =X(f)=p(f) = +oo, Ao (f) =2 (f) = po () <.

Théoréme 6.1.2 Soient n; > 1 (j = 0,1,--- ,k — 1) des nombres entiers, P;(z) (j =
0,1,--- ,k — 1) des polynomes de degré n;, et hj(z) (j = 0,1,--- ,k —1) (ho £ 0), F des

fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de pdles, telles que
n=max{p(h;) (j=0,1,---,k—1), p(F)}<n; (j=0,1,--- k—1),

avec Pj(2) =0sih; =0. Sin; (j=0,1,--- ,k — 1) sont des nombres entiers distincts, alors
pour n'importe quelle solution méromorphe f # 0 de l’équation (6.1.2), nous avons f, f', f”

ont un nombre infini des points fixes et satisfont

() =T () =T (1) = +oo,

6.2 Lemmes préliminaires

Lemme 6.2.1 [52, p. 254] Soit P (z) = a,2"+- - -+aq, (a, = a + i # 0) un polynéme de de-
grén > 1 et A(z) # 0 une fonction méromorphe avec p (A) < n. Soit f (2) = A(z)el?), 2 =
re?, §(P,0) = acosnf) — Bsinnf. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0, 27)
de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,27)\ (Ey U E3), ou E3 = {0 € [0,27) : § (P,0) = 0}
est un ensemble fini, alors pour tout |z| = r suffisamment grand, nous avons

(i) Si 6 (P,0) >0, alors

exp{(1—2¢)0 (P,O)r"} < |f(2)] <exp{(1+¢e)d(P,0)r"}, (6.2.1)
(i) Si o (P,0) <0, alors
exp{(1+¢)0(P,O)r"} <|f(2)| <exp{(1—¢)d(P,0)r"}. (6.2.2)

Lemme 6.2.2 [3], p. 89] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante avec p(f) =

p < 4oo, I' = {(k1,71), (k2,J2), -+, (km,Jm)} un ensemble fini de paires distinctes de
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nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i=1,2,--- ,m). Soit ¢ > 0 une constante donnée.
Alors, il existe un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si 1, € [0,27) — Es,
il existe une constante Ry = Ro(vy) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg(z) = 1, et

|z| = Ry et pour tout (k,j) €T, on a

£ (2)
e

Lemme 6.2.3 [/ Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, et

< |7 Dlemtre) (6.2.3)

SUPPOSONS que

_ log" [f¥ (2)]
N |2”

est non bornée sur un certain rayon arg z = 0 avec la constante p > 0. Alors, il existe, une

G (2)

séquence infinie de points z, = r,e? (n =1,2,---) tendant a Uinfini telle que G (2,) — +00
et

[ )|
‘f“) )| S G=J)

Lemme 6.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < 4o00. Supposons qu’il

(I+oW) |z’ (j=0,---,5—1) quand n — +oco. (6.2.4)

existe un ensemble By C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que log™ |f (re’) | < Mr7 pour
tout rayon arg (z) = 0 € [0,27) \ Ey4, ot M est une constante positive dépend de 0, tandis

que o est une constante indépendante de 0. Alors

p(f) <o. (6.2.5)

Lemme 6.2.5 [19] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < +o0. Alors,
pour tout & > 0, il existe un ensemble E5 C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1] U E5,r — +00, nous avons

|f(2)] <exp{r"*}. (6.2.6)

Lemme 6.2.6 [68] Soit f(z) = g(z)/d(z) une fonction méromorphe transcendante, ot
g (2) une fonction entiére transcendante et d(z) un polynome. Alors, il existe un ensemble
E¢ C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢

0,1]U Eg, 7 — +o0 et |g(2)| = M (r,g), nous avons

™ (2) (Vg (r)

z

f(z)

oun =1 est un nombre entier positif.

)n (1+0(1)) 627
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+o0o

Lemme 6.2.7 [23] Soit f (z) = ) a,2" une fonction entiére d’ordre infini et d’hyper-ordre
n=0

py (f) = p. Alors, -
p = lim supw. (6.2.8)

o too log r

Lemme 6.2.8 [50] Soit g (z) une fonction entiére d’ordre infini. On dénote M (r,g) =
max{|g (z)| : |z| = r}, alors pour tout nombre X > 0 suffisamment grand, et tout r €
E; C (1,400), on a

M (r,g) > ¢ exp{cor}, (6.2.9)

ot Ilm (E7) = 400 et ¢1,co sont des constantes positives.

Lemme 6.2.9 Supposons que k > 2 et Ay, Ay,--+ , Ax_1, F sont des fonctions méromorphes
(non-toutes nulles) ayant un nombre fini de poles. Soit p = max{p(4;)(j = 0,1,---  k —

1), p(F)} < +o0 et soit f(z) une solution méromorphe d’ordre infini de [’équation
O 4 A fED 4 Af=F (6.2.10)

Alors,
p2 (f) < p.

En outre, si ' # 0, alors nous avons

A (f) =X (f) =p (f) <p.

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe de I’équation (6.2.10)) d’ordre
infini p (f) = +o0.
Nous pouvons récrire (6.2.10)) sous la forme

k) f=1) fE=2)
‘— < | Ak + |Ak—2| + o A | ’ ’+ | Ao] - (6.2.11)
S f f
Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de 'ensemble des poles des A; ( j =
0,1, .., k—1)et Fetpuisque 4; (j =0, 1, ..., k—1) et F sont des fonctions

méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f (z) doit avoir un nombre fini de poles.

Par conséquent, par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la

forme f (z) = 2 g o d (z) est un polyndme, g (z) est une fonction entiére transcendante avec
P (f) = py(g) et p(g) = p(f) = +o0. Par les Lemme 6.2.5, Lemme 6.2.6 et Lemme 6.2.8,
pour € > 0 assez petit et tout nombre A > p + ¢ suffisamment grand, il existe un ensemble

Es = EgUE; C (1,400) de mesure logarithmique finie et un ensemble E C (1,400)
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avec Im (F) = 400 et deux constantes positives ¢y, ¢z, telles que pour tout z satisfaisant

|z| =r € EN[0,1] U E3, 7 — 400 avec |g (z)| = M (r, g), nous avons

ﬂﬁ@)z(%av

>j(1+o(1)) (GG=1,...k), (6.2.12)

f(Z) z
1A; (2) | <exp{rP*}, j=0,1,...k — Let |F(2)] <exp {r}, (62.13)
) _ |28 z Tmiex Pt —cortt —
f(2) _|g(z)||d()|<A o p{ 21 } 0 (6.2.14)

oit A > 0 est une constante, m = max{degd(z),1} est un entier. La Substitution de

(16.2.12)), (6.2.13]) et (6.2.14)) dans (6.2.11]), donne

L)< Y |20 o) +o() 4
donc
(0 () 1+ 0 ()] < (k1) 71 (0, ()" (1 40 (1),
d’ou

v () [1+0(1)] < (k+1)e” " rF (14 0(1)) (6.2.15)

pour tout z satisfaisant |z| = r € E\ [0,1] U E, r — 400 avec |g(z)] = M (r,g). Par
conséquent, par le Lemme 6.2.7 et de (6.2.15)) nous obtenons

T loglog v, (r)

= = < .
p2 (f) = p2(9) AT Togr Spte
Puisque £ (¢ < A — p) étant arbitraire, alors nous avons
0 () < p. (6.2.16)

Nous savons que si zg est un zéro de f d’ordre m, m > k, alors zy doit étre un zéro de
F (z) d’ordre m — k. Par conséquent, de F' # 0 et de 1’équation (6.2.10)), nous obtenons

j=k—1

1 — 1 1
N{(r,— )| <EN|(r,—|+N|r—=]+ N (r, Aj) . (6.2.17)
f 7 F)T &
Nous pouvons écrire (6.2.10]) sous la forme
1 1 f(k) f(k—l) !
—=—=|— 4 A wt A=+ A
FTF [ 7 + Ak 7 +o Tt 1f + 0}7
d’ou

1 1\ <! =k £0)
m (7’, ?> sm (T, F) + . m(r, A;) + Zm (7’, 7) +0(1). (6.2.18)



6.2 Lemmes préliminaires 93

Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (Voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il
existe un ensemble £ C [0, 400) de mesure linéaire finie tel que pour tout r ¢ E, nous avons

U _
m (7’, 7) =0 (logT (r, f)+O(logr)) (j=1,2,...,k).

Par (6.2.17)) et (6.2.18]), nous avons

B 1 j=k—1
=kN (r, ?) +T(r,F)+ Z T(r,A;)+Clog(rT(r,f)), r¢ E (6.2.19)

§=0
ou C est une constante positive. Puisque pour tout ¢ > 0 et r suffisamment grand, nous

avons

| =

Clog (rT (r, f)) <
T(r,Aj) <7’

T(r.f), T(F)<rs, (6.2.20)
© (j=0,1,....k—1). (6.2.21)

+ o

Alors, pour 7 ¢ E et r suffisamment grand et par 'utilisation de ((6.2.20)), (6.2.21) nous

concluons de ((6.2.19) que

T(r,f) <kN (r, %) + (k+1)rPte + %T(T, f)

d’ou
T (r, f) <2kN (r, %) +2(k+1)r"e, r¢E. (6.2.22)
Par conséquent, d’apres , nous obtenons
p2 (f) < X2 (),
alors

M () Z X (f) = p2 ().
Puisque par définition, nous avons s (f) < p, (f), alors

X (f) =2 (f) = p2(f),
donc, par ((6.2.16)) nous obtenons
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Lemme 6.2.10 [3, p. 84 Soient P; (z) (j =0,1,--- ,k) des polynomes avec deg(Fp (z)) = n
(n>1) et deg(P(2)) < n (i =1,2,--- k). Soient A;(z) (j =0,1,---,k) des fonctions
méromorphes d’ordre fini et max{p(A4;):j=0,1,--- k} < n telles que Ay (z) # 0. Nous

dénotons
F(z) = ApeP*®) 4 Ay 1ePe1G) oo A eP ) i p 4113 4 4P (6.2.23)

Si deg(FPo (2) — Pj(2)) = n pour tout j = 1,2,--- k, alors F' est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait p (F') = n.

Lemme 6.2.11 [20] Soient A;, F' (F'#0) (j =0,1,--- ,k —1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. St f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
FE 4+ A fE D 4 A + Agf = F

Alors, f satisfait
M) =X(f)=0o(f)=+oo. (6.2.24)

6.3 Preuve du Théoréme 6.1.1.

D’abord, nous montrons que chaque solution méromorphe f (z) # 0 est transcendante d’ordre
p(f) = n. Nous assumons que f (z) #Z 0 est une solution méromorphe de ’équation (6.1.2)
avec p(f) < n. Puisque deg P; # deg P, (0 <i < j < k—1) alors, il existe exactement un
s€{0,1,---  k—1} tel que

hs #0 et degP;(z) =n=max{degP;(z) (j=0,1,---,k—1)}.
Nous pouvons récrire I’équation (6.1.2)) sous la forme

hioy (2) fFEDP1G) poph (2) £ BB 4 by (2) feP ) 4 b (2) fePP) = B (2),
(6.3.1)
ou
B(z)=—f® + F(z2).

Puisque 0 = max{p (h;) (j =0,1,--- ,k—=1), p(F)} <n,degP;(z) <n(j=0,1,--- ,k—1)
(j # s) et p(f) <mn,alors h; (2) f9 (2) (j=0,1,--- ,k —1) et B(z) sont des fonctions mé-
romorphes d’ordre fini avec p(h;f¥)) < n (j =0,1,--- ,k—1) et p(B) < n. Nous avons
deg(Ps(2) = Pij(2)) =n (j=1,2,--- ,k—1) (j #s). Par le Lemme 6.2.10, nous consta-
tons que l'ordre de croissance du coété gauche de I'équation est n, ceci contredit le
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fait p (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f # 0 de I'équation (6.1.2) est

transcendante d’ordre p (f) > n.

Supposons contrairement a laffirmation que f # 0 est une solution méromorphe de
(6.1.2) avec p (f) = p < +o00. Alors, par I'affirmation ci-dessus nous avons n < p (f). Récri-
rons 1’équation (6.1.2)) sous la forme

O+ A (2) 5V 4+ AL(2) f 4+ Ao (2) f = F, (6.3.2)

ot A;(2) = hj(2)ef® (j=0,1,--- ,k—1). Par le Lemme 6.2.2, il existe un ensemble
E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si § € [0,27)\F3, il existe une constante
Ry = Ry (0) > 1, telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 0 et |z| = r > Ry, nous avons
‘f(j) (2)
f@(2)
Par le Lemme 6.2.1, il existe un ensemble F; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si § €
0,27)\ (E1 U E,),ou By ={0 €[0,21) : 6 (P;,0) =0 (j =0,1,--- ,k — 1)} est un ensemble
fini. Alors, pour |z| = r suffisamment grands, nous avons d (P;,0) #0 (j=0,1,--- ,k—1)
et Aj(z) (j=0,1,---,k — 1) satisfont I'une des inégalité (6.2.11)) ou (6.2.12)). Pour 6 fixe avec
6 € [0,2m) \ (E1 U Ey U E3) , nous avons deux cas : Aumoinsunded (P;,0) (j=0,1,--- , k—1)
est strictement positif ou tout les 6 (P;,0) (7 =0,1,--- ,k— 1) satisfont ¢ (P;,6) < 0. Nous

<2, 0<i<j<k (6.3.3)

discutons maintenant ces deux cas séparément.

lier Cas : Soit 6 (P;,,6) = 6;, > 0 pour j; € {j1,j2,-- ,jm} C {0,1,--- ;k—1} et
d(P,0) =36 <0 (h#0)pour ! € {0,1,--- , k—1} \ {j1,J2, - , Jm}- Alors, il existe un
jS S {j17j27' o ij} tel que

deg Pj, = d;, = max {deg P}, : ji = j1,J2,"** +Jm} -
Par le Lemme 6.2.1, pour tout ¢ (0 < ¢ < 1), nous avons
exp {(1 —¢)d;,r% } <|A;, (2)],
A, (2)] < exp {(1+¢) ;7% } pour j; = ji,ja, -+, jm €t js 7 Ji
|A; ()] < exp{(l —e) 5lrdl} pour I € {0,1,--- Kk —1}\{j1,J2, ", Jm}

ou r est suffisamment grand. Dénotons d;, = max {deg P;, : j; = j1,J2, "+ » Jm; Ji # Js}. Donc

pour 7 suffisamment grands, nous avons

exp {(1 —¢)d;,r% } <|A;, (2)], (6.3.4)
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|A; (2)] < eXp{ +¢e)d,r Jt} pour j € {0,1,--- ,k —1} et js # j;. (6.3.5)

Nous montrons que ‘
10g+ }f(]s) (Z)
T jote

G(z) = (6.3.6)

]
est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 6.2.3,

il existe une séquence infinie de points 2, = r,,e?? (m =1,2,---) tendant a l'infini telle que

log™ | £Us) (2,
- ||f,a+iz L. (6.3.7)
Zm

et
f9 (2m) 1
- < = ,
f(Js) (zm)| = (s = )
De , pour tout nombre M; > 0 suffisamment grand, nous avons
10g+ | £ (2)|

|Zm|a+a

(T+o)|zml*™ (j=0,--,js—1) as m — +oo.  (6.3.8)

> M, alors |f(j5) (zm)| > =ml” pour  m — +o0. (6.3.9)

Puisque F' (z) est une fonction méromorphe avec un nombre fini de poles, alors par le théoréme
de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire F' (z) sous la forme F'(z) = I:((Z)) ou 7 (2)
est un polynéme, H (z) est une fonction entiére avec p(H) = p(F). De pour m
suffisamment grand (r,, — +00), nous avons
‘ B H (zp)
fU9 (= ™ (2m) fU9) (2m)

ol ¢ > 0 est une constante et d = max {degm, 1} est un nombre entier. Puisque p (H) =

[H (zn)|  _ [H (2]

ot+e T €M1‘2m|0+257

~X
d oMz
crd eMilzm|

p (F) < o, alors nous avons

F (zmn) |H (2m)|
'f(js) )| S eMileml — 0 as m — +oo. (6.3.10)
De I’équation (|6 , nous obtenons
f(k—l) (Zm)
|4j, (zm 'f G + [Ar-1 (2m)] G (o)
£ (2 D (z)
+oo At (A (2m)] f(ﬂ—) + [ Aj1 (zm)] f—
+ 4 A zm|‘f +|Ao |'f(] ‘f( 46311)

En utilisant les inégalités (6.3.3)), (6.3.4)), (]6.3.5[), (6.3.8) et la limite 6.3.10, nous concluons
de I'inégalité (6.3.11]) que

exp {(1—2) 85,78} < v+ (k= 1) rexp { (1+2) 50 | +0(1)
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oll « est une constante qui vérifie « > max {2p, (js —j)(j =0,---,js — 1)}. Par conséquent

exp{(1—¢)d;,r&} < (k+1)rg, exp{(l—ke)éﬁri{t},

exp {(1 —e) 5357;,{5 —(1+¢) (5jt7“z{t} <(k+1)ry,

C’est une contradiction, pour r suffisamment grand, 0 < e <1 et d;, > d;,. Par conséquent,

logt (Js) . .
w est bornée sur le rayon arg (z) = 6, alors il existe une constante M, > 0 telle que

‘f(js) (Z)| < €M2|Z\a+€

sur le rayon arg (z) = 0.

2ieme Cas : 6 (P;,0) =6, <0 (j=0,1,--- ,k—1). De (6.3.2)), nous obtenons

< |Apor (2 Wfklu) Wiifigﬂ f(z)

| ] )
&) ) 7 (=)

) (2)
(

+ ‘Ak,Q (Z)

oot Ao ()

|7
6.3.12)

Par le Lemme 6.2.1, pour tout ¢ (0 < € < 1), nous avons
|AJ(2)| <exp{(1_€)6jrdj}7 (] 20717"' ak_ 1)7

d’ou
|Aj (z)| <exp{(1—g)or¥}, (j=0,1,---  k—1). (6.3.13)

oud=max{d;:j=0,1,--- ,k—1} et dj, = min{deg P;: j =0,1,--- ,k — 1}. Nous prou-

vons que

log™ | f® (2)]
g’ 77 {2))

G(z) = (6.3.14)

]
est bornée sur le rayon arg z = 6. Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 6.2.3,

il existe une séquence infinie de points z,, = 7, (m =1,2,---) tendant & linfini telle que

log* |f(k) (Zm)|

s — 400 pour m — +00 (6.3.15)
Zm

et )
f(J) (Zm)
) (zm)

de (6.3.15)) pour tout nombre M3 > 0 suffisamment grand, nous avons

<A+o) |z, G=0,1,--- , k—1). (6.3.16)

‘f(k) (Zm)‘ > €M3 |Zm,‘a+6 pour m — +OO (6.3.17)
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En utilisant le méme raisonnement comme ci-dessus. De ((6.3.17)) pour m suffisamment grand
(rm — +00) nous obtenons

H (2m) [H (zn)]  _ [H ()]

™ (Zm> f(k) (Zm)‘ h C?”flneM3‘zm|U+6 N eM3|Zm‘U+2E7

F(2m)
F®) (z)
ot ¢ >0 et s =max{degm, 1}. Puisque p(H) = p(F) < o, alors nous avons

f®) (z)
En utilisant les inégalités (6.3.13)), (6.3.16)) et la limite (6.3.18]), nous concluons de 'inégalité
(6.3.12) que

[H (2m)]

AN
6M3‘Zm|0+28

— 0 quand m — +o0. (6.3.18)

1< kexp{(1—g)drd}rk (1 +0(1)+o(1).

Par 0 < ¢ < 1, c’est une contradiction, a condition que 7, est suffisamment grand. Par
log™| ) ()]

My > 0 telle que

conséquent, est bornée sur le rayon arg(z) = 6, alors il existe une constante

‘p+5

P (2)] < Ml (6.3.19)

sur le rayon arg (z) = 0. Par conséquent, par (k)-intégrations réitérées, comme dans la preuve

du Lemme 6.2.3, nous concluons que
£ )< 3 (L o) r* [0 (2)
sur le rayon arg (z) = 6. Alors, en utilisant , nous obtenons
I (2)] < %(1 4 0(1))Tk6M4|z\f’+€ < Mart
sur le rayon arg (z) = 6. Dans les deux cas, il existe une constante positive M > 0 telle que
If (2)] < M7 (6.3.20)

sur le rayon arg (z) = 6. Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de I’ ensemble
des poles de A; (j=0,1,---,k—1) et F. Puisque A; (j=0,1,---,k—1), F sont des
fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f (z) doit avoir un nombre fini
de poles. Par conséquent, par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire
f sous la forme f(z) = flgg

p(g) = p(f). Par la premiére affirmation dans la preuve du Théoréme 6.1.1 nous obtenons

p(g) = n. De (/6.3.20)), nous avons

, ou d (z) est un polynéme et g (z) est une fonction entiere avec
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sur le rayon arg (z) = 6. Alors,
9 (2)] < Jd(2)] M < ArPeMT

sur le rayon arg (z) = 0, ot A > 0 est une constante et = max{degd, 1} est un nombre

entier. Par conséquent
g (2)] <M (6.3.21)

sur le rayon arg(z) = 6. Par conséquent, pour tout 6 € [0,27)\(E; U Ey U E3), ou (E; U
E>U E3) C [0,27) est un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (6.3.21)), pour |z| = r
suffisamment grand. Alors, par le Lemme 6.2.4 p(g) < p + 3¢ < n pour £ > 0 assez petit,
c’est une contradiction avec p (g) > n. Par conséquent, chaque solution méromorphe f % 0
de doit étre d’ordre infini. Maintenant, en appliquant le Lemme 6.2.9, nous obtenons

p2(f)<max{p(A]> (]:07177k_1)7 p<F)}:n

Supposons que F' # 0. Alors, par le Lemme 6.2.9 et le Lemme 6.2.11, nous obtenons

A=A =p(f) =+ et Xa(f) =X (f)=p(f) <1

6.4 Preuve du Théoréme 6.1.2.

Soit f une solution méromorphe non triviale de I’équation (6.1.2)), alors en appliquant le

Théoréme 6.1.1, nous obtenons o (f) = 400 .

Etape N° 1 : Nous considérons les points fixes de f (z). Soit go (2) = f (2) — 2, alors z
est un point fixe de f(z) si et seulement si g (2) = 0. Nous avons go (2) est une fonction

méromorphe et o (go(2)) = o (f(2)) = +oo. La substitution de f(z) = go(z) + z dans

I'équation (6.1.2)), nous donne
gék) + hkilepkfl(z)gékfl) 4ot hsep(z)gés) 4t
hlepl(z)gé + hoep‘)(z)go = F — hye'®) — 2pefo@), (6.4.1)
Nous écrivons sous la forme
0 & AggrgS T o Agagn + Agogo = F — Aoy — 2Ag0 = Ao. (6.4.2)

Pour 1'équation ((6.4.2), nous considérons juste les solutions méromorphes d’ordre infini
go (2) = f (2) — z. nous avons
Ag=F — AO,l -z Ao,o
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AO = —Zhoepo(z) — hlepl(z) + F.

Puisque deg P; (j = 0,1) sont des nombres entiers distincts et

o =max{p(zho), p(h1), p(F)} <degP;(z) (j =0,1),

alors zhge” O(z), hyiel” l(z), F sont linéairement indépendantes avec hg Z 0 d’ou Ay # 0. Nous

utilisons le Lemme 6.2.11 & ’équation ([6.4.2]) au-dessus, nous obtenons

A(go) =7 (f) = p(g0) =+ .

Etape N° 2 : Nous considérons les points fixes de f’(z). Soit g; (2) = f'(2) — z, alors

z est un point fixe de f’(z) si et seulement si g; () = 0. Nous avons ¢; () est une fonction

méromorphe et p(g1(2)) = p(f' (2)) = p(f(2)) = +o0. En dérivant les deux cotés de

I’équation ((6.1.2)), nous obtenons

PO L P p0) [(hk_lepk_l(@)’ 4 hk_2€Pk_2(z>] FlE=1)

R [(hsePs(z))/ X h571€P371(Z)} f(s)

1"

4ot |:(h26P2(z))’+h1€P1(z):| f

+ [(hlepl(z))/ + hoePO(z)] P+ (hoeP@) f = F',
De I’équation ((6.1.2]), nous avons

1
ho@PO(Z

La substitution (6.4.4]) dans (6.4.3), nous donne

2 /
B jePe) _ M] Q

f:_

(k+1)
f + hoepo (Z)

Pe_1(2))' Py_s(2) (h GPO(Z)) Pe_1(2) | f(k—1)
| (a2 O) o) - Sy e ]f
e | (ReeP®) 4 by (’;;(:)Z;((:))/ SePS(z)] I
bt | (Rae @) 4 P @) - (20662(;), 2€p2(z)] /
+ [ (e @) 4 hoeP@) — (ZZZ]]:(;)))/hlePM f+ (Z“ ;;(:)),F = F'.

(6.4.3)

) [f(’“) + g @D @ D L p P E O PO Rl L (6.4.4)
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Nous pouvons dénoter I’équation (6.4.5)) par la forme suivante

FED 4 Ap g fO 4 Ao fED o Ay fED 4 Ay )

" , ( 0€P0(Z)), ,
+ .-+ Al,lf + Alyof + WF = F", (646)
ou A ;(j=0,1,--- ,k—1) sont des fonctions méromorphes définies par ’équation ((6.4.5]).

La substitution de f' () = g1 (2) + 2, f" (z) = ¢, (z) + 1, fUD = ¢ (j =2,3,.-- k) dans

I’équation (|6.4.6]), nous donne

7+ Aeagt ™ Auagl - g™ + Al

(hoeP @)’
“+ -4 Al,lgi + A17091 = —A171 — Z Al,O — TF + F, = A17 (647)
hoe 0(2)
ou ,
Py(z)
_ Pa(2)\/ Pi(z) (hO@ ) Pa(2)
Al = (hge 2 ) + hle ! Whge 2
P()(z) ! h P()(z) !
_ Pi(2))/ mey _ (0eD) o |  (e™) '
z [(Me ) + hpe hrgeFo®) hie hrgeFo®) F+ F
1
— R (Zh(z)e?PO(Z) + Blepo + BQSPO+P1 + BgePo+P2)
0
1
= (zhgep‘)(z) + By + Byet + Bg€P2)
0
ou By = zh% et B;(j =1,2,3) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a

n;(j =0,1,2), écrites sous la forme d’une somme de multiplications des termes constitués
par les fonctions z, h;, b, P/, F, F'. Puisque deg P; (j =0,1,2) sont des nombres entiers
distincts et

o = max {p(B;) (j = 0,2, 1,3)} < deg P; (=) (j = 0,1,2),

alors zh2ef2) | B, Bye™, Bse™ sont linéairement indépendantes avec hg Z 0 alors Ay % 0.
En appliquant le Lemme 6.2.11 & I’équation ((6.4.7)) en haut, nous obtenons

M) =A(f' =2)=7(f)=plg) = p(f) = +o0.

Etape N° 3 : Nous prouvons que 7 (f) = X (f" — z) = +o0. Soit g (2) = f” (2) — 2, alors
z est un point fixe de f” (2) si et seulement si g, (2) = 0. Nous avons gs (z) est une fonction
méromorphe et p (g2 (2)) = p(f"(2)) = p(f (2)) = +oo. Nous prouvons que A (gz) = +0oo.
En dérivant les deux cotés de I’équation , nous obtenons

FE 4 Ay fED (Al ps + Ark2) f® 4+ (A1 + Ars) 7
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ot (AL + A) f + AL =H (6.4.8)
ot H est une fonction méromorphe d’ordre p(H) <n; (j =0,1,--- ,k—1) et
(h,oepo(z))l ,
He= g FF

De I’équation (6.4.6)) nous avons

1
fr= A [f(kH) + Areat f® + Ao S o A SO e A - H].
1,0
(6.4.9)
Nous remarquons que A; o # 0 car hy # 0 (pour la preuve, nous pouvons appliquer le Lemme

6.2.10). La substitution de (6.4.9) dans (6.4.8)), nous donne

!/

A A
FE 4 [Al,k—l - A—IO] FED 4 [A,qu + A1 g2 — A—I’OA1,1<;—1} JALETEE
1,0 1,0

Al Al
+ [A’le + Ay — A—M]Al,s—l] f(s) 4ot {A/M + Al — ﬁAm] f(s)
1,0 1,0
' All,O " All,O /
+ Al,l —|— Al,O - A—loALl f + A_loH - H . (6410)
Nous pouvons dénoter I’équation ((6.4.10|) par la forme suivante
A
FOD i A PO A o) e Ay fB) 4 Ay f = _A—I’EH + H, (6.4.11)

ouAs;(j=0,1,---,k— 1) sont des fonctions méromorphes définies par les équations ((6.4.10))

ci-dessus, et nous avons

Al Al
A=Al + Ao — A—LOAM et Agy = Ao+ Ay — fAl,z-
1,0 1,0

La substitution de f” (2) = g2 (2) + 2z, f® (2) = g4 (2) +1, fUFD) = géj) (j=2,3,---,k) dans
I’équation ((6.4.11]), nous donne

Dbt A0 e Avigh + Asogs = As (6.4.12)

98 + Apg1gd TV + Aggagd
ou
Ao
AQ = —A21 - ZA2O - —7H+Hl
) ) A170

!/

A A A
= — A+ A —;EA]—ZP'+A S Ll A Y Sy
1,2 1,1 Al,O 1,2 1,1 1,0 AI,O 1,1 Al,O
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1
= TA. [A’1 9 A1 0+ A1 A1 — All,oALz + ZA/1,1A1,0
1,0
+ZA1,0 — 2A} A1 + AL H — Ao H'] . (6.4.13)
Nous avons ( ( ))/
h ePO z
Pi(2)\ Py(z 0 Pi(z
AI,O - (hle 1( )> + hOe 0(2) _ Whle 1 ),
Po(z)
_ Pa(2))’ Pi(z (hge ) Pa(z
Al,l — (hge 2 )> + hl@ 1) Whge 2 ),
Py(z)
_ Ps(2)\/ Pa(z) (hOe ) Ps(z)
Ao = (hge ’ ) + hoe'? e hse'®

Par conséquent

Ao = m <h2 2ho 4 a(l) P0+P1> ,
A = m <Oé§026P°+P2 + 04(1) P0+P1) 7
1 (0) ,Po+P, (1) Py+P
172:W< 1260 2+ age”? 3)
et o
A/1,o _ m ( 0) 3Fo —i—ﬁ 2P0+P1) 7
A= (hOTlo(z))? <ﬁ§?%62P0+P2 I 55262%“31) 7
= G (e ).

ol az o ﬁ sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n; (j = 0,1, 2, 3), écrites

sous la forme d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions h;, hl,
P!, (1=0,1,2,3). De ([6.4.13) nous avons
1

A2 — _A (h P( ))3 [zh865po + B]_€4PO + BQ€4P0+P1 + B3€4P0+P2+
1,0 (Lo 0%

B4e4P0+P3 4 B5€3P0+P1 + B6e3P0+2P1 + B763P0+P1+P2 + Bse3P0+P1+P3:| )

1
Aiphg

By - BoePt 1 Bge?™ + Byt 4 BgeP1+P3] .

Jj=8
E BjeGj

[zh862po + Bye + Byefoth 4 Bg€PO+P2+

a Aqoho
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ou G; sont des polynomes définis comme ci-dessus et By = zh) £ 0, B; (j =1,2,---,8) sont
des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur an; (j = 0, 1, 2, 3), écrites sous la forme d’une

somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, h;, h., P/, H, H'.

Nous avons quatre cas a traiter.

lier Cas : deg Py > deg P, (i = 1,2,3),nous avons deg (Go — G;) = deg Py (i =1,2,---,8).
D’apres le Lemme 6.2.10 et le fait By = zh§ # 0 nous avons A, # 0.

2ieme Cas : deg P, > deg P; (i = 0,2,3), nous écrivons A, sous la forme

1

Ay = ———
27 Ayohg

[epo (zhgeP" + By + Bse? + B46P3) +

6P1 (BQGPO —I— B5 + BGGPI —I— .B7€P2 + Bgep3)} .
1
Ay oho

Puisque deg P; (j =0, 1,2, 3) sont des nombres distincts

Ay = [ePO (zhgepo + By + Bse™ + B46P3) + Bepl]

O':maX{p(Bj) (] =0,1,--- 78)} < degP](Z) (] = 071a273)

alors zhje™ Bj, Bze, Bye sont linéairement indépendantes avec hy % 0, par consé-
quent K; = (zh3ef® + By + Bsef® + Byef®) # 0. Nous avons ef? K| = efo(2h3ef* + By +
Bze™ + Byes) #£ 0, Ky = Be!* (p(B) < deg P;) n’ont pas le méme ordre de croissance, alors

e K, K, sont linéairement les fonctions indépendantes, par conséquent

Ay =

 Ajohg [6P0K1 * KQ} #0.

3ieme Cas : deg P, > deg P; (1 =0,1,3), nous écrivons A,y sous la forme

1

Ay = 1 [ePO (zhgepo + By + Bye™r + B4€P3) + (B5eP1 + Bge*t + BgeP1+P3) +
1,020
el? (B3€P0 + B76P1)] , avec deg Py > deg P; (i =1,3)
ou
1
Ay = A [6P° (zhf’)ePO + By + B46P3) + e (BQGPO + Bs + Bge™ + Bg€P3) +
1,010

el? (BgePO + B7eP1)} , avec deg P; > deg Py > deg Ps
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ou
1
Ay = B [ePO (zhgepo + Bl) + Byelstto 4 P (Bgepo + B + Bge™* + BgeP3) +
1,00
el (Bgep0 + B76P1)} , avec deg P; > deg P3 > deg P,
ou
1
AQ - _m [GPO (Zhgepo + B1 + Bgepl) + 6P3 (B4€PO + Bgepl) —+ (B5€P1 —+ BGGQPI) =+
el? (Bg@PO + B7€P1)} , avec deg P3; > deg Py > deg P,
ou
1
Ay = T (e (zhge™ + By) + €' (Bye™ + Bse™) + €™ (Bae™ + Bs + Bge™) +
1,0M0

el (B3€PO + B7€P1)} , avec deg P3 > deg P; > deg P,

alors nous pouvons écrire A, sous la forme

Ay = [ K + K]

a Aqoho

Par le méme raisonnement que dans la preuve du 2 iéme Cas ci-dessus, nous concluons que

K, # 0 et K5 sont linéairement indépendantes, par conséquent Ay # 0.

4iéme Cas : deg P3 > deg P; (i = 0,1,2). Par le méme raisonnement que dans la preuve
du 2 iéme Cas et du 3 iéme Cas ci-dessus, nous concluons que Ay # 0. Dans tous les cas, nous

avons As Z 0. En appliquant le Lemme 6.2.11 & I’équation ((6.4.12)) ci-dessus, nous obtenons

Xago) = X" =) =7 (") = plga) = p(f) = +00 .



Chapitre 7

L’ordre, ’hyper-ordre et les point
fixes des solutions méromorphes des
équations différentielles d’ordre
supérieur

7.1 Introduction et résultats

Pour I’équation différentielle linéaire du second degré
f 4 AL (2) PO 4 Ay (2) QP f =0, (7.1.1)

ou P(z), Q(z) sont des polynomes non constants, A; (z),Ag(z) # 0 sont des fonctions
entieres telles que p (A1) < deg P (z), p(Ao) < deg@ (z), Gundersen [35, p. 419] a montré
que si deg P (z) # deg @ (2), alors chaque solution non constante de est d’ordre infini.
Si deg P (z) = deg@ (z) alors peut avoir des solutions non constantes d’ordre fini,
par exemple f(z) = e* — 1 satisfait f” — e*f’ + e*f = 0. Kwon [45] et Chen [I5] ont
étudié le cas ou deg P (z) = deg ) (2) et ils ont obtenu des résultats sur 'ordre de croissance
des solutions. Dans [21], Chen et Shon ont prouvé que les solutions sont d’ordre infini, o
Ay (2),A(2) # 0 sont des fonctions méromorphes telles que p(A4;) < 1, p(Ag) < 1 et
deg P (z) = deg @ (2) = 1. Wang et Laine [62], Belaidi et El Farissi [11] ont étudié I’équation

différentielle linéaire du second degré non homogéne
frH A (2) e f + Ay (2) e f = F (2), (7.1.2)

ou Ay # 0,Ag # 0, F sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur d’un, et les nombres

complexes a, b satisfont ab # 0. Ils ont montré que chaque solution non triviale de ([7.1.2)) est
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d’ordre infini si a # b. Wang et Laine [61] ont également travaillé sur I’ équation différentielle

linéaire d’ordre supérieur et ils ont prouvé ce théoréme.

Théoréme A. [61] On suppose que A; (z) = h; (2) 5@ (j =0,1,--- [k —1), ot Pj(2) =
2" + aj(n,l)zn_l + -+ a;12 + ajo sont des polyndomes avec le degré n > 1, h; (z) sont des
fonctions entiéres d’ordre inférieur a n, pas toutes nulles, et que H (z) # 0 est une fonction
entiére d’ordre inférieur A n. Sia,; (j =0,1, -,k — 1) sont des nombres complexes distincts,

alors chaque solution f de I’équation
fPO+ A ) V4 A(R) f + Ao (2) f=H (2)

est d’ordre infini.

Dans [3], nous avons amélioré et généralisé les résultat de Wang et Laine, Belaidi et EL

Farissi pour les solutions de 1’équation différentielle linéaire du second degré
"4 hy (2) PO f" 4 by (2) Q9P f = F (2) (7.1.3)

et on a obtenu les résultats prouvés dans le chapitre 4. En ce chapitre 7, nous améliorons le
résultat de Wang et Laine [61] et nous généralisons notre résultat dans [3] aux solutions de

I’équation différentielle d’ordre supérieur
FO 4y (2) el @ fED by (2) PO by (2) PP f = F(2) (7.1.4)

ou Pj(z) = ajn2™ + ajin-1)2""' + -+ + aj1z + ajo sont des polynomes avec le degré n >
1, hj (j=0,1,--- ,k—1)(ho #0), F sont les fonctions méromorphes d’ordre inférieur a n,

ayant un nombre fini de poles.

Théoréme 7.1.1 Soient n > 1 un nombre entier et P; (z) = ajnz"+aj(n,1)z”_1+- tajz+
ajo (7 =0,1,---  k — 1) sont des polynomes avec le degré n, et soient h; (z) (j =0,1,--- ,k—1)
(ho Z0), F fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. Supposons
que o = max{p(h;) (j=0,1,---,k—1), p(F)} <n. Sia,(j=0,1,--- ,k—1) sont des
nombres complexes distincts, alors chaque solution méromorphe f #Z 0 de l’équation
est d’ordre infini et Uhyper-ordre de f satisfait py (f) < n .

En outre, si F' # 0, alors chaque solution méromorphe f de l’équation (7.1.4) satisfait

M) =) =p(f) = +o0, X (f) = X2 (f) = pa (f) <.
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Théoréme 7.1.2 Soient n > 1 un nombre entier et P; (z) = ajnz"+&j(n,1)z”_1+- ctajz+
ajo (7 =0,1,--- , k — 1) sont des polynomes avec le degré n, et soient h; (z) (j =0,1,--- ,k—1)
(ho £ 0), F des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. Supposons
que o =max{p(h;) (j=0,1,---,k—1), p(F)} <n. St a,;(j=0,1,--- ,k—1) sont des
nombres complezes distincts tels que ay, # 2a0n, G1p + G2n # 2000, Q1 + a3, 7# 2a0,, alors
pour toute solution méromorphe f % 0 de l’équation , ona f, [, f" ont un nombre

infini des points fixes et satisfont

7.2 Lemmes préliminaires

Lemme 7.2.1 [52, p. 245] Soient P (z) = a,2" + -+ + ao, (a, = a+1if # 0) un polynome
de degré n > 1 et A(z) # 0 une fonction méromorphe avec p(A) < n. Soit f(z) =
A(2)eP®) ) 2 = re® §(P,§) = acosnd — Bsinnd. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un
ensemble Ey C [0,2m) de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,2m)\ (F1 U Ey), ou Ey =
{0 €10,27) : 0 (P,0) = 0} est un ensemble fini, alors pour tout |z| = r suffisamment grand,
nous avons

(i) si 6 (P,0) > 0, alors

exp {(1-2)8(P.0)r"} < |f (2)] < exp {(1 )8 (P.0) "}, (7.2.1)
(ii) si § (P,0) < 0, alors

exp {(146)8 (P.6)r"} < |f (2)] < exp {(1— )6 (P.6) r"}. (7.22)

Lemme 7.2.2 [3], p. 89] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante avec p(f) =
p < +oo, I' = {(k1,j1), (k2,72), <=+, (km,Jm)} un ensemble fini de paires distinctes de
nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i =1,2,--- ,m). Soit ¢ > 0 une constante donnée.
Alors, il existe un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si v, € [0,2m) — E3,
il existe une constante Ry = Ro(1,) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 1, et
|z| = Ry et pour tout (k,j) €T, on a

f (2)

701 (2)

Lemme 7.2.3 [5, p. 31] Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles,

< 7| Dlemtre) (7.2.3)

et supposons que

log" |9 (2)]
B |2]°

G (2)
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est non bornée sur un certain rayon arg z = 0 avec lune constantee p > 0. Alors, il existe, une
séquence infinie de points z, = 1, (n=1,2,---) tendant a linfini telle que G (z,) — +00
et

) .
‘?(Z) Ezn; S (s _1 bl (14+o0() 2" (j=0,---,5—1) quand n — +oo.  (7.2.4)

Lemme 7.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < 4o00. Supposons qu’il

existe un ensemble By C [0,2m) de mesure linéaire nulle, tel que log™ |f (Teie) | < Mr? pour
tout rayon arg (z) = 6 € [0,2m) \ Fa4, ot M est une constante positive dépend de 0, tandis

que o est une constante indépendante de 0. Alors

p(f)<o. (7.2.5)

Lemme 7.2.5 [19] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < +o0. Alors,
pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1]U E5,r — 400, nous avons
[ (2)] <exp{r"*}. (7.2.6)

Lemme 7.2.6 [3, Lemme 2.9] Supposons que k > 2 et Ag, Ay, Ag, -+, Ag—1 (Ao (2) £0), F
sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles. Soit p = max{p(A;) (j =
0,1,2,--- k—1), p(F)} < +o0o et soit f(z) une solution méromorphe d’ordre infini de
l’équation

B LA f* DA f=F.

Alors,
p2 (f) < p. (7.2.7)

Lemme 7.2.7 [3, Lemme 2.11] Soient P; (z) (j = 0,1,--- , k) des polynomes avec deg(Fp (z))
n(n=>1)etdeg(P(2) <n(i=1,2---,k). Soient A;(2) (j =0,1,--- ,k) des fonctions
méromorphes d’ordre fini et max{p(A;):j=0,1,--- k} < n telles que Ay (z) # 0. Nous

dénotons
F(z) = Ape@ 4 Ay P10 o p AP o 4,63 4 4P, (7.2.8)

Si deg(Py (2) — P (2)) = n pour tout j = 1,2,--- |k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait p (F)) = n.
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Lemme 7.2.8 [20] Soient Aj, F (F #0) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. St f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
FO LA D A Agf = F (7.2.9)

Alors, f satisfait
M) =X (f) = o(f) = 400

Lemme 7.2.9 [9] Soit P (2) = a,2" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag (n € N*) un polynéme non
constant, ot a, # 0, a,_1, -, ag sont des nombres complexes. Alors, pour tout € > 0, il

eriste R = R () > 0 tel que pour tout z, |z| =r > R, nous avons

(1 —¢)lan| ™ <|P(2)] < (1 +¢)|a,|r". (7.2.10)

7.3 Preuve du Théoréme 7.1.1.

Nous prouvons que chaque solution méromorphe f (z) # 0 est transcendante d’ordre p (f) >
n quand a;, # as, (j =1,2,--- ,k — 1 et j # s). Nous assumons que f (z) # 0 est une fonc-
tion méromorphe de I’équation ([7.1.4]) est d’ordre p (f) < n. Nous pouvons écrire I’équation

(7.1.4) sous la forme

hioy (2) fEDP 1) fo b, (2) f7eP B by (2) £ P b (2) fPB) = B(2),
(7.3.1)
ou
B(z)=—f® + F(2).

Puisque p = max{p(h;), p(F) : j = 0,1} < n et p(f) < n, alors h; (2) fU) (2) (j =
0,1,---,k — 1) et B(z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec p(h;f¥) < n
(j = 0,1,---,k—1) et p(B) < n. Il existe au moins un coefficient h,f® # 0 pour
hs # 0. Nous avons aj, # as, (j =1,2,--- ,k—1et j #s), alors deg(Ps (2) — P; (2)) = n
(j=1,2,--- Jk—1et j#s). Parle Lemme 7.2.7, nous constatons que l'ordre de croissance
du coté gauche de I’équation ([7.3.1)) est n, ceci contredit le fait p (B) < n. En conséquence,
toute solution méromorphe f # 0 de I’équation est transcendante et d’ordre p (f) > n.

Supposons, contrairement & 'affirmation, que f # 0 est une solution méromorphe de

léquation (7.1.4) avec p(f) = p < +oo. Alors, de Paffirmation ci-dessus, nous avons n <
p (f). Récrivons 'équation ((7.1.4) sous la forme

fO LA )4 AR+ A (2) f=F, (7.3.2)
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ot A;(2) = h;(2)el"®) (j=0,1,--- |k —1). Par le Lemme 7.2.2, il existe un ensemble
E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0,27) \ E3, alors il existe une constante
Ry = Ry (0) > 1, telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = 0 et |z| = r > Ry, nous avons

0) (2)
‘fm@)
Par le Lemme 7.2.1, il existe un ensemble E; C [0,27) de mesure lineaire nulle, tel que si
0 e [0,27T)\(E1 UE2)7 ou

—

<2, 0<i<j<k (7.3.3)

By = {0€[0,27):6(P;,0) =0 (j=0,1,--- ,k—1)}
U{0€0,27):6(P,0) =6 (P0) (j=0<j<i<hk—1)}

est un ensemble fini, alors pour |z| = r suffisamment grand, nous avons § (P;,6) # 0 (j =
0,1,---  k—=1),0(P—P,0) #0(j=0<j<i<k—1)et Aj(z) (j=0,1,---,k—1)
satisfont I'une des inégalité (7.2.1) ou (7.2.2)). Puisque 0 (P;,0) # 6(P,0) (j =0 < j <
i < k — 1), alors pour tout ¢ fixée telle que 6 € [0,27) \ (E1 U Ey U Ej3), il existe un seul
s€{0,1,---  k—1} tel que

d(Ps,0) =0 =max{6(P;,0):j=0,1,--- [k —1}.

Dénotons §; = max {6 (FP;,0):0<j#s<k—1}, alors §; < 0 et 6 # 0. Nous discutons

maintenant deux cas séparément.

lier Cas : 0 > 0. Dénotons d, une constante positive vérifie ; < do < §. Par le Lemme

7.2.1, pour tout ¢ (O <e< g;gj), nous avons
exp{(l—¢)0 (Ps,0)r"} < |As(2)], (7.3.4)
|A; ()] <exp{(14+¢)doar"} 0<j#s<k—1 (7.3.5)

ou r est suffisamment grand. Nous montrons que

log" £ (2)]
- |Z|U+€

G (2) (7.3.6)

est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 7.2.3,

il existe une séquence infinie de points 2, = r,,e?? (m =1,2,---) tendant a l'infini telle que

log™ | ) (2,
] ‘f|aff LS. (7.3.7)
Zm
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et

(T4+o()|zm|”™ (j=0,---,5—1) as m — +oo. (7.3.8)

<

‘f(j) (2
(s

1
(s —J)!
De ([7.3.7)), pour tout nombre M; > 0 suffisamment grand, nous avons

10g+ ‘f(s) (Zm)‘

|Zm |p+8

> M, alors ‘f(s) (zm)| > ™ =l pour  m — +oo. (7.3.9)

Puisque F'(z) est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, donc par le

H(z)
m(2)
ou 7 (2) est un polynéme, H (z) est une fonction entiére d’ordre p (H) = p (F') < 0. De (7.3.9)

et par le Lemme 7.2.9, pour m suffisamment grand (r,, — +00), il existe une constante

théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire F' () sous la forme F'(z) =

positive ¢ > 0 telle que

oy = e e

ol d = max {deg 7, 1} est un nombre entier. Puisque p (H) = p (F') < o, alors nous avons

[H (zm)|  _ H (zm)]

S - 2
CT%€M1‘2m|U+E €M1|zm\‘”L e’

[H (zm)|
FO (zm)| = eMilem|7

De I’équation (|7 , nous obtenons

— 0 as m — +o0. (7.3.10)

A (on)] < 'ij(Zm +|Ak1zm|\f“ )
£ (2n) Fe7Y (2m)
- [Ags1 (Zm I‘ fU 51T | As—1 (2m)] ‘f(s)—(zm)
F(zm

En utilisant les inégalités (7.3.3)), (7.3.4)), (7.3.5)), (7.3.8) et la limite ([7.3.10]), nous concluons
de I'inégalité ((7.3.11)) que

exp{(1—¢)d (Ps,0)r} < |zm|™ + (k= 1) exp{(1 +¢) dorl’ } |2m|™ + 0 (1)

ol « est une constante positive vérifie & > max{2p, (s —j)(j =0,---,s—1)}. Par consé-

quent
exp{(l—¢)orn} < (k+1)exp{(1+¢)dory }re,
d’ou
exp{[(1—¢)d—(1+¢e)do|ri} < (k+1)r>
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5+6 ’

1 (s) X .
%ﬁ(z” est bornée sur le rayon arg (z) = 6, alors il existe une constante My > 0 telle que

|f(s) (Z)} < €M2|Z‘U+s

sur le rayon arg (z) = 0.

2iéme Cas : § < 0. de ([7.3.2)), nous obtenons

fE (2) FE2( ) f(2) F(2)
LS Ak (2)] ‘ NCIONN A2 (2)] NCION B 4o ()] 17 BiIRGIel
(7.3.12
Par le Lemme 7.2.1, pour tout ¢ (0 < € < 1) nous avons
Nous prouvons que
log™ | (&)
G(z2) = o8 A "f:ﬁ(zﬂ (7.3.14)
z

est bornée sur le rayon arg z = . Supposons que ce n’est pas le cas, alors par le Lemme 7.2.3,

il existe une séquence infinie de points 2, = r,,e?? (m =1,2,---) tendant & l'infini telle que

+ | £/
—log| |f|gJ(jm)| — +00 pour m — +00 (7.3.15)
Zm
et £ (2)
Zm k—j ) — [N —
| S Aol =010 k=), (7:3.16)

De ([7.3.15]), pour tout nombre M;3 > 0 suffisamment grand, nous avons
‘f(k) (2m)| > ™ eml” as m — +o0. (7.3.17)

En utilisant le méme raisonnement comme ci-dessus nous obtenons de ([7.3.17)) que

‘f(k)(zm)‘: w(zj(;z:))(zm)'< B )l W )]

pour m suffisamment grand (r,, — +00), ot ¢ > 0 et s = max{degm, 1}. Puisque p(H) =

< =
CrgneM3‘Zm|a+e €M3|Zm‘

p (F) < o, alors nous avons

H (2
Z)‘< A ()| — 0 as m — +o0. (7.3.18)

~X €M3 ‘Z'm |a+25

7
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En utilisant les inégalités (7.3.13)), (7.3.16)) et la limite ([7.3.18]), nous concluons de 'inégalité
(17.3.12)) que

1<kexp{(1—g)dr™}rk (140(1)) +o0(1).

Par 0 < ¢ < 1, c’est une contradiction, pour r,, suffisamment grand. Par conséquent,
log™t| () . .

w est bornée sur le rayon arg(z) = 6, alors il existe une constante M, > 0 telle
que

‘p+s

|f(k) (2)] < eMalz (7.3.19)

sur le rayon arg (z) = . Par conséquent, par (k)—intégrations réitérées comme dans la preuve

du Lemme 7.2.3, nous concluons que

1
F )€ 25 (o (1) [0 (2)
sur le rayon arg (z) = 6. Alors, en utilisant ([7.3.19), nous obtenons

1 O—T€&
£ (@) < 5 (Lo(n) ket < eter

sur le rayon arg (z) = 6. Dans les deux cas, il existe une constante positive M > 0 telle que
1f (2)] < M7 (7.3.20)

sur le rayon arg (z) = 6. Puisque les poles de f peuvent seulement se produire de I’ensemble
des poles des A; (j=0,1,--- ,k—1), F et puisque A; (j=0,1,---,k—1), F sont des
fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f (z) doit avoir un nombre fini
de poles. Par conséquent, d’aprés le théoreme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons
écrire [ sous la forme f (2) = ggzg, ou d(z) est un polynéme, g (z) est une fonction entiere
avec p(g) = p(f). Par la premiere affirmation (i) dans le Théoréme 7.1.1, nous obtenons

p(g) = n. De ([7.3.20)), nous avons

eMTa+2e

N

sur le rayon arg (z) = 6. Alors,
2)| < |d(z eMrot < ArPeMrot®
g

sur le rayon arg (z) = 0, o A > 0 est une constante et 5 = {deg, 1} est un nombre entier.
Par conséquent
g (2)] < M (7.3.21)
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sur le rayon arg(z) = 6. Par conséquent, pour tout 6 € [0,27)\(E; U Es U E3), ou (E; U
E, U E3) C [0,2) est un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (7.3.21)), pour |z| =
r suffisamment grand. Alors, par le Lemme 7.2.4 p(g) < p+ 3¢ < n pour £ > 0 assez petit,
c’est une contradiction avec p(g) > n. Par conséquent, chaque solution méromorphe f # 0
de est d’ordre infini. Maintenant, en utilisant le Lemme 7.2.6, nous obtenons

pQ(f) gmax{p(AJ) (]:0,1, 7k_1)7 p(F)}:n
Supposons que F' # 0. Alors, par le Lemme 7.2.8, nous obtenons

M) =A(f) = p(f) = +oo.

Nous savons les zéros de f se produisent de I’ensemble des poles de h; (2) (j =0,1,--- ,k —1)
ou les zéros de F'(z) et si 2 est un zéro de f d’ordre m, m > k, alors 2z doit étre un zéro de

F (z) d’ordre m — k. Par conséquent, de F' # 0 nous avons

1 /1 1\ <

D’autre part, ([7.1.4]) peut étre réécrite sous la forme

11 [f® oy JETY pt Py
?—F{T—i—hk_le T‘l—"'-i-hle 7+h06 },
d’ou
1 1 k—1 k—1 k £0)
m (r, ?) <m (r, F) +) m(r )+ > m(re) +> m (7", T) +0(1). (7.3.23)
j=0 j=0 J=1

Par conséquent, par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble F C [0, +00) de mesure linéaire finie, tel que pour tout r ¢ E, nous avons

) .
m (r, T) =0 (logT (r,f)+O(ogr)) (j=1,2,--- k).

Par (7.3.22)) et (7.3.23), nous avons

T(“ﬁ:T(ﬁ%) +0(1)<kﬁ<r,%> —I—N(r,%) +§N(r,hj)+m(r,%)
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k—1 k—1

=kN (r, %) + T (r, F)+ ZT (r,h;) + ZT (r,e’7) +Clog (rT (r, f)), r ¢ E, (7.3.24)

Jj=0 J=0

ou C' est une constante positive. Pour tout ¢ > 0 et r suffisamment grand, nous avons

Clog (rT (r,f)) < =T (r,f), T(r,F)<ro"e, (7.3.25)

N —

T (r,e™) <r™e (j=0,1,--- k—1), T(r,h;) <r’" (j=0,1,---,k—1). (7.3.26)

Alors, pour r ¢ E, r suffisamment grand et en utilisant (7.3.25)), (7.3.26) nous concluons de
(7.3.24) que

T(r,f) <kN (7", %) + (k+1)r7 + kr"te + %T (r, f),

d’ou

—/( 1
T(r,f) <2kN (r, ?) +2(k4+1)r7t 4+ 2k, r ¢ E. (7.3.27)

Par conséquent, par (|7.3.27)), nous obtenons

pa (f) < o (f),

alors
X (f) =X (f) = po ().

Puisque par définition, nous avons s (f) < p, (f), donc

par conséquent,

7.4 Preuve du Théoréme 7.1.2.

Soit f une solution méromorphe non triviale de I’équation ((7.1.4)), alors en appliquant le

Théoréme 7.1.1, nous obtenons p (f) = +oo.

Etape N° 1 : Nous considérons les points fixes de f (2). Soit go (2) = f (2) — 2, alors z
est un point fixe de f(z) si et seulement si g (2) = 0. Nous avons gy () est une fonction

méromorphe et p(go(2)) = p(f(2)) = +oo. La substitution de f(z) = go(2) + 2z dans

I'équation (7.1.4), nous donne

9 4 hy_q PG gl hlepl(z)g; + hoe?@ gy = F — hye ) — 2hgePE) . (7.4.0)
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Nous écrivons ([7.4.1]) sous la forme
96" + Aok-1gy 4+ + Agrgo + Anogo = Ao, (7.4.2)

ott Ag = F — hyeP) — 2hoef®). Pour I'équation (7.4.2)), nous considérons juste les solutions
méromorphes d’ordre infini gy (2) = f (2) — z. Nous avons deg (P (2) — Py (2)) =net p=
max {p(h;) (j=0,1), p(F)} < n. Puisque hy # 0, alors d’apres le Lemme 7.2.7, nous avons
Ag # 0. Nous utilisons le Lemme 7.2.8 & I’équation au-dessus, nous obtenons

Ago) =7 (f) = p(go) = +o0.
Etape N° 2 : Nous considérons les points fixes de f'(2). Soit g1 (2) = f'(z) — z, alors
z est un point fixe de f’(z) si et seulement si g; () = 0. Nous avons g¢; () est une fonction

méromorphe et p(g1(2)) = p(f' (2)) = p(f(2)) = +o00. En dérivant les deux cotés de
I’équation ((7.1.4)), nous obtenons

f(k+1) + hk,lep’“*lf(k) + [(hkilepkfl), + hk72€Pk—2:| f(kfl) S

"

[(hSePS)/+h5_16PS‘1} fO 4+t [(thpz)/—i—hlePl] f+

[(r1e™)" + hoe™®| '+ (hoe™)' f = F. (7.4.3)
De I’équation ([7.1.4]) , nous avons
1 /
P = et [f(’“) t g fEY o b f e by - F ] - (T44)

La substitution ([7.4.4) dans ((7.4.3)), nous donne

Py’
py (hoe™) k
hy—1e7*7 — (hoe™) ] f( )

f(kJrl) +

[l s G ]
Foeot [(hae®) 4 ho_yePr — ((};looee]z))/hseps JOJ

+ | (hoe™) + hye — ((};ini))hgepl f
+ | (he™) + hoe® — EZ‘;‘ZIZ)))/ hie™t | f' + ((ZZZ:))/F = F. (7.4.5)
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Nous pouvons dénoter I’équation ((7.4.5)) par la forme suivante

" h GPO '
FOERD LA f W Ay o fS D e A Ao f = —%F +F'.  (7.4.6)
0

ou A;(j=0,1,--- ,k—1) sont des fonctions méromorphes définies par '’équation ((7.4.5]).
La substitution de f' () = g1 (2) + 2, f" (z) = ¢, (z) + 1, fUD = ¢¥) (j =2,3,.-- k) dans

I’équation ([7.4.6]), nous donne

1) / (hoePo)/ /
+ e + Angl —|— Al,Ogl e _ALI — Z ALO — F + F = Al (7.4.7)

ggk) + A1,k—1g§k_

(hoef®)
ou
Py’
P/ Py (hoe™) Py
Alz— (h2€ ) +(h1€ )—W}LG
hQGPO)I (hoepo)/
_ h P ! h Py _ ( h P _ F F/
“ [( 1€) + hoe (hoeFo) 1€ (hoeFo) +
1
= —m (Z]’LSGQPO + Blepo + BQGPO+P1 + B36P0+P2)
o€
1 [&
- B.e%i| |
e |25
G; sont des polynomes définis comme ci-dessus, avec Gy = 2Py (z) et By = z hi # 0,

B

J
forme d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hy, h’;, F/,

(j =1,2,3) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n, écrites sous la

F, F'. Puisque aj, (j = 0,1,2) sont des nombres complexes distincts, alors deg(Gy — G,) =
n (j=1,2,3). Daprés le Lemme 7.2.7 et le fait By = 2h2 # 0, nous avons A; # 0. &
I’équation ((7.4.7) au-dessus, nous obtenons

Ma)=X(f'—2)=7(f") =plg) = p(f) = +o0.

Etape N° 3 : Nous prouvons que 7 (f) = A (f" — z) = +o0. Soit g (2) = f” (2) — 2, alors
z est un point fixe de f”(2) si et seulement si go () = 0. Nous avons g, (z) est une fonction
méromorphe et p(gs (2)) = p(f" (2)) = p(f (2)) = +oo. Nous prouvons que A (gy) = +o0.
En dérivant les deux cotés de I’équation , nous obtenons

f(kﬂ) + A1,k71f(k+l) + (A,l,k—l + A1,k—2) f(k) +-+ (A,Ls—l + A175*2) f(S)

’ I
o (AL Avo) [+ AL f = ) oy (7.4.8)
1,1 1,0 1,0 — (hoePO) . 4.
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De I’équation ([7.4.6]) , nous avons

hoeP?)’
Ao = (hlepl), + hoe'® — ((h[z)epo)) hie™
1
B (hoetv) (h%GQPO - Oég‘%epﬁpl) ’

ol a% est une fonction méromorphe d’ordre inférieur & n. D’apres le Lemme 7.2.7 et le fait

ho # 0, nous avons

Ao #0.

Par I’équation ([7.4.6) nous avons

/ 1 (k+1) (k) (k—1) " (hﬂepo)l /
f= A f + Ay [ 4 Ao f +eo A f + (hoeP) F—-F (7.4.9)
La substitution de ((7.4.9) dans ([7.4.8]), nous donne
Al Al
FE + |:A1,k—1 - E] FEY 4 [A,qu + A1 — A_170A1,k—1:| AR RS
Al Alg
+ {All,s—l + Al,s—Q _ A_’ALs—l} f(é‘) 4+t [A’LQ + Al,l — A_’AL?} f(3)
1,0 1,0
Al v Ay (hoe)’ (hoe™)’ ’
A+ Ay — 24 - = F-F|=|- F+F'| . (7.4.10
+ { 11T A1 Aro 1,1} / A1 \ (hoe™) (roe™) + ( )

Nous pouvons dénoter I’équation ([7.4.10|) par la forme suivante

FEP 4 Ag i fOD + Ag o f 9 o+ Ag o fOTD + Ag g SO -

" A, h Po(2) + d ! h Po(2) —+ d !
+ Ao  f® 4 Ayof = 1’“((06 ) b + _ (o O)F+F’ ,

Aio \ (hoe) + dy) (hoeto() 4 dy)

(7.4.11)
ouAy;(j=0,1, ---, k—1) sont des fonctions méromorphes définies par I’équation (|4.4.6))
au-dessus, et nous avons

A Al
Agp = All,l + Ao — ﬁAl,ly Agy = A/Lg + A1 — ﬁfh,z-
La substitution f” (2) = g5 (2) + 2, f® (2) = g4 (2) + 1, fU+D) = g (j=2,3, -+, k) dans
I’équation , nous donne
97+ Anjuorg8 D + Aggagh P o+ Avagh + Asggs = Ay (7.4.12)
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ou

Al
A2 = —A271 —Z A27() + L0

A

! A ! Al
= — A12+A11——A12 -z A11+A10——A11

(hoe™)" o\ o [ (oe™)
(e (-

!/

Ao

A

Ao [ (hoe™)’ , (hoe™)’ N\
+2L F-F |+ |-~ LF+F
Aqp ( (hoet®) (hoe™)

1
=T A [A,LQALO + A4
1,0

, (o) (hoe™) )
_ALO <WF - F — Al,g —WF + F .

Nous avons

— All,OAlaQ + z A/1,1A170 + z A%,O —

P/
A171 = (h2€P2)/ + h16P1 - <hoe 0) h26P2,

Ap = (hBGPs), + hge™ —

(hoe™)’
(hoet®)

Par conséquent

A10= < oy

A, =

Lz = hoePO (
et

, 1

1,0 (hoepo)2

(ho@ '
(hOGPO)

")

(hoe™®)
(hoe™)

(hoet®)

P3
h3€ s

F—F =H, (p(H)<n).

(h2 2P0 4 () Po+P1)

(1) P0+P2 —|—Oé(2) P0+P1)

)

2
o P0+P2+a§%6P0+P3>

(3m 1 stene)
1

> (81
1

2 (5& %e

2Py+P. 2) 2Py+P
e 0+ 2_{_657%6 0+ 1)

Y

Y

2Py+ P +ﬁ§2%e2Po+P3>

/
F— F) — H

/
F+F’>

!
z AjgA1n

(7.4.13)
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NN ! . , C e X P

ou agj)-, BEJ) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur & n, écrites sous la forme
) e o . PR

d’une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hy, h;,, P;. De (7.4.13)

nous avons

A2 = —;3 [Zh8€5po + Ble4P° + B2€4P0+P1 + B3€4P0+P2 + B4€4P0+P3
Al,O (hoePO)

+B5€3PO+P1 + 36€3P0+2P1 + B7€3P0+P1+P2 + 3863P0+P1+P3]

ZB@

ou G, sont des polynoémes définis comme ci-dessus et By = zh) £ 0, B; (j =1,2,---,8) sont

Al 0 hoBPO

des fonctions méromorphes d’ordre fini inférieur a n, écrites sous la forme d’une somme
de multiplications des termes constitués par les fonctions z, h;, h;, P/(i = 0,1,2,3). Nous
certifions que A, # 0. Puisque ag, # ajn (j =1,2,3), a1, # 2a0n, a1n + a2y # 2ag, et
ai, + as, # 2ag,, alors nous avons deg(bPy — 4P)) = deg Py = n, deg(bPy — 4P, — P,) =
deg(Py— P1) = n, deg(bPy — 4Py — Py) = deg(Py — P2) = n, deg(bPy — 4Py — P;) = deg(Py —
Ps) =n,deg(bPy—3Py,—Py) = deg(2Py,— P1) = n, deg(5P—3Py—2P;) = deg(2Py—2P;) = n,
deg(5Py—3Py— P, — ) = deg(2Py— P, — B,) = n, deg(5P0—3P0—P1 — Py) = deg(2Py— P, —
P3) = n. Par conséquent deg (57 — G;) =n (j =1,2,--- ,8) et p(B;) <n (j =0,1,---,8).
D’apres le Lemme 7.2.7 et le fait By = z h§ # 0, nous avons A, # 0. Nous utilisons le Lemme
7.2.8 a I’équation ([7.4.12)) au-dessus, nous obtenons

Mg2) =A(f"=2)=7(f") =p(q) = p(f) = +o0.



Chapitre 8

Sur la croissance et les zéros des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires homogeénes et
non homogeénes d’ordre supérieur

8.1 Introduction et résultats

Dans [46], Kwon a étudié la croissance des solutions des équations différentielles linéaires du

second degré et a obtenu le résultat suivant.

Théoréme A. Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens{|z|: z€ H} > 0 et
soient A (z), B (z) deux fonctions entiéres telles que pour les constantes o (> 0), 5 (> 0) ,on

A () <exp {o1) 21"}
et
B(:)] > exp {(o(1) + 1) |’}

ou z — oo pour z € H. Alors, chaque solution f # 0 de ’équation
f"+AR) f'+B()f=0 (8.1.1)

est d’ordre infini et p, (f) > 5.

Dans [23], Chen et Yang ont étudié la croissance des solutions de ’équation (8.1.1)) et

ont obtenu.



8.1 Introduction et résultats 123

Théoréme B. Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens {|z| : z € H} > 0 et soit

p(A) < p(B) =0 < +00 tel que pour une constante C' (> 0) et pour tout € > 0, on a
[A ()] <exp{o(1)[2]" "}
et
B (2)] 2 exp{(o(1) +1)C'|2|""}

ol z — oo pour z € H. Alors, nous avons, chaque solution f de I’équation (1.1), est d’ordre
infini et py (f) = p(B).

Ces résultats ont été améliorés par Belaidi [6] [7] en considérant des conditions plus générales
aux équations différentielles linéaires d’ordre supérieur avec des coefficients des fonctions
entieres. Récemment, Y. Chen [70] a étendu les résultats précédents en étudiant les zéros et
la croissance des solutions méromorphes de 1’équation et de I’équation non homogéne
f"+AQR)f'+B(2)f =F ou A(z), B(z) sont des fonctions méromorphes.

En ce chapitre, nous considérons les équations différentielles linéaires homogénes et non

homogenes
k—1
£ ZAjf(j) +Agf =0 (k>2), (8.1.2)
j=1
k—1
F®) 4 ZAJ'f(j) +Aof =Ap (k=2), (8.1.3)
j=1

ou Aj(z) j=0,1,---,k (Ag # 0 et Ay # 0) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini.
nous étudierons les zéros et la croissance des solutions méromorphes d’équations et
, nous améliorons les résultats de Yu Chen considérablement et nous donnons deux
corollaires dans le cas p = max{p (4;) j=1,2,--- ,k} < p(Ao) =0 < 3.

Théoréme 8.1.1 Soit H C [0, +00) un ensemble de mesure linéaire infinie, et soient A; (z) (j =
0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des constantes positives
o >0, a>0 telles que p = max{p(4;), j=1,2,--- k= 1} < o, et |Ag (2)| = € pour
|z| =r € H, r — +oo tel que p(Ag) < +o0o. Alors, chaque solution méromorphe f % 0 de

léquation (8.1.2)) satisfait

w(f)=p(f) =+oc et p,(f) 20
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En outre, st A ( ) < 400, alors

i
o < py(f) < p(Ao).

Remarque 8.1.1 Nous pouvons prouver les mémes résultats dans le Théoréme 8.1.1, en
mettant H C [0, +00) un ensemble de densité supérieure positive (ou en mettant H C [1,400)
un ensemble de densité logarithmique supérieure positive) (ou en mettant H C [1,4+00) un

ensemble de mesure logarithmique infinie) au lieu de H un ensemble de mesure linéaire infinie.
(voir le Lemme 8.2.13).

Théoréme 8.1.2 Soit H C [0,+00) un ensemble de densité supérieure positive, et soit
Aij(z) (j =0,1,--- k) (Ax # 0) des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des
constantes positives o > 0, a > 0 telles que p = max{p(4;) j=1,2,--- ,k} < o, et
|Ag (2)] = e ot |z| = r € H tel que p(Ag) < +oo. Alors, chaque solution méromorphe
f avec A (%) < o de l’équation est d’ordre infini et

MO =2 =p(f) =40 . X(f)=X(f)=p(f)
En outre, si \ (%) <min{u(f),o} alors py (f) < p(Ao).

Corollaire 8.1.1 Soient A; (z) j =0,1,--- ,k des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant

un nombre fini de poles telles que p = max{p(4A;) j=1,2,-- k} < p(Ay) =0 < % et

Ag #Z 0. Alors, chaque solution méromorphe f % 0 de l’équation satisfait 2
p(f)=p(f)=+oc et py(f) = 0.
En outre, chaque solution méromorphe f de l’équation satisfait
MO =AM =p(f)=+00, Xa(f) =X (f)=p:(f)
et si A G) < (f) alors ps (f) < p(Ao) .

Corollaire 8.1.2 Soient A; (z) j=0,1,---,k des fonctions méromorphes d’ordre fini telles
que A(,%O) < p(Ao) < p(Ao) =0 <3, p=max{p(4;) j=1,2,-- k} < o et A, Z0.
Alors, chaque solution méromorphe f Z 0 de ’équation (8.1.2)) satisfait

u(f)=p(f)=-+oc et py(f) =o0.

En outre, supposons que tous les poles de f sont d’une multiplicité uniformément bornée.
Alors, chaque solution méromorphe f de l’équation (8.1.3|) satisfait

AH) =2 =p(f) =+, X(f)=(f)=p(f)

et siA(%) < w(f) alors py (f) < p(Ao).
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8.2 Lemmes préliminaires

Lemme 8.2.1 [3]] On suppose que [ est une fonction méromorphe transcendante. Soient
a > 1 et e > 0 deux constantes. Alors, il existe un ensemble Ey C [0,+00) de mesure
logarithmique finie et une constante ¢ > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ Fy,

nous avons
< c[T (ar, f)rélogT (ar, f)) j e N (8.2.1)

Lemme 8.2.2 [2()] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < +o0. Alors,
pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =71 ¢ [0,1] U Ey,r — +00, nous avons
|f (2)] <exp {r"*}. (8.2.2)

Lemme 8.2.3 [16] Soit f (2) = g(z) /d(z) une fonction méromorphe, ot g (z) et d(z) sont
des fonctions entiéres telles que

1
S

Soit z le point avec |z| =r au quel |g (2)| = M (r,g) et v, (r) dénote U'index central de g (z) .

1(g) =1 (f) = 1< plg) = p(f) < +o0, A(d) = p(d) =A( ) —Ben (823

Alors, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique Ilm (Ey) < 400, tel que

pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1] U By, nous avons

P (WY o o
e _( . ) (1+0(1) (n>1). (8.2.4)

Lemme 8.2.4 [23] Soit g (z) une fonction entiére d’ordre infini, avec le hyper-ordre py (g) =

o, et v (r) dénote l'index central de g. Alors,

log1
lim sup 22187 (1) _ (8.2.5)
00 log r

Lemme 8.2.5 [50)] Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini. On dénote M (r,g) =
max{|g ()| : |z| = r}, alors pour tout nombre A > 0 suffisamment grand, et tout r €
Hy C (1,40), on a

M (r,g) > ¢ exp{car}, (8.2.6)

ot Ilm (Hy) = +00 et c1,co sont des constantes positives.
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Lemme 8.2.6 Supposons que k > 2 et ho,hy, -+ ,hy (ho Z 0) sont des fonctions méro-
morphes d’ordre fini. Soit p = max{p(h;) :j=0,1,2,---  k} < +oo et soit f une solution

méromorphe d’ordre infini de l’équation
FO 4y fE D 4 by f =Ry, (8.2.7)

telle que A (%) =p < u(f). Alors, py (f) < p.

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe d’ordre infini p (f) = +oo de

I’équation (8.2.7)). Nous pouvons récrire (8.2.7)) sous la forme
(k) Pl (s)
T2V < ol + 3l |2
s=1

¥ f
Par le théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = i)

_|_

hi
7l

ou g (z) et d(z) sont des fonctions entiéres telles que

1 (f)=pn(g) <p(f) =plg) = +oo, Md) = p(d) = A1/f) < u(f)
et

p2(f) = p2(9)-

Par le Lemme 8.2.3, il existe un ensemble E; C (1,400) de mesure logarithmique finie, tel
que pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U Ey au quel |g (z) | = M(r, g), nous avons

F(2) _ (vy(r)
f(2) _( z

)n (1+0(1) (n>1). (8.2.9)

Puisque p (hy (2)d (2)) < p; = max{u, p}, alors par le Lemme 8.2.2, pour tout ¢ > 0 il
existe un ensemble F; C (0,+00) de mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel
que

e (2)d (2)] < e (8.2.10)

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, r — +4o00. D’autre part, par le Lemme 8.2.5
et pour un nombre A > p; suffisamment grand, il existe un ensemble Hy C (1,+00) avec

Im (Hy) = 400 et ¢1,c2 deux constantes positives tels que pour tout r € Hy

M (r,g) > crexp{cor’}, (8.2.11)

de (8.2.10) et (8.2.11)), pour tout € ou 0 < € < A\ — p; et pour tout z satisfaisant |z| = r €

Hy—[0,1]U Ey, 1 — 400 au quel |g (2)| = M (r, g) , nous avons

hy (2) _ ’d (2) hy (2)
f(2) 9(2)

67431 +e

— 0. (8.2.12)

- Cleczr)‘
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Puisque p = max{p (h;) : j = 0,1,2,...,k} < +o0, alors par le Lemme 8.2.2, il existe un

ensemble F; C (0, +00) de mesure logarithmique finie tel que

h| <e”™  j=01,..,k (8.2.13)

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, r — +o00. En substituant (8.2.9), (8.2.12)) et

(8.2.13)) dans ({8.2.8)), nous obtenons pour tout z satisfaisant |z| =r € Hy — [0,1] U Ey U Ey,
(r — +00) au quel |g (2) | = M(r, g),

k k—1
|1 + 0(1)| S eer+E + Zerp+8

s=1

vy(r)

2ar) o) +0(1).

Ainsi nous obtenons
g (M)[* 11+ 0(1)] < (k + 1) 75" [uy ()" 11+ o(1)],

par conséquent
g (r) |1+ o(1)] < ke™ " r* |1 4 o(1)]. (8.2.14)

Alors, par le Lemme 8.2.4, nous obtenons de (8.2.14) que py(f) < p+e.
Puisque ¢ (0 < € < A — p) étant arbitraire, nous obtenons p,(f) < p. U

Lemme 8.2.7 [1]]] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre p ot 0 < p(f) < %, et soit € > 0

une constante. Alors, il existe un ensemble H C [0,+00) avec densH > 1 — 2p tel que pour

tout z satisfaisant |z| = r € H, nous avons
|/ (2)] = exp (r777) . (8.2.15)

Lemme 8.2.8 [16]/ On suppose que h(z) est une fonction méromorphe avec A (%) < u(h) <

p(h) = o < 3. Alors, pour tout e > 0, il existe un ensemble H C (1,400) d’une densité

logarithmique supérieure positive, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € H, nous avons
|h(2)] = exp [(1+0(1)r7 ] . (8.2.16)

Lemme 8.2.9 [/8] Soit g (z) une fonction entiére non constante d’ordre fini. Alors, pour

tout € > 0, il existe un ensemble Hy C (0,400) avec densH; =1 tel que
M (r,g) > exp [r"9)] (8.2.17)

pour tout z satisfaisant |z| =r € Hj.
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Lemme 8.2.10 [20] Soient A;, F (F#0) (j=0,1,2,--- ,k—1) des fonctions méro-

morphes d’ordre fini. Si f (z) est une solution méromorphe d’ordre infini de [’équation
FO+ A f& D Aff + Aof = F,

alors f satisfait

M) =A(f) =p(f) = +oo. (8.2.18)

Lemme 8.2.11 [/7] Soit P (z) = a,2" + ap_12""' + -+ + a12 + ap avec a,, # 0 (n € N¥)
un polynéme non constant. Alors, pour tout € > 0, il existe R = R (g) > 0 tel que pour tout

z, |z| =1 > R, nous avons
(1 —¢)|a,|r" < |P(2)] < (14 ¢€)]|a,|r". (8.2.19)

Lemme 8.2.12 Soit H C [0,+00) un ensemble d’une mesure linéaire infinie, et soient
hij(z) j = 0,1,--- .k (hg # 0) des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des
constantes positives o > 0, a > 0 telles que |hg (2)| = e pour |2| = r € H — [0,1];
r — +4oo, et p = max{p(h;) j=1,2,--- ,k} < o. Alors, chaque solution méromorphe
f # 0 de l’équation

k—1
FO LS i fD fhof =hy  (k>2), (8.2.20)
j=1
est transcendante et satisfait p (f) > o.

Preuve. Assumons que p(f) < 0.De (8.2.20) , il s’ensuit que

hy,  f™ Zh f(j)_

P > i = ho (8.2.21)

Puisque p(h;) < o (j=1,2,...,k) et p(f) < o, Alors, de (8.2.21) nous obtenons que
l'ordre de croissance de hy est p; < max{p, p(f)} < o. par le Lemme 8.2.2, pour tout

k—1

hy  f®

e(0<e<o—p)

il existe un ensemble F; C (0, +00) de mesure linéaire finie tel que
ho| < e (8.2.22)

pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U Ey, r — +00.
De I'hypothése du Lemme 8.2.12, il existe un ensemble H avec m (H) > 0, et il existe des

constantes positives ¢ > 0, a > 0 telles que

|ho (2)] > " (8.2.23)
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pour tout z satisfaisant |z| =r € H; r — +oc.

Par (8.2.22) et (8.2.23), nous concluons que pour tout z satisfaisant |z| =r € H—[0,1]U Ey;

r — 400, NOUS avons

o p1te
ear < 67’

et puisque € (0 < e < o — p;) c’est une contradiction pour » — +oo. En conséquence, toute
solution méromorphe f # 0 de I’équation ({8.2.20)) est transcendante et satisfait p (f) > o. O

Lemme 8.2.13 Soit H un ensemble de nombres réels positifs et x4 (t) la fonction caracté-

ristique de l’ensemble H. Alors, pour tout H C [1,+00) nous avons

i) Silm(H) = +oo alors m (H) = +oo0.
ii) SidensH > 0 alors m (H) = +o0.

iii) Si log densH > 0 alors Im (H) = +o0.

Preuve. 1) Puisque nous avons XET(t) < xg (t) pour tout t € H C [1,+00) alors

m(H)>1lm(H).

Nous pouvons facilement prouver les résultats ii) et iii) par I’application de la définition de

la limite et les propriétés im (H N [1,7]) <Im(H) et m (H N[0,7]) <m (H). O

8.3 Preuve du Théoréme 8.1.1.

Soit f # 0 une solution méromorphe de ({8.1.2)). De (8.1.2), il s’ensuit que

k-1 ,

f(J)

+ ) 14 N
=1

Par le Lemme 8.2.12 f est transcendante, par 'utilisation du Lemme 8.2.1, il existe un

(k)
| Ap| < ’fT

. (8.3.1)

ensemble Ey C (0,400) de mesure linéaire finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢
[0, 1] U Ejy, nous avons

)
’fT <rT 2 ), j=1,2,-- k. (8.3.2)

Par le Lemme 8.2.2, pour tout € > 0, il existe un ensemble E; C (0, +00) de mesure linéaire

finie et de mesure logarithmique finie, tel que

rpte

A < j=1,2, k-1 (8.3.3)
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pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0, 1JUE}, r — 400. En outre, par I'hypothése du Théoreme
8.1.1, il existe un ensemble H avec m (H) = 400, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € H;

r — 400, NOouS avons

ar?

1Ay (2)] = ¢ (8.3.4)

Par conséquent, il s’ensuit de (8.3.1), (8.3.2)), (8.3.3)) et (8.3.4) que pour tout z satisfaisant
|z| =r € H—10,1] U EyU Ey; 7 — +00, nous avons

k—1
earc’ g rT (27’7 f)2k + Z€TP+E7“T (27” f)Qk

j=1
< krT (2r, ) e,
d’ou
=0 kT (2r, ). (8.3.5)

Par conséquent, par (8.3.5)), nous trouvons

n(f)=p(f)=+0c et py(f) =0 (8.3.6)

En outre, si A(1/f) < +oo et p(Ag) =B (8 = o), alors f est une solution méromorphe avec

p(f) =1 () =+00, A(3) < p(f) et p=max{p(4)) j=0,1,+ .k —1} = § < +oo. Pax
le Lemme 8.2.6, nous obtenons

pa(f) < B (8.3.7)

Par (8.3.6) et (8.3.7), nous concluons que

o < py(f) < p(Ao).

8.4 Preuve du Théoréme 8.1.2.

Soit f une solution méromorphe de (8.1.3). Supposons que p (f) < 4o0. il s’ensuit de (8.1.3))

que

. (8.4.1)

(k) ()
i< |7 FlelF

k—1
+ ) 141
=1

Par le Lemme 8.2.12 f est transcendante avec p (f) > o. Par 'hypothése A (%) < o et parle

théoréeme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = %, ol
g (2) et d(z) sont des fonctions entieres, avec A(d) = p(d) = AN(1/f) < o, p(f) = p(g) = 0.

Par conséquent

f(z)

_ ‘d(Z) A (2)
g(z) |

(8.4.2)
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Par le Lemme 8.2.9, pour tout ¢ (0 < e < p(f)), il existe un ensemble H; C [0, +00) avec
densHy = 1, tel que
M(r,g)ze" (8.4.3)

pour tout z satisfaisant |z| = r € Hy. Par (8.4.3), pour tout z satisfaisant |z| € H; au quel
lg (2)| = M (r,g), nous obtenons
9 (2)] = 1. (8.4.4)

Alors, par (8.4.2) et (8.4.4]), nous avons

A ()
(2)

Ona p(d(z) Ai(2)) < o et notons p; = max{p(4,), p(d):j=1,2,--- ,k} < 0. Par consé-

< Jd(2) Ax (2)]

quent, en utilisant le méme raisonnement comme dans la preuve du Théoréme 8.1.1, pour
tout € (0 < e < o — p,) il existe un ensemble Hy = H N Hy C [0, +00) de densité supérieure
positive tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € Hy — [0,1] U Eq U Ey, 1 — 400, au quel

lg (2)| = M (r,g) , nous avons

(4)
‘fT érT(Zr,f)%,j:l,Q,---,k:, (845)
A .
fa < (5.4.6)
|A]‘ gerlerE’ ]:172a 7k_17 (847)
Ao (2)] = & (8.4.8)

De (8.4.5)), (8.4.6), (8.4.7)), (8.4.8), (8.4.1)) et pour tout z satisfaisant |z| =r € Hy — [0,1] U
EyUE,), r — 400, au quel |g (2)| = M (r, g) , nous avons

k-1
e < rT (2r, ) + ZemﬁrT 2r, f)F + e

j=1
< (k+1)rT (2r, ) e,
d’ou
oo krT (2r, f)%’ r— 400. (8.4.9)
Par conséquent, par (8.4.9), nous avons p (f) = +oo. C’est une contradiction, d’ou p(f) <

+o0 n’est pas juste. Par conséquent, nous concluons que p (f) = +oo. Maintenant, supposons
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que f est une solution méromorphe de I'équation (8.1.3), alors f est d’ordre infini. Par

conséquent par le Lemme 8.2.10, nous obtenons

M) =A(f) = p(f) = +oo.

Nous connaissons que les zéros de f se produisent de ’ensemble des poles de A; j =
0,1,--- ,k — 1 ou 'ensemble des zéros de A, et si f a un zéro zy d’ordre m, m > k, alors

Ay doit avoir un zéro & zg d’ordre m — k. Par conséquent, nous obtenons par A # 0 que

N (r, %) < kN (7‘, %) + N (7“, Aik) + kiN (r, A;). (8.4.10)

J=0

D’autre part, (8.1.3) peut étre réécrite sous la forme

1 R LI i6)
S= ) A+ A
oA S 2 ro

Ainsi, nous obtenons

m <r, %) <m (r, Aik) + }iém (r, A;) + Zk:m (r, %) +0(1). (8.4.11)

j=1

Par (8.4.10)) et (8.4.11)), nous avons
1 1 1) |
T(r,~)<EN|(r,=|+N(r,— ]+ N(r A,
() () o () e

+m (7“, Aik) + kim (r, A;) + im (7", %) +0(). (8.4.12)

J=0

Par (8.4.12)) et par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble E de mesure linéaire finie tel que pour tout r ¢ [0, 1] U E, nous avons
1
r0.f) = 1(n3)+00)

< kN (r, %) +T <r, Aik) + iT (r, A;) + Clog (rT (r, f)) + O (log (1)) ,

d’ou

> + > T(r,A;) + Clog (rT (r, ) (8.4.13)
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ol C' est une constante positive. Puisque pour tout ¢ > 0 et r suffisamment grand, nous

avons

ClOg (TT (7”, f)) < %T (Tu f) 9 T (7‘, AJ) < TBJ’_EJ j - 07 17 T 7k7 (8414)

ou 3 = p(Ag) > o. Alors, pour r ¢ [0,1] U E et r suffisamment grand et par 'utilisation de
(8.4.14]), nous concluons de (8.4.13]) que

T(r,f) <kN (7“, %) + (k+ 1)7‘6+E + %T(T, f).

Ainsi, nous obtenons

T (r, f) < 2kN (r, %) +2(k+1)rPt= (8.4.15)

Par conséquent, par (8.4.15|), nous obtenons

alors

X (f) =X (f)=p(f). (8.4.16)
En outre, nous avons A (%) < pu(f)et p(Ag) =B (B = o), alors f est une solution méro-

morphe avec p (f) = +o0, A (%) <p(f)etp=max{p(4;) j=0,1,--- k—1} =5 < +oo.
par le Lemme 8.2.6, nous obtenons
po(f) < 5. (8.4.17)

8.5 Preuve du Corollaire 8.1.1.

Puisque Aj est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles et p(Ag) = o, alors

par théoréme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire Aq sous la forme Aq (2) =

B(z)
P(z)’

Par conséquent, par le Lemme 8.2.7 et le Lemme 8.2.11, pour tout ¢ (0 < e < ), il existe

oul B (z) est une fonction entiere avec p(Ag) = p(B) = o et P(z) est un polynome.

un ensemble H C [0,+00) avec densH > 1 — 20 > 0 (par le Lemme 8.2.13 nous avons

m (H) = 400) et constantes positives ¢ > 0, m > 0 telles que

—€

|B (2)| = e” et |P(z)|<ca™ (8.5.1)
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pour tout z, |z| =r € H et r — +oo. Par conséquent

TU_E

B(z)| _e -2
Ao (2)] = >e"
[4o (=) ‘P(z) ~oem T
Puisque A; (j =0,1,--- , k) sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles et
les poles de f peuvent seulement se produire de I’ensemble des poles des A; (7 =0,1,--- k),

alors f doit avoir un nombre fini des poles. par conséquent, A (%) = 0. Alors, pour tout ¢

avec 0 < 2e < 0 — p, nous avons (?7) et

p=max{p(4;) j=1,2,--- k} <o —2¢ (8.5.2)

et nous avons toute solution méromorphe f # 0 de (8.1.2) ou ({8.1.3)) satisfait

A (%) <o 2. (8.5.3)

Alors, par (?7?), (8.5.2) et (8.5.3), en appliquant le Théoréme 8.1.1 & 'équation (8.1.2), nous
trouvons que chaque solution méromorphe f # 0 de 'équation (8.1.2)) satisfait

p(f)=p(f)=+oo

et
o -2 < py(f) <o

Puisque ¢ (0 < 2¢ < 0 — p) étant arbitraire, nous obtenons

pa(f) = 0.

En outre, avec 'application du Théoréme 8.1.2 a ’équation (8.1.3)), nous trouvons que chaque
solution méromorphe f de 'équation ({8.1.3)) satisfait

M =A() =p(f) =+o0, X (f) =X (f) = p(f).

et sb\(%) < (f) alors py (f) < p(Ay).

8.6 Preuve du Corollaire 8.1.2.

Puisque Ay est une fonction méromorphe avec A (A%;) < 11 (Ao) < p(Ag) = o < 3, alors par le
Lemme 8.2.8, pour tout ¢ (0 < € < ¢), il existe un ensemble H C (1, +00) avec log densH > 0

(par le Lemme 8.2.13 nous avons m (H) = +00) tel que pour tout z, |z| = r € H, nous avons

Ao (2)] = el ot (8.6.1)
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Evidemment, les poles de f se produisent de 'ensemble des poles des A (j=0,1,--- k),
notons que tout les poles de f sont de multiplicité uniformément borné, par conséquent, de

A (ALO) <ocetp=max{p(4;) j=1,2,--- ,k—1} < 0, nous avons \ G) < 0. Donc, pour

tout € avec 0 < € < min {a —p, 0—A <l>} , nous avons (6.1) et

!
p=max{p(4;) j=12,--- k}<o—c¢ (8.6.2)
et
A G) <o—e. (8.6.3)

Alors, par (8.6.1), (8.6.2) et (8.6.3) et avec l'application du Théoréme 8.1.1 & I’équation
(8.1.2)), nous trouvons que chaque solution méromorphe f # 0 de I’équation (8.1.2)) satisfait

et
o—egpQ(f)ga.

Puisque ¢ (< € < min {a —p, 0— A (%) }) étant arbitraire, nous obtenons

pa(f) =0

En outre, par 'application du Théoréme 8.1.2 a I’équation (8.1.3)), nous trouvons que chaque
solution méromorphe f de I’équation (8.1.3)) satisfait

MO =2 =p(f) =400, X(f)=X(f)=p(f).

et siA(%) < (f) alors py (f) < p(Ay).



Chapitre 9

Sur la croissance et les zéros des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires homogeénes et
non homogénes du second degré

9.1 Introduction et résultats

Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens{|z|:z € H} > 0. Pour 'équation

différentielle linéaire du second degré
P AR F+BGE)f=F (), (9.1.1)

ou A(z), B(z) sont des fonctions entiéres.

Kwon [46] a montré que si |4 (2)] < exp{o(1)|2|"} et | B (2)| = exp{(o(1) + 1) ar|z|°}
quand z — oo pour z € H, oi o, § > 0 deux constantes, alors chaque solution f # 0 de (9.1.1])
avec I’ = 0 est d’ordre infini et p, (f) = . Dans [23] Chen et Yang ont étudié la croissance des
solutions de I’équation non homogene (F est une fonction entiere avec F' # 0), ils ont
prouvé que si p (4) < p(B) =0, p(F) < +oo et pour tout € > 0, |A(2)] < exp {0 (1) |2|” °}
et |B(2)] = exp{(o(1)+1)C 2| "} quand z — oo pour z € H, ou C' > 0 une constante
réelle, alors chaque solution f de (9.1.1]), est d’ordre infini et Ay (f) = p, (f) = o avec au plus
une solution exceptionnelle fy satisfaisant p (fy) < o. Belaidi [6], [7], a amélioré les résultats
de Kwon [46] et de Chen et Yang [23], avec des conditions plus générales sur les coefficients
entieres d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur.

Dans ce chapitre, nous considérons I’équation différentielle linéaire homogeéne et non
homogene (9.1.1)), ou A (z), B (z) et F' (z) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
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un nombre fini de podles. Nous échangerons les conditions entre A (z) et B (z), et nous étudions
les zéros et l'ordre de croissance des solutions méromorphes de 1'équation (9.1.1]). On obtient

les résultats suivants

Théoréme 9.1.1 Soit H C [0,400) un ensemble d’une densité supérieure positive, et soient
A(z), B(z) et F (2) des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles.
S’il existe des constantes positives o > 0, a > 0 telles que |A(2)| = e quand |z| =r € H,
r — 400, et p=max{p(B), p(F)} < o. Alors, chaque solution méromorphe transcendante

f de l’équation (9.1.1)) satisfait

p(f)=+oo et py(f)<p(A).

Théoréme 9.1.2 Soit H C [1,4+00) un ensemble d’une densité logarithmique supérieure
positive, et soient A(z), B(z) et F'(z) # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un
nombre fini de péles. S’il existe des constantes positives o > 0, a > 0 telles que |A (2)] > >
quand |z| = r € H, r — 400, et p = max{p(B), p(F)} < o. Alors, chaque solution
méromorphe transcendante f de ’équation satisfait

et

Corollaire 9.1.1 Soient A(z), B(z), F (z) des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
un nombre fini de poles telles que p = max{p(B), p(F)} < p(A) =0 < L. Alors, chaque
solution méromorphe transcendante f de l’équation (9.1.1) satisfait

p(f)=+oc et py(f) <o.

En outre, si F'(z) # 0, alors chaque solution méromorphe transcendante f de l’équation
(9.1.1)) satisfait

et
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9.2 Lemmes préliminaires

Lemme 9.2.1 [3]] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p, et soit
e > 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarith-
mique finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| ¢ Eo U [0,1], et pour tout k, j, 0 < j < k,

nous avons

(k) A
‘f (Z) < |Z|(k—])(p—1+£) ‘ (921)

fo (z)

De méme, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout z = re’

0

avec |z| suffisamment grand et 6 € [0,27)\ E1, et pour tout k, j, 0 < j < k, U'inégalité (9.2.1)

est vérifiée.

Lemme 9.2.2 [20)] Soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < +o00. Alors,
pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1]U Es,r — 400, nous avons

|f (2)] <exp {r’*}. (9.2.2)

Lemme 9.2.3 [J] Soit P (2) = 2" + an12" ' + -+ + a1z + ag avec a, # 0 (n € N*) un
polynéome non constant. Alors, pour chaque € > 0, il existe R = R (g) > 0 tel que pour tout

z, |z| =7 > R, nous avons
(1 —¢)lan| " <|P(2)] < (1 +¢)|a,|r". (9.2.3)

Lemme 9.2.4 [3] Supposons que k > 2 et Ay, Ay, Ag, -+, Ap_1, F (Ao # 0) sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles. Soit
p—max{p(A;) (j=0,1,- k—1), F},
et soit f (z) une solution méromorphe transcendante de l’équation
F® L A f* D o Af=F .

Alors
p2 (f) < p. (9.2.4)

Lemme 9.2.5 [3/ Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de pdles, et

SUPPOSONS que

log" |9 (2)]
B |2]°

G (2)
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est non bornée sur un certain rayon arg z = 0 avec la constante p > 0. Alors, il existe, une
séquence infinie de points z, = 1, (n=1,2,---) tendant a linfini telle que G (z,) — +00
et

f9 (2) 1
| < w7

Lemme 9.2.6 [62] Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < +o0. Supposons qu’il

(T4+o0) |zl (=0,---,5—1) quand n — +oo.  (9.2.5)

existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que log™ |f (re?) | < Mr? pour
tout rayon arg (z) = 0 € [0,27) \E, ot M est une constante positive dépend de 0, tandis que

o est une constante indépendante de 0. Alors

p(f) <o (9.2.6)

Lemme 9.2.7 [1]|] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre p ot 0 < p(f) < %, et soit € > 0

une constante donnée. Alors, il existe un ensemble H C [0,400) avec densH > 1 — 2p tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r € H, nous avons
|f ()] = exp (") . (9.2.7)

Lemme 9.2.8 [20] Soient Aj, F (F #0) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. St f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
FO+ A f& D 4 Aff + Aof = F,

alors f satisfait

M) =A(f) =p(f) = +oo. (9.2.8)

9.3 Preuve du Théoréme 9.1.1.

Assumons que f est transcendante (f’ # 0) avec p (f) < 0. De (9.1.1]), il s’ensuit que

PSSP S
fl B(Z)f/+ fl

Puisque p = max {p (B), p(F)} < o, alors 'ordre de croissance du coté gauche de 'équation

= A(2). (9.3.1)

(9.3.1) est p; = max{p(B), p(F),p(f)} < o, par conséquent p(A) < p;. Par le Lemme
9.2.2, pour tout € (0 < e < o — p;) il existe un ensemble Fy C (1,+00) de mesure linéaire

finie et de mesure logarithmique finie tel que

|A(2)] < e (9.3.2)
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pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, 7 — +o00. De ’hypothése du Théoréeme 9.1.1,
il existe un ensemble H avec densH > 0, et il existe deux constantes positives ¢ > 0, a > 0

telles que
|A(2)] = e (9.3.3)

pour tout z satisfaisant |z| =7 € H; r — +oo. Par (9.3.2)) et (9.3.3]), nous concluons que

ear” < er”1+5
d’ou

e(l—o(l))ar" <1
pour tout z satisfaisant |z| =r € H\[0,1]UEy; r — +00, ceci contredit le fait et —o(M)er”
+00. En conséquence, toute solution méromorphe transcendante f est d’ordre p(f) > o.

Maintenant, nous prouvons que p (f) = +o00. Soit f # 0 une solution méromorphe transcen-
dante de (9 . Nous supposons que f est d’ordre fini et p (f) =, nous avons p (f) =6 > o

De 1} il s’ensuit que

f F
|A| < 7 + |B| f’ ik (9.3.4)
Par le Lemme 9.2.1, il existe un ensemble E; C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si

6 € [0,27)\ E4, alors il existe une constante Ry = Ry (#) > 1 telle que pour tout z satisfaisant

argz = 0 et |z| = r > Ry, nous avons

<r?. (9.3.5)

Nous montrons que

6oy E )

|z|p+s

est bornée sur le rayon argz = 6. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors, par le Lemme

9.2.5, il existe une séquence infinie des points z,, = r,e? (m = 1,2,---) tendant & l'infini

telle que
L) | g 4o d 9.3.6
o) <(1+0(1))]|zm| quand m — +oo (9.3.6)
) log 1 (2n)
0g Zm
——— — +00. 9.3.7
™ .
De et pour toute constante positive M > 0, nous avons
1 + | £ -
o I ()| _

|Zm|p+€
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alors
1 (z)| > €M 21" quand  m — +o0. (9.3.8)

Puisque F'(z) est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, alors par le

théoreme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire F' (z) sous la forme F' (z) = %
ou 7 (z) est un polyndéme, H (z) est une fonction entiére avec p (H) = p (F'). De (9.3.8)), pour

m suffisamment grand (r,,, — +00), nous avons

[ (zm) 7 (2m) f' (2m)

ot ¢ > 0, M; > 0 deux constantes et s > degm est un nombre entier. Puisque p (H) =

s oM |z
crs eMilzm

H (Zm)

e]\41 ‘Zm|p+26

b

|/>+E

p(F) < p, alors

Q0 (Zm) I (Zm)

Par le Lemme 9.2.2; pour tout 0 < € < 0 — p il existe un ensemble Fy C (1, +00) de mesure

2
€M |Zm\p+ €

— 0 quand m — +o0. (9.3.9)

linéaire finie et de mesure logarithmique finie tel que

IB(z)] <, (9.3.10)
pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U B, 7 — +o00. Alors, par I'hypothése du Théoréme
9.1.1, il existe un ensemble H avec densH > 0, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € H;
r — 400, nous avons

|A(2)] = e (9.3.11)

En utilisant les inégalités (9.3.5)), (9.3.6)), (9.3.8), (9.3.10)), (9.3.11)) et la limite (9.3.9)), nous
concluons de I'inégalité (9.3.4) que pour tout z,, = r,e? satisfaisant 6 € [0,27) \ Ey et r,, €

H\[0,1] U Ey; r,;, — 400, nous avons

e¥m T:f + erf'jrsrm (14+0(1)4+0(1) < 37"727?€T£"+€,

d’ou

ea(lfo(l))rfn < 37,33

. . , log* | £’ .
qui est une contradiction pour m assez grand. Par conséquent, % est bornée sur le

rayon arg (z) = 6, alors il existe une constante My > 0 telle que
|f/ (2)| < €M2 |z|Pte
sur le rayon arg (z) = 6. Donc

@IS @+o@)r|f () < e,
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par conséquent
If (2)] < M2 (9.3.12)

Puisque A, B et F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles et les poles
de f peuvent seulement se produire de I’ensemble des poles de A, B et F', alors f (z) doit
avoir un nombre fini de poles. Par conséquent, par le théoréme de factorisation d’Hadamard,
nous pouvons écrire f sous la forme f(z) = 38
fonction entiere avec p(g) = p(f) = 0. De (9.3.12), nous avons
'g (2)
d(2)

o d(z) est un polynome et g (z) est une

My ret2e
<e

sur le rayon arg (z) = 0. Alors
9 (2)] < |d(2)] M2 ™ ApmeMa

sur le rayon arg (z) = 6, o A > 0 est une constante et m > degd (z) est un nombre entier.
Par conséquent
g (z)| < M2 (9.3.13)

sur le rayon arg (z) = 6. Alors, pour tout 6 € [0,27)\Ey, ou E; C [0,27) est un ensemble
de mesure linéaire nulle, pour tout |z| = r suffisamment grand, nous avons . Alors,
par le Lemme 9.2.6, nous obtenons p(g) < p+ 3¢ < o pour € > 0 assez petit, c’est une
contradiction avec p(g) > o. Par conséquent, chaque solution méromorphe transcendante f
de doit étre d’ordre infini. Puisque p(A) > o et p = max{p(B), p(F)} < o, alors,

par l'utilisation du Lemme 9.2.4, nous obtenons

P2(f)<ﬁ‘

9.4 Preuve du Théoréme 9.1.2.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (9.1.1)). Alors, par
le Théoréme 9.1.1 f est d’ordre infini. Par conséquent, par F' Z 0 et le Lemme 9.2.8, nous

obtenons
M) =A(f) = p(f) = +oo.
Nous savons que si zg est un zéro de f d’ordre m (m > 2), et A(z), B(z) sont analytiques

au point zg, alors zy doit étre un zéro de F' (z) d’ordre m — 2. Par conséquent, nous obtenons
par ' # 0 que

N (r, %) < 2N (r, %) + N (r, %) + N (r,A)+ N (r,B). (9.4.1)
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D’autre part ((9.1.1) peut étre réécrite sous la forme
1 " !/
7 77
FoFLf f
Ainsi
1 1 2 Ji
m (T, ?> <m (7“, F) +m(r,A) +m(r,B) + Zm (7“, 7) +0(1). (9.4.2)
j=1
Par conséquent, par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3)), il
existe un ensemble F de mesure linéaire finie tel que pour tout r ¢ F, nous avons

@)
m ( fT) — (og (T (1)) (j=1,2).

Par (9.4.1)) et (9.4.2)), nous avons

T(r,f)zT( })JFO() N(

+m( ;)—km(rA )+ m (r, B) + i ( .)+O(1)<2N(r,%)

+T(r,F)+T(r,A)+T (r,B)+ Clog (rT (r, f)), (9.4.3)

ou C' est une constante positive. Posons 8 = p(Ag) = max{p, p(Ap)}. Alors, pour tout
e > 0 et r suffisamment grand, nous avons
1
Clog (rT (r, f)) < §T (r,f), T(r,A) <" T(r,B) <r*, T(r,F) <rP*t.  (9.4.4)

D’ou pour tout r ¢ FE, r suffisamment grand et en utilisant ((9.4.3)), (9.4.4]), nous concluons

que

T (r,f) <2N <r, %) + 3rfte 4 %T (r, f),

donc .
T (r,f) <4N <7“, ?) + 6rite,

Par conséquent, nous obtenons

alors
X (f) Z X (f) 2 p2 ().
Par définition, nous avons A; (f) < p, (f), donc

Az(f)zx2(f>zﬂ2(f>-

Du Lemme 9.2.4, nous obtenons
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9.5 Preuve du Corollaire 9.1.1.

Puisque A est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles et p(A) = o, alors par

le théoreme de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire A sous la forme A (z) = I;((j)),

o K (z) est une fonction entiére avec p(A) = p(K) = o et P(z) est un polyndome. Par
conséquent, par le Lemme 9.2.3 et le Lemme 9.2.7, pour tout £ (0 < e < o), il existe un
ensemble H C [0, 4+00) avec densH > 1 — 20 > 0, et deux constantes positives ¢ > 0, m > 0

tels que

o—¢€

K (2)| =2 e, (9.5.1)
|P(2)] <er™ (9.5.2)

pour tout z, |z| = r € H et r — +o0. Par conséquent

T07€

V4 €

r072€

e

|A(2)] = ‘I;(( )> > > (9.5.3)

Z crm

Puisque p = max {p(B), p(F)} < o, alors pour € donné avec 0 < 2¢ < o — p, nous avons

F53) et

p=max{p(B), p(F)} <o —2e. (9.5.4)

En appliquant le Théoréme 9.1.1 pour 'équation (9.1.1)), nous trouvons que chaque solution
méromorphe transcendante f de I’équation (9.1.1)) satisfait

p(f) = +o0 et p,(f) <o (9.5.5)

En outre, par l'utilisation de (9.5.5)) et le fait F' # 0, nous concluons du Théoréme 9.1.2 que
chaque solution méromorphe transcendante f de I’équation (9.1.1)) avec F' # 0 satisfait

et
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