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Introduction

Une des plus grandes branches dans l�analyse mathématique est la « théorie des fonctions

» . Cette branche des mathématiques avait été illustrée par Emile Picard, Jacques Hadamard,

Emile Borel,... . Puis la théorie des fonctions entières ou méromorphes d�une variable complexe

avait été a¢ née par Gaston Julia, Georges Valiron,... . Le livre de R. Nevanlinna [53], parut

en 1929 sous le titre « Le théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes

» , fait date dans l�histoire de la théorie des fonctions méromorphes, dans lequel il introduit la

fonction caractéristique T (r) « fonction de croissance » d�une fonction méromorphe. Cette

nouvelle notion nous apprend que la théorie des fonctions entières peut s�étendre aux fonctions

méromorphes, une remarquable extension pour des fonctions ayant des pôles.

La fonction caractéristique joue un rôle décisif dans la théorie des fonctions où l�intérêt

se concentra sur les problèmes de la distribution des valeurs des fonctions. Depuis quatre

décennies, cette théorie est devenue un outil indispensable dans l�étude des propriétés des

solutions des équations di¤érentielles complexes, en particulier la croissance et l�oscillation

des solutions.

Notre travail dans cette thèse est consacré sur l�étude de la croissance des solutions

méromorphes des équations di¤érentielles linéaires dans le plan complexe. Des nouveaux

résultats porteront sur l�ordre de croissance, l�hyper ordre, l�exposant de convergence des

zéros et les points �xes des solutions.

A�n que le lecteur puisse comprendre notre recherche, nous proposons ce point historique

sur la théorie de Nevanlinna et notre motivation de recherche.

0.1 Historique sur la théorie de Nevanlinna.

Il est particulièrement important d�étudier le nombre n (r; a; f) des racines de l�équation

f (z) = a et de leur distribution dans un disque jzj 6 r (r > 0), chaque racine étant comptée

avec sa multiplicité appropriée. Les fonctions entières les plus simples sont les polynômes
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complexes, un polynôme f (z) s�exprime simplement, en connaissant ses zéros : a1; a2; � � � ; an,
il s�écrit sous la forme

f (z) = c (z � a)1 (z � a2) � � � (z � an) :

Considérons le théorème fondamental de l�algèbre (FTA) (1799) : si f est un polynôme

complexe de degré n > 0, alors f a n zéros dans C. Si a 2 C est une constante, nous notons
que le polynôme complexe f � a aussi a n zéros dans C, ainsi f atteint la valeur a dans C; n
fois. La distribution des valeurs des polynômes est simple, puisque deux polynômes complexes

quelconques avec les mêmes racines peuvent di¤érer seulement par une multiplication d�une

constante. Par le principe du module maximum, nous savons que le maximum de f dans le

disque Dr = fz 2 C : jzj 6 rg est atteint sur le bord @D. Pour les fonctions f et g, nous
employons la notation f (z) = O (g (z)) où r ! +1 si et seulement si, il existe une constante

positive C > 0 telle que jf (z)j 6 C jg (z)j. Ainsi pour les polynômes, le principe de maximum
nous indique que supjzj6r jf (z)j = O (rn) pour r ! +1: Donc nous avons obtenu un rapport

au sujet de la croissance du polynôme f . En particulier le théorème fondamental de l�algèbre

peut être redit comme suit [24] : l�ordre de croissance du module maximum d�un polynôme

complexe non-constant f dans le disque Dr où r ! +1; détermine le nombre de fois que f

assume chaque valeur �nie dans C (comptant la multiplicité).
Nous constatons, trois concepts distincts : la distribution des zéros d�une fonction, la

croissance de telle fonction, et dans quelle mesure la fonction peut se déterminée par ses

zéros.

Dans la théorie des fonctions entières transcendantes, il s�agit de trouver les analogies de

ces résultats. Le départ est avec le théorème de Weierstrass (1876) qui exprime une fonction

entière à partir de ses zéros, ce qui assume une forme semblable au théorème fondamental de

l�algèbre. Le théorème de Weierstrass dit : soient fan : n = 1; 2; � � � g une séquence in�nie
des nombres complexes di¤érents de zéro telle que lim

n!+1
janj = +1. Alors, chaque fonction

entière qui s�annule exactement à chaque an et a un zéro d�ordre m > 0 (m un entier) à

l�origine, est de la forme

f (z) = eg(z)zm
+1
�
n=1

En

�
z

an

�
(0.1.1)

où g est une fonction entière et En est le facteur canonique dé�ni par

Ek (z) = (1� z) ez+z
2=2+���+zk=k:

Weierstrass [1, Théorème 7 p. 195] a prouvé que deux fonctions entières avec le même ensemble

de zéros fan : n = 1; 2; � � � g peuvent di¤érer par un facteur constant ou exponentiel. Il reste
l�étude de la croissance de telles fonctions par rapport à la distribution des zéros. On remarque

que le facteur exponentiel a¤ecte le taux de croissance de f sans qu�il ne présente aucun zéro

additionnel. Le théorème de Liouville donne un état minimal de croissance pour des fonctions
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entières. Ce théorème indique que chaque fonction entière bornée est une constante. Le fameux

théorème de Picard (1879) a¢ rme que toute fonction entière non-constante ne peut omettre

qu�une valeur �nie au plus et elle prend chaque autre valeur complexe un nombre in�ni de

fois. Maintenant regardons l�exemple spéci�que f (z) = ez ; f est une fonction entière, et elle

ne prend jamais la valeur zéro. Par conséquent, par le théorème de Picard, f doit atteindre

chaque autre valeur complexe in�niment de fois. Ce qui prouve que quelques fonctions entières

peuvent ne pas avoir de zéros (Clairement une généralisation directe du FTA n�est pas vraie),

d�où nous voulons étudier les relations de la densité des zéros et la croissance maximale du

module, donc plus de problèmes.

La dé�nition de l�ordre d�une fonction entière n�était pas explicite, soit f une fonction

entière alors l�ordre de croissance de f est donné par �f = inf
�
� > 0 : jf (z)j 6 AeBjzj

�	
;

où A;B > 0 sont des constantes. Hadamard a prouvé que pour une fonction d�ordre �; le

degré du polynôme g dans l�exposant de la factorisation (0:1:1) est inférieur à l�ordre �.

Plus tard, E. Borel a annoncé qu�on devrait étudier plus généralement les a-points, c�est à

dire les points où la fonction prend une valeur arbitraire donnée a; plutôt qu�on s�intéresse

seulement aux zéros. E. Borel, a présenté le concept de l�ordre d�une fonction entière et il a

donné au théorème de Picard une formulation plus précise ; une fonction entière f d�ordre

� (0 < � < +1) satisfait

lim sup
r!+1

log n (r; a; f)

log r
= � = lim sup

r!+1

log logM (r; f)

log r
(0.1.2)

pour chaque valeur complexe �nie a, à une exception d�une valeur, oùM (r; f) est le module

maximum de f sur le disque jzj 6 r. Alors, la fonction entière d�ordre �ni a sa distribution des

valeurs déterminée fondamentalement par son ordre. Ce théorème a été la source de beaucoup

d�accomplissements de la recherche sur la classe des fonctions entières et le maximum du

module.

Pour les fonctions méromorphes transcendantes, le maximum du module n�a pas pu être

l�outil approprié pour étudier leur croissance puisqu�une fonction méromorphe peut atteindre

la valeur +1 sur un disque d�un rayon �ni, en raison de la présence des pôles. Cependant, le

théorème de Picard se généralise : soit f une fonction méromorphe qui omet une valeur �nie

a. Alors, 1
f�a est une fonction entière, qui par le théorème de Picard peut omettre au plus

une valeur. Par conséquent, n�importe quelle fonction méromorphe peut omettre au plus deux

valeurs �nies. L�idée de Borel qu�on peut écrire n�importe quelle fonction méromorphe comme

quotient de deux fonctions entières, il a mesuré la croissance de f en étudiant la croissance du

numérateur et du dénominateur séparément ; Il est parvenu à généraliser certains premiers

résultats aux fonctions méromorphes en dé�nissant l�ordre d�une telle fonction f est le maxi-

mum des ordres du dénominateur et du numérateur. Ce procédé a des inconvénients évidents.

Il était temps pour R. Nevanlinna de révolutionner l�étude des fonctions méromorphes.
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Nevanlinna a donné une dé�nition plus générale de l�ordre par une série de publications

en 1922-1925. Son idée principale était d�employer la formule de Jensen avec une légère mo-

di�cation, pour construire trois fonctions à valeurs réelles à �n de mesurer le comportement

de f; m (r; f) (voir la Dé�nition 1.1.2) la fonction (moyenne) de proximité qui mesure essen-

tiellement la grandeur de f sur le cercle jzj = r; N (r; f) (voir la Dé�nition 1.1.3) la fonction

de comptage de Nevanlinna, elle compte clairement la moyenne logarithmique du nombre des

pôles de f à l�intérieur du disque jzj < r: Nevanlinna a rendu compte que ceci lui permettait

de mesurer e¤ectivement la croissance de f: En�n, il a dé�ni la fonction caractéristique (de

Nevanlinna)

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (0.1.3)

La fonction T est parfois - à l�origine par Nevanlinna - désignée sous le nom de l�a¢ nité de

f vers +1, ou en d�autres termes « une mesure : combien f aime +1 » , alors le rôle de

T (r; f) aux fonctions méromorphes est comme le rôle de degré aux polynômes.

Nevanlinna parvient à réécrire la formule de Poisson-Jensen sous une forme symétrique,

en termes des fonctions de proximité et de comptage de la fonction méromorphe f et de la

fonction méromorphe 1
f
. Pour f (0) 6= 0; on a

log jf (0)j = m (r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
; (0.1.4)

où m
�
r; 1

f

�
mesurant à quel point f s�approche moyennement de 0 sur le cercle jzj = r

et N
�
r; 1

f

�
compte la moyenne logarithmique du nombre des zéros de f à l�intérieur du

disque jzj < r: Nevanlinna a découvert que l�a¢ nité totale d�une fonction méromorphe vers

chaque valeur a est constante, indépendante de a. Si f prend une valeur moins souvent que

la moyenne, il y a toujours une compensation, cela donne naissance au premier théorème

fondamental de Nevanlinna (FMT) :

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) ; (0.1.5)

pour une constante a, nous employons également la notation

T (r; f) = T

�
r;

1

f � a

�
+O (1) : (0.1.6)

Ce fameux théorème nous dit : Si f est méromorphe, nous voyons qu�elle atteint la valeur à

+1 autant que la valeur 0: En e¤et, nous pouvons dire la même chose pour toute constante

a de C: Si le taux auquel f atteint un zéro est haut, N
�
r; 1

f

�
grandit rapidement et f

doit diverger de 0 puisque m
�
r; 1

f

�
doit être petit pour compenser. On donne cet exemple :

considérons f (z) = ez, f est entière et n�atteint jamais 0 ou +1, notons que N (r; f) =
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N
�
r; 1

f

�
= 0 pour tout r > 0, et m (r; f) = r

�
= m

�
r; 1

f

�
pour tout r > 0; d�où le résultat

ci-dessus est a¢ rmé, i. e., T (r; f) = T
�
r; 1

f

�
. On se rappelle la représentation graphique

de la fonction exponentielle réelle car ex = jezj = eRe(z); on note qu�elle est très proche de

0 à la gauche de l�axe des ordonnées autant qu�elle se développe très rapidement vers +1
sur l�autre côté. Dans ce cas-ci, le FMT nous indique, dans un sens f s�approche de 0 sur la

moitié gauche du plan et s�approche de +1 sur la moitié droite du plan avec la même allure.

Nous pouvons également considérer le cas où f (z) = R (z) pour R une fonction rationnelle et

prouver que T (r; f) = O(log r) (voir l�ex. 1.1.4) . L�inverse est vrai, n�importe quelle fonction

méromorphe f avec T (r; f) = O(log r) est rationnelle (voir [59]). Par conséquent les fonctions

rationnelles sont des fonctions méromorphes avec une croissance logarithmique (dans le sens

de la fonction caractéristique de Nevanlinna).

Nevanlinna a examiné plus étroitement sa fonction caractéristique. Il pose la question

de la taille relative des deux composantes dans la dé�nition de la fonction caractéristique

T: Il a voulu comprendre la relation entre les limites des fonctions m et N . Il a montré que

généralement m est beaucoup plus petit que N et il donne une réponse sous la forme d�une

inégalité qu�il appela le second théorème principal (SMT). Ce théorème annonce que pour

trois nombres a; b; c distincts �nis ou non �nis et pour toute fonction méromorphe f , on a

T (r; f) 6 N

�
r;

1

f � a

�
+N

�
r;

1

f � b

�
+N

�
r;

1

f � c

�
+ TPC:;

où TPC: = Termes de petite croissance = o (T (r; f)) :

Ce résultat donne une preuve courte et directe au théorème de Picard pour les fonctions

méromorphes ; nous supposons que f est une fonction méromorphe qui omet les trois valeurs

a; b; c; alors

N

�
r;

1

f � a

�
= N

�
r;

1

f � b

�
= N

�
r;

1

f � c

�
= 0;

par SMT nous avons T (r; f) 6 o (T (r; f)) ; c�est une contradiction pour r ! +1; d�où toute

fonction méromorphe non constante f sur C omet au plus deux valeurs.
Nevanlinna nous a o¤ert le livre " Le théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions

méromorphes " parut dans la " collection de Borel " en 1929, où il présente les deux théorèmes

de Nevanlinna qui permettent de traiter un grand nombre de problèmes avec précision et

simplicité.

Ce travail qui lance la théorie de la distribution des valeurs dépasse largement son do-

maine classique et devient une puissance si on regarde la multitude de ses applications. On

mentionne quelques unes qui demeurent des sujets de recherche, à savoir : sur l�approximation

diophantienne [59], sur les fonctions qui partagent quelques valeurs ([27], [37]), sur la dyna-

mique complexe [25], sur la factorisation des fonctions méromorphes [32] et sur les équations

di¤érentielles complexes qui sont notre intérêt dans cette thèse.
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Après R. Nevanlinna [55] qui a travaillé sur l�équation di¤érentielle Y 00 + A (z)Y = 0

avec A (z) un polynôme. K. Yoshida [69] en 1933 a prouvé le théorème célèbre de Malmquist

en appliquant la théorie de Nevanlinna. Il est important de citer le travail de A. Gol�dberg

[31] traitant une classe des équations di¤érentielles algébriques d�ordre un, où il indique que

si une fonction méromorphe dans le plan satisfait une telle équation di¤érentielle algébrique,

alors elle est d�ordre �ni.

Laine dans [47] a¢ rme que le premier qui a fait des études systématiques de l�application

de la théorie de Nevanlinna sur les équations di¤érentielles complexes était H. Wittich et il

a cité 20 citations dû à Wittich dés 1946. Après, la recherche active dans ce domaine a été

lancée.

Pendant les quatre dernières décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans

des pays di¤érents ont joué un rôle remarquable dans ce domaine. Des résultats importants

ont été établis. Nous mettons en surbrillance une destination spéci�que de ces résultats qui

servent directement nos travaux dans cette thèse.

0.2 Motivation.

On débute par l�équation di¤érentielle de deuxième ordre

f 00 + P (z) f 0 +Q (z) f = 0; (0.2.1)

où P (z) et Q (z) 6� 0 sont deux fonctions entières. Toute solution de l�équation (0:2:1)

est une fonction entière [58], [57, tom III. p. 354], [40]. En outre, Valiron [58, p. 108] a

mentionné que si les coe¢ cients de l�équation (0:2:1) sont des polynômes, alors toute solution

de (0:2:1) est d�ordre �ni. Dans [65], d�un travail sur les équations di¤érentielles linéaires

d�ordre supérieur, Wittich a¢ rme que toute solution de l�équation (0:2:1) est d�ordre �ni

si et seulement si tous les coe¢ cients P (z) et Q (z) de l�équation di¤érentielle (0:2:1) sont

des polynômes. La question qui se pose maintenant est quel est l�ordre de croissance de la

solution si l�un des coe¢ cients de l�équation (0:2:1) est une fonction entière transcendante.

Frei [28, Corollaire 1 dans §2] a prouvé que si P (z) est un polynôme et Q (z) est une fonction

entière transcendante, alors chaque solution f 6� 0 de l�équation (0:2:1) est d�ordre in�ni.

Pour l�équation di¤érentielle de deuxième ordre

f 00 + e�zf 0 + Cf = 0; (0.2.2)

où C 6= 0 est une constante, Frei [29] a démontré que si (0:2:2) possède une solution f d�ordre
�ni, alors C = �k2 où k est un nombre entier positif. Réciproquement pour chaque nombre
entier positif k, l�équation (0:2:2) avec C = �k2 possède une solution f qui est un polynôme
en ez du degré k. Ozawa [56] donne une réponse à la question : Quand l�équation

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = 0; (0.2.3)
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admet des solutions d�ordre in�ni ? Où A (z) est une fonction transcendante et B (z) 6� 0 un
polynôme, en donnant le théorème : Chaque solution entière de (0:2:3) est d�ordre in�ni, si

A (z) est d�ordre inférieur à 1
2
: En outre, si A (z), B (z) 6� 0 sont deux fonctions entières telles

que A (z) est transcendante et si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de

(0:2:3), alors il y a au moins une des solutions f1; f2 qui doit être d�ordre in�ni (voir [40, p.

167], [28] et [26, Lemme 3]). Hille [40, Théorème 5.4.3] a prouvé que si A (z) ou B (z) 6� 0 est
une fonction transcendante entière tandis que l�autre est un polynôme, alors chaque solution

transcendante de (0:2:3) est une fonction entière d�ordre in�ni. Egalement, Langley [49, p.

432-433] a prouvé que toute solution non triviale de (0:2:3) est d�ordre in�ni, pour n�importe

quelle constante c di¤érente de zéro, avec A (z) = ce�z et B (z) un polynôme non constant.

Gundersen a traité le cas où les deux coe¢ cients sont des fonctions transcendantes, pour

l�équation di¤érentielle

f 00 + ezf 0 +B (z) f = 0; (0.2.4)

où B (z) 6� 0 est une fonction entière transcendante. Il a prouvé dans [36, Théorème 1] que
si B (z) 6� 0 est une fonction entière d�ordre � (B (z)) 6= 1; alors chaque solution f 6� 0

de l�équation (0:2:4) est d�ordre in�ni. Gundersen [35, Résultat du Théorème 7 p. 419] a

généralisé le résultat [36, Théorème 1] pour les solutions de l�équation

f 00 + h (z) eQ(z)f 0 +B (z) f = 0; (0.2.5)

où Q (z) un polynôme non constant, h (z) 6� 0 est une fonction entière telle que � (h (z)) <
degQ (z) et B (z) une fonction entière transcendante. Il a prouvé que si � (B (z)) 6= degQ (z),
alors toute solution f 6� 0 de l�équation (0:2:5) est d�ordre in�ni. On remarque que la fonction
f (z) = ez est une solution d�ordre �ni de l�équation (0:2:4) où B (z) = � (1 + ez), ce qui
nous révèle que dans le cas où � (B (z)) = 1; l�équation (0:2:4) peut avoir des solutions

d�ordre �ni. Ce résultat pousse les recherches vers la question : Quelle condition sur B (z)

telle que � (B (z)) = 1 (ou généralement � (B (z)) = degQ (z)) garantira que chaque solution

f 6� 0 de l�équation (0:2:4) est d�ordre in�ni ? Kwon [45, Théorème 2] a étudié les solutions
de l�équation di¤érentielle

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h2 (z) e

Q(z)f = 0; (0.2.6)

dans le cas où P (z) = anz
n+an�1z

n�1+ � � �+a1z+a0, Q (z) = bnz
n+bn�1z

n�1+ � � �+b1z+b0
sont deux polynômes non constants, tels que anbn 6= 0 et h1 (z) ; h2 (z) 6� 0 sont deux fonctions
entières telles que �(h1) < degP (z) ; �(h2) < degQ (z). Il a montré que toute solution f 6� 0
de l�équation (0:2:6) est d�ordre in�ni sous l�une des hypothèses :

i) arg an 6= arg bn ou an = cbn (0 < c < 1) avec l�estimation lim sup
r!+1

log log T (r;f)
log r

> n:

ii) c = 1, deg (P �Q) = m > 1; � (h1) < m; � (h2) < m avec l�estimation lim sup
r!+1

log log T (r;f)
log r

>
m:



0.2 Motivation. xii

iii) c > 1, deg (P � cQ) = m > 1; � (h1) < m; 0 < � (h2) <
1
2
avec l�estimation lim sup

r!+1

log log T (r;f)
log r

>
m:

iv) c > 1, deg (P �Q) = constante; � (h1) < � (h2) <
1
2
avec l�estimation lim sup

r!+1

log log T (r;f)
log r

>
� (h2) :

L�ordre in�ni des solutions a donné à Kwon [45, Théorème 2] une idée d�étudier l�hyper-ordre

des solutions

�2 (f (z)) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r

(voir [67]) a�n de bien estimer le taux de croissance. Chen [18, p. 291] a étudié le même

problème sur l�équation di¤érentielle linéaire de deuxième ordre

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = 0; (0.2.7)

où a 6= b et Aj (z) 6� 0(j = 0; 1) sont deux fonctions entières, telles que � (Aj (z)) < 1(j =

0; 1): Il a montré que chaque solution f 6� 0 de (0:2:7) est d�ordre in�ni si a = cb (c > 1):

Egalement il a montré que chaque solution f 6� 0 de l�équation

f 00 + (A1 (z) e
az +D1 (z)) f

0 +
�
A0 (z) e

bz +D0 (z)
�
f = 0; (0.2.8)

est d�ordre in�ni si arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1) où � (Dj (z)) < 1(j = 0; 1). Chen

après ces deux théorèmes [18, Théorème 3] a donné une estimation précise sur l�hyper ordre

des solutions de l�équation

f 00 + eazf 0 +Q (z) f = 0; (0.2.9)

où Q (z) est un polynôme ou Q (z) = h (z) ebz avec h (z) un polynôme non nul. Il a prouvé

que chaque solution est d�ordre in�ni et satisfait �2 (f (z)) = 1. Belaïdi [6] a amélioré les

résultats de Kwon [46, Théorème 3] et de Chen - Yang [23, Théorème 3], en travaillant sur

l�équation di¤érentielle d�ordre supérieur

f (n) + An�1 (z) f
(n�1) + � � �+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0; (0.2.10)

oùAj (z) (j = 0; 1; � � � ; n� 1) sont des fonctions entières. Sous des conditions sur le module
de A0 (z) et de Aj (z) (j = 1; 2; � � � ; n� 1), il a prouvé que toute solution de (0:2:10) est
d�ordre in�ni, en ajoutant quelque estimations sur l�hyper-ordre des solutions. Dans [13]

Belaïdi et Hamani ont généralisé et complété les résultats de Gundersen [35] et de Kwon

[46, Théorème 3] aux équations di¤érentielles linéaires homogènes d�ordre supérieur. Dans

[22] Chen et Shon ont prouvé le même résultat de Chen [18] aux solutions de l�équation

di¤érentielle

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = 0; (0.2.11)

en améliorant la condition sur les coe¢ cients, où A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions

méromorphes, telles que �(Ai) < 1 (i = 1; 2) et arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1): Ils ont

ajouté une étude sur les points �xes des solutions et de leurs dérivées f 0 et f 00.
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En 2006, Liu et Yuan [51, Théorème 1] ont généralisé le résultat dans [18], pour une classe

d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. Ils ont obtenu le résultat suivant : toute

solution méromorphe transcendante f 6� 0 de l�équation

f (k) + hk�1f
(k�1) + � � �+ eazf (s) + � � �+ h1f

0 + h0e
bzf = 0; (0.2.12)

est d�ordre in�ni, où hj (j = 0; 1; � � � ; k� 1)(h0 6� 0) sont des fonctions méromorphes ayant

un nombre �ni de pôles, telles que � = maxf�(hj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < 1 et arg a 6= arg b
ou a = cb (0 < c < 1):

La recherche sur les points �xes des solutions des équations di¤érentielles en générales

est récente, l�autre but principal de cette thèse est d�étudier les exposants de convergence des

points �xes des solutions et de leurs 1ière, 2ième dérivées.

En 2000, Chen [17] a étudié l�exposant de convergence des points �xes des solutions de

l�équation

f 00 + A (z) f = 0; (0.2.13)

où A (z) est une fonction entière transcendante d�ordre �ni, il a prouvé que l�exposant de

convergence des points �xes des solutions de l�équation (0:2:13) est in�ni. Après cette étude,

Wang et Yi [63], Laine et Reippo [48], Chen et Shon [21] ont étudié le problème des points

�xes des solutions et de leurs dérivées sur les équations di¤érentielles linéaires de deuxième

ordre avec des coe¢ cients fonctions méromorphes. Dans [44], Xu et Yi ont généralisé quelques

résultats dans [21] sur les points �xes, aux équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur

avec des coe¢ cients fonctions méromorphes d�ordre de croissance � = 1.

En s�inspirant de ces travaux, dans notre thèse nous avons étudié la croissance et les

points �xes des solutions méromorphes de quelques équations di¤érentielles linéaires dans le

plan complexe.

Le deuxième chapitre de cette thèse donne les résultats de l�article [5] où nous avons

travaillé sur l�ordre de croissance des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire d�ordre

supérieur

f (k) + Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ Ase

Ps(z)f (s) + � � �+ A1e
P1(z)f

0
+ A0e

P0(z)f = 0; (0.2.14)

où Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des polynômes non constants, tels que degPj = n > 1
et Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni telles que
max f�(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n: Nous avons étudié également l�hyper-ordre et l�ex-

posant de convergence des zéros de la fonction f � � , où � est une fonction méromorphe

transcendante d�ordre �ni.
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Le troisième chapitre est consacré aux résultats obtenus dans l�article [4], où nous avons

étudié l�ordre de croissance des solutions méromorphes de l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +
k�1X
j=0

�
hje

Pj(z) + dj
�
f (j) = 0; (0.2.15)

où Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1) sont des polynômes non constants tels que degPj = n > 1 et
hj (z) ; dj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) (h0 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni
telles que max f�(hj); �(dj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n: Nous montrons que chaque solution

f 6� 0 de l�équation ci-dessus est d�ordre in�ni. Egalement, nous employons l�exposant de la
convergence des zéros de la solution ou l�exposant de la convergence des pôles pour obtenir

une évaluation précise de l�hyper-ordre des solutions.

Les résultats de l�article [3] sont les donnés du chapitre 4, où nous avons étudié la

croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires non homogènes du second degré

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h0 (z) e

Q(z)f = F (z) ; (0.2.16)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, tels que deg (P ) = deg (Q) = n > 1 et

hj (z), F (z) (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de

pôles telles que � (hj) < n (j = 0; 1); � (F ) < n: Nous avons prouvé que toutes les solutions

f 6� 0 sont d�ordre in�ni, et nous avons donné quelques évaluations précises de leurs hyper-
ordre. A la �n de ce chapitre, nous avons donné une évaluation de l�exposant de convergence

des points �xes des solutions et de leurs 1ière, 2èmes dérivées.

Les autres chapitres sont les résultats des articles soumis.

Dans le chapitre 5, nous avons étudié la croissance des solutions des équations di¤éren-

tielles linéaires non homogènes du second degré

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h0 (z) e

Q(z)f = F (z) ; (0.2.17)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, tels que deg (P ) 6= deg (Q). hj (z) 6� 0

(j = 0; 1), F (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles

telles que � (h0) < deg (Q), � (h1) < deg (P ) et � (F ) < max fdeg (Q) ; deg (P )g : Nous avons
montré que toute solution méromorphe transcendante f est d�ordre in�ni et nous avons donné

quelques évaluations précises de son hyper-ordre. A la �n de ce chapitre, nous donnons une

évaluation pour l�exposant de la convergence des points �xes des solutions et de leurs 1ères,

2èmes dérivées.

Les résultats du chapitre 6 (respectivement le chapitre 7) sont une généralisation des

résultats trouvés dans le chapitre 5 (respectivement le chapitre 4) pour les solutions de l�équa-
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tion di¤érentielle linéaire non homogène d�ordre supérieur

f (k) +
k�1X
j=0

hje
Pj(z)f (j) = F: (0.2.18)

où Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des polynômes avec degPj = nj > 1 et hj (z) 6� 0 (j =
0; 1; � � � ; k � 1); F sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de

pôles telles que max f�(F ); �(hj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n:

Le chapitre 8 est une étude sur la croissance des solutions méromorphes des équations

di¤érentielles linéaires homogènes et non homogènes

f (k) +
k�1X
j=1

Ajf
(j) + A0f = 0 (k > 2) ; (0.2.19)

f (k) +
k�1X
j=1

Ajf
(j) + A0f = Ak (k > 2) ; (0.2.20)

où Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) (Ak 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Sous cer-
taines conditions sur les coe¢ cients, nous avons prouvé que toute solution méromorphe f 6� 0
des équations ci-dessus sont d�ordre in�ni. En outre, nous avons donné quelques évaluations

sur leurs hyper-ordre, exposant et hyper-exposant de la convergence des zéros distincts.

Dans le chapitre 9, nous avons étudié la possibilité de permuter les conditions entre les co-

e¢ cients A (z) et B (z) : Notre objectif est d�étudier la croissance des solutions méromorphes

des équations di¤érentielles linéaires du second degré homogène et non homogène

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ; (0.2.21)

où A (z) ; B (z) et F (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni

de pôles. S�il existe des constantes positives � > 0, � > 0 telles que jA (z)j > e�jzj
�

pour

jzj ! +1, z 2 H où dens fjzj : z 2 Hg > 0 et � = max f� (B) ; � (F )g < �: Alors, nous

avons montré que toute solution méromorphe transcendante f est d�ordre in�ni, et nous avons

donné quelques évaluations de l�hyper-ordre, l�exposant et l�hyper-exposant de la convergence

des zéros distincts.

Nous débutons notre travail avec le premier chapitre, a�n de mettre le lecteur au courant

de certaines dé�nitions, propriétés et quelques notations de la théorie de Nevalinna sur la

distribution des valeurs des fonctions.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna.

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les dé�nitions de base de la théorie de Nevan-

linna sur les fonctions méromorphes, et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des

fonctions méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

1.1.1 La formule de Jensen.

Théorème 1.1.1 Soit f (z) une fonction méromorphe telle que f (0) 6= 0;+1 et soient aj
(j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) les zéros (respectivement les pôles) de

f (z) dans le disque jzj < R (0 < R < +1) ; chaque zéro et pôle est pris selon sa multiplicité.
Alors,

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.1)

On donne la preuve pour le cas où f n�a aucun zéro ou pôle sur le cercle jzj = R, (Si les

zéros ou les pôles de la fonction f apparaissent sur le cercle jzj = R, on se réfère à [38, p. 2

deuxième cas.], [42, p. 43-47]).

Preuve. On pose

F (z) = f (z)

Qn
k=1

R(z�bk)
R2�bkzQm

j=1
R(z�aj)
R2�ajz

: (1.1.2)

La fonction F n�admet pas de zéros et de pôles dans jzj � R, donc logF (z) est analytique

dans jzj � R: Alors, par le théorème de la valeur moyenne des fonctions analytiques [1, p.

165], nous obtenons

logF (0) =
1

2�

R 2�
0
logF

�
R ei'

�
d':
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Prenant les parties réelles, en utilisant Re (logF (z)) = log jF (z)j ; nous obtenons

log jF (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��F �R ei'

��� d': (1.1.3)

De (1:1:2) ; on trouve

F (0) = f (0)

Qn
k=1

bk
RQm

j=1
aj
R

: (1.1.4)

Pour tout z = R:ei' et pour tout j = 1; 2; :::; m, k = 1; 2; :::; n, on a����R (z � bk)

R2 � bkz

���� = ����R (z � aj)

R2 � ajz

���� = 1. (1.1.5)

De (1:1:2) et (1:1:5), on trouve ��F �Rei'��� = ��f �Rei'��� : (1.1.6)

En combinant (1:1:6) avec (1:1:3) et (1:1:4), nous obtenons l�a¢ rmation

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.7)

L�équation (1:1:7) est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre les zéros

et les pôles situés à l�intérieur d�un disque jzj < R avec la valeur moyenne de log jf (z)j sur
la frontière jzj = R. �

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z;

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
�m logR: (1.1.8)

où les aj (j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) sont les zéros (respectivement

les pôles) de f (z) dans le disque jzj < R:

Preuve. On dé�nit la fonction méromorphe h par

h (z) = z�mf (z) ; z 2 C:

On a h (0) = Cm 6= 0; +1: Les fonctions h et f ont les mêmes pôles et les mêmes zéros dans

0 < jzj � R. En appliquant la formule de Jensen (1:1:1), on trouve

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��R�mf �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R

d�où

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
�m logR:

�
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1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0; on dé�nit log+ x par

log+ x = max f0; log xg : (1.1.9)

Lemme 1.1.1

(1) log x 6 log+ x: (2) log+ x 6 log+ y pour x 6 y:

(3) log x = log+ x� log+ 1
x
: (4) jlog xj = log+ x+ log+ 1

x
:

(5) log+ (
Qn

k=1 xk) 6
Pn

k=1 log
+ xk: (6) log+ (

Pn
k=1 xk) 6 log n+

Pn
k=1 log

+ xk:

Preuve. (1) ; (2) ; (3) et (4) sont des conséquences immédiates de la dé�nition 1.1.1 et la

monotonie de la fonction logarithme ordinaire.

(5) Si
Qn

k=1 xk � 1; alors l�a¢ rmation est triviale. D�autre part, si
Qn

k=1 xk > 1; alors

log+
�

nQ
k=1

xk

�
= log

�
nQ
k=1

xk

�
=
Pn

k=1 log xk �
Pn

k=1 log
+ xk:

(6) Par (2) et (5) ci-dessus, on a

log+
�

nP
k=1

xk

�
� log+

�
nmax
1�k�n

fxkg
�
� log n+ log+

�
max
1�k�n

fxkg
�
� log n+

nP
k=1

log+ xk:

�

Dé�nition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. Alors, on dé�nit m (r; a; f) la fonction de proximité de la fonction f au point a
par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� si a 6= +1 (1.1.10)

et par

m (r;+1 ; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d� si a = +1: (1.1.11)

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r;

1

f
): (1.1.12)
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Preuve. En utilisant la troisième propriété du log+, on obtient

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

��f �rei���� d� � 1

2�

R 2�
0
log+

1

jf (rei�)jd�;

par les dé�nitions (1:1:10), (1:1:11), nous constatons que

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r;

1

f
):

�

Dé�nition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. On dé�nit N (r; a; f) (respectivement N (r; a; f)) la fonction a-points (respecti-
vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque jzj 6 r par

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;

(1.1.13)

N (r;+1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1

(1.1.14)

et

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;

(1.1.15)

N (r;+1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1;

(1.1.16)

où

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros de l�équation f (z) = a

dans le disque jzj 6 t; chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f (z) dans le disque jzj 6 t; chaque

pôle étant compté avec son ordre de multiplicité.

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation

f (z) = a dans le disque jzj 6 t:

n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f (z) dans le disque

jzj 6 t.

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec les a-points aj (j = 1; 2; : : : ; n) dans le

disque jzj 6 R telle que 0 < ja1j 6 ja2j 6 � � � 6 janj 6 R, chacune est comptée selon sa

multiplicité. Alors,R R
0
log

n (t; a; f)

t
dt =

R R
0
log

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt =

nP
j=1

log
R

jajj
: (1.1.17)
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Preuve. En dénotant rj = jajj ; j = 1; 2; :::; n; on obtient
nP
j=1

log
R

jajj
=

nP
j=1

log
R

rj
= log

Rn

r1r2:::rn
= n logR�

nP
j=1

log rj;

d�où
nP
j=1

log
R

jajj
=

n�1P
j=1

j (log rj+1 � log rj) + n (logR� log rn) ;

donc
nP
j=1

log
R

jajj
=

n�1P
j=1

j
R rj+1
rj

dt

t
+ n
R R
rn

dt

t
=
R R
0

n (t; a; f)

t
dt:

�

Corollaire 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
: (1.1.18)

Preuve. En combinant entre (1:1:8) et (1:1:17), on trouve

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'� R R

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

+
R R
0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt�m logR;

d�où

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'� R R

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

+
R R
0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt� (n (0; 0; f)� n (0;+1; f)) logR:

D�après les dé�nitions (1:1:13) et (1:1:14), on obtient

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
:

�

Corollaire 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
: (1.1.19)

Preuve. On obtient (1:1:19) directement en combinant entre (1:1:12) et (1:1:18) : �
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1.1.3 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Dé�nition 1.1.4 Soit f une fonction méromorphe non constante. On dé�nit la fonction

caractéristique T (r; f) de la fonction f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (1.1.20)

Exemple 1.1.1 Soit f (z) = ez. Nous avons n(t;+1; f) = 0 car f n�admet pas de pôles,

par conséquent N(r; f) = 0:

De plus on a

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
���erei���� d�;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��er cos ��� d�:

Donc

m(r; f) =
1

2�

0B@
�
2Z
0

(r cos �) d� +

2�Z
3�
2

(r cos �) d�

1CA ;

alors

m(r; f) =
r

�
:

Par conséquent

T (r; f) =
r

�
: (1.1.21)

Exemple 1.1.2 (Voir [38, p. 7]) Soit f (z) = exp (ez) : Alors, on a

T (r; f) � er

(2�3r)
1
3

; r ! +1: (1.1.22)

Exemple 1.1.3 Soit P (z) =
nX
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n > 1 tel que

aj (j = 0; 1; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit f (z) = eP (z): On veut

calculer T
�
r; eP (z)

�
:

D�abord on calcule T (r; f) lorsque P (z) = anz
n: Soient an = janj ei'; z = rei�: Alors,

jf (z)j = ejanjr
n cos(n�+'):
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Par conséquent

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')d�:

Par changement de variable, on a

m(r; f) =
1

2n�

2n�+'Z
'

log+ ejanjr
n cos(�)d� :

Puisque 2n� est une période de la fonction cos, alors

m(r; f) =
1

2n�

2n�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� ;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� =

janj rn
2�

�
2Z

��
2

cos (�) d� =
janj rn
�

:

Comme f est entière, donc

T (r; f) = m(r; f) =
janj rn
�

: (1.1.23)

Généralement, pour f (z) = eP (z) et P (z) =
nX
k=0

akz
k on a

jf (z)j = ejanjr
n cos(n�+')(1+o(1)) pour r ! +1:

Par conséquent, pour r su¢ samment grand on obtient

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')(1+o(1))d� =

janj rn
�

(1 + o (1)) :

D�où

T (r; f) = m(r; f) � janj rn
�

r ! +1: (1.1.24)

Exemple 1.1.4 Soit f une fonction rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et m > n. On a deg (Q (z)) = m: Il existe donc un nombre réel positif r0 > 0 tel
que n(r;+1; f) = m pour tout r > r0: Alors,

N (r; f) =

Z r0

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+

Z r

r0

m� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r;



1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna. 8

d�où

N (r; f) = O (1) + (m� n (0;+1; f)) (log r � log r0) + n (0;+1; f) log r:

Par conséquent

N (r; f) = m log r +O (1) : (1.1.25)

Par les propriétés des polynômes complexes (voir [47, Lemme 1.3.1 p. 9]). Pour tout � > 0;

il existe r1 > 0 tel que pour tout jzj = r > r1; on a

jP (z)j = janj rn (1 + o (1)) et jQ (z)j = jbmj rm (1 + o (1)) :

Par conséquent

m (r; f) =
1

2�

R 2�
0
log+

����P (z)Q (z)

���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

�
janj
jbmj

rn�m (1 + o (1))

�
d�;

d�où

m (r; f) = O (1) : (1.1.26)

En combinant entre (1:1:25) et (1:1:26), on obtient

T (r; f) = m log r +O (1) = O (log r) :

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna.

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

f (z)� a =
+1P
i=m

Ciz
i; Cm 6= 0; m 2 Z

la série de Laurent de (f � a) à l�origine. Alors, pour tout nombre complexe a, on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) ; (1.2.1)

où j' (r; a)j 6 log 2 + log+ jaj.

Preuve. Premièrement, on suppose que a = 0. Par le Corollaire 1.1.3 et la Dé�nition 1.1.4,

on obtient

log jCmj = T (r; f)� T (r;
1

f
):

Par conséquent

T (r;
1

f
) = T (r; f)� log jCmj ;

c�est une a¢ rmation avec ' (r; 0) � 0.
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On traite maintenant le cas général où a 6= 0: Soit h (z) = f (z)� a: Alors,

N (r; h) = N (r; f) , N
�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
(1.2.2)

et

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
: (1.2.3)

Comme

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2

et

log+ jf j = log+ jf � a+ aj � log+ jf � aj+ log+ jaj+ log 2:

L�intégration de ces inégalités donne

m (r; h) � m (r; f) + log+ jaj+ log 2

et

m (r; f) � m (r; h) + log+ jaj+ log 2:

Posons

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) : (1.2.4)

Alors, ' (r; a) satisfait

j' (r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Maintenant, appliquons la formule (1:1:19) à la fonction h; nous obtenons

log jCmj = m(r; h)�m(r;
1

h
) +N (R; h)�N

�
R;
1

h

�
;

d�où

m(r;
1

h
) +N

�
R;
1

h

�
= m(r; h) +N (R; h)� log jCmj :

De (1:2:2) et (1:2:4), on trouve

T

�
r;
1

h

�
= m (r; f) +N (r; f)� log jCmj+ ' (r; a)

= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) :

�

Remarque 1.2.1 Le premier théorème principal peut être exprimé sous la forme :

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) (1.2.5)

pour tout a 2 C: On note que le terme d�erreur O (1) dépend de a:
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Exemple 1.2.1 Dans l�exemple précédent, on a calculé la fonction T (r; f) pour la fonction

rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes où
anbm 6= 0 et m > n. Maintenant on va calculer le T (r; f) de la fonction f mais pour le cas

m < n:

On a la fonction 1
f
est une fonction rationnelle qui véri�e les conditions de l�exemple précé-

dent.

En appliquant le premier théorème fondamental (1:2:5), on obtient

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) ;

nous pouvons appliquer la même méthode de l�exemple précédent pour obtenir

T (r; f) = n log r +O (1) = O (log r) :

Remarque 1.2.2 Nous constatons que la fonction caractéristique d�une foncton rationnelle

est toujours donnée par

T (r; f) = O (log r) : (1.2.6)

En outre, l�inverse de cet assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe

avec T (r; f) = O(log r), alors f est une fonction rationnelle (voir [47, Théorème 2.2.3 p. 26]).

Proposition 1.2.1 Soient f; f1; : : : ; fn des fonctions méromorphes et �; �; 
; � 2 C; telles
que �� � �
 6= 0: Alors
(a) T (r;

Qn
k=1 fk) 6

Pn
k=1 T (r; fk) ; n > 1;

(b) T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N;
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(c) T

�
r;

nP
i=1

fi

�
6

nP
i=1

T (r; fi) + log n; n > 1;

(d) T
�
r; �f+�


f+�

�
= T (r; f) +O (1) ; en supposant que f 6� ��=
:

Preuve. (a) et (c) ; en utilisant les propriétés (5) et (6) de log+ on peut facilement déduire

que si fk (k = 1; : : : ; n) sont des fonctions méromorphes, alors

m (r;
Qn

k=1 fk) �
Pn

k=1m (r; fk) (1.2.7)

et

m (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1m (r; fk) + log n: (1.2.8)

En outre, puisque l�ordre du pôle de
Pn

k=1 fk en z0 ne dépasse pas la somme des ordres des

pôles des fk (k = 1; 2; :::; n) en z0, alors

N (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1N (r; fk) : (1.2.9)

De même, on a

N (r;
Qn

k=1 fk) �
Pn

k=1N (r; fk) : (1.2.10)

En combinant (1:2:9) ( resp. (1:2:10) ) avec (1:2:8) ( resp. (1:2:7) ), on trouve

T (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1 T (r; fk) + log n

et

T (r;
Qn

k=1 fk) �
Pn

k=1 T (r; fk) :

(b) Il su¢ t d�observer que jfnj = jf jn � 1 si et seulement si jf j � 1:
(d) On suppose que 
 6= 0: On pose f1 = f + �=
; f2 = 
f1; f3 = 1=f2; f4 =

(�
���)f3



; alors
�f+�

f+�

= f4 + �=
:

Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (c) dans la proposition précédente, nous trouvons

T

�
r;
�f + �


f + �

�
= T (r; f4) +O (1)

= T (r; f3) +O (1)

= T (r; f2) +O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Le cas où 
 = 0 (� 6= 0) : On pose f1 = f + �
�
( avec � 6= 0) donc �f+�

�
= �

�
f1. Alors,

T

�
r;
�f + �

�

�
= T

�
r;
�

�
f1

�
+O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :
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�

Théorème 1.2.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour tout R > 0; on a

T (r; f) =
1

2�

R 2�
0
N
�
r; ei�

�
d� + log+ jf (0)j avec 0 < r < R: (1.2.11)

�) T (r; f) est une fonction croissante de r:

Preuve. En appliquant la formule de Jensen (1:1:1) avec R = 1 à la fonction g (z) = a� z;
nous obtenons

1

2�

2�R
0

log
��a� ei�

�� d� = � log jaj ; si jaj � 1
log jaj � log jaj = 0 si jaj < 1 ;

donc pour tout a 2 C on a

1

2�

2�R
0

log
��a� ei�

�� d� = log+ jaj : (1.2.12)

Soit 0 < r < R: En appliquant la formule de Jensen à la fonction f (z)� ei�; nous trouvons

log
��f (0)� ei�

�� = 1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d��N

�
r;

1

f � ei�

�
+N (r; f) :

L�intégration par rapport à � de 0 à 2� donne

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� =
1

2�

2�R
0

�
1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d�� d�
� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +

1

2�

2�R
0

N (r; f) d�;

d�où

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� =
1

2�

2�R
0

�
1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d�� d�
� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +

1

2�

2�R
0

N (r; f) d�: (1.2.13)

En utilisant (1:2:12) avec a = f
�
rei�

�
; nous constatons que

1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d� = log+ ��f �rei���� : (1.2.14)

En utilisant (1:2:12) avec a = f (0) ; nous obtenons

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� = log+ jf (0)j : (1.2.15)
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La substitution de (1:2:14), (1:2:15) dans (1:2:13), donne

log+ jf (0)j = 1

2�

2�R
0

log+
��f �rei���� d�� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +N (r; f) ;

d�où

log+ jf (0)j = m (r; f) +N (r; f)� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d�;

donc

T (r; f) =
1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� + log+ jf (0)j :

�

Remarque 1.2.3 i) L�équation (1:2:11) est appelée l�Identité de Henri Cartan, c�est une

autre représentation de T (r; f) : Puisque N
�
r; 1

f�ei�

�
est une fonction croissante de r. À

l�aide de cette identité (1:2:11), on peut dire que la fonction T (r; f) est une fonction croissante

de r.

ii) Généralement m(r; f) n�est pas monotone. Par exemple, pour la fonction f telle que

f (z) =
z

1� z2
:

On a jf (z)j < 1 pour jzj < 1
2
ou jzj > 2: Cela implique que m(r; f) = 0 pour r 6 1

2
ou r > 2:

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction méromorphe.

1.3.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. � (f) ; � (f) dénotent respectivement à

l�ordre et l�ordre inférieur de f tels que

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
; � (f) = lim inf

r!+1

log T (r; f)

log r
;

et on dé�nit l�hyper ordre �2 (f) de la fonction f par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Remarque 1.3.1 Toute fonction f d�ordre �ni satisfait �2 (f) = 0:
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Exemple 1.3.1 Soit f une fonction rationnelle non constante

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et n; m sont des entiers positifs. Alors, de (1:2:6) on a

T (r; f) = O (log r) ;

d�où

� (f) = lim sup
r!+1

logO (log r)

log r
= 0; � (f) = 0:

Exemple 1.3.2 Soit f (z) = ez: De (1:1:21) on a

T (r; f) =
r

�
:

D�où

�(ez) = lim sup
r!+1

log r
�

log r
= 1; � (f) = 1:

Exemple 1.3.3 Soit f (z) = ez
2
. D�après (1:1:23), on obtient

T (r; f) =
r2

�
:

D�où

�(ez
2

) = lim sup
r!+1

log r2

�

log r
= 2; � (f) = 2:

Exemple 1.3.4 Soit P (z) =
nX
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n (n entier

positif), tel que aj (j = 0; 1; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit

f (z) = eP (z): Alors, d�après (1:1:24),on a

T (r; f) � janj rn
�

; r ! +1;

d�où

�(eP (z)) = lim sup
r!+1

log janjr
n

�

log r
= n = deg (P (z)) :

On peut constater ces deux résultats

�
�
ez

3
�
= 3; �

�
ez

5+3z2�2
�
= 5; �2

�
ez

3
�
= 0; �2

�
ez

5+3z2�2
�
= 0:

Exemple 1.3.5 (Voir [38, p. 7]) Soit f (z) = exp (ez) : Alors,

T (r; f) � er

(2�3r)
1
3

; r ! +1;

d�où

� (exp (ez)) = +1 = � (f) ; �2 (exp (e
z)) = 1:
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1.3.2 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros et
des points �xes.

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, l�exposant (respectivement hyper

exposant) de convergence des zéros de la fonction f est noté par � (f) (respectivement �2 (f))

tel que

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

et �2 (f) = lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

:

On note respectivement par

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

et par �2 (f) = lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

à l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f :

Exemple 1.3.6 (i) Comme la fonction f (z) = exp(ez) n�a pas de zéros, alors

�(exp(ez)) = 0 = �(exp(ez)):

(ii) Pour la fonction f (z) = ez � 12: Nous avons les zéros de f sont

zk = log 12 + 2k�i; k un entier.

Soit t > 0; tel qu�on trouve 2 jkj + 1 zéros de la fonction f dans le disque jzj 6 t (voir la

Figure 01). Alors,

t2 = (2�k)2 + log2 12 d�où k2 =
t2 � log2 12

4�2
:

Donc pour t su¢ samment grand on a

n(t;
1

f
) = 2 jkj+ 1 = 2

s
t2 � log2 12

4�2
+ 1 � t

�
(t! +1) ;

d�où

N(r;
1

f
) =

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r �

rZ
0

1

�
dt =

1

�
r (r ! +1) :

Par conséquent �(f) = 1: Comme tous les zéros de la fonction f sont simples, alors

�(f) = 1 = � (f) :

De plus, on a

�2(f) = 0 = �2 (f) :
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x = ln12

t

2 (pi)

2(pi) k

Figure 01

0 1

1

x

y

Dé�nition 1.3.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors, �(f) l�exposant de convergence

des points �xes distincts de f est dé�ni par

�(f) = � (f � z) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1

f�z

�
log r

:

Exemple 1.3.7 Pour la fonction f (z) = zez � 11z; les points �xes de la fonction f sont
les zéros de la fonction

f (z)� z = zez � 12z = z(ez � 12);

d�où

�(f) = � (f � z) = � (z(ez � 12)) = 1:

1.3.3 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Dé�nition 1.3.4 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E:

La densité supérieure d�un ensemble E � (0;+1) est dé�nie par

densE = lim sup
r�!+1

m (E \ [0; r])
r

:

La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt:
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La densité logarithmique supérieure d�un ensemble F � [1;+1) est est dé�nie par

log dens (F ) = lim sup
r!+1

lm (F \ [1; r])
log r

:

Exemple 1.3.8 1) La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 5] [ [6; 8] � [0;+1) est

m (E) =

+1Z
0

�
E
(t) dt =

5Z
1

dt+

8Z
6

dt = 6:

2) La mesure linéaire de chaque ensemble dénombrable est nulle ; m (N) = 0.
3) La mesure linéaire d�un ensemble �ni E est nulle.

4) La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e] � [1;+1) est

lm (F ) =

+1Z
1

�
F
(t)

dt

t
=

eZ
1

dt

t
= 1:

5) La densité supérieure de l�ensemble E = [1;+1) est

densH = lim sup
r�!+1

m (E \ [0; r])
r

= 1:

6) La densité logarithmique supérieure de l�ensemble F = [e;+1) est

log dens (F ) = lim sup
r!+1

lm ([e;+1) \ [1; r])
log r

= 1:

1.3.4 l�indice central d�une fonction entière.

Dé�nition 1.3.5 Soit f (z) =
+1X
n=0

anz
n une fonction entière, le terme maximal de f est

dé�ni par

� (r) = max fjanj rn : n = 0; 1; 2; � � � g

et l�indice central de f est dé�ni par

�f (r) = max fm : � (r) = jamj rmg :

Exemple 1.3.9 Pour le polynôme P (z) = anz
n + � � � + a0z

0; an 6= 0; pour r su¢ samment
grand, on a � (r) = janj rn et �P (r) = n.
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Exemple 1.3.10 Pour la fonction f (z) = ez�on a f (z) =
+1P
n=0

1
n!
zn: On a

� (r) = max
n>0

janj rn = max
n>0

1

n!
rn:

Posons un = 1
n!
rn et étudions la monotonie de la suite (un) : On a

un+1
un

=
r

n+ 1
;

d�où � un+1
un

> 1; si n < r � 1
un+1
un

< 1; si n > r � 1 :

Par conséquent

u0 < u1 < � � � < u[r]�2 < u[r]�1 6 u[r] > u[r]+1 > u[r]+2 > � � � :

Alors, pour r > 0 on a

� (r) = u[r] =
1

[r]!
r[r] et �f (r) = [r] :

Remarque 1.3.2 [47] Pour toute fonction entière transcendante f , on a

1) � (r) est strictement croissante pour r su¢ samment grand, et tend vers +1 pour r ! +1:

2) �f (r) est croissante et tend vers +1 pour r ! +1:



Chapitre 2

L�ordre de croissance des solutions
méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieur

2.1 Introduction et résultats

Considérons l�équation di¤érentielle de deuxième ordre

f 00 + e�z f 0 + A (z) f = 0; (2.1.1)

où A (z) est une fonction entière d�ordre �ni, il est bien connu que chaque solution f de

l�équation (2:1:1) est une fonction entière. D�ailleurs, si f1; f2 sont deux solutions linéairement

indépendantes de (2:1:1) ; alors il y a au moins une solution f1 ou f2 d�ordre in�ni. Par

conséquent, la plupart des solutions de (2:1:1) sont d�ordre in�ni.

Une question naturelle : Quelle condition sur A (z) garantira que chaque solution f 6� 0
soit d�ordre in�ni ? Plusieurs auteurs, Belaïdi [12], Frei [29], Ozawa [56], Gundersen [36],

Langley [49], Amemiya et Ozawa [2] ont étudié ce problème. Gundersen a montré [35, p.419]

que si degP (z) 6= degQ (z), alors chaque solution non constante de l�équation

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (2.1.2)

est d�ordre in�ni, où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont
des fonctions entières telles que �(A1) < degP (z) ; �(A0) < degQ (z). Mais l�équation (2:1:1)

avec A1 (z) = 1
2
= �A2 (z) et P (z) = Q (z) = z; possède une solution f (z) = ez + 2 d�ordre

�ni. Donc, si degP (z) = degQ (z) ; l�équation (2:1:1) peut avoir des solutions non constantes
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d�ordre �ni. Chen [18], Kwon [45] ont étudié le cas où degP (z) = degQ (z). Plus tard, Chen

et Shon [22] ont généralisé le résultat dans [18] pour les équations di¤érentielles linéaires

d�ordre supérieur. Après ce travail Xiao et Chen [66] ont amélioré le résultat dans [22] à une

classe d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur et ont obtenu le résultat suivant.

Théorème A. Soient Aj (z) des fonctions entières avec �(Aj) < 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1),
aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des nombres complexes (si Ai � 0 nous dé�nissons ai = 0; au-

trement ai 6= 0). On suppose qu�il existe fai1 ; ai2 ; � � � ; aimg � fa0; a1; � � � ; ak�1g tel que
arg aij (j = 1; 2; � � � ;m) sont distincts entre eux deux à deux et pour chaque al (al 6= 0) 2
fa0; a1; � � � ; ak�1g � fai1 ; ai2 ; � � � ; aimg; il existe un certain aij 2 fai1 ; ai2 ; � � � ; aimg tel que
al = c

(ij)
l aij , où 0 < c

(ij)
l < 1; l 2 f0; 1; � � � ; k � 1g; j = 1; 2; � � � ;m: Alors, chaque solution

transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1e
ak�1zf (k�1) + � � �+ A0e

a0zf = 0 (2.1.3)

est d�ordre in�ni. En outre, si aij0 = a0 ou a0 = c
(ij0 )

0 aij0 et 0 < c
(ij0 )

0 6= c
(ij0 )
s < 1; s 2

f1; 2; � � � ; k � 1g; avec aij0 2 fai1 ; ai2 ; � � � ; aimg; alors chaque solution f 6� 0 de (2:1:3) est

d�ordre in�ni.

Le but principal de ce chapitre est de généraliser le résultat du Théorème A à quelques

équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur, en prouvant les résultats suivants.

Théorème 2.1.1 [5] Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes ayant
un nombre �ni de pôles et � = maxf�(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n. Soient Pi (z) =

an;iz
n + an�1;iz

n�1 + � � � + a1;iz + a0;i des polynômes, où an;i(i = 0; 1; � � � ; k � 1); aj;i (i =
0; 1; � � � ; k � 1; j = 0; 1; � � � ; n � 1) sont des nombres complexes (si Ai = 0 nous dé�-

nissons Pi (z) = 0; autrement an;i 6= 0). On suppose qu�il existe fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img �
fan;0; an;1; � � � ; an;k�1g tel que arg an;ij (j = 1; 2; � � � ;m) sont distincts entre eux deux à
deux et pour chaque an;l 2 fan;0; an;1; � � � ; an;k�1g � fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img et an;l 6= 0 il

existe un certain an;ij 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img tel que an;l = c
(ij)
n;l an;ij avec 0 < c

(ij)
n;l < 1;

l 2 f0; 1; � � � ; k � 1g; j = 1; 2; � � � ;m: Alors, chaque solution méromorphe transcendante de
l�équation

f (k) + Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ Ase

Ps(z)f (s) + � � �+ A1e
P1(z)f

0
+ A0e

P0(z)f = 0 (2.1.4)

est d�ordre in�ni. En outre, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
(ij0 )

n;0 an;ij0 et 0 < c
(ij0 )

n;0 6= c
(ij0 )
n;s < 1; s 2
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f1; 2; � � � ; k � 1g; avec an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img; alors chaque solution méromorphe
f 6� 0 de (2:1:4) est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.2 [5] Sous les mêmes conditions du Théorème 2.1.1, on a les assertions

suivantes

(i) Chaque solution méromorphe transcendante f de (2:1:4) satisfait �(f) > n ou �2(f) = n:

(ii) En outre, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
(ij0 )

n;0 an;ij0 et 0 < c
(ij0 )

n;0 6= c
(ij0 )
n;s < 1; s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g ;

avec an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img ; alors chaque solution méromorphe f 6� 0 de (2:1:4) sa-
tisfait �(f) > n ou �2(f) = n:

Théorème 2.1.3 [5] Sous les mêmes conditions du Théorème 2.1.1, de plus on suppose que

� 6� 0 est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles et �(�) < +1; nous avons

(i) Si � est transcendante, alors chaque solution méromorphe transcendante f de (2:1:4)

satisfait �(f � �) = +1:

(ii) En outre, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
(ij0 )

n;0 an;ij0 et 0 < c
(ij0 )

n;0 6= c
(ij0 )
n ; s < 1; s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g ;

avec an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img ; alors chaque solution méromorphe f 6� 0 de (2:1:4) sa-
tisfait �(f � �) = +1:

Exemple 2.1.1 Pour l�équation di¤erentielle

f (5) +
2

z � 1e
4z3f (4) +

z2

z2 � 1e
z3f (3) � 1

z
e2iz

3

f 00 � 2eiz3+1f 0 + 6ez3�if = 0: (2.1.5)

On prend f2i; 4g l�ensemble des coe¢ cients an;ij où les arguments sont distincts et de modules
superieurs. Puisque an;0 = 1; (jan;0j = 1 < jan;4j = 4) ; donc d�après le Théorème 2.1.1, 2.1.2
et le Théorème 2.1.3, toute solution méromorphe transcendante f (z) de l�équation (2:1:5) est

d�ordre in�ni et satisfait

�2(f (z)) = 3 ou �(f (z)) > 3 :

En outre, pour � = ez fonction transcendante (�(ez) = 1 < +1) et pour toute solution mé-
romorphe transcendante f (z) de l�équation (2:1:5), on a

�(f � ez) = +1:

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles; et sup-

posons que
��f (k) (z)�� est non borné sur un rayon arg (z) = �; alors il existe une séquence

zn = rne
i� qui tend vers l�in�ni telle que f (k)(zn) �! +1 et����f (j)(zn)f (k)(zn)

���� 6 1

(k � j)!
jznjk�j (1 + o(1)) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (2.2.1)
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Preuve. Soit r0 > 0 tel que tous les pôles de f sont situés dans fz : jzj < r0g et soit
M
�
r; �; f (k)

�
= max

���f (k) (z)�� : r0 6 jzj 6 r; arg z = �
	
. Clairement, il existe un nombre in-

�ni des points zn = rne
i�; rn > r0; rn ! +1 tels que pour tout n; nous avonsM

�
rn; �; f

(k)
�
=��f (k) (zn)�� ! +1 quand n ! +1: Par (k � j)-intégrations réitérées sur le long du chemin

L1 : z = rei�; r0 6 r 6 jznj ; nous obtenons

f (j) (zn) = f (j)
�
r0e

i�
�
+ f (j+1)

�
r0e

i�
� �zn � r0e

i�
�

1!
+ :::

+
1

(k � j � 1)!f
(k�1) �r0ei�� �zn � r0e

i�
�k�j�1

+

Z zn

r0ei�
:::

Z �

r0ei�

Z  

r0ei�
f (k) (t) dtd d�:::du:

Par conséquent, par une évaluation élémentaire d�inégalité et par
��f (k) (z)�� 6 ��f (k) (zn)�� sur

le chemin L1; nous avons

��f (j) (zn)�� 6 ��f (j) �r0ei����+ ��f (j+1) �r0ei���� ��zn � r0e
i�
��

1!
+ :::

+
1

(k � j � 1)!
��f (k�1) �r0ei���� ��zn � r0e

i�
��k�j�1 + 1

(k � j)!

��f (k) (zn)�� ��zn � r0e
i�
��k�j : (2.2.2)

De (2:2:2) et pour zn ! +1, nous obtenons����f (j) (zn)f (k) (zn)

���� 6 1

(k � j)!
(1 + o (1)) jznjk�j (j = 0; :::; k � 1) :

�

Lemme 2.2.2 [34, p.89] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) = � <

+1, � = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de nombres
entiers véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée. Alors, il

existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�)�E1, il existe
une constante R0 = R0( 0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0, jzj > R0 et

pour tout (k; j) 2 �; on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (2.2.3)

Lemme 2.2.3 [10] Soit P (z) = anz
n + � � � + a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré

n > 1 et A (z) 6� 0 une fonction méromorphe avec � (A) < n. Soit f (z) = A (z) eP (z); z =

rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�: Alors, pour tout " > 0; il existe un ensemble E2 � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E2 [ E3) ; où E3 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g
est un ensemble �ni, et pour tout jzj = r su¢ samment grand, nous avons
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(i) Si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.2.4)

(ii) Si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (2.2.5)

Lemme 2.2.4 [22] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout rayon arg (z) =

�0 2 [0; 2�)�E4;
��f(rei�0)�� 6 Mrk avec M = M(�0) > 0 est une constante et k > 0 est une

constante indépendante de �0: Alors, f (z) est un polynôme de degré deg(f) 6 k:

Lemme 2.2.5 [30, p. 30] Soient P1; P2; � � � ; Pn (n > 1) des polynômes non constants de

degrés respectivement d1; d2; � � � ; dn. Supposons que si i 6= j, alors deg(Pi�Pj) = max fdi; djg.
Soit A (z) =

nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z); où Bj (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant

�(Bj (z)) < dj. Alors,

�(A) = max
16j6n

fdjg : (2.2.6)

Lemme 2.2.6 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F :

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1 : (2.2.7)

Lemme 2.2.7 [51] Supposons que k > 2 et A0; A1; A2; � � � ; Ak�1 sont des fonctions
méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit

� = max f�(Aj); j = 0; 1; � � � ; k � 1g ;

et soit f (z) une solution méromorphe transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = 0 :

Alors, �2(f) 6 �:

Lemme 2.2.8 [42, Théorème 12.4] Soit f une fonction entière avec �(f) = +1. Alors, f
peut être représentée sous la forme f (z) = g (z) eh(z), où g (z) et h (z) sont deux fonctions

entières telles que

�2(f) = max
�
�2(g); �2(e

h)
	
; (2.2.8)

�2(g) = lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1

g

�
log r

= lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

: (2.2.9)
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2.3 Preuve du Théorème 2.1.1.

Nous a¢ rmons que toute solution transcendante de l�équation (2:1:4) est d�ordre in�ni. Sup-

posons que f est une solution transcendante de l�équation (2:1:4) satisfaisant �(f) = � < +1:

Par le Lemme 2.2.2, il existe un sous-ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si
� 2 [0; 2�)�E1, alors il existe une constante R0 = R0(�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj > R0, nous avons���� f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzjk� ; 0 6 i < j 6 k: (2.3.1)

Notons

E2 = f� 2 [0; 2�) : �(Pj; �) = 0; j = 0; 1; � � � ; k � 1g[�
� 2 [0; 2�) : �(Pij ; �) = �(Pid ; �); 1 6 d < j 6 m

	
:

Donc E2 est un ensemble �ni. Par le Lemme 2.2.3, il existe des ensembles exceptionnels

Hj � [0; 2�) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); chacun d�eux a une mesure linéaire nulle, tels que pour
tout z = rei� : � 2 [0; 2�)� (E1 [ E2 [ E3) (E3 =

k�1
[
j=0
Hj est un ensemble de mesure linéaire

nulle) �(Pj; �) 6= 0, j = 0; 1; � � � ; k � 1 et �(Pij ; �) 6= �(Pid ; �), 1 6 d < j 6 m: Soit

�t = �(Pit ; �) = maxf�(Pij ; �); j = 1; 2; � � � ;mg;

puisque �t 6= 0; alors �t > 0 ou �t < 0: Nous considérons deux cas

1ier Cas : �t > 0: Par le Lemme 2.2.3, pour tout "1(0 < "1); quand r �! +1; nous

avons

e(1�"1)r
n�t 6

��Ait (z) ePit (z)�� : (2.3.2)

Pour AlePl(z) (l 6= it); on pose

� = max
�
0; �(Pij ; �)= j 2 f1; 2; � � � ;mg � ftg

	
;

alors 0 < � < �t: En conséquence, il existe une constante c0 telle que

0 < c0 < 1 et � = c0�t:

Nous avons

an;l = c
(it)
n;l an;it (0 < c

(it)
n;l < 1) ou

an;l = an;ij (j 6= t) ou an;l = c
(ij)
n;l aij (j 6= t) (0 < c

(ij)
n;l < 1):
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Donc

�(Pl; �) = c
(it)
n;l �(Pit ; �) = c

(it)
n;l �t ou

�(Pl; �) = �(Pij ; �) 6 � ou �(Pl; �) = c
(ij)
n;l �(Pij ; �) 6 c

(ij)
n;l �:

Soit c = max
n
c
(it)
n;l ; c

0; c
(ij)
n;l c

0
o
, alors 0 < c < 1: Par le Lemme 2.2.3, quand r �! +1, nous

avons ��AlePl(z)�� 6 e(1+"1)r
nc
(it)
n;l �t ou

��AlePl(z)�� 6 e(1+"1)r
n� ou

��AlePl(z)�� 6 e(1+"1)r
nc
(it)
n;l � ;

ainsi ��AlePl(z)�� 6 e(1+"1)r
nc�t ; l 2 f0; 1; � � � ; k � 1g � ftg : (2.3.3)

Maintenant, nous a¢ rmons que
��f (it) (z)�� est borné sur le rayon arg z = �: Si

��f (it) (z)�� est
non borné sur le rayon arg z = �, alors par le Lemme 2.2.1, il existe un nombre in�ni des

points zx = rxe
i� tels que quand x �! +1, nous avons rx �! +1,

��f (it)(zx)�� �! +1 et���� f (j)(zx)f (it)(zx)

���� 6 1

(it � j)!
jzxjit�j (1 + o(1)) (j = 0; 1; � � � ; it) : (2.3.4)

Puisque f (it) (z) 6� 0, par (2:1:4), (2:3:1), (2:3:3) et (2:3:4) quand zx �! +1; nous avons

��Ait(zx)ePit (zx)�� 6 ���� f (k)(zx)f (it)(zx)

����+ ��Ak�1(zx)ePk�1(zx)�� ����f (k�1)(zx)f (it)(zx)

����
+ � � �+

��Ait+1(zx)ePit+1(zx)�� ����f (it+1)(zx)f (it)(zx)

����+ ��Ait�1(zx)ePit�1(zx)�� ����f (it�1)(zx)f (it)(zx)

����
+ � � �+

��A1(zx)eP1(zx)�� ���� f 0(zx)f (it)(zx)

����+ ��A0(zx)eP0(zx)�� ���� f(zx)

f (it)(zx)

���� :
Par conséquent ��Ait(zx)ePit (zx)�� 6 e(1+"1)r

n
x c�tr(2+�)kx : (2.3.5)

En vertu de (2:3:2) et de (2:3:5) ; nous trouvons

e(1�"1)r
n
x �t 6 e(1+"1)r

n
x c�tr(2+�)kx ; 0 < c < 1;

d�où

e((1�c)�(1+c)"1)r
n
x �tr�(2+�)kx 6 1; 0 < c < 1: (2.3.6)

Nous pouvons prendre 0 < "1 < 1�c
1+c
, alors e((1�c)�(1+c)"1)r

n
x �tr

�(2+�)k
x �! +1 est une

contradiction avec la limite du côté droit de l�inégalité (2:3:6) : En conséquence,
��f (it) (z)�� est

borné sur le rayon arg z = �; nous posons
��f (it) (z)�� < M1 (M1 une constante positive), alors

jf (z)j < M1r
k: (2.3.7)
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2ième Cas : �t < 0: Soit

� = max
�
�(Pij ; �) : j 2 f1; 2; � � � ;mg � ftg

	
;

d�où

� < �t < 0:

En conséquence, il existe une constante c0 telle que 1 < c0 et � = c0�t: Pour tout l 6= it, nous

avons les cas suivants de �(Pl; �) :

�(Pl; �) = c
(it)
n;l �(Pit ; �) = c

(it)
n;l �t

ou

�(Pl; �) = �(Pij ; �) 6 � (l 6= it)

ou

�(Pl; �) = c
(ij)
n;l �(Pij ; �) 6 c

(ij)
n;l �:

Notons c1 = min
n
c
(it)
n;l ; c

0; c
(ij)
n;l c

0; 1
o
; nous avons 0 < c1: Par le Lemme 2.2.3, pour tout "2

(0 < "2 <
1
2
); quand r �! +1 et pour tout j = 0; 1; � � � ; k � 1; nous trouvons��AitePit (z)�� 6 e(1�"2)r

n�t pour l = it

et pour l 6= it on a��AlePl(z)�� 6 e(1�"2)r
nc
(it)
n;l �t ou

��AlePl(z)�� 6 e(1�"2)r
n� ou

��AlePl(z)�� 6 e(1+"2)r
nc
(ij)

n;l �:

Par conséquent, pour tout j = 0; 1; � � � ; k � 1��Aj (z) ePj(z)�� 6 e(1�"2)r
nc1�t : (2.3.8)

Si
��f (k) (z)�� est borné sur le rayon arg z = �, alors par le Lemme 2.2.1, il existe un nombre in�ni

de points z0x = r0xe
i � tels que quand x �! +1, nous avons rx �! +1,

��f (k)(z0x)�� �! +1 et����f (j)(z0x)f (k)(z0x)

���� 6 1

(k � j)!
jz0xj

k�j
(1 + o(1)) j = 0; 1; � � � ; k � 1: (2.3.9)

Puisque f (k) 6� 0; par (2:1:4), (2:3:8) et (2:3:9), quand r0x �! +1, nous avons

1 6
���Ak�1(z0x)ePk�1(z0x)��� ����f (k�1)(z0x)f (k)(z0x)

����+ ���Ak�2(z0x)ePk�2(z0x)��� ����f (k�2)(z0x)f (k)(z0x)

����
+ � � �+

���A1(z0x)eP1(z0x)��� ���� f 0(z0x)f (k)(z0x)

����+ ���A0(z0x)eP0(z0x)��� ���� f(z0x)f (k)(z0x)

���� :
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Par conséquent

1 6 e(1�"2)(r
0
x)
nc1�t(r0x)

2k; (2.3.10)

on a e(1�"2)(r
0
x)
nc1�t(r0x)

k �! 0 une contradiction avec la limite du côté gauche de l�inégalité

(2:3:10). En conséquence,
��f (k) (z)�� est borné sur le rayon arg z = �; nous posons

��f (k) (z)�� <
M2 (M2 une constante positive), alors

jf (z)j < M2r
k: (2.3.11)

Dans les deux cas (2:3:7) et (2:3:11), nous avons

jf (z)j < Mrk: (2.3.12)

Puisque f (z) est une fonction méromorphe avec un nombre �ni de pôles, alors nous pouvons

écrire f (z) sous la forme f (z) = g(z)
Q(z)

où Q (z) est un polynôme et g (z) est une fonction

entière. Nous savons que pour tout z = rei� et r > r0; il existe un entier positif s (s >
degQ) tel que

jQ (z)j 6 rs: (2.3.13)

De (2:3:12) et (2:3:13), nous avons jg (z)j < Mr� (� > s+k) pour tout rayons z = rei� et � 2
[0; 2�)�E1[E2[E3: En appliquant le Lemme 2.2.4, nous trouvons que g (z) est un polynôme
de degré deg g 6 �: Alors, f (z) est une fonction rationnelle, ceci contredit la prétention que

f (z) est une fonction transcendante. Par conséquent �(f) = +1: En outre, si an;ij0 =

an;0 avec an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img, nous supposons que la solution f (z) de l�équation
(2:1:4) est une fonction rationnelle. Puisque nous avons A0feP0 6� 0; on peut écrire

(As (z) e
Ps(z)�an;szn f (s) (z) + At (z) e

Pt(z)�an;tznf (t) (z))ean;sz
n

au lieu de Asf (s)ePs + Atf
(t)ePt quand an;s = an;t (an;s; an;t 2 fan;1; an;2; � � � ; an;k�1g). En

conséquence, nous pouvons écrire l�équation (2:1:4) sous la forme

A0 (z) f (z) e
P0(z) +

X
j 6=0

Bj (z) e
ajz

n

= 0; (2.3.14)

où Bj (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni �(Bj) < n et ayant un nombre �ni

de pôles: Nous avons arg an;j 6= arg an;0 ou arg an;j = arg an;0 mais jan;jj < jan;0j ; et que
aj � ai 6= 0 pour i 6= j (j 6= 0): Par le Lemme 2.2.5, nous constatons que l�ordre de

croissance du côté gauche de l�équation (2:3:14) est n, ceci contredit l�ordre nul du côté

droit de l�équation (2:3:14). Supposons que an;0 = c
(ij0 )

n;0 an;ij0 et 0 < c
(ij0 )

n;0 6= c
(ij0 )
n;s < 1,

s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g et an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img ; nous assumons que la solution f (z) de
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l�equation (2:1:4) est une fonction rationnelle. Ainsi, nous avons A0feP0 6� 0 et aussi l�équa-
tion (2:3:14) est véri�ée.

Du fait arg an;j 6= arg an;0 ou arg an;j = arg an;0 mais 0 < c
(ij0 )

0 6= c
(ij0 )
s , s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g ce

qui donne jajj 6= ja0j et par le Lemme 2.2.5 l�ordre de croissance du côté gauche de l�équation
(2:3:14) est n, ceci contredit l�ordre nul du côté droit de l�équation (2:3:14). En outre, quand

an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
(ij0 )

n;0 an;ij0 et 0 < c
(ij0 )

n;0 6= c
(ij0 )
n;s < 1; s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g et an;ij0 2

fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img, toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (2:1:4) est d�ordre

in�ni.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.2.

(i) Soit Hj (z) = Aj (z) e
Pj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1). Supposons que f est une solution méro-

morphe transcendante de l�équation (2:1:4) satisfaisant �(f) < n; alors nous pouvons écrire

f sous la forme f = �
Q
eh; où � est une fonction entière avec �(f) = �(�) < n; h est une

fonction entière transcendante et Q est un polynôme. Notons g = f 0

f
; alors (voir [47, Lemme

2.3.7 p. 39])
f (j)

f
= gj +

1

2
j(j � 1)gj�2g0 +Gj�2(g) (j = 2; 3; � � � ; k); (2.4.1)

où Gj�2(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec des coe¢ cients

constants et de degré égale au plus j � 2. La substitution de (2:4:1) dans (2:1:4) donne

gk = Tk�1(g); (2.4.2)

où Tk� 1(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec les coe¢ cients

H0; H1; � � � ; Hk�1 et le degré égale au plus de k� 1: L�application du Lemme de Clunie (voir
[47, Lemme 2.4.2]) à (2:4:2) donne

m(r; g) 6 O(

k�1X
j=0

m(r;Hj)) + S(r; g):

Nous savons que

N(r; g) = N(r;
f 0

f
) = N(r; f) +N(r;

1

f
);

par conséquent

T (r; g) 6 O(

k�1X
j=0

m(r;Hj)) +N(r; f) +N(r;
1

f
) + S(r; g): (2.4.3)
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De (2:4:3) et le fait �(f) < n; �(Hj) = n (j = 0; 1; � � � ; k�1) et N(r; f) = O(log r); il s�ensuit

que �(g) 6 n: Nous a¢ rmons maintenant que �(g) = n. Si �(g) < n, alors par (2:4:1) nous

obtenons

�(
f (j)

f
) < n (j = 1; 2; � � � ; k):

Puisque nous avons Aij (z)
f (ij)

f
6� 0; on peut écrire

(As (z) e
Ps(z)�an;sznf (s) (z) + At (z) e

Pt(z)�an;tznf (t) (z))easz
n

au lieu de Asf (s)ePs + Atf
(t)ePt quand an;s = an;t (an;s; an;t 2 fan;1; an;2; � � � ; an;k�1g �

fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img).
En conséquence, nous pouvons écrire l�équation (2:1:4) sous la forme

mX
j=0

Aij (z)
f (ij)

f
ePij (z) +

X
s

Bs (z) e
aszn = 0; (2.4.4)

où Bs (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni �(Bs) < n et ayant un nombre �ni de

pôles:Nous avons les arg(an;ij) sont distincts entre eux deux à deux dans fan;i1 ; an;i2 ; � � � ; an;img et
si arg an;j = arg an;ij ; alors jan;jj <

��an;ij �� : Par le Lemme 2.2.5, nous constatons que l�ordre
de croissance du côté gauche de l�équation (2:4:4) est n, ceci contredit l�ordre nul du côté

droit de l�équation (2:4:4) : Par conséquent �(g) = n: Puisque �2(f) = �2(�e
h) donc par le

Lemme 2.2.7 nous avons �2(�e
h) 6 max f�(Hj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g = n; en appliquant le

Lemme 2.2.8, nous obtenons �(h) 6 n.

Supposons que �(h) < n. Alors, de f
0

f
= �

0

�
� Q

0

Q
+ h0 il s�ensuit que

T (r;
f 0

f
) = O

�
T (r;

�0

�
) + T (r;

Q0

Q
) + T (r; h0)

�

= O

�
m(r;

�0

�
) +N(r;

1

�
) + log r + T (r; h0)

�
= O

�
log r +N(r;

1

�
) + log r + T (r; h0)

�
= O

�
log r +N(r;

1

�
) + T (r; h0)

�
: (2.4.5)

De (2:4:5) et le fait �(�) < n; nous obtenons �(f
0

f
) = �(g) < n; c�est une contradiction à

�(g) = n. Par conséquent �(h) = n; d�où �2(f) = n:

(ii) Nous avons chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (2:1:4) est transcendante,
en utilisant le même raisonnement comme dans (i), nous obtenons �(f) > n ou �2(f) = n:
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2.5 Preuve du Théorème 2.1.3.

(i) Assumons que f est une solution méromorphe transcendante de l�équation (2:1:4) et

supposons que � (z) 6� 0 est une fonction méromorphe transcendante ayant un nombre �ni

de pôles et �(�) < +1: Par le Théorème 2.1.1, nous avons �(f) = +1: Soit g = f � � ; alors
�(g) = +1: La substitution de f = g + � dans l�équation (2:1:4) donne

g(k) +Hk�1g
(k�1) + � � �+Hsg

(s) + � � �+H1g
0
+H0g

= �
�
� (k) +Hk�1�

(k�1) + � � �+Hs�
(s) + � � �+H1�

0
+H0�

�
; (2.5.1)

où Hj = Aje
Pj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : Nous a¢ rmons que

� (k) +Hk�1�
(k�1) + � � �+Hs�

(s) + � � �+H1�
0
+H0� 6� 0:

En e¤et, si � (k) + Hk�1�
(k�1) + � � � + Hs�

(s) + � � � + H1�
0
+ H0� = 0; alors � est une solu-

tion méromorphe transcendante de l�équation (2:1:4), par le Théorèm 2.1 �(�) = +1 ceci

contredit le fait �(�) < +1: Par conséquent

�
�
� (k) +Hk�1�

(k�1) + � � �+Hs�
(s) + � � �+H1�

0
+H0�

�
6� 0: (2.5.2)

Par (2:5:1) ; (2:5:2) et le Lemme 2.2.6, on obtient � (g) = � (g) = �(g) = +1: Par conséquent

�(f � �) = +1:

(ii) Nous avons par le Théorème 2.1.1, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (2:1:4)
est transcendante, en utilisant le même raisonnement qu�en (i), nous obtenons �(f��) = +1:



Chapitre 3

Sur l�ordre et l�hyper-ordre des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieure

3.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs, tels que Kwon [45], Chen [18] et Gundersen [35] ont étudié l�équation

di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (3.1.1)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions

entières telles que � (A1) < deg P (z) ; � (A0) < deg Q (z) : Gundersen [35, p. 419] a montré

que si degP (z) 6= degQ (z), alors chaque solution méromorphe non constante de (3:1:1) est
d�ordre in�ni. Si degP (z) = degQ (z) alors (3:1:1) peut avoir des solutions non constantes

d�ordre �ni ; pour l�instant f (z) = ez + 1
2
satisfait f 00 + 2ezf 0 � 2ezf = 0: Dans [21], Chen et

Shon ont étudié le cas où degP (z) = degQ (z) = 1 et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème A. Soient Aj (z) 6� 0 (j = 0; 1) deux fonctions méromorphes telles que � (Aj) < 1,
soient a; b deux constantes complexes telles que ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1).

Alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = 0;

est d�ordre in�ni.
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Dans [44], Xu et Yi ont généralisé le Théorème A et ils ont étudié les points �xes des

solutions et leurs dérivées. En [9], Belaïdi a étudié ce cas et il l�a généralisé pour une classe

des équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur, il a obtenu le résultat suivant.

Théorème B. Soient

Pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
i; j = 0; 1; � � � ; k � 1

des polynômes non constants, où a0;j; a1;j; � � � ; an;j (j = 0; 1; � � � ; k�1) sont des nombres
complexes tels que an;jan;0 6= 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et Aj (z) 6� 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
sont des fonctions méromorphes. Supposons que arg an;j 6= arg an;0 ou an;j = can;0 (0 < c < 1)

(j = 0; 1; � � � ; k�1); � (Aj) < n (j = 0; 1; � � � ; k�1): Alors, chaque solution méromorphe
f (z) 6� 0 de l�équation

f (k) + Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ A1e

P1(z)f
0
+ A0e

P0(z)f = 0 (3.1.2)

est d�ordre in�ni, avec k > 2:

Dans [51] Liu et Yuan ont généralisé le Théorème A et ils ont donné une évaluation de

l�hyper-ordre des solutions. Dans [64] Wenjuan Chen et Junfeng Xu remplacent la condition

" coe¢ cients ayant un nombre �ni de pôles " dans [51] par la condition " tous les pôles de la

solution f de l�équation

f (k) + hk�1f
(k�1) + � � �+ hse

P (z)f
(s)

+ � � �+ h1f
0
+ h0e

Q(z)f = 0 (3.1.3)

sont d�une multiplicité uniformément bornée " pour donner une évaluation sur l�hyper-ordre.

Ils ont obtenu le théorème suivant.

Théorème C. Soient P (z) et Q (z) deux polynômes non constants tels que

P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a1z + a0;

Q (z) = bnz
n + bn�1z

n�1 + � � �+ b1z + b0

où ai; bi (i = 1; 2; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; bn 6= 0 et soient

hj (j = 0; 1; 2; � � � ; k � 1) (h0 6� 0) des fonctions méromorphes telles que
� = max f� (hj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n: Supposons que tous les pôles de f sont d�une

multiplicité uniformément bornée. Alors, nous avons les trois assertions suivantes :
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1. Si an = bn, et deg(P � Q) = m > 1; � < m; alors chaque solution méromorphe transcen-

dante f de l�équation (3:1:3) est d�ordre in�ni et m 6 �2(f) 6 n:

2. Si an = cbn avec c > 1, et deg(P �Q) = m > 1; � < m; alors chaque solution méromorphe

f 6� 0 de l�équation (3:1:3) est d�ordre in�ni et �2(f) = n.

3. Si � < �(h0) < 1=2; an = cbn avec c > 1, et P (z) � cQ (z) est constant, alors chaque

solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (3:1:3) est d�ordre in�ni et �(h0) 6 �2(f) 6 n.

Dans ce chapitre, nous continuons la recherche dans ce type de problèmes, nous généra-

lisons les résultats ci-dessus, et nous obtenons les théorèmes suivants.

Théorème 3.1.1 [4] Soient

Pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
i; j = 0; 1; � � � ; k � 1

des polynômes non constants, où a0;j; a1;j; � � � ; an;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres
complexes tels que an;jan;0 6= 0 (j = 1; 2; � � � ; k � 1); soient hj (z) ; dj (z) (h0 6� 0) (j =

0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes. Supposons que arg an;j 6= arg an;0 ou an;j =

cjan;0 (cj > 0; cj 6= 1) pour tout j = 1; 2; � � � ; k � 1; et � = maxf� (hj), � (dj) : j =
0; 1; � � � ; k � 1g < n. Alors, nous avons ces deux assertions :

(i) Chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation

f (k) +
�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�
f (k�1) + � � �+

�
hse

Ps(z) + ds
�
f (s) + � � �+

�
h0e

P0(z) + d0
�
f = 0

(3.1.4)

est transcendante.

(ii) Pour chaque solution méromorphe f de (3:1:4) d�ordre in�ni �(f) = +1 nous avons, si

�( 1
f
) < n et �(f) < n alors �2 (f) = n:

Théorème 3.1.2 [4] Soient

Pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
i; j = 0; 1; � � � ; k � 1

des polynômes non constants, où a0;j; a1;j; � � � ; an;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres
complexes tels que an;jan;0 6= 0 (j = 1; 2; � � � ; k � 1) et soient hj (z) ; dj (z) (h0 6� 0) (j =

0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes. Supposons que arg an;j 6= arg an;0 ou an;j =

cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; 2; � � � ; k�1); et � = max f� (hj) , � (dj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n.

Alors, chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 de l�équation (3:1:4) est d�ordre in�ni et l�hyper-
ordre de f satisfait �2 (f) > n: En outre, si �( 1

f
) < +1 alors �2 (f) = n:
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Théorème 3.1.3 [4] Soient

Pj (z) =

nX
i=0

ai;jz
i; j = 0; 1; � � � ; k � 1

des polynômes non constants, où a0;j; a1;j; � � � ; an;j (j = 0; 1; � � � ; k�1) sont des nombres com-
plexes tels que an;jan;0 6= 0 (j = 1; 2; � � � ; k�1); et hj (z) ; dj (z) (h0 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k�1)
des fonctions méromorphes. Supposons que an;j = cjan;0 (cj > 1) ; deg

�
P0 (z)� 1

cj
Pj (z)

�
=

0 (j = 1; 2; � � � ; k�1), et � = max f� (hj) (j = 1; � � � ; k � 1) , � (dj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)g <
� (h0). Si �

�
1
h0

�
< � (h0) 6 � (h0) <

1
2
, alors chaque solution f méromorphe transcendante

de l�équation (3:1:4) est d�ordre in�ni et l�hyper-ordre de f satisfait �2 (f) > � (h0) : En outre,

les deux assertions suivantes sont véri�ées :

(i) Si �( 1
f
) < +1 alors � (h0) 6 �2 (f) 6 n:

(ii) Pour cj 6= 1 (j = 1; 2; � � � ; k � 1) ; si �(f) < n et �( 1
f
) < n alors �2 (f) = n:

Théorème 3.1.4 [4] Soient

Pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
i; j = 0; 1; � � � ; k � 1

des polynômes non constants, où a0;j; a1;j; � � � ; an;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres
complexes tels que an;jan;0 6= 0 (j = 1; 2; � � � ; k � 1); soient hj (z) ; dj (z) (h0 6� 0) (j =

0; 1; � � � ; k�1) des fonctions méromorphes. Supposons que arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; 2; � � � ; k�
1); arg (an;1 + an;s) 6= arg an;0 (s = 2; 3) ou an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; 2; � � � ; k � 1); et
� = max f� (hj) , � (dj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n. Alors, pour toute solution méromorphe f 6�
0 de l�équation (3:1:4), nous avons f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni de points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.

Exemple 3.1.1 Soit l�équation di¤érentielle du deuxième ordre,

f
00 � (1 + 3ez) f 0 + 2e2zf = 0: (3.1.5)

Dans cette équation, on a an;1 = 1; an;0 = 2 d�où an;1 = 1
2
an;0: D�après le Théorème 3.1.2 et

le Théorème 3.1.4, on a toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (3:1:5), est d�ordre
in�ni et nous avons f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni de points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.

En e¤et, les deux fonctions linéairement indépendantes f1 (z) = ee
z
; f2 (z) = e2e

z
; sont des

solutions d�ordre in�ni de cette équation et �2 (f) = 1 qui véri�e le Théorème 3.1.1 car

�(ee
z
) = �( 1

eez
) = 0 < 1 et �( 1

e2ez
) = �(e2e

z
) = 0 < 1;
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Exemple 3.1.2 Pour l�équation di¤érentielle

f 00 � i

��
1 +

1

z

�
eiz + 1

�
f 0 � 1

z
e2izf = 0; (3.1.6)

on a i =
�
1
2

�
2i d�où an;1 = 1

2
an;0. D�après le Théorème 3.1.2 et le Théorème 3.1.4, on a toute

solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (3:1:6), est d�ordre in�ni et nous avons f; f 0; f 00

ont un nombre in�ni de points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.

En e¤et, la fonction f (z) = exp(eiz) pour tout z 6= 0 est une solution de l�équation (3:1:6)
qui véri�e

�(exp(eiz)) = +1; �2(exp(e
iz)) = 1:

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 [52] Soit P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a1z + a0, avec n un entier positif,
an = �ne

i�n, �n > 0 ; et �n 2[0; 2�). Pour tout " (0 < " < �
4n
), nous présentons 2n angles

fermés

Sj : �
�n
n
+ (2j � 1) �

2n
+ " 6 � 6 ��n

n
+ (2j + 1)

�

2n
� "; j = 0; 1; � � � ; 2n� 1:

Alors, il existe R0 = R0(") > 0 tel que pour jzj = r > R0

ReP (z) > �nr
n(1� ")sin(n") (3.2.1)

pour certains j; si z = rei� 2 Sj ; tandis que pour les autres j; si z = rei� 2 Sj

ReP (z) < ��nrn(1� ") sin(n") :

Lemme 3.2.2 [18] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre �(f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E0 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E0; r �! +1, on a

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (3.2.2)

Lemme 3.2.3 [34] Supposons que f est une fonction méromorphe transcendante. Soient

� > 1 et " > 0 deux constantes. Alors, on a les deux assertions suivantes :
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(i) Il existe une constante A > 0 et un ensemble E1 � [0;+1) de mesure logarithmique �nie,
tels que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1; nous avons����f (j) (z)f (z)

���� 6 A [T (�r; f) r" log T (�r; f)]j ; j 2 N: (3.2.3)

(ii) Il existe une constante B > 0 et un ensemble E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tels
que si 	0 2 [0; 2�)nE2, alors il existe une constante R0 = R0(	0) > 1 telle que pour tout z

satisfaisant arg z = 	0 et jzj > R0; nous avons����f (j) (z)f (z)

���� 6 B

�
T (�r; f)

r
(log r)� log T (�r; f)

�j
; j 2 N:

Lemme 3.2.4 [15] Supposons que h (z) est une fonction méromorphe avec

�(
1

h
) < �(h) 6 � (h) = � <

1

2
:

Alors, pour tout " > 0, il existe un ensemble E3 � (1;+1) de densité logarithmique supérieure
positive, tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E3; on a

jh (z)j > exp
�
(1 + o(1))r��"

�
: (3.2.4)

Lemme 3.2.5 ([43], [61]) Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe d�ordre in�ni

et �2(f) = �, où g (z) et d (z) sont des fonctions entières, �(d) < +1. Alors, il existe
une sequance rj(rj ! +1) satisfaisant zj = rje

i�j , �j 2 [0; 2�), lim
j!+1

�j = �0 2 [0; 2�),
jg(zj)j =M(rj; g) et pour j su¢ samment grand, nous avons

f (n)(z
j
)

f(zj)
=

�
�g(rj)

zj

�n
(1 + o(1)) (n 2 N);

lim sup
rk!+1

log log �g(rk)

log rk
= �2(g): (3.2.5)

Lemme 3.2.6 Supposons que k > 2 et A0; A1; � � � ; Ak�1 sont des fonctions méromorphes.
Soit � = max f � (Aj) ; j = 0; 1; 2; � � � ; k � 1 g et soit f (z) une solution méromorphe trans-
cendante avec �( 1

f
) < +1 de l�équation

f (k) + Ak�1 f
(k�1) + � � �+ A0 f = 0 (3.2.6)

Alors, �2 (f) 6 �:
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Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe transcendante de l�équation

(3:2:6).

Si �(f) < +1, donc �2 = 0 � �.

Si �(f) = +1. Nous pouvons récrire (3:2:6) sous la forme

� f (k)

f
= Ak�1

f (k�1)

f
+ Ak�2

f (k�2)

f
+ ���+ A1

f 0

f
+ A0: (3.2.7)

Par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
,

où g (z) et d (z) sont deux fonctions entières, avec �(d) = �(d) et �2(f) = �2(g): Puisque

�(1=f) < +1; donc �(d) = �(d) = �(1=f) < +1. Par le Lemme 3.2.2 et le Lemme 3.2.5,
pour " > 0 assez petit, il existe une séquence (rj) ; rj =2 [0; 1][E0; (rj ! +1) satisfaisant zj =
rje

i�j ; �j 2 [0; 2�), lim
j!+1

�j = �0 2 [0; 2�), jg(zj)j = M(rj; g); telle que pour j su¢ samment

grand, nous avons
f (n)(z

j
)

f(zj)
=

�
vg(rj)

zj

�n
(1 + o(1)) (n 2 N); (3.2.8)

limsup
rj!+1

log log vg(rj)

log rj
= �2(g); (3.2.9)

jAs (z) j � exp
�
r�+"j

	
; s = 1; 2; :::; k � 1: (3.2.10)

La substitution de (3:2:8),(3:2:10) dans (3:2:7), nous donne����vg(rj)zj

����k (1 + o(1)) � er
�+"
j +

k�1X
s=1

er
�+"
j

����vg(rj)zj

����s (1 + o(1)) ;
d�où

(vg(rj))
k (1 + o(1)) � ker

�+"
j rkj (vg(rj))

k�1 (1 + o(1)) :

Donc

vg(rj) (1 + o(1)) � ker
�+"
j rkj (1 + o(1)) : (3.2.11)

Alors, de (3:2:9), (3:2:11) et " étant arbitraire, nous obtenons �2(f) � �. �

Lemme 3.2.7 [30, P.30] Soient P1; P2; � � � ; Pn (n > 1) des polynômes non constants de

degrés respectivement d1; d2; � � � ; dn. Supposons que si i 6= j, alors deg(Pi�Pj) = max fdi; djg.
Soit A (z) =

nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z); où Bj (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant

�(Bj (z)) < dj. Alors,

�(A) = max
16j6n

fdjg : (3.2.12)



3.2 Lemmes préliminaires 38

Lemme 3.2.8 [18] Soient Aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (F 6� 0) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F :

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1 : (3.2.13)

Lemme 3.2.9 Soient Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des polynômes avec deg(P0 (z)) = n (n > 1) et
deg(Pj (z)) 6 n (i = 1; 2; � � � ; k): Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni et max f� (Aj) : j = 0; 1; � � � ; kg < n telles que A0 (z) 6� 0. Nous dénotons

F (z) = Ake
Pk(z) + Ak�1e

Pk�1(z) + � � �+ Ase
Ps(z) + � � �+ A1e

P1(z) + A0e
P0(z): (3.2.14)

Si deg(P0 (z) � Pj (z)) = n pour tout j = 1; 2; � � � ; k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d�ordre �ni et satisfait � (F ) = n:

Preuve. Soient Pj (z) = an;jz
n + an�1;jz

n�1 + ::: + a1;jz + a0;j (j = 0; 1; :::; k) : Supposons

que deg(P0 (z)� Pj (z)) = n: Alors, an;0 6= an;j; pour tout j = 1; 2; :::; k:

Soit fan;j1 ; an;j2 ; :::; an;jmg � fan;1; an;2; :::; an;kg tel que an;jl (l = 1; 2; :::;m) sont distincts

entre eux deux à deux. Pour chacun des an;j 2 fan;1; an;2; :::; an;kg nous avons, an;j = 0 ou

an;j 6= 0: Dans le cas où an;j 6= 0; il existe seulement un an;jl 2 fan;j1 ; an;j2 ; :::; an;jmg tel que
an;j = an;jl :

Nous pouvons écrire

(Aj (z) e
Pj(z)�an;jzn + Ajl (z) e

Pjl (z)�an;jlz
n

)ean;jlz
n

au lieu de Aj (z) ePj(z) + Ajl (z) e
Pjl (z) quand an;j = an;jl (an;j 2 fan;1; an;2; :::; an;kg). Pour

an;j = 0; nous posons an;j = an;si 2 fan;s1 ; an;s2 ; :::; an;stg quand an;si = 0 (i:e: deg(Psi) < n

pour i = 1; 2; :::; t). Nous pouvons écrire l�équation (3:2:14) sous la forme

A0 (z) e
P0(z) +

mX
l=1

Bjl (z) e
an;jlz

n

+
tX
i=1

Asi (z) e
Psi (z) = F (z) ;

il s�ensuit

A0 (z) e
P0(z) +

mX
l=1

Bjl (z) e
an;jlz

n

= B (z) ; (3.2.15)

où B (z) = F (z)�
tX
i=1

Asi (z) e
Psi (z) et Asi (z) (i = 1; 2; :::; t); Bjl (z) (l = 1; 2; :::;m) sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n.
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Supposons que � (F ) 6= n. Puisque deg(Psi (z)) < n et �(Asi) < n (i = 1; 2; :::; t) ; alors

� (B) 6= n (3.2.16)

De l�a¢ rmation que an;0; an;jl (l = 1; 2; :::;m) sont distincts entre eux deux à deux, alors

deg(P0 (z)� an;jlzn ) = n; (l = 1; 2; :::;m) et deg(an;jl0z
n � an;jlzn) = n; (l = 1; 2; :::;m; l0 =

1; 2; :::;m; l 6= l0): Nous avons �(Bjl) < n, �(A0) < n et A0 (z) 6� 0, donc en appliquant le

Lemme 3.2.7 à l�équation (3:2:15), nous trouvons que � (B) = n; ceci contredit (3:2:16). Par

conséquent, � (F ) = n. �

3.3 Preuve du Théorème 3.1.1.

(i) Nous supposons que la solution méromorphe f (z) 6� 0 de l�équation (3:1:4) n�est pas

transcendante, donc � (f) = 0 (f est une fonction rationnelle ou une fonction polynôme).

Puisque nous avons h0f 6� 0; on peut écrire l�équation (3:1:4) sous la forme

h0f e
P0(z) +

k�1X
i=1

hif
(i)ePi(z) = B (z) ; (3.3.1)

où B (z) = �
�
f (k) + dk�1f

(k�1) + � � �+ dsf
(s) + � � �+ d0f

�
; h0f et hjf (j) sont des fonctions

méromorphes d�ordre �ni avec � (B) < n; �(h0f) < n et �(hjf (j)) < n (j = 1; 2; � � � ; k � 1):
Puisque arg an;j 6= arg an;0 et an;j = cjan;0 (cj > 0; cj 6= 1) pour tout j = 1; 2; � � � ; k � 1,
d�où deg(P0 (z) � Pj (z)) = n. De (3:3:1) et par le Lemme 3.2.9, nous avons �(B) = n, ceci

contredit le fait � (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation
(3:1:4) est transcendante.

(ii) Soient Hj (z) = Aj (z) e
Pj(z) + dj (z) ; (j = 0; 1; � � � ; k � 1). Supposons que f 6� 0 est une

solution méromorphe de l�équation (3:1:4) avec �(f) = +1; �( 1
f
) < n et �(f) < n: Alors,

par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) =
�(z)
d(z)

eh(z), où � (z) ; d (z) sont des fonctions entières avec �(�) = � (�) = �(f) < n; �(d) =

� (d) = �( 1
f
) < n; et h est une fonction entière transcendante avec �2(f) = �(h). Mettons g =

f
0

f
; alors [47, Lemme 2.3.7 p. 39]

f (j)

f
= gj +

1

2
j(j � 1)gj�2g0 +Gj�2(g) (j = 2; 3; � � � ; k); (3.3.2)

où Gj�2(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec des coe¢ cients

constants et de degré au plus j � 2. La substitution de (3:3:2) dans (3:1:4) ; nous donne

gk = Tk�1(g); (3.3.3)
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où Tk� 1(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec les coe¢ cients

H0; H1; � � � ; Hk�1 et de degré au plus k � 1:L�application du lemme de Clunie [47, Lemme
2.4.2] à (3:3:3), nous donne

m(r; g) 6 O(
k�1X
j=0

m(r;Hj)) + S(r; g):

Nous savons que

N(r; g) = N(r;
f 0

f
) = N(r; f) +N(r;

1

f
);

par conséquent

T (r; g) 6 O(

k�1X
j=0

m(r;Hj)) +N(r; f) +N(r;
1

f
) + S(r; g): (3.3.4)

De (3:3:4) et le fait que �(f) < n; �( 1
f
) < n; �(Hj) = n (j = 0; 1; � � � ; k � 1); nous obtenons

�(g) 6 n:

Nous a¢ rmons que �(g) = n. Si �(g) < n, alors par (3:3:2) nous avons

�(
f (j)

f
) < n (j = 1; 2; � � � ; k):

Puisque nous avons h0f 6� 0; on peut écrire l�équation (3:1:4) sous la forme

h0e
P0(z)f +

k�1X
j=1

hje
Pj(z)f (j) +

�
f (k) + dk�1f

(k�1) + � � �+ dsf
(s) + � � �+ d0f

�
= 0:

D�où, nous obtenons

h0e
P0(z) +

k�1X
j=1

�
hj
f (j)

f

�
ePj(z) = �

�
f (k)

f
+ dk�1

f (k�1)

f
+ � � �+ ds

f (s)

f
+ � � �+ d0

�
:

Par conséquent

h0 (z) e
P0(z) +

k�1X
j=1

Bj (z) e
Pj(z) = F (z) ; (3.3.5)

où Bj = hj
f (j)

f
(j = 1; 2; � � � ; k � 1); h0 6� 0 et

F (z) = �
�
f (k)

f
+ dk�1

f (k�1)

f
+ � � �+ ds

f (s)

f
+ � � �+ d0

�
sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec � (Bj) < n (j = 1; 2; � � � ; k � 1); �(h0) < n

et �(F ) < n: Puisque arg an;j 6= arg an;0 ou an;j = cjan;0 (cj > 0; cj 6= 1) pour tout j =
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1; 2; � � � ; k � 1 alors deg(P0 (z) � Pj (z)) = n. De (3:3:5) et par le Lemme 3.2.9, nous avons

�(F ) = n, ceci contredit le fait � (F ) < n. Par conséquent �(g) = n: Puisque �2(f) = �(h) et

�(d) < n; alors par le Lemme 3.2.6 nous obtenons

�2(f) = �(h) 6 max f�(Hj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g = n:

Supposons que �(h) < n. Alors, de f
0

f
= �

0

�
� d

0

d
+ h0; il s�ensuit que

T (r;
f 0

f
) 6 T (r;

�0

�
) + T (r;

d0

d
) + T (r; h0) +O (1)

= m(r;
�0

�
) +N(r;

1

�
) +m(r;

d0

d
) +N(r;

1

d
) + T (r; h0) +O (1)

= O (log r) +N(r;
1

�
) +O (log r) +N(r;

1

d
) + T (r; h0)

= O (log r) +N(r;
1

�
) +N(r;

1

d
) + T (r; h0): (3.3.6)

De (3:3:6) et le fait que �(�) < n; �(d) < n; nous obtenons �(f
0

f
) = �(g) < n; c�est une

contradiction à �(g) = n, par conséquent �(h) = n; alors �2(f) = n:

3.4 Preuve du Théorème 3.1.2.

Soit f 6� 0 une solution méromorphe de l�équation (3:1:4) : Alors, par le Théorème 3.1.1 f

est transcendante.

1ier Cas : arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; 2; � � � ; k � 1): De (3:1:4) nous avons��eP0(z)�� 6 ���� 1

h0 (z)

���� ����f (k) (z)f (z)

����+ �����hk�1 (z)h0 (z)

���� ��ePk�1(z)��+ ����dk�1 (z)h0 (z)

����� ����f (k�1) (z)f (z)

����
+ � � �+

�����hs (z)h0 (z)

���� ��ePs(z)��+ ����ds (z)h0 (z)

����� ����f (s) (z)f (z)

����
+ � � �+

�����h1 (z)h0 (z)

���� ��eP1(z)��+ ����d1 (z)h0 (z)

����� ����f 0 (z)f (z)

����+ ����d0 (z)h0 (z)

���� : (3.4.1)

Par le Lemme 3.2.1, il existe des constantes R0 > 0; L > 0; et �1 < �2; telles que pour tout

z = rei� :jzj = r > R0, � 2 (�1; �2) nous avons

Re (Pj (z)) 6 0; j = 1; 2; � � � ; k � 1 et Re (P0 (z)) > Lrn: (3.4.2)

Nous avons � = max f� (hj) , � (dj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < n, par le Lemme 3.2.2, pour

tout " (0 < " < n� �) ; il existe un ensemble E0 � (1;+1) de mesure linéaire nulle et de
mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E0; r �! +1, nous avons���� 1

h0 (z)

���� 6 er
�+"

;

����dj (z)h0 (z)

���� 6 er
�+"

et

����hj (z)h0 (z)

���� 6 er
�+"

; j = 1; 2; � � � ; k � 1: (3.4.3)
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Par le Lemme 3.2.3 il existe une constante A > 1 et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie, tels que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r �! +1, nous avons����f (j) (z)f (z)

���� 6 A [T (2r; f)]2k ; j = 1; 2; � � � ; k: (3.4.4)

D�après (3:4:2) ; (3:4:3) et (3:4:4), pour tout z = rei�, � 2 (�1; �2), r =2 [0; 1][E0 [E1, r �!
+1 l�inégalité (3:4:1) donne

eLr
n 6 er

�+"

A [T (2r; f)]2k + 2 (k � 1) er�+"A [T (2r; f)]2k + er
�+"

;

d�où

eLr
n 6 2Aker�+" [T (2r; f)]2k ;

alors

eLr
n� r�+" 6 2Ak [T (2r; f)]2k :

Puisque �+ " < n, donc nous avons

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1;

et

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
> n:

En outre, si �( 1
f
) < +1 alors par le Lemme 3.2.6 et de l�équation (3:1:4), nous obtenons

�2 (f) 6 n, d�où �2 (f) = n.

2ième Cas : an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; 2; � � � ; k � 1) ; nous mettons

deg (Pj (z)� cjP0 (z)) = mj (mj est un nombre entier positif et 0 6 mj < n). Par le Lemme

3.2.1, il existe des constantes R1 > 0, L1 > 0, � > 0 et �1 < �2; telles que pour tout z = rei� :

jzj = r > R1, � 2 (�1; �2) nous avons

Re (Pj (z)� cjP0 (z)) < �; j = 1; 2; � � � ; k � 1

et

Re (P0 (z)) > L1r
n:

Soit c = max fcj; j = 1; 2; � � � ; k � 1g, alors nous avons 0 < c < 1 et

e(1�c)L rn 6
��e(1�c)P0(z)�� ;

��e�cP0(z)�� < 1: (3.4.5)

Puisque (cj � c) 6 0 pour tout j = 1; 2; � � � ; k � 1; alors��ePj(z)�cP0(z)�� < ��ePj(z)�cjP0(z)+(cj�c)P0(z)�� = ��ePj(z)�cjP0(z)�� ��e(cj�c)P0(z)�� < e�: (3.4.6)
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De (3:1:4) nous avons

��e(1�c)P0(z)�� 6 ���� 1

h0 (z)

���� ��e�cP0(z)�� ����f (k) (z)f (z)

����
+

�����hk�1 (z)h0 (z)

���� ��ePk�1(z)�cP0(z)��+ ����dk�1 (z)h0 (z)

���� ��e�cP0(z)��� ����f (k�1) (z)f (z)

����
+ � � �+

�����hs (z)h0 (z)

���� ��ePs(z)�cP0(z)��+ ����ds (z)h0 (z)

���� ��e�cP0(z)��� ����f (s) (z)f (z)

����
+ � � �+

�����h1 (z)h0 (z)

���� ��eP1(z)�cP0(z)��+ ����d1 (z)h0 (z)

���� ��e�cP0(z)��� ����f 0 (z)f (z)

����+ ����d0 (z)h0 (z)

���� ��e�cP0(z)�� : (3.4.7)

D�après (3:4:3), (3:4:4), (3:4:5) et (3:4:6), pour tout z = rei�, � 2 (�1; �2), r =2 [0; 1] [ E0 [
E1, r �! +1 l�inégalité (3:4:7) donne

e(1�c)L rn 6 er
�+"

A [T (2r; f)]2k + (k � 1) er�+"
�
e� + 1

�
A [T (2r; f)]2k + er

�+"

;

d�où

e(1�c)L rn 6 A (k + 1)
�
e� + 1

�
er

�+"

[T (2r; f)]2k ;

e(1�c)L rn� r�+" 6 A (k + 1)
�
e� + 1

�
[T (2r; f)]2k :

Puisque �+ " < n et 1� c > 0, nous avons

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
> n:

En outre, si �( 1
f
) < +1 alors par le Lemme 3.2.6 et de l�équation (3:1:4), nous obtenons

�2 (f) 6 n, d�où �2 (f) = n.

3.5 Preuve du Théorème 3.1.3.

Soit f une solution méromorphe transcendante de (3:1:4).

Nous assumons que P0 (z)� 1
cj
Pj (z) = Aj (Aj est une constante) pour tout i = 1; 2; � � � ; k,

alors Pj (z) = cjP0 (z)� cjAj: Soit j0 2 f1; 2; � � � ; k � 1g ; nous avons

Pj (z)�
1

cj0
Pj0 (z) = (cj � 1)P0 (z)� cjAj + Aj0
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D�après le Lemme 3.2.1, il existe une courbe continue � (voir également [45, P.385]), telle

que pour tout z = rei�; z 2 � et jzj = r > R4; nous obtenons

Re (P0 (z)) = 0

En conséquence, il existe � > 0 tel que, pour tout j = 1; 2; � � � ; k � 1, nous avons���ePj(z)� 1
cjo

Pj0 (z)
��� < ��e(cj�1)P0(z)�cjAj+Aj0 �� = eRe(�cjAj+Aj0 ) < e�

et ���e� 1
cjo

Pj0 (z)
��� < ��e�P0(z)+Aj0 �� = ��eRe(Aj0 )�� < e�: (3.5.1)

Puisque �1 = max f� (hj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (di) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)g < �(h0), soient

�; � deux nombres réels satisfont �1 < � < � < �(h0). Alors, par le Lemme 3.2.2, il existe

un ensemble E2 � (1;+1) de mesure linéaire nulle et de mesure logarithmique �nie tel que
quand jzj = r =2 [0; 1] [ E2, r �! +1, nous avons

jhj (z)j 6 er
�

; j = 1; 2; � � � ; k � 1 et jdi (z)j 6 er
�

, i = 0; 1. (3.5.2)

Puisque h0 est une fonction méromorphe et �
�
1
h0

�
< � (h0) 6 � (h0) <

1
2
, par le Lemme

3.2.4, il existe un ensemble E3 � (1;+1) d�une densité logarithmique supérieure positive tel
que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E3; nous avons

jh0 (z)j > er
�

: (3.5.3)

De l�équation (3:1:4) ; il s�ensuit que���h0 (z) eP0(z)� 1
cjo

Pj0 (z)
��� 6 ���e� 1

cjo
Pj0 (z)

��� ����f (k) (z)f (z)

����
+
�
jhk�1 (z)j

���ePk�1(z)� 1
cjo

Pj0 (z)
���+ jdk�1 (z)j ���e� 1

cjo
Pj0 (z)

���� ����f (k�1) (z)f (z)

����
+ � � �+

�
jhs (z)j

���ePs(z)� 1
cjo

Pj0 (z)
���+ jds (z)j ���e� 1

cjo
Pj0 (z)

���� ����f (s) (z)f (z)

����
+ � � �+

�
jh1 (z)j

���eP1(z)� 1
cjo

Pj0 (z)
���+ jd1 (z)j ���e� 1

cjo
Pj0 (z)

���� ����f 0 (z)f (z)

����+ jd0 (z)j ���e� 1
cjo

Pj0 (z)
��� : (3.5.4)

D�après (3:4:4), (3:5:1), (3:5:2) et (3:5:3), pour tout z = rei�; z 2 C et r 2 E3 � [0; 1] [E1 [
E2, r �! +1; l�inégalité (3:5:4) donne

er
�

eRe(Aj0) 6 e�A [T (2r; f)]2k + (k � 1) er�2e�A [T (2r; f)]2k + e�er
�
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6 2e�er�
�
Ak [T (2r; f)]2k + 1

�
;

d�où
1

2
er

�� r�eRe(Aj0)�� � 1 6 Ak [T (2r; f)]2k :

Puisque � < �, nous trouvons

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
> �: (3.5.5)

Puisque � est un nombre arbitraire dans l�intervalle ] �; �(h0) [, alors de (3:5:5) nous obtenons

�2 (f) > � (h0) :

En outre :

(i) Si �( 1
f
) < +1 alors par le Lemme 3.2.6 et de l�équation (3:1:4), nous avons �2 (f) 6 n,

d�où � (h0) 6 �2 (f) 6 n:

(ii) Pour cj 6= 1 (j = 1; 2; � � � ; k � 1) ; �(f) < n et �( 1
f
) < n: Alors, par le Théorème 3.1.1,

nous obtenons �2 (f) = n:

3.6 Preuve du Théorème 3.1.4.

Soit f une solution méromorphe non triviale de l�équation (3:1:4), alors en appliquant le

Théorème 3.1.2, nous obtenons � (f) = +1 :

Étape N� 1 : Nous considérons les points �xes de f (z). Soit g0 (z) = f (z)� z, alors z est un
point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0. Nous avons g0 (z) est une fonction méromorphe

et � (g0 (z)) = � (f (z)) = +1. La substitution de f (z) = g0 (z) + z dans l�équation (3:1:4),

nous donne

g
(k)
0 +

�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�
g
(k�1)
0 + � � �+

�
hse

P (z) + ds
�
g
(s)
0 + � � �+

�
h1e

P1(z) + d1
�
g
0

0 +
�
h0e

P0(z) + d0
�
g0 = �

�
h1e

P1(z) + d1
�
� z

�
h0e

P0(z) + d0
�
: (3.6.1)

Nous écrivons (3:6:1) sous la forme

g
(k)
0 + A0;k�1g

(k�1)
0 + � � �+ A0;1g

0

0 + A0;0g0 = �A0;1 � z A0;0 = A0: (3.6.2)

Pour l�équation (3:6:2), nous considérons juste les solutions méromorphes d�ordre in�ni g0 (z) =

f (z)� z. nous avons

A0 = �A0;1 � z A0;0 = �
�
h1e

P1(z) + d1
�
� z

�
h0e

P0(z) + d0
�
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= �z h0eP0(z) � h1e
P1(z) + (�d1 � z d0)

= B0e
P0(z) +B1e

P1(z) +B2:

Nous avons deg (P0 (z)� P1 (z)) = n et � = max f� (B0) ; � ( B1) ; � ( B2)g < n: Puisque

h0 6� 0 (B0 6� 0), alors D�après le Lemme 3.2.9, nous avons A0 6� 0. Nous utilisons le Lemme
3.2.8 à l�équation (3:6:2) au-dessus, nous obtenons

� (g0 (z)) = � (f) = � (g0 (z)) = +1:

Étape N� 2 : Nous considérons les points �xes de f 0 (z). Soit g1 (z) = f 0 (z) � z, alors

z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0. Nous avons g1 (z) est une fonction

méromorphe et � (g1 (z)) = � (f 0 (z)) = � (f (z)) = +1. En dérivant les deux côtés de
l�équation (3:1:4), nous obtenons

f (k+1) +
�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�
f (k) +

h�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�0
+
�
hk�2e

Pk�2(z) + dk�2
�i
f (k�1)

+ � � �+
h�
hse

Ps(z) + ds
�0
+
�
hs�1e

Ps�1(z) + ds�1
�i
f (s)

+ � � �+
h�
h2e

P2(z) + d2
�0
+
�
h1e

P1(z) + d1
�i
f
00

+
h�
h1e

P1(z) + d1
�0
+
�
h0e

P0(z) + d0
�i
f 0 +

�
h0e

P0(z) + d0
�0
f = 0: (3.6.3)

De l�équation (3:1:4) ; nous avons

f = � 1

(h0eP0(z) + d0)

h
f (k) +

�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�
f (k�1) + � � �+

�
h1e

P1(z) + d1
�
f
0
i
: (3.6.4)

La substitution (3:6:4) dans (3:6:3), nous donne

f (k+1) +

"�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

#
f (k) +

h�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�0

+
�
hk�2e

Pk�2(z) + dk�2
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
hk�1e

Pk�1(z) + dk�1
�#
f (k�1)

+ � � �+
"�
hse

Ps(z) + ds
�0
+
�
hs�1e

Ps�1(z) + ds�1
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
hse

Ps(z) + ds
�#
f (s)

+ � � �+
"�
h2e

P2(z) + d2
�0
+
�
h1e

P1(z) + d1
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h2e

P2(z) + d2
�#
f
00

+

"�
h1e

P1(z) + d1
�0
+
�
h0e

P0(z) + d0
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h1e

P1(z) + d1
�#
f 0 = 0: (3.6.5)
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Nous pouvons dénoter l�équation (3:6:5) par la forme suivante

f (k+1) + A1;k�1f
(k) + A1;k�2f

(k�1) + � � �+ A1;sf
(s+1) + A1;s�1f

(s)

+ � � �+ A1;1f
00
+ A1;0f

0 = 0: (3.6.6)

où A1;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (3:6:5).
La substitution de f 0 (z) = g1 (z) + z, f 00 (z) = g01 (z) + 1, f

(j+1) = g
(j)
1 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (3:6:6), nous donne

g
(k)
1 + A1;k�1g

(k�1)
1 + A1;k�2g

(k�2)
1 + � � �+ A1;s+1g

(s+1)
1 + A1;sg

(s)
1

+ � � �+ A1;1g
0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � z A1;0 = A1; (3.6.7)

où

A1 = �
"�
h2e

P2(z) + d2
�0
+
�
h1e

P1(z) + d1
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h2e

P2(z) + d2
�#

�z
"�
h1e

P1(z) + d1
�0
+
�
h0e

P0(z) + d0
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h1e

P1(z) + d1
�#

= � 1

(h0eP0(z) + d0)

�
zh20e

2P0(z) +B1e
P0 +B2e

P0+P1 +B3e
P0+P2 +B4e

P2 +B5e
P1 +B6

�
= � 1

(h0eP0(z) + d0)

"
j=6X
j=0

Bje
Gj

#
;

Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus, avec G0 = 2P0 (z) et B0 = z h20 6� 0;

Bj (j = 1; 2; � � � ; 6) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la
forme d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0i, P

0
i ,

di, d0i (i = 0; 1; 2): Nous avons

Gj P0 P0 + P1 P0 + P2 P2 P1
Gj � 2P0 (z) �P0 P1 � P0 P2 � P0 P2 � 2P0 P1 � 2P0

Puisque an;0 6= 0 et arg an;j 6= arg an;0 ou an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; 2; � � � ; k � 1) ;
alors

an;j � an;0 6= 0; an;j � 2an;0 6= 0; (j = 1; 2)

Par conséquent deg (2P0 (z)) = deg (Gj � 2P0 (z)) = n (j = 1; 2; 3; 4; 5; 6). Puisque h0 6�
0 (B0 6� 0). Alors, d�après le Lemme 3.2.9, nous avons A0 6� 0. Nous utilisons le Lemme 3.2.8
à l�équation (3:6:7) au-dessus, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (f 0) = � (g1) = � (f) = +1:
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Étape N� 3 : Nous prouvons que � (f 00) = � (f 00 � z) = +1. Soit g2 (z) = f 00 (z)�z, alors
z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0. Nous avons g2 (z) est une fonction

méromorphe et � (g2 (z)) = � (f 00 (z)) = � (f (z)) = +1. Nous prouvons que � (g2) = +1:

En dérivant les deux côtés de l�équation (3:6:6), nous obtenons

f (k+2) + A1;k�1f
(k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2

�
f (k) + � � �+

�
A01;s�1 + A1;s�2

�
f (s)

+ � � �+
�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+ A01;0f

0 = 0: (3.6.8)

De l�équation (3:6:6) ; nous avons

f 0 = � 1

A1;0

h
f (k+1) + A1;k�1f

(k) + A1;k�2f
(k�1) + � � �+ A1;s�1f

(s) + � � �+ A1;1f
00i
: (3.6.9)

Nous remarquons que A1;0 6� 0 car h0 6� 0 (pour la preuve, nous pouvons appliquer le Lemme
3.2.9). La substitution de (3:6:9) dans (3:6:8) ; nous donne

f (k+2) +

�
A1;k�1 �

A01;0
A1;0

�
f (k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2 �

A01;0
A1;0

A1;k�1

�
f (k) + � � �

+

�
A01;s�1 + A1;s�2 �

A01;0
A1;0

A1;s�1

�
f (s) + � � �+

�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
f (3)

+

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
f
00
= 0: (3.6.10)

Nous pouvons dénoter l�équation (3:6:10) par la forme suivante

f (k+2) + A2;k�1f
(k+1) + A2;k�2f

(k) + � � �+ A2;sf
(s+2) + A2;s�1f

(s+1) + � � �

+ A2;1f
(3) + A2;0f

00
= 0; (3.6.11)

où A2;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (3:6:10)
au-dessus, et nous avons

A2;0 = A01;1 + A1;0 �
A01;0
A1;0

A1;1 , A2;1 = A01;2 + A1;1 �
A01;0
A1;0

A1;2:

La substitution de f 00 (z) = g2 (z)+z, f (3) (z) = g02 (z)+1, f
(j+2) = g

(j)
1 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (3:6:11), nous donne

g
(k)
2 + A2;k�1g

(k�1)
2 + A2;k�2g

(k�2)
2 + � � �+ A2;sg

(s)
2 + � � �+ A2;1g

0
2 + A2;0g2 = A2 (3.6.12)

où

A2 = �A2;1 � z A2;0
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= �
�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
� z

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
= � 1

A1;0

�
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

�
: (3.6.13)

Nous avons

A1;0 =
�
h1e

P1(z) + d1
�0
+
�
h0e

P0(z) + d0
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h1e

P1(z) + d1
�
;

A1;1 =
�
h2e

P2(z) + d2
�0
+
�
h1e

P1(z) + d1
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h2e

P2(z) + d2
�
;

A1;2 =
�
h3e

P3(z) + d3
�0
+
�
h2e

P2(z) + d2
�
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)

�
h3e

P3(z) + d3
�
:

Par conséquent

A1;0 =
1

(h0eP0(z) + d0)

�
h20e

2P0 + �
(1)
1;0e

P0 + �
(2)
1;0e

P0+P1 + �
(3)
1;0e

P1 + �
(4)
1;0

�
;

A1;1 =
1

(h0eP0(z) + d0)

�
�
(0)
1;1e

P0 + �
(1)
1;1e

P0+P2 + �
(2)
1;1e

P0+P1 + �
(3)
1;1e

P2 + �
(4)
1;1e

P1 + �
(5)
1;1

�
;

A1;2 =
1

(h0eP0(z) + d0)

�
�
(0)
1;2e

P0 + �
(1)
1;2e

P0+P2 + �
(2)
1;2e

P0+P3 + �
(3)
1;2e

P2 + �
(4)
1;2e

P3 + �
(5)
1;2

�
et

A01;0 =
1

(h0eP0(z) + d0)
2

�
�
(0)
1;0e

3P0 + �
(1)
1;0e

2P0 + �
(2)
1;0e

2P0+P1

+�
(3)
1;0e

P0+P1 + �
(4)
1;0e

P0 + �
(5)
1;0e

P1 + �
(6)
1;0

�
;

A01;1 =
1

(h0eP0(z) + d0)
2

�
�
(0)
1;1e

2P0 + �
(1)
1;1e

2P0+P2 + �
(2)
1;1e

2P0+P1 + �
(4)
1;1e

P0+P2

+�
(5)
1;1e

P0+P1 + �
(6)
1;1e

P0 + �
(7)
1;1e

P2 + �
(8)
1;1e

P1 + �
(9)
1;1

�
;

A01;2 =
1

(h0eP0(z) + d0)
2

�
�
(0)
1;2e

2P0 + �
(1)
1;2e

2P0+P2 + �
(2)
1;2e

2P0+P3 + �
(4)
1;2e

P0+P2

+�
(5)
1;2e

P0+P3 + �
(6)
1;2e

P0 + �
(7)
1;2e

P2 + �
(8)
1;2e

P3 + �
(9)
1;2

�
;

où �(l)i;j ; �
(l)
i;j sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme

d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hi, h0i, P
0
i , di, d

0
i

(i = 0; 1; 2; 3) : De (3:6:13) nous avons :

A2 = �
1

A1;0 (h0eP0(z) + d0)
3

�
zh50e

5P0 +B1e
4P0 +B2e

3P0 +B3e
2P0 +B4e

P0+
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+B5e
4P0+P1 +B6e

4P0+P2 +B7e
4P0+P3 +B8e

3P0+P1 +B9e
3P0+P2

+B10e
3P0+P3 +B11e

3P0+P1+P2 +B12e
3P0+P1+P3 +B13e

3P0+2P1+

+B14e
2P0+P1 +B15e

2P0+P2 +B16e
2P0+P3 +B17e

2P0+2P1 +B18e
2P0+P1+P2 +B19e

2P0+P1+P3

+B20e
P0+P1 +B21e

P0+P2 +B22e
P0+P3 +B23e

P0+2P1 +B24e
P0+P1+P2 +B25e

P0+P1+P3

+B26e
2P1 +B27e

P1 +B28e
P1+P2 +B29e

P1+P3 +B30e
P2 +B31e

P3 +B32
�
:

= � 1

A1;0 (h0eP0(z) + d0)
3

"
j=32X
j=0

Bje
Gj

#
;

oùGj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus etB0 = zh50 6� 0; Bj (j = 1; 2; � � � ; 32) sont
des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme d�une somme de

multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0i, P
0
i , di, d

0
i (i = 0; 1; 2; 3): Nous

certi�ons que A2 6� 0. Nous avons
Gj 4P0 3P0 2P0 P0 4P0 + P1 4P0 + P2 4P0 + P3
Gj � 5P0 �P0 �2P0 �3P0 �4P0 P1 � P0 P2 � P0 P3 � P0
Gj 3P0 + P1 3P0 + P2 3P0 + P3 3P0 + P1 + P2 3P0 + P1 + P3 3P0 + 2P1
Gj � 5P0 P1 � 2P0 P2 � 2P0 P3 � 2P0 P1 + P2 � 2P0 P1 + P3 � 2P0 2P1 � 2P0
Gj 2P0 + P1 2P0 + P2 2P0 + P3 2P0 + 2P1 2P0 + P1 + P2 2P0 + P1 + P3
Gj � 5P0 P1 � 3P0 P2 � 3P0 P3 � 3P0 2P1 � 3P0 P1 + P2 � 3P0 P1 + P3 � 3P0
Gj P0 + P1 P0 + P2 P0 + P3 P0 + 2P1 P0 + P1 + P2 P0 + P1 + P3
Gj � 5P0 P1 � 4P0 P2 � 4P0 P3 � 4P0 2P1 � 4P0 P1 + P2 � 4P0 P1 + P3 � 4P0
Gj 2P1 P1 P1 + P2 P1 + P3 P2 P3
Gj � 5P0 2P1 � 5P0 P1 � 5P0 P1 + P2 � 5P0 P1 + P3 � 5P0 P2 � 5P0 P3 � 5P0:
Puisque an;0 6= 0 et an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; 2; � � � ; k � 1) alors

an;j � �an;0 = (cj � �) an;0 6= 0 pour [� = 1; 2; 3; 4; 5 (� > 1) ; j = 1; 2; 3] ;

an;1 � �an;0 = (c1 � �) 6= 0 pour
�
� =

3

2
;
5

2
(� > 1)

�
;

an;1 + an;j � �an;0 = ((c1 + cj)� �) 6= 0 pour [� = 2; 3; 4; 5 (� > 2) ; j = 2; 3]

ou arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; 2; � � � ; k � 1) et arg (an;1 + an;j) 6= arg an;0; par conséquent

deg (Gj � 5P0 (z)) = deg (5P0 (z)) = n (j = 1; 2; � � � ; 32) :

D�après le Lemme 3.2.9 et le fait que h0 6� 0; nous obtenons A2 6� 0. Nous utilisons le Lemme
3.2.8 à l�équation (3:6:12) au-dessus, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (f 0) = � (g1) = � (f) = +1:



Chapitre 4

Sur la croissance et les points �xes des
solutions des équations di¤érentielles
linéaires non homogènes du second
degré avec des coe¢ cients
méromorphes

4.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (4.1.1)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants ; A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions

entières telles que � (A1) < degP (z) ; � (A0) < degQ (z) : Gundersen [35] a montré que si

degP (z) 6= degQ (z), alors chaque solution méromorphe non constante de (1.1) est d�ordre
in�ni. Si degP (z) = degQ (z) alors (4:1:1) peut avoir des solutions non constantes d�ordre

�ni ; par exemple f (z) = ez � 1 satisfait f 00 � ezf 0 + ezf = 0: Kwon [45], et Chen [18] ont

étudié le cas où degP (z) = degQ (z) et ils ont prouvé le même résultat. Chen et Shon [21]

ont trouvé les mêmes résultats avec A1 (z) ; A0 (z)(6� 0) des fonctions méromorphes telles que
� (A1) < 1; � (A0) < 1 et degP (z) = degQ (z) = 1:Wang et Laine [61] ont étudié l�équation

di¤érentielle linéaire non homogène du second degré

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = F (z) ; (4.1.2)

où A1 6� 0; A0 6� 0; F sont des fonctions entières d�ordre inférieur à un, et les nombres

complexes a; b avec ab 6= 0: Il ont prouvé que chaque solution non triviale de (4:1:2) est
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d�ordre in�ni si on a a 6= b. Dans cette thèse, nous considérons l�équation

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h0 (z) e

Q(z)f = F (z) ; (4.1.3)

où F; hj (j = 0; 1) (h0 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur à n, et P (z) =
anz

n+ an�1z
n�1+ � � �+ a1z+ a0, Q (z) = bnz

n+ bn�1z
n�1+ � � �+ b1z+ b0 sont des polynômes

de degré n > 1; nous prouvons le même résultat de Wang et Laine, et nous donnons une

évaluation pour le hyper-ordre des solutions, nous donnons également une évaluation pour

l�exposant de la convergence des points �xes des solutions et de leurs dérivées.

Théorème 4.1.1 [3] Soient P (z) = anz
n+an�1z

n�1+� � �+a1z+a0, Q (z) = bnz
n+bn�1z

n�1+

� � � + b1z + b0 des polynômes non constants, où aj; bj (j = 0; 1; 2; � � � ; n) (n > 1; n 2 N)
sont des nombres complexes tels que an bn 6= 0, et hj (j = 0; 1), F avec h0 6� 0 sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles. Supposons que � =

max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < n. Nous a¢ rmons les deux propositions suivantes :

(i) Si an 6= bn alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (4:1:3) est transcen-

dante d�ordre � (f) > n:

(ii) Si an 6= bn alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (4:1:3) est d�ordre

in�ni et l�hyper-ordre de f satisfait �2 (f) 6 n :

Théorème 4.1.2 [3] Soient P (z) = anz
n+an�1z

n�1+� � �+a1z+a0, Q (z) = bnz
n+bn�1z

n�1+

� � �+ b1z+ b0 des polynômes non constants, où aj; bj (j = 0; 1; 2; � � � ; n) (n > 1; n 2 N) sont
des nombres complexes tels que an bn 6= 0, et hj (j = 0; 1), F avec h0 6� 0 et F 6� 0 sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles. Supposons que � =

max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < n. Si an 6= bn; alors chaque solution méromorphe f 6� 0 de

l�équation (4:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:

Théorème 4.1.3 [3] Soient P (z) = anz
n+an�1z

n�1+� � �+a1z+a0, Q (z) = bnz
n+bn�1z

n�1+

� � � + b1z + b0 des polynômes non constants, où aj; bj (j = 0; 1; 2; � � � ; n) (n > 1; n 2 N)
sont des nombres complexes tels que an bn 6= 0, et hj (j = 0; 1), F avec h0 6� 0 sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles. Supposons que � =

max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < n. Si an 6= bn et an 6= 2bn, alors pour chaque solution méro-
morphe f 6� 0 de l�équation (4:1:3), on a f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni des points �xes et

satisfont

�(f � z) = �(f 0 � z) = �(f 00 � z) = +1 .



4.2 Lemmes préliminaires 53

Exemple 4.1.1 Pour l�équation

f 00 +
2

z � 1e
4z2f 0 +

z2

z2 � 1e
z2f = 2z: (4.1.4)

On a an = 4 6= bn = 1 et � = max
n
�
�

2
z�1
�
, �
�

z2

z2�1

�
; � (2z)

o
= 0 < n = 2: D�après le

Théorème 4.1.1, 4.1.2 et le Théorème 4.1.3, on a toute solution méromorphe f de l�équation

(4:1:4), est d�ordre in�ni et satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 2:

En outre f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni de points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 [10] Soient P (z) = anz
n + � � �+ a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré

n > 1 et A (z) 6� 0 une fonction méromorphe avec � (A) < n. Soit f (z) = A (z) eP (z); z =

rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�: Alors, pour tout " > 0; il existe un ensemble E1 � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2) ; où E2 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g
est un ensemble �ni, alors pour tout jzj = r su¢ samment grand, nous avons

(i) si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (4.2.1)

(ii) si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (4.2.2)

Lemme 4.2.2 [34, p. 89] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) =

� < +1, � = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de
nombres entiers véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée.

Alors, il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�)�E3,
il existe une constante R0 = R0( 0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0 et

jzj > R0 et pour tout (k; j) 2 �; on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (4.2.3)
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Lemme 4.2.3 Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles; et suppo-

sons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�

est non bornée sur un certain rayon arg z = � avec la constante � > 0: Alors, il existe, une

séquence in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que G (zn)! +1

et ����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) quand n! +1: (4.2.4)

Preuve. Soit r0 > 0 où tout pôle de f est situé dans le disque de rayon r0 et soit

M (r; �; G) le module maximum de G sur le segment
�
r0e

i�; rei�
�
tel que M (r; �; G) =

max fG (z) : r0 6 jzj 6 r; arg z = �g : Clairement, il existe une séquence in�nie de points
zn = rne

i�; rn > r0; rn ! +1 telle que M (rn; �; G) = G (zn) ! +1 quand n ! +1: Par

conséquent
��f (s) (zn)�� ! +1 quand n ! +1 où M

�
rn; �; f

(s)
�
=
��f (s) (zn)�� : Pour chacun

des n; et avec (s� j)-intégrations réitérés sur le long du chemin L1 : z = rei�; r0 6 r 6 jznj ;
nous avons

f (j) (zn) = f (j)
�
r0e

i�
�
+ f (j+1)

�
r0e

i�
� �zn � r0e

i�
�

1!

+:::+
1

(s� j � 1)!f
(s�1) �r0ei�� �zn � r0e

i�
�s�j�1

+

Z zn

r0ei�
:::

Z &

r0ei�

Z �

r0ei�
f (s) (t) dtd�d&:::du:

Par conséquent, par une évaluation élémentaire d�inégalité et par
��f (s) (z)�� 6 ��f (s) (zn)�� sur

le chemin L1 nous avons��f (j) (zn)�� 6 ��f (j) �r0ei����+ ��f (j+1) �r0ei���� ��zn � r0e
i�
��

1!

+ :::+
1

(s� j � 1)!
��f (s�1) �r0ei���� ��zn � r0e

i�
��s�j�1 + 1

(s� j)!

��f (s) (zn)�� ��zn � r0e
i�
��s�j :
(4.2.5)

Quand zn ! +1; nous obtenons à partir de (4:2:5)����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; :::; s� 1) :

�

Lemme 4.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+ jf
�
rei�
�
j 6 Mr� pour

tout rayon arg (z) = � 2 [0; 2�)�E4; où M est une constante positive dépend de �, tandis

que � est une constante indépendante de �. Alors

� (f) 6 �: (4.2.6)
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Lemme 4.2.5 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (4.2.7)

Lemme 4.2.6 [68] Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe transcendante, où

g (z) une fonction entière transcendante et d (z) un polynôme. Alors, il existe un ensemble

E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2
[0; 1] [ E6; r �! +1 et jg (z) j =M (r; g) ; nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�n
(1 + o (1)) (4.2.8)

où n > 1 est un nombre entier positif.

Lemme 4.2.7 [23] Soit f (z) =
+1P
n=0

anz
n une fonction entière d�ordre in�ni et d�hyper-ordre

�2 (f) = �: Alors,

� = lim sup
r�!+1

log log �f (r)

log r
: (4.2.9)

Lemme 4.2.8 [50] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni. On dénote M (r; g) =

maxfjg (z) j : jzj = rg, alors pour tout nombre � > 0 su¢ samment grand, et tout r 2
E7 � (1;+1); on a

M (r; g) > c1 expfc2r�g; (4.2.10)

où lm (E7) = +1 et c1; c2 sont des constantes positives.

Lemme 4.2.9 Supposons que k > 2 et A0; A1; A2; � � � ; Ak�1 (A0 6� 0) sont des fonctions

méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit � = maxf� (Aj) ; � (F ) : j = 0; 1; 2; � � � ; k�
1g < +1 et soit f (z) une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1 f
(k�1) + � � �+ A0 f = F:

Alors,

�2 (f) 6 �: (4.2.11)

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe de l�équation (4:1:3) d�ordre

in�ni � (f) = +1:

Nous pouvons réécrire (4:1:3) sous la forme

� f (k)

f
= Ak�1

f (k�1)

f
+ Ak�2

f (k�2)

f
+ ���+ A1

f 0

f
� F

f
+ A0: (4.2.12)
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Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles des Aj ( j =

0; 1; :::; k � 1 ) et F et puisque Aj ( j = 0; 1; :::; k � 1 ) et F sont des fonctions

méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f (z) doit avoir un nombre �ni de pôles.

Par conséquent, par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous

la forme f (z) = g(z)
d(z)
, où d (z) est un polynôme, g (z) est une fonction entière transcendante

avec �2 (f) = �2 (g) et � (g) = � (f) = +1. Par le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.6, pour
" > 0 assez petit et tout nombre � > � + " su¢ samment grand, il existe un ensemble

E3 = E0 [ E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et un ensemble E � (1;+1)
avec lm (E) = +1 et deux constantes positives c1; c2, telles que pour tout z satisfaisant

jzj = r 2 E� [0; 1] [ E3; r �! +1 avec jg (z)j =M (r; g), nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�n
(1 + o (1)) (n � 1); (4.2.13)

jAs (z) j � exp
�
r�+"

	
; s = 0; 1; 2; :::; k � 1 et jF (z) j � exp

�
r�+"

	
; (4.2.14)����F (z)f (z)

���� = jF (z)g (z)
j jd (z)j < Arm

1

c1
exp

�
r�+" � c2r

�
	
�! 0 (4.2.15)

où A > 0 est une constante, m = max fdeg d (z) ; 1g est un entier. La Substitution de

(4:2:13), (4:2:14) et (4:2:15) dans (4:2:12), donne����vg (r)z

����k j1 + o (1)j � k�1X
s=1

er
�+"

����vg (r)z

����s (1 + o (1)) + o (1) + er
�+"

:

Il s�ensuit que

(vg (r))
k j1 + o (1)j � (k + 1) er�+"rk (vg (r))k�1 (1 + o (1)) ;

donc

vg (r) j1 + o (1)j � (k + 1) er
�+"

rk (1 + o (1)) (4.2.16)

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E� [0; 1] [ E3; r �! +1 avec jg (z)j = M (r; g). Par

conséquent, par le Lemme 4.2.7 nous obtenons

�2 (f) = �2 (g) = lim
r!1

log log vg (r)

log r
� �+ ":

Puisque " (" < �� �) étant arbitraire, alors nous obtenons

�2 (f) � �:

�
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Lemme 4.2.10 [30] Soient P1; P2; � � � ; Pn (n > 1) des polynômes non constants de degrés

respectivement d1; d2; � � � ; dn. Supposons que si i 6= j, alors deg(Pi � Pj) = max fdi; djg.
Soit A (z) =

nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z); où Bj (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant

�(Bj (z)) < dj. Alors,

�(A) = max
16 j6 n

fdjg : (4.2.17)

Lemme 4.2.11 [4] Soient Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des polynômes avec deg(P0 (z)) = n

(n > 1) et deg(Pj (z)) 6 n (i = 1; 2; � � � ; k): Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions
méromorphes d�ordre �ni et max f� (Aj) : j = 0; 1; � � � ; kg < n telles que A0 (z) 6� 0. Nous

dénotons

F (z) = Ake
Pk(z) + Ak�1e

Pk�1(z) + � � �+ Ase
Ps(z) + � � �+ A1e

P1(z) + A0e
P0(z): (4.2.18)

Si deg(P0 (z) � Pj (z)) = n pour tout j = 1; 2; � � � ; k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d�ordre �ni et satisfait � (F ) = n:

Lemme 4.2.12 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F : (4.2.19)

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1:

Lemme 4.2.13 [8] Soit P (z) = anz
n+ an�1z

n�1+ � � �+ a1z+ a0 (n 2 N�) un polynôme non
constant, où an 6= 0; an�1; � � � ; a0 sont des nombres complexes. Alors, pour tout " > 0; il

existe R = R (") > 0 tel que pour tout z; jzj = r > R, nous avons

(1� ") janj rn 6 jP (z)j 6 (1 + ") janj rn: (4.2.20)

4.3 Preuve du Théorème 4.1.1.

(i) Nous prouvons que chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 est transcendante d�ordre

� (f) > n quand an 6= bn. Nous assumons que f (z) 6� 0 est une fonction méromorphe de

l�équation (4:1:3) est d�ordre inférieur à n, alors � (f) < n. Nous pouvons écrire l�équation

(4:1:3) sous la forme

h1 (z) f
0 (z) eP (z) + h0 (z) f (z) e

Q(z) = B (z) ; (4.3.1)
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où

B (z) = �f 00 + F (z) :

Puisque � = max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < n et � (f) < n; alors h0 (z) f (z), h1 (z) f 0 (z) et

B (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec �(h0f) < n; �(h1f
0) < n et � (B) < n:

Nous avons également an 6= bn; d�où deg(P (z)�Q (z)) = n: Puisque Nous avons h0f 6� 0; Par
le Lemme 4.2.11, nous constatons que l�ordre de croissance du côté gauche de l�équation (4:3:1)

est n, ceci contredit le fait � (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f 6� 0 de
l�équation (4:1:3) est transcendante d�ordre � (f) > n.

(ii) Supposons, contrairement à l�a¢ rmation, que f est une solution méromorphe de (4:1:3)

d�ordre � (f) < 1, alors par l�a¢ rmation (i) au-dessus, nous avons n 6 � (f). Récrivons

l�équation (4:1:3) sous la forme

f" + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (4.3.2)

notons que A0 (z) = h0 (z) e
Q(z); A1 (z) = h1 (z) e

P (z). Par le Lemme 4.2.1, il existe un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2) ; où
E2 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0; � (Q; �) = 0g [ f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = � (Q; �)g
est un ensemble �ni, alors pour jzj = r su¢ samment grand, nous avons

� (P; �) 6= 0; � (Q; �) 6= 0, � (P; �) 6= � (Q; �) et Aj (z) j = 0; 1 satisfont l�une des inégalités

(4:2:1) ou (4:2:2). En même temps, nous appliquons le Lemme 4.2.2, d�où il existe un ensemble

E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et si � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2 [ E3) ; il existe une constante
R0 = R0(�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = � et jzj > R0, nous avons����f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzj2� , 0 6 i < j 6 2: (4.3.3)

Puisque an 6= bn; alors an; bn satisfont l�une des inégalités � (P; �) < � (Q; �) ou � (P; �) >

� (Q; �).

1ier Cas : � (P; �) < � (Q; �) et � (Q; �) > 0. Par conséquent, il existe un nombre positif

�1 > 0 tel que � (P; �) 6 �1 < � (Q; �) : Par le Lemme 4.2.1, pour tout "
�
0 < " < �(Q;�)��1

�(Q;�)+�1

�
,

nous avons

exp f(1� ") � (Q; �) rng 6 jA0 (z)j ; (4.3.4)

jA1 (z)j 6 exp f(1 + ") �1rng (4.3.5)

où r ! +1. Nous montrons que

G (z) =
log+ jf (z)j
jzj�+"

(4.3.6)
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est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, par le Lemme 4.2.3, il

existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+ jf (zm)j
jzmj�+"

! +1: (4.3.7)

De (4:3:7) et pour tout nombre positif M1 > 0 su¢ samment grand nous avons

log+ jf (zm)j
jzmj�+"

> M1

alors

jf (zm)j > eM1 jzmj�+" quand m! +1: (4.3.8)

Puisque F (z) est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles, donc par le

théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire F (z) sous la forme F (z) = H(z)
�(z)

;

où � (z) est un polynôme, H (z) est une fonction entière d�ordre � (H) = � (F ) 6 �. Nous

avons également ����F (zm)f (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (zm)

���� :
De (4:3:8) et par le Lemme 4.2.13, pour m su¢ samment grand (rm ! +1); il existe une
constante positive c > 0 telle que���� H (zm)

� (zm) f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

crs eM1 jzmj�+"

���� = ���� H (zm)

eM1 jzmj�+2"

����
où s = max fdeg � (z) ; 1g est un entier positif. Puisque � (H) 6 �; donc nous avons����F (zm)f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 quand m! +1: (4.3.9)

De l�équation (4:3:2), nous obtenons

jA0 (zm)j 6
����f 00 (zm)f (zm)

����+ jA1 (zm)j ����f 0 (zm)f (zm)

����+ ����F (zm)f (zm)

���� : (4.3.10)

En utilisant les inégalités (4:3:3), (4:3:4), (4:3:5) et la limite (4:3:9), nous conclurons de

l�inégalité (4:3:10) que

exp f(1� ") � (Q; �) rnmg 6 jzmj2� + exp f(1 + ") �1rnmg jzmj2� + o (1)

d�où

exp f(1� ") � (Q; �) rnmg 6 3 exp f(1 + ") �1rnmg r2�m ;

alors

exp f[(1� ") � (Q; �)� (1 + ") �1] rnmg 6 3r2�m
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d�où
1

3r2�m
exp f[(� (Q; �)� �1)� " (� (Q; �) + �1)] r

n
mg 6 1:

C�est une contradiction, qui se tient pour rm su¢ samment grand. (Puisque 0 < " < �(Q;�)��1
�(Q;�)+�1

;

donc [(� (Q; �)� �1)� " (� (Q; �) + �1)] > 0). Par conséquent,
log+jf(z)j
jzj�+" est bornée sur le rayon

arg (z) = �, alors il existe une constante M2 > 0 telle que

jf (z)j 6 eM2jzj�+" (4.3.11)

sur le rayon arg (z) = �:

2ieme Cas : � (P; �) < 0 et � (Q; �) < 0: De (4:3:2), nous obtenons

�1 6 A1 (z)
f 0 (z)

f 00 (z)
+ A0 (z)

f (z)

f 00 (z)
� F (z)

f 00 (z)

d�où

1 6 jA1 (z)j
���� f 0 (z)f 00 (z)

����+ jA0 (z)j ���� f (z)f 00 (z)

����+ ���� F (z)f 00 (z)

���� : (4.3.12)

Par le Lemme 4.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous avons

jA0 (z)j 6 exp f(1� ") � (Q; �) rng (4.3.13)

et

jA1 (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (4.3.14)

Nous prouvons que

G (z) =
log+ jf 00 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, par le Lemma 2.3, il

existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+ jf 00 (zm)j
jzmj�+"

! +1 (4.3.15)

et���� f 0 (zm)f 00 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj2 et ���� f (zm)f 00 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj2 quand m! +1: (4.3.16)

De (4:3:15) et pour tout nombre M3 > 0 su¢ samment grand, nous avons

jf 00 (zm)j > eM3 jzmj�+" quand m! +1: (4.3.17)
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En utilisant le même raisonnement comme ci-dessus, nous obtenons de (4:3:17) que pour m

su¢ samment grand (m! +1)���� F (zm)f 00 (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f 00 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

crs eM3 jzmj�+"

���� = ���� H (zm)

eM3 jzmj�+2"

����
où c > 0 est une constante et s = max fdeg �; 1g est un entier. Puisque � (H) < �; alors

nous obtenons ����F (zm)f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM3 jzmj�+2"

����! 0 quand m! +1: (4.3.18)

En utilisant les inégalités (4:3:13), (4:3:14), (4:3:16) et la limite (4:3:18), nous concluons de

l�inégalité (4:3:12) que

1 6 exp f(1� ") � (Q; �) rnmg r2m(1 + o (1)) + exp f(1� ") � (P; �) rnmg r2m(1 + o (1)) + o (1) :

C�est une contradiction qui se tient pour rm su¢ samment grand. (Nous avons pris 0 < " < 1;

donc (1� ") � (Q; �) < 0 et (1� ") � (P; �) < 0). Par conséquent, log
+jf 00(z)j
jzj�+" est bornée sur le

rayon arg (z) = �, d�où il existe une constante M4 > 0 telle que

jf 00 (z)j 6 eM4jzj�+" (4.3.19)

sur le rayon arg (z) = �. Par conséquent, par deux- intégrations réitérés comme dans la preuve

du Lemme 4.2.3, nous concluons que

jf (z)j 6 1

2
(1 + o (1)) r2 jf 00 (z)j ;

d�où

jf (z)j 6 1

2
(1 + o (1)) r2eM4jzj�+" 6 eM4r�+2"

sur le rayon arg (z) = �:

3ième Cas : � (P; �) > � (Q; �) et � (P; �) > 0: Il existe un nombre positif �1 > 0 tel

que � (Q; �) 6 �1 < � (P; �) : Par le Lemme 4.2.1, pour tout "
�
0 < " < �(P;�)��1

�(P;�)+�1

�
et pour r

su¢ samment grand, nous avons

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jA1 (z)j (4.3.20)

et

jA0 (z)j 6 exp f(1 + ") �1rng : (4.3.21)

De (4:3:2), nous obtenons

jA1 (z)j 6
����f 00 (z)f 0 (z)

����+ jA0 (z)j ���� f (z)f 0 (z)

����+ ����F (z)f 0 (z)

���� : (4.3.22)
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Par le même raisonnement comme dans le 2ième Cas, nous prouverons que

G (z) =
log+ jf 0 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, par le Lemme 4.2.3, il

existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que���� f (zm)f 0 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj quand m! +1 (4.3.23)

et ����F (zm)f 0 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM5 jzmj�+2"

����! 0 quand m! +1: (4.3.24)

En utilisant les inégalités (4:3:3), (4:3:20), (4:3:19), (4:3:23) et la limite (4:3:24), nous concluons

de l�inégalité (4:3:22) que

exp f(1� ") � (P; �) rnmg 6 jzmj2� + exp f(1 + ") �1rnmg jzmj+ o (1)

d�où

exp f(1� ") � (P; �) rnmg 6 3 exp f(1 + ") �1rnmg r2�m ;

donc

exp f[(1� ") � (P; �)� (1 + ") �1] rnmg 6 3r2�m ;

d�où
1

3r2�m
exp f[(� (P; �)� �1)� " (� (P; �) + �1)] r

n
mg 6 1

C�est une contradiction qui se tient pour rm su¢ samment grand. (0 < " < �(P;�)��1
�(P;�)+�1

; donc

[(� (P; �)� �1)� " (� (P; �) + �1)] > 0). Par conséquent, log+jf 0(z)j
jzj�+" est bornée sur le rayon

arg (z) = �. Alors, il existe une constante M6 > 0 telle que

jf 0 (z)j 6 eM6jzj�+" (4.3.25)

sur le rayon arg (z) = �: D�où

jf (z)j 6 (1 + o (1)) r jf 0 (z)j 6 eM6r�+2" :

Dans tous les cas, il existe une constante positive M > 0 telle que

jf (z)j 6 eMr�+2" : (4.3.26)

Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles desAj (j = 0; 1),

F et puisque Aj (j = 0; 1), F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de
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pôles, alors f (z) doit avoir un nombre �ni de pôles. Par conséquent, d�après le théorème de

factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
, où d (z) est un

polynôme, g (z) est une fonction entière avec � (g) = � (f). Par la première a¢ rmation (i)

dans le Théorème 4.1.1, nous obtenons � (g) > n: De (4:3:26), nous avons����g (z)d (z)

���� 6 eMr�+2"

sur le rayon arg (z) = �: D�après le Lemme 4.2.13, nous trouvons

jg (z)j 6 jd (z)j eMr�+2" 6 Ar�eMr�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Où A > 0 est une constante et � = max fdeg d (z) ; 1g est un entier.
Par conséquent

jg (z)j 6 eMr�+3" (4.3.27)

sur le rayon arg (z) = �: Donc pour toute � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2 [ E3) ; où (E1 [ E2 [ E3) �
[0; 2�) un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (4:3:27), sur le rayon arg (z) = � et

jzj = r su¢ samment grand. Alors, par le Lemme 4.2.4 nous avons � (g) 6 � + 3" < n pour

" > 0 assez petit; c�est une contradiction avec � (g) > n: Par conséquent, chaque solution

méromorphe f 6� 0 de (4:1:3) doit être d�ordre in�ni.

4.4 Preuve du Théorème 4.1.2.

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (4:1:3), alors par le Théorème
4.1.1 f est d�ordre in�ni. Par conséquent, en appliquant le Lemme 4.2.12, nous obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

Nous savons que les zéros de f se produisent de l�ensemble des pôles de hj (z) j = 0; 1 ou

les zéros de F (z) et si z0 est un zéro de f d�ordre m; m > 2; alors z0 doit être un zéro de

F (z) d�ordre m� 2: Par conséquent, de F 6� 0 nous avons

N

�
r;
1

f

�
6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; h0) +N (r; h1) : (4.4.1)

D�autre part, (4:1:3) peut être écrite sous la forme

1

f
=
1

F

�
f 00

f
+ h1e

P f
0

f
+ h0e

Q

�
;

d�où

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

F

�
+m (r; h0) +m (r; h1) +m

�
r; eP

�
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+m
�
r; eQ

�
+m

�
r;
f 00

f

�
+m

�
r;
f 0

f

�
+ o (1) : (4.4.2)

Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]),

il existe un ensemble E de mesure linéaire �nie tel que pour tout r =2 E; nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= O (log T (r; f) +O (log r)) j = 1; 2: (4.4.3)

De (4:4:1), (4:4:2) et (4:4:3), nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) 6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; h0) +N (r; h1) +m

�
r;
1

F

�
+

m (r; h0) +m (r; h1) +m
�
r; eP

�
+m

�
r; eQ

�
+m

�
r;
f 00

f

�
+m

�
r;
f 0

f

�
+O (1) ;

d�où

T (r; f) 6 2N
�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) + T (r; h0) + T (r; h1)

+ T
�
r; eP

�
+ T

�
r; eQ

�
+ C log (rT (r; f)) ; r =2 E; (4.4.4)

où C est une constante positive. Puisque pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, nous

avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; F ) 6 r�+"; T

�
r; eP

�
6 rn+" (4.4.5)

T
�
r; eQ

�
6 rn+"; T (r; hj) 6 r�+"; j = 0; 1: (4.4.6)

Alors, pour r =2 E et r su¢ samment grand et par l�utilisation de (4:4:5), (4:4:6) nous concluons
de (4:4:4) que

T (r; f) 6 2N
�
r;
1

f

�
+ 3r�+" + 2rn+" +

1

2
T (r; f) +O (log (r)) ;

d�où

T (r; f) 6 4N
�
r;
1

f

�
+ 6r�+" + 4rn+" +O (log (r)) :

Par conséquent

�2 (f) 6 �2 (f) ;

d�où

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Puisque par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f) ; donc

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

En utilisant le Lemme 4.2.9, nous obtenons

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:
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4.5 Preuve du Théorème 4.1.3.

Soit f une solution méromorphe non triviale de l�équation (4:1:3), en appliquant le Théorème

4.1.1, nous obtenons � (f) = +1:

1ière Étape. Nous commençons par les points �xes de f (z). Soit g0 (z) = f (z)� z, alors
z est un point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0. Nous avons g0 (z) est une fonction

méromorphe et � (g0) = � (f) = +1. La substitution f (z) = g0 (z) + z dans l�équation

(4:1:3), nous donne

g000 + h1e
P (z)g00 + h0e

Q(z)g0 = F � h1e
P (z) � zh0e

Q(z): (4.5.1)

Nous écrivons (4:5:1) sous la forme

g000 + A0;1g
0

0 + A0;0g0 = F � A0;1 � z A0;0 = A0: (4.5.2)

Pour l�équation (4:5:2), nous considérons juste les solutions méromorphes d�ordre in�ni g0 (z) =

f (z)� z. Nous avons

A0 = F � h1e
P (z) � zh0e

Q(z);

deg (P (z)�Q (z)) = n

et

� = max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < n:

Puisque h0 6� 0; alors d�après le Lemme 4.2.11, nous avons A0 6� 0. Nous utilisons le Lemme
4.2.12 à l�équation (4:5:2) en haut, nous obtenons

� (g0) = � (f) = � (g0) = +1 :

2ième Étape. maintenant nous considérons les points �xes de f 0 (z). Soit g1 (z) = f 0 (z)�
z, alors z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0. Nous avons g1 (z) est une

fonction méromorphe et � (g1) = � (f 0) = � (f) = +1.
En dérivant les deux côtés de l�équation (4:1:3), nous obtenons

f (3) + h1e
P (z)f 00 +

h�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z)
i
f 0 +

�
h0e

Q(z)
�0
f = F 0: (4.5.3)

Par l�équation (4:1:3) nous avons

f = � 1

h0eQ(z)

h
f 00 + h1e

P (z)f
0 � F

i
: (4.5.4)
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En substituant (4:5:4) dans (4:5:3), nous obtenons

f (3) +

"
h1e

P (z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)

#
f 00

+

"�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z)

#
f 0 +

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F = F 0: (4.5.5)

Nous pouvons noter l�équation (4:5:5) sous la forme suivante

f (3) + A1;1f
00
+ A1;0f

0 = �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0: (4.5.6)

où A1;j (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (4:5:5). Par la sub-

stitution de f 0 (z) = g1 (z) + z, f 00 (z) = g01 (z) + 1, f
(3) = g001 dans l�équation (4:5:6), nous

obtenons

g001 + A1;1g
0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � z A1;0 �

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0 = A1; (4.5.7)

avec

A1 = �
"
h1e

P (z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)

#

�z
"�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z)

#
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

= � 1

h0eQ(z)
�
zh20e

2Q(z) +B1e
Q(z) +B2e

Q(z)+P (z)
�

= � 1

h0eP0(z)

"
j=2X
j=0

Bje
Gj

#
;

où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et G0 = 2Q (z) et B0 = z h20, Bj sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme d�une somme

de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0j, Q
0, P 0, F , F 0: Puisque

an 6= bn et anbn 6= 0, alors deg(2Q (z)�Q (z)) = n et deg(2Q (z)�Q (z)�P (z)) = n. D�après

le Lemme 4.2.11 et le fait que h0 6� 0 (B0 6� 0) ; nous avons A1 6� 0. Nous utilisons le Lemme
4.2.12 à l�équation (4:5:7) en haut, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (g1) = � (f) = +1:

3ième Étape. Nous prouvons que � (f 00) = � (f 00 � z) = +1. Soit g2 (z) = f 00 (z) � z,

alors z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0. Nous avons g2 (z) est une
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fonction méromorphe et � (g2) = � (f 00) = � (f) = +1. Nous prouvons juste que � (g2) =
+1: En dérivant les deux côtés de l�équation (4:5:6), nous obtenons

f (4) + A1;1f
(3) +

�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+ A01;0f

0 =

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
: (4.5.8)

De l�équation (4:5:9), nous avons

f 0 = � 1

A1;0

"
f (3) + A1;1f

00
+

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

#
: (4.5.9)

Nous remarquons que A1;0 6� 0
h
A1;0 =

1
h0eQ(z)

�
h20e

2Q + �
(1)
1;0e

Q+P
�i

car h0 6� 0 (pour la

preuve, nous pouvons appliquer le Lemme 4.2.11). En substituant (4:5:9) dans (4:5:8), nous

obtenons

f (4) +

�
A1;1 �

A01;0
A1;0

�
f (3) +

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
f
00

�
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
=

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
: (4.5.10)

Nous pouvons noter l�équation (4:5:10) sous la forme suivante

f (4) + A2;1f
(3) + A2;0f

00
=
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
; (4.5.11)

où A2;j (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (4:5:10) ci-dessus,

et nous avons

A2;0 = A01;1 + A1;0 �
A01;0
A1;0

A1;1 et A2;1 = A1;1 �
A01;0
A1;0

:

La substitution de f 00 (z) = g2 (z)+z, f (3) (z) = g02 (z)+1, f
(4) = g

(2)
1 dans l�équation (4:5:11),

nous donne

g002 + A2;1g
0
2 + A2;0g2 = A2; (4.5.12)

où

A2 = �A2;1 � z A2;0 +
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0

= �
�
A1;1 �

A01;0
A1;0

�
� z

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
+
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
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= � 1

A1;0

�
A1;1A1;0 � A01;0 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

�A01;0H � A1;0

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0#
: (4.5.13)

Nous avons

A1;0 =
�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z);

A1;1 = h1e
P (z) �

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
;�

h0e
Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0 = H (�(H) < n).

Par conséquent

A1;0 =
1

h0eQ(z)

�
h20e

2Q + �
(1)
1;0e

Q+P
�
;

A1;1 =
1

h0eQ(z)

�
�
(0)
1;1e

Q + �
(1)
1;1e

P+Q
�

et

A01;0 =
1

(h0eQ(z))
2

�
�
(0)
1;0e

3Q + �
(1)
1;0e

2Q+P
�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z))
2

�
�
(0)
1;1e

2Q + �
(1)
1;1e

2Q+P
�
; 

�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
= �H 0;

où �(l)i;j ; �
(l)
i;j sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme

d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hk, h0m, Q
0, P 0, F;

F 0: De (4:5:13) avons nous

A2 = �
1

A1;0 (h0eQ(z))
3

�
zh50e

5Q +B1e
4Q +B2e

4Q+P +B3e
3Q+P +B4e

3Q+2P
�

= � 1

A1;0 (h0eQ(z))
3

"
j=4X
j=0

Bje
Gj

#
; Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus

où B0 = z h50 où Bj sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n. Nous certi�ons

que A2 6� 0. Puisque an 6= bn et an 6= 2bn; alors nous avons deg(5Q � 4Q) = degQ = n,

deg(5Q � 4Q � P ) = deg(Q � P ) = n, deg(5Q � 3Q � P ) = deg(2Q � P ) = n; deg(5Q �
3Q�2P ) = deg(2Q�2P ) = n. Par conséquent deg (G0 �Gj) = n (j = 1; 2; 3; 4) et � (Bj) <

n (j = 0; 1; 2; 3; 4). D�après le Lemme 4.2.11 et le fait que h0 6� 0 (B0 6� 0); nous avons

A2 6� 0. Nous utilisons le Lemme 4.2.12 à l�équation (4:5:12) en haut, nous obtenons

� (g2) = � (f 00 � z) = � (g1) = � (f) = +1:



Chapitre 5

Sur la croissance et les points �xes des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires non homogènes
du second degré

5.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + Ae�zf 0 +Q (z) f = 0; (5.1.1)

où Q (z) est une fonction entière transcendante d�ordre � (Q) 6= 1; Gundersen [36] a prouvé
que chaque solution f 6� 0 de (5:1:1) est d�ordre in�ni, et dans [35] il a montré que si

� (B) 6= degQ, alors chaque solution f 6� 0 de l�équation

f 00 + h (z) eQ(z)f 0 +B (z) f = 0;

est d�ordre in�ni, avec Q (z) est un polynôme non constant, h (z) 6� 0 est les fonctions entières
avec � (h) < degQ (z) et B (z) est une fonction entière transcendante. Wang et Laine [62]

ont étudié l�équation di¤érentielle linéaire du second degré non homogène

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = F (z) ; (5.1.2)

où A1 6� 0; A0 6� 0; F sont des fonctions entières d�ordre inférieur d�un, et les nombres

complexes a; b satisfont ab 6= 0: Ils ont prouvé que chaque solution non triviale de (5:1:2) est
d�ordre in�ni si a 6= b. En ce chapitre, nous considérons l�équation

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h0 (z) e

Q(z)f = F (z) ; (5.1.3)
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où F; hj 6� 0 (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur de n, et P (z),

Q (z) sont des polynômes non constants avec � (h0) < deg (Q), � (h1) < deg (P ) et deg (Q) 6=
deg (P ) : Nous prouvons le même résultat de Wang et Laine, et nous donnons une évaluation

pour l�hyper-ordre des solutions, nous donnons également une évaluation pour l�exposant de

la convergence des points �xes des solutions et de leurs dérivées.

Théorème 5.1.1 Soient P (z), Q (z) deux polynômes non constants avec degQ (z) = q,

degP (z) = p (p > 1; q > 1 et q 2 N, p 2 N). Soient hj (j = 0; 1), F avec hj 6� 0 j = 0; 1 des
fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles telles que � (h0) < q, � (h1) < p et

� (F ) < max fq, pg. Supposons que degQ (z) 6= degP (z) ; alors chaque solution méromorphe
transcendante f de l�équation (5:1:3) est d�ordre in�ni.

Théorème 5.1.2 Soient P (z), Q (z) deux polynômes non constants avec degQ (z) = q,

degP (z) = p (p > 1; q > 1 et q 2 N, p 2 N). Soient hj (j = 0; 1), F avec hj 6� 0 j = 0; 1
et F 6� 0 des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles telles que � (h0) < q,

� (h1) < p et � (F ) < max fq, pg. Supposons que degQ (z) 6= degP (z), alors chaque solution
méromorphe transcendante f de l�équation (5:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 max fq, pg :

Théorème 5.1.3 Soient P (z), Q (z) deux polynômes non constants avec degQ (z) = q,

degP (z) = p (p > 1; q > 1 et q 2 N, p 2 N). Soient hj(j = 0; 1), F avec hj 6� 0; j =

0; 1 des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles telles que � = maxf� (hj),
� (F ) : j = 0; 1g < min fq; pg. Supposons que degQ (z) 6= degP (z), alors pour toute solution
méromorphe transcendante f de l�équation (5:1:3), nous avons f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni

des points �xes et satisfont

�(f � z) = �(f 0 � z) = �(f 00 � z) = +1 .

Exemple 5.1.1 Soit l�équation di¤érentielle du deuxième ordre,

f
00
+

�
1

z
ez

3

�
f
0 � 2ez+z2f = ez: (5.1.4)

Dans cette équation, on a degQ (z) = 2 6= degP (z) = 3 et � = max
�
�
�
1
z

�
, � (�2ez) ; � (ez)

	
=

1 < min fq; pg = 2. D�après le Théorème 5.1.1, 5.1.2 et le Théorème 5.1.3, on a toute solu-
tion méromorphe transcendante f de l�équation (5:1:4), est d�ordre in�ni et satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 3:

En outre f; f 0; f 00 ont un nombre in�ni de points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.
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5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.2.1 [10] Soit P (z) = anz
n + � � � + a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré

n > 1 et A (z) 6� 0 une fonction méromorphe avec � (A) < n. Soit f (z) = A (z) eP (z); z =

rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�: Alors, pour tout " > 0; il existe un ensemble E2 � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E2 [ E3) ; où E3 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g
est un ensemble �ni, alors pour tout jzj = r su¢ samment grand, nous avons

(i) Si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (5.2.1)

(ii) Si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (5.2.2)

Lemme 5.2.2 [34] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) = � < +1,
� = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de nombres entiers
véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée. Alors, il existe un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�) � E1, il existe une

constante R0 = R0( 0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0 et jzj > R0 et pour

tout (k; j) 2 �; on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (5.2.3)

Lemme 5.2.3 [4] Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles; et

supposons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�

est non bornée sur un certain rayon arg z = � avec la constante � > 0: Alors, il existe, une

séquence in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que G (zn)! +1

et ����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) quand n! +1: (5.2.4)

Lemme 5.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+ jf
�
rei�
�
j 6 Mr� pour

tout rayon arg (z) = � 2 [0; 2�)�E4; où M est une constante positive dépend de �, tandis

que � est une constante indépendante de �. Alors

� (f) 6 �: (5.2.5)
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Lemme 5.2.5 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (5.2.6)

Lemme 5.2.6 [68] Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe transcendante, où

g (z) une fonction entière transcendante et d (z) un polynôme. Alors, il existe un ensemble

E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2
[0; 1] [ E6; r �! +1 et jg (z) j =M (r; g) ; nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�n
(1 + o (1)) (5.2.7)

où n > 1 est un nombre entier positif.

Lemme 5.2.7 [50] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni. On dénote M (r; g) =

maxfjg (z) j : jzj = rg, alors pour tout nombre � > 0 su¢ samment grand, et tout r 2
E7 � (1;1); on a

M (r; g) > c1 expfc2r�g; (5.2.8)

où lm (E7) = +1 et c1; c2 sont des constantes positives.

Lemme 5.2.8 [35] Soit ' : [0; +1) ! R et  : [0; +1) ! R fonctions monotones et non
décroissantes telles que ' (r) 6  (r) pour tout r =2 E8 [ [0; 1], où E8 � (1;+1) est un
ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit � > 1 une constante donnée. Alors, il existe

r1 = r1(�) > 0 tel que ' (r) 6  (�r) pour tout r > r1:

Lemme 5.2.9 [4] Supposons que k > 2 et A0; A1; A2; � � � ; Ak�1 (A0 6� 0) sont des fonctions
méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit � = maxf� (Aj) ; � (F ) : j = 0; 1; 2; � � � ; k�
1g < +1 et soit f (z) une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1 f
(k�1) + � � �+ A0 f = F:

Alors,

�2 (f) 6 �: (5.2.9)

Lemme 5.2.10 [30] Soient P1; P2; � � � ; Pn (n > 1) des polynômes non constants de degrés

respectivement d1; d2; � � � ; dn. Supposons que si i 6= j, alors deg(Pi � Pj) = max fdi; djg.
Soit A (z) =

nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z); où Bj (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes satisfaisant

�(Bj (z)) < dj. Alors,

�(A) = max
16 j6 n

fdjg : (5.2.10)
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Lemme 5.2.11 [4] Soient Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des polynômes avec deg(P0 (z)) = n

(n > 1) et deg(Pj (z)) 6 n (i = 1; 2; � � � ; k): Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions
méromorphes d�ordre �ni et max f� (Aj) : j = 0; 1; � � � ; kg < n telles que A0 (z) 6� 0. Nous

dénotons

F (z) = Ake
Pk(z) + Ak�1e

Pk�1(z) + � � �+ Ase
Ps(z) + � � �+ A1e

P1(z) + A0e
P0(z) (5.2.11)

Si deg(P0 (z) � Pj (z)) = n pour tout j = 1; 2; � � � ; k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d�ordre �ni et satisfait � (F ) = n:

Lemme 5.2.12 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F: (5.2.12)

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1:

Lemme 5.2.13 [9] Soit P (z) = anz
n+an�1z

n�1+ � � �+a1z+a0 (n 2 N�) un polynôme non
constant, où an 6= 0; an�1; � � � ; a0 sont des nombres complexes. Alors, pour tout " > 0; il

existe R = R (") > 0 tel que pour tout z; jzj = r > R, nous avons

(1� ") janj rn 6 jP (z)j 6 (1 + ") janj rn: (5.2.13)

5.3 Preuve du Théorème 5.1.1.

Premièrement, nous a¢ rmons que chaque solution méromorphe transcendante f est d�ordre

� (f) > max fq, pg quand degQ (z) 6= degP (z). Nous supposons que la solution méro-

morphe f de l�équation (5:1:3) est transcendante d�ordre inférieur a max fq, pg, doù � (f) <
max fq, pg. Puisque nous avons h0f 6� 0; h1f

0 6� 0; nous pouvons écrire l�équation (5:1:3)

sous la forme

h1 (z) f
0 (z) eP (z) + h0 (z) f (z) e

Q(z) = B (z) ; (5.3.1)

où

B (z) = �f 00 + F (z) :

Puisque max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < max fq, pg et � (f) < max fq, pg ; alors h0 (z) f (z),
h1 (z) f

0 (z) et B (z) sont les fonctions méromorphes d�ordre �ni avec �(h0f) < max fq, pg ;
�(h1f

0) < max fq, pg et � (B) < max fq, pg : Nous avons également degQ (z) 6= degP (z) ;
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donc deg(P (z)�Q (z)) = max fq, pg : Par le Lemme 5.2.11, nous constatons que l�ordre de
croissance du côté gauche de l�équation (5:3:1) est max fq, pg, ceci contredit le fait � (B) <
max fq, pg. En conséquence, toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (5:1:3)
est d�ordre � (f) > max fq, pg.

Maintenant nous prouvons que � (f) = +1: Supposons le contraire, que f est une

solution méromorphe de (5:1:3) d�ordre � (f) < +1, alors par l�a¢ rmation ci-dessus, nous
avons max fq, pg 6 � (f). Récrivons l�équation (5:1:3) sous la forme

f" + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F: (5.3.2)

On dénote A0 (z) = h0 (z) e
Q(z); A1 (z) = h1 (z) e

P (z) et nous posons

max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g = � < max fq, pg :

Par le Lemme 5.2.2, il existe un ensemble E2 � [0; 2�) d�une mesure linéaire nulle, tel que si
� 2 [0; 2�) n (E2 [ E3) ; où E3 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0; � (Q; �) = 0g est un ensemble �ni,
donc pour jzj = r su¢ samment grand, nous avons � (P; �) 6= 0; � (Q; �) 6= 0 et Aj (z) j = 0; 1
satisfont une des inégalité (5:2:1) ou (5:2:2). En même temps, nous pouvons appliquer le

Lemme 5.2.2, nous pouvons assumer que����f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzj2� , 0 6 i < j 6 2: (5.3.3)

où � est une constante plus grande que � (f) : Puisque degQ (z) 6= degP (z) ; alors � (Q; �) rq 6=
� (P; �) rp pour r su¢ samment grand et Q (z), P (z) satisfont un cas de ces quatre cas

� (Q; �) > 0 et � (P; �) > 0; ou � (Q; �) > 0 et � (P; �) < 0; ou � (Q; �) < 0 et � (P; �) > 0; ou

� (Q; �) < 0 et � (P; �) < 0.

1ier Cas : � (Q; �) > 0 et � (P; �) > 0

Cas 1.1 : q > p: Par le Lemme 5.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous avons

exp f(1� ") � (Q; �) rqg 6 jA0 (z)j ; (5.3.4)

jA1 (z)j 6 exp f(1 + ") �(P; �)rpg (5.3.5)

pour r su¢ samment grand. Nous montrons que

G (z) =
log+ jf (z)j
jzj�+"
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est bornée sur le rayon arg z = �: Nous supposons que ce n�est pas le cas, donc par Lemme

5.2.3, il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle

que
log+ jf (zm)j
jzmj�+"

! +1 (5.3.6)

de (5:3:6) et pour de tout nombre positif M > 0; nous avons

log+ jf (zm)j
jzmj�+"

> M alors jf (zm)j > eM jzmj�+" as m! +1: (5.3.7)

Puisque F (z) est une fonction méromorphe avec un nombre �ni de pôles, alors par le théorème

de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire F (z) sous la forme F (z) = H(z)
�(z)

où � (z) est

un polynôme, H (z) est une fonction entière avec � (H) = � (F ) 6 �. Nous avons également����F (zm)f (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (zm)

���� :
De (5:3:7) et le Lemme 5.2.13, pour m su¢ samment grand (rm ! +1); il existe deux
constantes positives c > 0; M1 > 0 telles que,���� H (zm)

� (zm) f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

(1� ") crM1 eM jzmj�+"

���� = ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

���� :
Puisque � (H) 6 �; alors nous avons����F (zm)f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 as m! +1: (5.3.8)

De l�équation (5:3:2), nous obtenons

jA0 (zm)j 6
����f 00 (zm)f (zm)

����+ jA1 (zm)j ����f 0 (zm)f (zm)

����+ ����F (zm)f (zm)

���� : (5.3.9)

En utilisant les inégalités (5:3:3), (5:3:4), (5:3:5) et la limite (5:3:8), nous concluons de l�in-

égalité (5:3:9) que

exp f(1� ") � (Q; �) rqmg 6 jzmj2� + jzmj2� exp f(1 + ") �(P; �)rpg+ o (1) ;

d�où

exp f(1� ") � (Q; �) rqmg 6 3r2�m exp f(1 + ") �(P; �)rpmg :

C�est une contradiction, pour r su¢ samment grand. Par conséquent, log
+jf(z)j
jzj�+" est bornée sur

le rayon arg (z) = �. Alors, il existe une constante M2 > 0 telle que

jf (z)j 6 eM2jzj�+" (5.3.10)
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sur le rayon arg (z) = �:

Cas 1.2 : q < p: Par le Lemme 5.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous avons

exp f(1� ") � (P; �) rpg 6 jA1 (z)j ; (5.3.11)

jA0 (z)j 6 exp f(1 + ") � (Q; �) rqg (5.3.12)

pour r su¢ samment grand. De (5:3:2), nous obtenons

jA1 (z)j 6
����f 00 (z)f 0 (z)

����+ jA0 (z)j ���� f (z)f 0 (z)

����+ ����F (z)f 0 (z)

���� : (5.3.13)

Par le même raisonnement que dans le Cas 1.1, nous prouvons que

G (z) =
log+ jf 0 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que���� f (zm)f 0 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj as m! +1 (5.3.14)

et ����F (zm)f 0 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 as m! +1: (5.3.15)

En utilisant les inégalités (5:3:3), (5:3:11), (5:3:12), (5:3:14) et la limite (5:3:15), nous concluons

de l�inégalité (5:3:13) que

exp f(1� ") � (P; �) rpmg 6 jzmj2� + jzmj exp f(1 + ") �(Q; �)rqmg+ o (1) ;

d�où

exp f(1� ") � (P; �) rpmg 6 3r�m exp f(1 + ") �(Q; �)rqmg :

C�est une contradiction, pour r su¢ samment grand. Par conséquent, log
+jf 0(z)j
jzj�+" est bornée sur

le rayon arg (z) = �. Alors, il existe une constante M3 > 0 telle que

jf 0 (z)j 6 eM3jzj�+" (5.3.16)

sur le rayon arg (z) = �: Par intégration comme dans la preuve du Lemme 5.2.3, nous

concluons que

jf (z)j 6 (1 + o (1)) r jf 0 (z)j 6 eM3r�+2" :



5.3 Preuve du Théorème 5.1.1. 77

Alors, il existe une constante M3 > 0 telle que

jf (z)j 6 eM3jzj�+2" (5.3.17)

sur le rayon arg (z) = �:

2ième Cas : � (P; �) < 0 et � (Q; �) > 0: Par le Lemme 5.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous

avons

exp f(1� ") � (Q; �) rqg 6 jA0 (z)j ; (5.3.18)

jA1 (z)j 6 exp f(1� ") �(P; �)rpg (5.3.19)

pour r su¢ samment grand. Par le même raisonnement que dans le Cas 1.1, nous montrons

que

G (z) =
log+ jf (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+ jf (zm)j
jzmj�+"

! +1 (5.3.20)

d�où ����F (zm)f (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 as m! +1: (5.3.21)

À partir de l�équation (5:3:2), nous obtenons

jA0 (zm)j 6
����f 00 (zm)f (zm)

����+ jA1 (zm)j ����f 0 (zm)f (zm)

����+ ����F (zm)f (zm)

���� : (5.3.22)

En utilisant les inégalités (5:3:3), (5:3:8), (5:3:9) et la limite (5:3:21), nous concluons de

l�inégalité (5:3:22) que

exp f(1� ") � (Q; �) rqmg 6 jzmj2� + jzmj2� exp f(1� ") �(P; �)rpg+ o (1)

d�où

exp f(1� ") � (Q; �) rqmg 6 r2�m + 2o(1):

C�est une contradiction, pour r est su¢ samment grand. (Nous avons pris � (Q; �) > 0). Par

conséquent, log
+jf(z)j
jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �. Donc il existe une constante M4 > 0

telle que

jf (z)j 6 eM4jzj�+" (5.3.23)
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sur le rayon arg (z) = �:

3ième Cas : � (Q; �) < 0 et � (P; �) > 0: Par le Lemme 5.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous

avons

exp f(1� ") � (P; �) rpg 6 jA1 (z)j (5.3.24)

jA0 (z)j 6 exp f(1� ") � (Q; �) rqg ; (5.3.25)

pour r su¢ samment grand. De (5:3:2), nous obtenons

jA1 (z)j 6
����f 00 (z)f 0 (z)

����+ jA0 (z)j ���� f (z)f 0 (z)

����+ ����F (z)f 0 (z)

���� : (5.3.26)

Par le même raisonnement que dans le Cas 1.2, nous prouvons que

G (z) =
log+ jf 0 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que���� f (zm)f 0 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj as m! +1 (5.3.27)

et ����F (zm)f 0 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 as m! +1: (5.3.28)

En utilisant les inégalités (5:3:3), (5:3:24), (5:3:25), (5:3:27) et la limite (5:3:28), nous concluons

de l�inégalité (5:3:26) que

exp f(1� ") � (P; �) rpmg 6 jzmj2� + jzmj exp f(1� ") �(Q; �)rqmg+ o (1) ;

d�où

exp f(1� ") � (P; �) rpmg 6 r2�m + 2o(1):

C�est une contradiction, pour r su¢ samment grand. (Nous avons pris � (P; �) > 0). Par

conséquent, log
+jf 0(z)j
jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �. Alors, il existe une constanteM5 > 0

telle que

jf (z)j 6 eM5jzj�+2" (5.3.29)

sur le rayon arg (z) = �:
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4ième Cas : � (P; �) < 0 et � (Q; �) < 0: De (5:3:2), nous obtenons

�1 6 A1 (z)
f 0 (z)

f 00 (z)
+ A0 (z)

f (z)

f 00 (z)
� F (z)

f 00 (z)
;

d�où

1 6 jA1 (z)j
���� f 0 (z)f 00 (z)

����+ jA0 (z)j ���� f (z)f 00 (z)

����+ ���� F (z)f 00 (z)

���� : (5.3.30)

Par le Lemme 5.2.1, pour tout " (0 < " < 1) nous avons

jA0 (z)j 6 exp f(1� ") � (Q; �) rqg ; (5.3.31)

jA1 (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rpg : (5.3.32)

Nous prouvons que

G (z) =
log+ jf 00 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 5.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+ jf 00 (zm)j
jzmj�+"

! +1 (5.3.33)

et ���� f 0 (zm)f 00 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj2 et ���� f (zm)f 00 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj2 pour m! +1: (5.3.34)

De (5:3:33) et pour tout nombre positif M > 0; nous avons

jf 00 (zm)j > eM jzmj�+" as m! +1 (5.3.35)

et avec le même raisonnement comme ci-dessus nous obtenons���� F (zm)f 00 (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f 00 (zm)

���� ;
de (5:3:35) et le Lemme 5.2.13, pour m su¢ samment grand (rm ! +1); il existe des
constantes positives c > 0; M1 > 0 telles que���� H (zm)

� (zm) f 00 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

(1� ") crM1 eM jzmj�+"

���� = ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

���� :
Puisque � (H) < �; donc nous avons���� F (zm)f 00 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM3 jzmj�+2"

����! 0 as m! +1: (5.3.36)
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En utilisant les inégalités (5:3:31), (5:3:32), (5:3:34) et la limite (5:3:36), nous concluons de

l�inégalité (5:3:30) que

1 6 exp f(1� ") � (Q; �) rnmg r2m(1 + o (1)) + exp f(1� ") � (P; �) rnmg r2m(1 + o (1)) + o (1) ;

d�où

1 6 3o (1) :

C�est une contradiction, pour r su¢ samment grand. (Nous avons pris 0 < " < 1; d�où

(1� ") � (Q; �) < 0 et (1� ") � (P; �) < 0). Par conséquent, log
+jf 00(z)j
jzj�+" est bornée sur le rayon

arg (z) = �, il existe une constante M6 > 0 telle que

jf 00 (z)j 6 eM6jzj�+" (5.3.37)

sur le rayon arg (z) = �. Par conséquent, par une intégration réitérée comme dans la preuve

du Lemme 5.2.3, nous concluons que

jf (z)j 6 (1 + o (1)) r2 jf 00 (z)j ;

d�où

jf (z)j 6 (1 + o (1)) r2eM6jzj�+" 6 eM6jzj�+"(1+o(1)) 6 eM6r�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Par conséquent dans tous les cas, il existe une constante positive

M7 > 0 telle que

jf (z)j 6 eM7r�+2" : (5.3.38)

Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles de Aj (j = 0; 1),

F et puisque Aj (j = 0; 1), F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles,

alors f (z) doit avoir un nombre �ni de pôles. Par conséquent, par le théorème de factorisation

d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
où d (z) est un polynôme, g (z)

est une fonction entière avec � (g) = � (f). Noton n = max fp; qg ; par la première a¢ rmation
dans la preuve du Théorème 5.1.1 on a � (g) > n: De (5:3:38), nous avons����g (z)d (z)

���� 6 eM7r�+2" ;

d�où

jg (z)j 6 jd (z)j eM7r�+2" 6 r�eM7r�+2" ;

donc

jg (z)j 6 eM7r�+3" : (5.3.39)
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Par conséquent, pour tout � 2 [0; 2�) n (E2 [ E3) ; où (E2 [ E3) � [0; 2�) est un ensemble

de mesure linéaire nulle, nous avons (5:3:39) pour jzj = r su¢ samment grand: Alors, par

le Lemme 5.2.4 � (g) 6 � + 3" < n; pour " > 0 assez petit; c�est une contradiction avec

� (g) > n: Par conséquent, chaque solution méromorphe transcendante f de (5:1:3) doit être

d�ordre in�ni.

5.4 Preuve du Théorème 5.1.2.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l�équation (5:1:3), alors par

le Théorème 5.1.1 f est d�ordre in�ni. Par conséquent par le Lemme 5.2.12, nous obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

Nous savons, les zéros de f se produisent de l�ensemble des pôles de hj (z) j = 0; 1 ou de

l�ensemble des zéros de F (z) et si z0 est un zéro de f d�ordre m; m > 2; alors z0 doit être

un zéro à F (z) d�ordre m� 2: Par conséquent, de F 6� 0 nous obtenons

N

�
r;
1

f

�
6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; h0) +N (r; h1) : (5.4.1)

Nous pouvons écrire (5:1:3) sous la forme

1

f
=
1

F

�
f 00

f
+ h1e

P f
0

f
+ h0e

Q

�
;

d�où

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

F

�
+m (r; h0) +m (r; h1) +m

�
r; eP

�
+m

�
r; eQ

�
+m

�
r;
f 00

f

�
+m

�
r;
f 0

f

�
+O (1) : (5.4.2)

Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]),

il existe un ensemble E de mesure linéaire �nie tel que pour tout r =2 E; nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= O (log T (r; f) +O (log r)) j = 1; 2: (5.4.3)

Par (5:4:1) et (5:4:2), nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) 6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; h0) +N (r; h1) +m

�
r;
1

F

�
+

m (r; h0) +m (r; h1) +m
�
r; eP

�
+m

�
r; eQ

�
+m

�
r;
f 00

f

�
+m

�
r;
f 0

f

�
+O (1) ;
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nous appliquons (5:4:3)

T (r; f) 6 2N
�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) + T (r; h0) + T (r; h1)

+ T
�
r; eP

�
+ T

�
r; eQ

�
+ C log (rT (r; f)) ; r =2 E; (5.4.4)

où C est une constante positive. Puisque pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, nous

avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; F ) 6 r�+"; T

�
r; eP

�
6 rn+"; (5.4.5)

T
�
r; eQ

�
6 rn+"; T (r; hj) 6 r�+"; j = 0; 1 (5.4.6)

tels que n = max fp; qg : Alors, pour r =2 E et r su¢ samment grand et par l�utilisation de

(5:4:5), (5:4:6) nous concluons de (5:4:4) que

T (r; f) 6 2N
�
r;
1

f

�
+ 3r�+" + 2rn+" +

1

2
T (r; f) +O (log (r)) ;

d�où

T (r; f) 6 4N
�
r;
1

f

�
+ 6r�+" + 4rn+" +O (log (r)) :

Par conséquent, pour r ! +1 et par le Lemme 5.2.8, nous obtenons

�2 (f) 6 �2 (f) ;

alors

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Puisque par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f) ; donc

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

Du Lemme 5.2.9, nous obtenons

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:

5.5 Preuve du Théorème 5.1.3.

Soit f une solution méromorphe non triviale de l�équation (5:1:3), en appliquant le Théorème

5.1.1, nous obtenons � (f) = +1 :

1ière Étape. Nous commençons par les points �xes de f (z). Soit g0 (z) = f (z)� z, alors
z est un point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0. Nous avons g0 (z) est une fonction
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méromorphe et � (g0) = � (f) = +1. La substitution f (z) = g0 (z) + z dans l�équation

(5:1:3), nous donne

g000 + h1e
P (z)g00 + h0e

Q(z)g0 = F � h1e
P (z) � zh0e

Q(z): (5.5.1)

Nous écrivons (5:5:1) sous la forme

g000 + A0;1g
0

0 + A0;0g0 = F � A0;1 � z A0;0 = A0: (5.5.2)

Pour l�équation (5:5:2), nous considérons juste les solutions méromorphes d�ordre in�ni

g0 (z) = f (z)� z. Nous avons

A0 = F � h1e
P (z) � zh0e

Q(z); deg (P (z)�Q (z)) = max fq; pg

et

� = max f� (hj) , � (F ) : j = 0; 1g < min fq; pg :

Puisque hj 6� 0 j = 0; 1, alors d�après le Lemme 5.2.11, nous avons A0 6� 0. Nous utilisons le
Lemme 5.2.12 à l�équation (5:5:2) en haut, nous obtenons

� (g0) = � (f) = � (g0) = +1:

2ième Étape. maintenant nous considérons les points �xes de f 0 (z). Soit g1 (z) = f 0 (z)�
z, alors z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0. Nous avons g1 (z) est une

fonction méromorphe et � (g1) = � (f 0) = � (f) = +1.
En dérivant les deux côtés de l�équation (5:1:3), nous obtenons

f (3) + h1e
P (z)f 00 +

h�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z)
i
f 0 +

�
h0e

Q(z)
�0
f = F 0: (5.5.3)

Par l�équation (5:1:3) nous avons

f = � 1

h0eQ(z)

h
f 00 + h1e

P (z)f
0 � F

i
: (5.5.4)

En substituant (5:5:4) dans (5:5:3), nous obtenons

f (3) +

"
h1e

P (z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)

#
f 00

+

"�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z)

#
f 0 +

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F = F 0: (5.5.5)
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Nous pouvons noter l�équation (5:5:5) sous la forme suivante

f (3) + A1;1f
00
+ A1;0f

0 = �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0 (5.5.6)

où A1;j (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (5:5:5). Par la sub-

stitution de f 0 (z) = g1 (z) + z, f 00 (z) = g01 (z) + 1, f
(3) = g001 dans l�équation (5:5:6), nous

obtenons

g001 + A1;1g
0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � z A1;0 �

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0 = A1; (5.5.7)

où

A1 = �
"
h1e

P (z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)

#

�z
"�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z)

#
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

= � 1

h0eQ(z)
�
zh20e

2Q(z) +B1e
Q(z) +B2e

Q(z)+P (z)
�
= � 1

h0eQ(z)

"
j=2X
j=0

Bje
Gj

#
;

où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et G0 = 2Q (z) et B0 = z h20, Bj sont des

fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à min fp; qg, écrites sous la forme d�une somme
de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0j, Q

0, P 0, F , F 0:

1ier Cas : q > p; alors deg(2Q (z)�Q (z)) = q et deg(2Q (z)�Q (z)� P (z)) = q. D�après

le Lemme 5.2.11 et le fait h0 6� 0 (B0 6� 0) ; nous avons A1 6� 0.

2ième Cas : q < p et B2 6� 0; alors deg(Q (z) + P (z) � 2Q (z)) = p et deg(Q (z) + P (z) �
Q (z)) = p. D�après le Lemme 5.2.11 et le fait B2 6� 0; nous avons A1 6� 0.

3ième Cas : q < p et B2 � 0; nous avons

A1 = �
1

h0eQ(z)
�
zh20e

2Q(z) +B1e
Q(z)
�

deg(2Q (z)�Q (z)) = q. D�après le Lemme 5.2.11 et le fait h0 6� 0 (B0 6� 0) ; � (B1) < q: Nous

avons A1 6� 0. Dans tous les cas nous avons A1 6� 0. Nous employons le Lemme 5.2.12 à

l�équation (5:5:7) en haut, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (g1) = � (f) = +1:

3ième Étape. Nous prouvons que � (f 00) = � (f 00 � z) = +1. Soit g2 (z) = f 00 (z) � z,

alors z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0. Nous avons g2 (z) est une
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fonction méromorphe et � (g2) = � (f 00) = � (f) = +1. Nous prouvons juste que � (g2) =
+1: En dérivant les deux côtés de l�équation (5:5:6), nous obtenons

f (4) + A1;1f
(3) +

�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+ A01;0f

0 =

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
: (5.5.8)

De l�équation (5:5:6), nous avons

f 0 = � 1

A1;0

"
f (3) + A1;1f

00
+

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

#
: (5.5.9)

Nous remarquons que A1;0 6� 0
h
A1;0 =

1
h0eQ(z)

�
h20e

2Q + �1;1e
Q+P

�i
car h0 6� 0 (pour la

preuve, nous pouvons appliquer le Lemme 5.2.11). En substituant (5:5:9) dans (5:5:8), nous

obtenons

f (4) +

�
A1;1 �

A01;0
A1;0

�
f (3) +

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
f
00

�
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
=

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
: (5.5.10)

Nous pouvons noter l�équation (5:5:10) sous la forme suivante

f (4) + A2;1f
(3) + A2;0f

00
=
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
; (5.5.11)

où A2;j (j = 0; 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (5:5:10) ci-dessus,

et nous avons

A2;0 = A01;1 + A1;0 �
A01;0
A1;0

A1;1 et A2;1 = A1;1 �
A01;0
A1;0

:

La substitution de f 00 (z) = g2 (z)+z, f (3) (z) = g02 (z)+1, f
(4) = g

(2)
1 dans l�équation (5:5:11),

nous donne

g002 + A2;1g
0
2 + A2;0g2 = A2; (5.5.12)

où

A2 = �A2;1 � z A2;0 +
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0

= �
�
A1;1 �

A01;0
A1;0

�
� z

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
+
A01;0
A1;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
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= � 1

A1;0

�
A1;1A1;0 � A01;0 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

�A01;0

 �
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0

!
� A1;0

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0#
: (5.5.13)

Nous avons

A1;0 =
�
h1e

P (z)
�0
+ h0e

Q(z) �
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
h1e

P (z);

A1;1 = h1e
P (z) �

�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
;�

h0e
Q(z)
�0

h0eQ(z)
F � F 0 = H (�(H) < min fq; pg).

Par conséquent

A1;0 =
1

h0eQ(z)
�
h20e

2Q + �1;1e
Q+P

�
;

A1;1 =
1

h0eQ(z)
�
�1;0e

Q + �1;1e
P+Q

�
et

A01;0 =
1

(h0eQ(z))
2

�
�2;0e

3Q + �2;2e
2Q+P

�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z))
2

�
�2;0e

2Q + �2;1e
2Q+P

�
;

 
�
�
h0e

Q(z)
�0

h0eQ(z)
F + F 0

!0
= �H 0

où �i;j; �i;j sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à min fq; pg, écrites sous
la forme d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hk, h0m, Q

0,

P 0, F; F 0: De (5:5:13) avons nous

A2 = �
1

A1;0 (h0eQ(z))
3

�
zh50e

5Q +B1e
4Q +B2e

4Q+P +B3e
3Q+P +B4e

3Q+2P
�

= � 1

A1;0 (h0eQ(z))
3

"
j=4X
j=0

Bje
Gj

#
; Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus

où B0 = z h50 où Bj sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à min fq; pg. Nous
certi�ons que A2 6� 0.

1ier Cas : q > p; alors nous avons
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deg(5Q� 4Q) = degQ = q; deg(5Q� 4Q� P ) = deg(Q� P ) = q;
deg(5Q� 3Q� P ) = deg(2Q� P ) = q; deg(5Q� 3Q� 2P ) = deg(2Q� 2P ) = q:
Par conséquent deg (G0 �Gj) = q (j = 1; 2; 3; 4) et � (Bj) < q (j = 0; 1; 2; 3; 4). D�après le

Lemme 5.2.11 et le fait h0 6� 0 (B0 6� 0); nous avons A2 6� 0.

2ième Cas : q < p et B4 6� 0; alors
deg(3Q (z) + 2P (z)� 5Q (z)) = p; deg(3Q (z) + 2P (z)� 4Q (z)) = p;

deg(3Q (z) + 2P (z)� 4Q (z)� P (z)) = p; deg(3Q (z) + 2P (z)� 3Q (z)� P (z)) = p:
Par conséquent deg (G4 �Gj) = P (j = 0; 1; 2; 3) et � (Bj) < P (j = 0; 1; 2; 3; 4). D�après le

Lemme 5.2.11 et le fait B4 6� 0; nous avons A1 6� 0.

3ième Cas : q < p et B4 � 0; nous avons deux sous-cas

Cas 3.1 : B2e4Q +B3e
3Q 6� 0; alors nous avons

A2 = �
1

A1;0 (h0eQ(z))
3

�
zh50e

5Q +B1e
4Q +

�
B2e

4Q +B3e
3Q
�
eP
�

et on a

deg(P (z)� 5Q (z)) = p = deg(P (z)� 4Q (z)):
D�après le Lemme 5.2.11 et le fait �

�
B2e

4Q +B3e
3Q
�
< p; nous avons A1 6� 0.

Cas 3.2 : B2e4Q +B3e
3Q � 0; alors nous avons

A2 = �
1

A1;0 (h0eQ(z))
3

�
zh50e

5Q +B1e
4Q
�

et on a deg(5Q (z)� 4Q (z)) = degQ (z) = q ; �
�
B2e

4Q +B3e
3Q
�
< q: D�après le Lemme

5.2.11 et le fait h0 6� 0; nous avons A1 6� 0. Dans tous les cas nous avons A2 6� 0. Nous

utilisons le Lemme 5.2.12 à l�équation (5:5:7) ci-dessus, nous obtenons

� (g2) = � (f 00 � z) = � (g2) = � (f) = +1 :



Chapitre 6

Hyper-ordre et points �xes des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires non homogènes
d�ordre supérieur

6.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs tels que Kwon [45], Chen [19], Gundersen [35, p. 419] ont étudié l�équation

di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (6.1.1)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions

entières telles que � (A1) < degP (z) ; � (A0) < degQ (z) ; Gundersen [35, p. 419] a montré

que si degP (z) 6= degQ (z), alors chaque solution non constante de (6:1:1) est d�ordre in�ni.
Si degP (z) = degQ (z), alors (6:1:1) peut avoir des solutions non constantes d�ordre �ni,

par exemple f (z) = ez + 1=2 satisfait f 00 + 2ezf 0 � 2ezf = 0. Dans le chapitre 5, nous avons
amélioré et généralisé le résultat de Gundersen [35] pour une classe d�equations di¤érentielles

de deuxième ordre à coe¢ cients méromorphes. En ce chapitre, nous considérons l�équation

di¤érentielle linéaire non homogène d�ordre supérieur

f (k) + hk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ h1 (z) e

P1(z)f
0
+ h0 (z) e

P0(z)f = F (z) ; (6.1.2)

où Pj (z) sont des polynômes de degré nj > 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1). hj (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
pas toutes nulles, F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Nous

généralisons nos résultats dans le chapitre 5 et nous améliorons l�étude dans [35].
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Théorème 6.1.1 Soient nj > 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des nombres entiers, Pj (z) (j =
0; 1; � � � ; k � 1) des polynômes de degré nj; et hj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) pas toutes nulles,
F des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles, telles que � (F ) <

n = max fnj : j = 0; 1; � � � ; k � 1g et � (hj) < nj (j = 0; 1; � � � ; k�1): Supposons que nj (j =
0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres entiers distincts. Alors, chaque solution méromorphe f 6�
0 de l�équation (6:1:2) est d�ordre in�ni et l�hyper-ordre de f satisfait �2 (f) 6 n :

En outre, si F 6� 0; alors chaque solution méromorphe f de l�équation (6:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:

Théorème 6.1.2 Soient nj > 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des nombres entiers, Pj (z) (j =
0; 1; � � � ; k � 1) des polynômes de degré nj; et hj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) (h0 6� 0), F des

fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles, telles que

n = max f� (hj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < nj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ;

avec Pj (z) � 0 si hj � 0. Si nj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres entiers distincts, alors
pour n�importe quelle solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (6:1:2), nous avons f; f 0; f 00

ont un nombre in�ni des points �xes et satisfont

� (f) = � (f 0) = � (f 00) = +1.

6.2 Lemmes préliminaires

Lemme 6.2.1 [52, p. 254] Soit P (z) = anz
n+� � �+a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de de-

gré n > 1 et A (z) 6� 0 une fonction méromorphe avec � (A) < n. Soit f (z) = A (z) eP (z); z =

rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�: Alors, pour tout " > 0; il existe un ensemble E2 � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E2 [ E3) ; où E3 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g
est un ensemble �ni, alors pour tout jzj = r su¢ samment grand, nous avons

(i) Si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (6.2.1)

(ii) Si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (6.2.2)

Lemme 6.2.2 [34, p. 89] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) =

� < +1, � = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de
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nombres entiers véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée.

Alors, il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�)�E3;
il existe une constante R0 = R0( 0) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0 et

jzj > R0 et pour tout (k; j) 2 �; on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (6.2.3)

Lemme 6.2.3 [4] Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles; et

supposons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�

est non bornée sur un certain rayon arg z = � avec la constante � > 0: Alors, il existe, une

séquence in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que G (zn)! +1

et ����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) quand n! +1: (6.2.4)

Lemme 6.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+ jf
�
rei�
�
j 6 Mr� pour

tout rayon arg (z) = � 2 [0; 2�)�E4; où M est une constante positive dépend de �, tandis

que � est une constante indépendante de �. Alors

� (f) 6 �: (6.2.5)

Lemme 6.2.5 [19] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (6.2.6)

Lemme 6.2.6 [68] Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe transcendante, où

g (z) une fonction entière transcendante et d (z) un polynôme. Alors, il existe un ensemble

E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2
[0; 1] [ E6; r �! +1 et jg (z) j =M (r; g) ; nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�n
(1 + o (1)) (6.2.7)

où n > 1 est un nombre entier positif.
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Lemme 6.2.7 [23] Soit f (z) =
+1P
n=0

anz
n une fonction entière d�ordre in�ni et d�hyper-ordre

�2 (f) = �: Alors,

� = lim sup
r�!+1

log log �f (r)

log r
: (6.2.8)

Lemme 6.2.8 [50] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni. On dénote M (r; g) =

maxfjg (z) j : jzj = rg, alors pour tout nombre � > 0 su¢ samment grand, et tout r 2
E7 � (1;+1); on a

M (r; g) > c1 expfc2r�g; (6.2.9)

où lm (E7) = +1 et c1; c2 sont des constantes positives.

Lemme 6.2.9 Supposons que k > 2 et A0; A1; � � � ; Ak�1; F sont des fonctions méromorphes
(non-toutes nulles) ayant un nombre �ni de pôles. Soit � = maxf� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k �
1); � (F )g < +1 et soit f (z) une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F: (6.2.10)

Alors,

�2 (f) 6 �:

En outre, si F 6� 0; alors nous avons

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe de l�équation (6:2:10) d�ordre

in�ni � (f) = +1:

Nous pouvons récrire (6:2:10) sous la forme����f (k)f
���� � jAk�1j ����f (k�1)f

����+ jAk�2j ����f (k�2)f

����+ ���+ jA1j ����f 0f
����+ ����Ff

����+ jA0j : (6.2.11)

Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles des Aj ( j =

0; 1; :::; k � 1 ) et F et puisque Aj ( j = 0; 1; :::; k � 1 ) et F sont des fonctions

méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f (z) doit avoir un nombre �ni de pôles.

Par conséquent, par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la

forme f (z) = g(z)
d(z)
, où d (z) est un polynôme, g (z) est une fonction entière transcendante avec

�2 (f) = �2 (g) et � (g) = � (f) = +1. Par les Lemme 6.2.5, Lemme 6.2.6 et Lemme 6.2.8,
pour " > 0 assez petit et tout nombre � > � + " su¢ samment grand, il existe un ensemble

E3 = E0 [ E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et un ensemble E � (1;+1)
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avec lm (E) = +1 et deux constantes positives c1; c2, telles que pour tout z satisfaisant

jzj = r 2 E� [0; 1] [ E3; r �! +1 avec jg (z)j =M (r; g), nous avons

f (j) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�j
(1 + o (1)) (j = 1; :::; k); (6.2.12)

jAj (z) j � exp
�
r�+"

	
; j = 0; 1; :::; k � 1 et jF (z) j � exp

�
r�+"

	
; (6.2.13)����F (z)f (z)

���� = jF (z)g (z)
j jd (z)j < Arm

1

c1
exp

�
r�+" � c2r

�
	
�! 0 (6.2.14)

où A > 0 est une constante, m = max fdeg d (z) ; 1g est un entier. La Substitution de

(6:2:12), (6:2:13) et (6:2:14) dans (6:2:11), donne����vg (r)z

����k j1 + o (1)j � k�1X
j=1

er
�+"

����vg (r)z

����j (1 + o (1)) + o (1) + er
�+"

;

donc

(vg (r))
k j1 + o (1)j � (k + 1) er�+"rk (vg (r))k�1 (1 + o (1)) ;

d�où

vg (r) j1 + o (1)j � (k + 1) er
�+"

rk (1 + o (1)) (6.2.15)

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E7� [0; 1] [ E; r �! +1 avec jg (z)j = M (r; g). Par

conséquent, par le Lemme 6.2.7 et de (6:2:15) nous obtenons

�2 (f) = �2 (g) = lim
r!+1

log log vg (r)

log r
� �+ ":

Puisque " (" < �� �) étant arbitraire, alors nous avons

�2 (f) � �: (6.2.16)

Nous savons que si z0 est un zéro de f d�ordre m; m > k; alors z0 doit être un zéro de

F (z) d�ordre m� k: Par conséquent, de F 6� 0 et de l�équation (6:2:10), nous obtenons

N

�
r;
1

f

�
6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

j=k�1X
j=0

N (r; Aj) : (6.2.17)

Nous pouvons écrire (6:2:10) sous la forme

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ A1

f 0

f
+ A0

�
;

d�où

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

F

�
+

j=k�1X
j=0

m (r; Aj) +

j=kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) : (6.2.18)
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Par conséquent, par le lemme sur la dérivée logarithmique (Voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble E � [0;+1) de mesure linéaire �nie tel que pour tout r =2 E; nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= O (log T (r; f) +O (log r)) (j = 1; 2; :::; k) :

Par (6:2:17) et (6:2:18), nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) 6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

j=k�1X
j=0

N (r; Aj) +m

�
r;
1

F

�

+

j=k�1X
j=0

m (r; Aj) +

j=kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1)

= kN

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

j=k�1X
j=0

T (r; Aj) + C log (rT (r; f)) ; r =2 E (6.2.19)

où C est une constante positive. Puisque pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, nous

avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; F ) 6 r�+"; (6.2.20)

T (r; Aj) 6 r�+" (j = 0; 1; :::; k � 1) : (6.2.21)

Alors, pour r =2 E et r su¢ samment grand et par l�utilisation de (6:2:20), (6:2:21) nous

concluons de (6:2:19) que

T (r; f) 6 kN

�
r;
1

f

�
+ (k + 1) r�+" +

1

2
T (r; f)

d�où

T (r; f) 6 2kN
�
r;
1

f

�
+ 2 (k + 1) r�+"; r =2 E: (6.2.22)

Par conséquent, d�après (6:2:22), nous obtenons

�2 (f) 6 �2 (f) ;

alors

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Puisque par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f) ; alors

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) ;

donc, par (6:2:16) nous obtenons

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:

�
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Lemme 6.2.10 [3, p. 34] Soient Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des polynômes avec deg(P0 (z)) = n

(n > 1) et deg(Pj (z)) 6 n (i = 1; 2; � � � ; k): Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions
méromorphes d�ordre �ni et max f� (Aj) : j = 0; 1; � � � ; kg < n telles que A0 (z) 6� 0. Nous

dénotons

F (z) = Ake
Pk(z) + Ak�1e

Pk�1(z) + � � �+ Ase
Ps(z) + � � �+ A1e

P1(z) + A0e
P0(z): (6.2.23)

Si deg(P0 (z) � Pj (z)) = n pour tout j = 1; 2; � � � ; k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d�ordre �ni et satisfait � (F ) = n:

Lemme 6.2.11 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F :

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1 : (6.2.24)

6.3 Preuve du Théorème 6.1.1.

D�abord, nous montrons que chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 est transcendante d�ordre
� (f) > n. Nous assumons que f (z) 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (6:1:2)
avec � (f) < n. Puisque degPj 6= degPi (0 6 i < j 6 k � 1) alors, il existe exactement un
s 2 f0; 1; � � � ; k � 1g tel que

hs 6� 0 et degPs (z) = n = max fdegPj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)g :

Nous pouvons récrire l�équation (6:1:2) sous la forme

hk�1 (z) f
(k�1)ePk�1(z) + � � �+ hs (z) f

(s)

ePs(z) + � � �+ h1 (z) f
0
eP1(z) + h0 (z) fe

P0(z) = B (z) ;

(6.3.1)

où

B (z) = �f (k) + F (z) :

Puisque � = max f� (hj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) , � (F )g < n; degPj (z) < n (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
(j 6= s) et � (f) < n; alors hj (z) f (j) (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et B (z) sont des fonctions mé-
romorphes d�ordre �ni avec �(hjf (j)) < n (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et � (B) < n: Nous avons

deg(Ps (z) � Pj (z)) = n (j = 1; 2; � � � ; k � 1) (j 6= s) : Par le Lemme 6.2.10, nous consta-

tons que l�ordre de croissance du côté gauche de l�équation (6:3:1) est n, ceci contredit le



6.3 Preuve du Théorème 6.1.1. 95

fait � (B) < n. En conséquence, toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (6:1:2) est

transcendante d�ordre � (f) > n.

Supposons contrairement à l�a¢ rmation que f 6� 0 est une solution méromorphe de

(6:1:2) avec � (f) = � < +1. Alors, par l�a¢ rmation ci-dessus nous avons n 6 � (f). Récri-

rons l�équation (6:1:2) sous la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = F; (6.3.2)

où Aj (z) = hj (z) e
Pj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1). Par le Lemme 6.2.2, il existe un ensemble

E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) nE3; il existe une constante
R0 = R0 (�) > 1; telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = � et jzj = r > R0, nous avons����f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzj2� , 0 6 i < j 6 k: (6.3.3)

Par le Lemme 6.2.1, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2
[0; 2�) n (E1 [ E2) ; où E2 = f� 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1)g est un ensemble
�ni. Alors, pour jzj = r su¢ samment grands, nous avons � (Pj; �) 6= 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
etAj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) satisfont l�une des inégalité (6:2:11) ou (6:2:12). Pour � �xe avec
� 2 [0; 2�) n (E1 [ E2 [ E3) ; nous avons deux cas : Aumoins un de � (Pj; �) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
est strictement positif ou tout les � (Pj; �) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) satisfont � (Pj; �) < 0. Nous
discutons maintenant ces deux cas séparément.

1ier Cas : Soit � (Pji ; �) = �ji > 0 pour ji 2 fj1; j2; � � � ; jmg � f0; 1; � � � ; k � 1g et
� (Pl; �) = �l < 0 (hl 6� 0) pour l 2 f0; 1; � � � ; k � 1g n fj1; j2; � � � ; jmg. Alors, il existe un
js 2 fj1; j2; � � � ; jmg tel que

degPjs = djs = max fdegPji : ji = j1; j2; � � � ; jmg :

Par le Lemme 6.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous avons

exp
�
(1� ") �jsr

djs
	
6 jAjs (z)j ;

jAji (z)j 6 exp
�
(1 + ") �jir

dji
	
pour ji = j1; j2; � � � ; jm et js 6= ji ;

jAl (z)j 6 exp
�
(1� ") �lr

dl
	
pour l 2 f0; 1; � � � ; k � 1g n fj1; j2; � � � ; jmg

où r est su¢ samment grand. Dénotons djt = max fdegPji : ji = j1; j2; � � � ; jm ; ji 6= jsg. Donc
pour r su¢ samment grands, nous avons

exp
�
(1� ") �jsr

djs
	
6 jAjs (z)j ; (6.3.4)
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jAj (z)j 6 exp
�
(1 + ") �jtr

djt
	
pour j 2 f0; 1; � � � ; k � 1g et js 6= ji: (6.3.5)

Nous montrons que

G (z) =
log+

��f (js) (z)��
jzj�+"

(6.3.6)

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 6.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+
��f (js) (zm)��
jzmj�+"

! +1 (6.3.7)

et ���� f (j) (zm)f (js) (zm)

���� 6 1

(js � j)!
(1 + o (1)) jzmjjs�j (j = 0; � � � ; js � 1) as m! +1: (6.3.8)

De (6:3:7), pour tout nombre M1 > 0 su¢ samment grand, nous avons

log+
��f (js) (zm)��
jzmj�+"

> M1, alors
��f (js) (zm)�� > eM jzmj�+" pour m! +1: (6.3.9)

Puisque F (z) est une fonction méromorphe avec un nombre �ni de pôles, alors par le théorème

de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire F (z) sous la forme F (z) = H(z)
�(z)

; où � (z)

est un polynôme, H (z) est une fonction entière avec � (H) = � (F ). De (6:3:9) pour m

su¢ samment grand (rm ! +1); nous avons���� F (zm)f (js) (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (js) (zm)

���� 6 jH (zm)j
crdme

M1jzmj�+"
=

jH (zm)j
eM1jzmj�+2"

;

où c > 0 est une constante et d = max fdeg �; 1g est un nombre entier. Puisque � (H) =
� (F ) 6 �; alors nous avons���� F (zm)f (js) (zm)

���� 6 jH (zm)j
eM1jzmj�+2"

! 0 as m! +1: (6.3.10)

De l�équation (6:3:2), nous obtenons

jAjs (zm)j 6
���� f (k) (zm)f (js) (zm)

����+ jAk�1 (zm)j ����f (k�1) (zm)f (js) (zm)

����
+ � � �+ jAjs+1 (zm)j

����f (js+1) (zm)f (js) (zm)

����+ jAjs�1 (zm)j ����f (js�1) (zm)f (js) (zm)

����
+ � � �+ jA1 (zm)j

���� f 0 (zm)f (js) (zm)

����+ jA0 (zm)j ���� f (zm)

f (js) (zm)

����+ ���� F (zm)f (js) (zm)

���� :(6.3.11)
En utilisant les inégalités (6:3:3), (6:3:4), (6:3:5), (6:3:8) et la limite (6:3:10), nous concluons

de l�inégalité (6:3:11) que

exp
�
(1� ") �jsr

djs
m

	
6 r�m + (k � 1) r�m exp

n
(1 + ") �jtr

djt
m

o
+ o (1)
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où � est une constante qui véri�e � > max f2�; (js � j) (j = 0; � � � ; js � 1)g : Par conséquent

exp
�
(1� ") �jsr

djs
m

	
6 (k + 1) r�m exp

n
(1 + ") �jtr

djt
m

o
;

d�où

exp
n
(1� ") �jsr

djs
m � (1 + ") �jtr

djt
m

o
6 (k + 1) r�m:

C�est une contradiction, pour r su¢ samment grand, 0 < " < 1 et djs > djt : Par conséquent,
log+jf (js)(z)j

jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �, alors il existe une constante M2 > 0 telle que��f (js) (z)�� 6 eM2jzj�+"

sur le rayon arg (z) = �:

2ième Cas : � (Pj; �) = �j < 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1). De (6:3:2), nous obtenons

1 6 jAk�1 (z)j
����f (k�1) (z)f (k) (z)

����+ jAk�2 (z)j ����f (k�2) (z)f (k) (z)

����+ � � �+ jA0 (z)j ���� f (z)f (k) (z)

����+ ���� F (z)f (k) (z)

���� :
(6.3.12)

Par le Lemme 6.2.1, pour tout " (0 < " < 1), nous avons

jAj (z)j 6 exp
�
(1� ") �jr

dj
	
; (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ;

d�où

jAj (z)j 6 exp
�
(1� ") �rdjt

	
; (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (6.3.13)

où � = max f�j : j = 0; 1; � � � ; k � 1g et djt = min fdegPj : j = 0; 1; � � � ; k � 1g : Nous prou-
vons que

G (z) =
log+

��f (k) (z)��
jzj�+"

(6.3.14)

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 6.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+
��f (k) (zm)��
jzmj�+"

! +1 pour m! +1 (6.3.15)

et ����f (j) (zm)f (k) (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmjk�j ; (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (6.3.16)

de (6:3:15) pour tout nombre M3 > 0 su¢ samment grand, nous avons��f (k) (zm)�� > eM3 jzmj�+" pour m! +1: (6.3.17)
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En utilisant le même raisonnement comme ci-dessus. De (6:3:17) pour m su¢ samment grand

(rm ! +1) nous obtenons���� F (zm)f (k) (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (k) (zm)

���� 6 jH (zm)j
crdme

M3jzmj�+"
=

jH (zm)j
eM3jzmj�+2"

;

où c > 0 et s = max fdeg �; 1g : Puisque � (H) = � (F ) 6 �; alors nous avons���� F (zm)f (k) (zm)

���� 6 jH (zm)j
eM3jzmj�+2"

! 0 quand m! +1: (6.3.18)

En utilisant les inégalités (6:3:13), (6:3:16) et la limite (6:3:18), nous concluons de l�inégalité

(6:3:12) que

1 6 k exp
�
(1� ") �rdtm

	
rkm(1 + o (1)) + o (1) :

Par 0 < " < 1, c�est une contradiction, à condition que rm est su¢ samment grand. Par

conséquent,
log+jf (k)(z)j

jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �, alors il existe une constante

M4 > 0 telle que ��f (k) (z)�� 6 eM4jzj�+" (6.3.19)

sur le rayon arg (z) = �. Par conséquent, par (k)-intégrations réitérées, comme dans la preuve

du Lemme 6.2.3, nous concluons que

jf (z)j 6 1

k!
(1 + o (1)) rk

��f (k) (z)��
sur le rayon arg (z) = �: Alors, en utilisant (6:3:19), nous obtenons

jf (z)j 6 1

k
(1 + o (1)) rkeM4jzj�+" 6 eM4r�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Dans les deux cas, il existe une constante positive M > 0 telle que

jf (z)j 6 eMr�+2" (6.3.20)

sur le rayon arg (z) = �: Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble

des pôles de Aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et F . Puisque Aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1), F sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f (z) doit avoir un nombre �ni

de pôles. Par conséquent, par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire

f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
, où d (z) est un polynôme et g (z) est une fonction entière avec

� (g) = � (f). Par la première a¢ rmation dans la preuve du Théorème 6.1.1 nous obtenons

� (g) > n: De (6:3:20), nous avons ����g (z)d (z)

���� 6 eMr�+2"
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sur le rayon arg (z) = �: Alors,

jg (z)j 6 jd (z)j eMr�+2" 6 Ar�eMr�+2"

sur le rayon arg (z) = �; où A > 0 est une constante et � = max fdeg d; 1g est un nombre
entier. Par conséquent

jg (z)j 6 eMr�+3" (6.3.21)

sur le rayon arg (z) = �: Par conséquent, pour tout � 2 [0; 2�) n(E1 [ E2 [ E3); où (E1 [
E2 [E3) � [0; 2�) est un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (6:3:21), pour jzj = r

su¢ samment grand. Alors, par le Lemme 6.2.4 � (g) 6 � + 3" < n pour " > 0 assez petit;

c�est une contradiction avec � (g) > n: Par conséquent, chaque solution méromorphe f 6� 0
de (6:1:2) doit être d�ordre in�ni. Maintenant, en appliquant le Lemme 6.2.9, nous obtenons

�2 (f) 6 max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g = n:

Supposons que F 6� 0. Alors, par le Lemme 6.2.9 et le Lemme 6.2.11, nous obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:

6.4 Preuve du Théorème 6.1.2.

Soit f une solution méromorphe non triviale de l�équation (6:1:2), alors en appliquant le

Théorème 6.1.1, nous obtenons � (f) = +1 :

Étape N� 1 : Nous considérons les points �xes de f (z). Soit g0 (z) = f (z) � z, alors z

est un point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0. Nous avons g0 (z) est une fonction

méromorphe et � (g0 (z)) = � (f (z)) = +1. La substitution de f (z) = g0 (z) + z dans

l�équation (6:1:2), nous donne

g
(k)
0 + hk�1e

Pk�1(z)g
(k�1)
0 + � � �+ hse

P (z)g
(s)
0 + � � �+

h1e
P1(z)g

0

0 + h0e
P0(z)g0 = F � h1e

P1(z) � zh0e
P0(z): (6.4.1)

Nous écrivons (6:4:1) sous la forme

g
(k)
0 + A0;k�1g

(k�1)
0 + � � �+ A0;1g

0

0 + A0;0g0 = F � A0;1 � zA0;0 = A0: (6.4.2)

Pour l�équation (6:4:2), nous considérons juste les solutions méromorphes d�ordre in�ni

g0 (z) = f (z)� z. nous avons

A0 = F � A0;1 � z A0;0
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A0 = �zh0eP0(z) � h1e
P1(z) + F:

Puisque degPj (j = 0; 1) sont des nombres entiers distincts et

� = max f� (zh0) ; � (h1) ; � (F )g < degPj (z) (j = 0; 1) ;

alors zh0eP0(z); h1eP1(z); F sont linéairement indépendantes avec h0 6� 0 d�où A0 6� 0. Nous
utilisons le Lemme 6.2.11 à l�équation (6:4:2) au-dessus, nous obtenons

� (g0) = � (f) = � (g0) = +1 :

Étape N� 2 : Nous considérons les points �xes de f 0 (z). Soit g1 (z) = f 0 (z) � z, alors

z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0. Nous avons g1 (z) est une fonction

méromorphe et � (g1 (z)) = � (f 0 (z)) = � (f (z)) = +1. En dérivant les deux côtés de
l�équation (6:1:2), nous obtenons

f (k+1) + hk�1e
Pk�1(z)f (k) +

h�
hk�1e

Pk�1(z)
�0
+ hk�2e

Pk�2(z)
i
f (k�1)

+ � � �+
h�
hse

Ps(z)
�0
+ hs�1e

Ps�1(z)
i
f (s)

+ � � �+
h�
h2e

P2(z)
�0
+ h1e

P1(z)
i
f
00

+
h�
h1e

P1(z)
�0
+ h0e

P0(z)
i
f 0 +

�
h0e

P0(z)
�0
f = F 0: (6.4.3)

De l�équation (6:1:2), nous avons

f = � 1

h0eP0(z)

h
f (k) + hk�1e

Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ hse
Ps(z)f (s) + � � �+ h1e

P1(z)f
0 � F

i
: (6.4.4)

La substitution (6:4:4) dans (6:4:3), nous donne

f (k+1) +

"
hk�1e

Pk�1(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)

#
f (k)

+

"�
hk�1e

Pk�1(z)
�0
+ hk�2e

Pk�2(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
hk�1e

Pk�1(z)

#
f (k�1)

+ � � �+
"�
hse

Ps(z)
�0
+ hs�1e

Ps�1(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
hse

Ps(z)

#
f (s)

+ � � �+
"�
h2e

P2(z)
�0
+ h1e

P1(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h2e

P2(z)

#
f
00

+

"�
h1e

P1(z)
�0
+ h0e

P0(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h1e

P1(z)

#
f 0 +

�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
F = F 0: (6.4.5)



6.4 Preuve du Théorème 6.1.2. 101

Nous pouvons dénoter l�équation (6:4:5) par la forme suivante

f (k+1) + A1;k�1f
(k) + A1;k�2f

(k�1) + � � �+ A1;sf
(s+1) + A1;s�1f

(s)

+ � � �+ A1;1f
00
+ A1;0f

0 +

�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
F = F 0: (6.4.6)

où A1;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (6:4:5).
La substitution de f 0 (z) = g1 (z) + z, f 00 (z) = g01 (z) + 1, f

(j+1) = g
(j)
1 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (6:4:6), nous donne

g
(k)
1 + A1;k�1g

(k�1)
1 + A1;k�2g

(k�2)
1 + � � �+ A1;s+1g

(s+1)
1 + A1;sg

(s)
1

+ � � �+ A1;1g
0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � z A1;0 �

�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
F + F 0 = A1; (6.4.7)

où

A1 = �
"�
h2e

P2(z)
�0
+ h1e

P1(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h2e

P2(z)

#

�z
"�
h1e

P1(z)
�0
+ h0e

P0(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h1e

P1(z)

#
�
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
F + F 0

= � 1

h0eP0(z)
�
zh20e

2P0(z) +B1e
P0 +B2e

P0+P1 +B3e
P0+P2

�
= � 1

h0

�
zh20e

P0(z) +B1 +B2e
P1 +B3e

P2
�

où B0 = zh20 et Bj (j = 1; 2; 3) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à

nj (j = 0; 1; 2), écrites sous la forme d�une somme de multiplications des termes constitués

par les fonctions z, hi, h0i, P
0
i , F; F

0: Puisque degPj (j = 0; 1; 2) sont des nombres entiers

distincts et

� = max f� (Bj) (j = 0; 2; 1; 3)g < degPj (z) (j = 0; 1; 2) ;

alors zh20e
P0(z); B1; B2e

P1 ; B3e
P2 sont linéairement indépendantes avec h0 6� 0 alors A0 6� 0.

En appliquant le Lemme 6.2.11 à l�équation (6:4:7) en haut, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (f 0) = � (g1) = � (f) = +1 :

Étape N� 3 : Nous prouvons que � (f 00) = � (f 00 � z) = +1. Soit g2 (z) = f 00 (z)�z, alors
z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0. Nous avons g2 (z) est une fonction

méromorphe et � (g2 (z)) = � (f 00 (z)) = � (f (z)) = +1. Nous prouvons que � (g2) = +1:

En dérivant les deux côtés de l�équation (6:4:6), nous obtenons

f (k+2) + A1;k�1f
(k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2

�
f (k) + � � �+

�
A01;s�1 + A1;s�2

�
f (s)
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+ � � �+
�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+ A01;0f

0 = H 0 (6.4.8)

où H est une fonction méromorphe d�ordre � (H) < nj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et

H = �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
F + F 0:

De l�équation (6:4:6) nous avons

f 0 = � 1

A1;0

�
f (k+1) + A1;k�1f

(k) + A1;k�2f
(k�1) + � � �+ A1;s�1f

(s) + � � �+ A1;1f
00 �H

�
:

(6.4.9)

Nous remarquons que A1;0 6� 0 car h0 6� 0 (pour la preuve, nous pouvons appliquer le Lemme
6.2.10). La substitution de (6:4:9) dans (6:4:8), nous donne

f (k+2) +

�
A1;k�1 �

A01;0
A1;0

�
f (k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2 �

A01;0
A1;0

A1;k�1

�
f (k) + � � �

+

�
A01;s�1 + A1;s�2 �

A01;0
A1;0

A1;s�1

�
f (s) + � � �+

�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
f (3)

+

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
f
00
+
A01;0
A1;0

H = H 0: (6.4.10)

Nous pouvons dénoter l�équation (6:4:10) par la forme suivante

f (k+2) + A2;k�1f
(k+1) + A2;k�2f

(k) + � � �+ A2;1f
(3) + A2;0f

00
= �

A01;0
A1;0

H +H 0; (6.4.11)

oùA2;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par les équations (6:4:10)
ci-dessus, et nous avons

A2;0 = A01;1 + A1;0 �
A01;0
A1;0

A1;1 et A2;1 = A01;2 + A1;1 �
A01;0
A1;0

A1;2:

La substitution de f 00 (z) = g2 (z)+z, f (3) (z) = g02 (z)+1, f
(j+2) = g

(j)
2 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (6:4:11), nous donne

g
(k)
2 + A2;k�1g

(k�1)
2 + A2;k�2g

(k�2)
2 + � � �+ A2;sg

(s)
2 + � � �+ A2;1g

0
2 + A2;0g2 = A2 (6.4.12)

où

A2 = �A2;1 � zA2;0 �
A01;0
A1;0

H +H 0:

= �
�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
� z

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
�
A01;0
A1;0

H +H 0:
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= � 1

A1;0

�
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + zA01;1A1;0

+zA21;0 � zA01;0A1;1 + A01;0H � A1;0H
0� : (6.4.13)

Nous avons

A1;0 =
�
h1e

P1(z)
�0
+ h0e

P0(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h1e

P1(z);

A1;1 =
�
h2e

P2(z)
�0
+ h1e

P1(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h2e

P2(z);

A1;2 =
�
h3e

P3(z)
�0
+ h2e

P2(z) �
�
h0e

P0(z)
�0

h0eP0(z)
h3e

P3(z):

Par conséquent

A1;0 =
1

h0eP0(z)

�
h20e

2P0 + �
(1)
1;0e

P0+P1
�
;

A1;1 =
1

h0eP0(z)

�
�
(0)
1;1e

P0+P2 + �
(1)
1;1e

P0+P1
�
;

A1;2 =
1

h0eP0(z)

�
�
(0)
1;2e

P0+P2 + �
(1)
1;2e

P0+P3
�

et

A01;0 =
1

(h0eP0(z))
2

�
�
(0)
1;0e

3P0 + �
(1)
1;0e

2P0+P1
�
;

A01;1 =
1

(h0eP0(z))
2

�
�
(0)
1;1e

2P0+P2 + �
(1)
1;1e

2P0+P1
�
;

A01;2 =
1

(h0eP0(z))
2

�
�
(1)
1;2e

2P0+P2 + �
(2)
1;2e

2P0+P3
�
;

où �(l)i;j ; �
(l)
i;j sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à nj (j = 0; 1; 2; 3), écrites

sous la forme d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hi, h0i,

P 0i , (i = 0; 1; 2; 3) : De (6:4:13) nous avons

A2 = �
1

A1;0 (h0eP0(z))
3

�
zh50e

5P0 +B1e
4P0 +B2e

4P0+P1 +B3e
4P0+P2+

B4e
4P0+P3 +B5e

3P0+P1 +B6e
3P0+2P1 +B7e

3P0+P1+P2 +B8e
3P0+P1+P3

�
:

= � 1

A1;0h0

�
zh50e

2P0 +B1e
P0 +B2e

P0+P1 +B3e
P0+P2+

B4e
P0+P3 +B5e

P1 +B6e
2P1 +B7e

P1+P2 +B8e
P1+P3

�
:

= � 1

A1;0h0

"
j=8X
j=0

Bje
Gj

#
;
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où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et B0 = zh50 6� 0; Bj (j = 1; 2; � � � ; 8) sont
des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à nj (j = 0; 1; 2; 3), écrites sous la forme d�une

somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0i, P
0
i , H, H

0:

Nous avons quatre cas à traiter.

1ier Cas : degP0 > degPi (i = 1; 2; 3) ; nous avons deg (G0 �Gi) = degP0 (i = 1; 2; � � � ; 8) :
D�après le Lemme 6.2.10 et le fait B0 = zh50 6� 0 nous avons A2 6� 0:

2ième Cas : degP1 > degPi (i = 0; 2; 3) ; nous écrivons A2 sous la forme

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1 +B3e
P2 +B4e

P3
�
+

eP1
�
B2e

P0 +B5 +B6e
P1 +B7e

P2 +B8e
P3
��
:

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1 +B3e
P2 +B4e

P3
�
+BeP1

�
Puisque degPj (j = 0; 1; 2; 3) sont des nombres distincts

� = max f� (Bj) (j = 0; 1; � � � ; 8)g < degPj (z) (j = 0; 1; 2; 3)

alors zh50e
P0 ; B1; B3e

P2 ; B4e
P3 sont linéairement indépendantes avec h0 6� 0; par consé-

quent K1 = (zh50e
P0 + B1 + B3e

P2 + B4e
P3) 6� 0. Nous avons eP0K1 = eP0(zh50e

P0 + B1 +

B3e
P2+B4e

P3) 6� 0, K2 = BeP1 (� (B) < degP1) n�ont pas le même ordre de croissance, alors

eP0K1; K2 sont linéairement les fonctions indépendantes, par conséquent

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0K1 +K2

�
6� 0:

3ième Cas : degP2 > degPi (i = 0; 1; 3) ; nous écrivons A2 sous la forme

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1 +B2e
P1 +B4e

P3
�
+
�
B5e

P1 +B6e
2P1 +B8e

P1+P3
�
+

eP2
�
B3e

P0 +B7e
P1
��
; avec degP0 > degPi (i = 1; 3)

ou

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1 +B4e
P3
�
+ eP1

�
B2e

P0 +B5 +B6e
P1 +B8e

P3
�
+

eP2
�
B3e

P0 +B7e
P1
��
; avec degP1 > degP0 > degP3
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ou

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1
�
+B4e

P3+P0 + eP1
�
B2e

P0 +B5 +B6e
P1 +B8e

P3
�
+

eP2
�
B3e

P0 +B7e
P1
��
; avec degP1 > degP3 > degP0

ou

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1 +B2e
P1
�
+ eP3

�
B4e

P0 +B8e
P1
�
+
�
B5e

P1 +B6e
2P1
�
+

eP2
�
B3e

P0 +B7e
P1
��
; avec degP3 > degP0 > degP1

ou

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0
�
zh50e

P0 +B1
�
+ eP3

�
B4e

P0 +B8e
P1
�
+ eP1

�
B2e

P0 +B5 +B6e
P1
�
+

eP2
�
B3e

P0 +B7e
P1
��
; avec degP3 > degP1 > degP0;

alors nous pouvons écrire A2 sous la forme

A2 = �
1

A1;0h0

�
eP0K1 +K2

�
:

Par le même raisonnement que dans la preuve du 2 ième Cas ci-dessus, nous concluons que

K1 6� 0 et K2 sont linéairement indépendantes, par conséquent A2 6� 0:

4ième Cas : degP3 > degPi (i = 0; 1; 2) : Par le même raisonnement que dans la preuve

du 2 ième Cas et du 3 ième Cas ci-dessus, nous concluons que A2 6� 0: Dans tous les cas, nous
avons A2 6� 0: En appliquant le Lemme 6.2.11 à l�équation (6:4:12) ci-dessus, nous obtenons

� (g2) = � (f 00 � z) = � (f 00) = � (g2) = � (f) = +1 :



Chapitre 7

L�ordre, l�hyper-ordre et les point
�xes des solutions méromorphes des
équations di¤érentielles d�ordre
supérieur

7.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (7.1.1)

où P (z) ; Q (z) sont des polynômes non constants, A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions

entières telles que � (A1) < degP (z) ; � (A0) < degQ (z) ; Gundersen [35, p. 419] a montré

que si degP (z) 6= degQ (z), alors chaque solution non constante de (7:1:1) est d�ordre in�ni.
Si degP (z) = degQ (z) alors (7:1:1) peut avoir des solutions non constantes d�ordre �ni,

par exemple f (z) = ez � 1 satisfait f 00 � ezf 0 + ezf = 0: Kwon [45] et Chen [15] ont

étudié le cas où degP (z) = degQ (z) et ils ont obtenu des résultats sur l�ordre de croissance

des solutions. Dans [21], Chen et Shon ont prouvé que les solutions sont d�ordre in�ni, où

A1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes telles que � (A1) < 1; � (A0) < 1 et

degP (z) = degQ (z) = 1. Wang et Laine [62], Belaïdi et El Farissi [11] ont étudié l�équation

di¤érentielle linéaire du second degré non homogène

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = F (z) ; (7.1.2)

où A1 6� 0; A0 6� 0; F sont des fonctions entières d�ordre inférieur d�un, et les nombres

complexes a; b satisfont ab 6= 0: Ils ont montré que chaque solution non triviale de (7:1:2) est
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d�ordre in�ni si a 6= b. Wang et Laine [61] ont également travaillé sur l�équation di¤érentielle

linéaire d�ordre supérieur et ils ont prouvé ce théorème.

Théorème A. [61] On suppose que Aj (z) = hj (z) e
Pj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; où Pj (z) =

ajnz
n+ aj(n�1)z

n�1+ � � �+ aj1z+ aj0 sont des polynômes avec le degré n > 1; hj (z) sont des
fonctions entières d�ordre inférieur à n; pas toutes nulles, et que H (z) 6� 0 est une fonction
entière d�ordre inférieur à n: Si anj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des nombres complexes distincts,
alors chaque solution f de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f = H (z)

est d�ordre in�ni.

Dans [3], nous avons amélioré et généralisé les résultat de Wang et Laine, Belaïdi et EL

Farissi pour les solutions de l�équation di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + h1 (z) e
P (z)f 0 + h0 (z) e

Q(z)f = F (z) (7.1.3)

et on a obtenu les résultats prouvés dans le chapitre 4. En ce chapitre 7, nous améliorons le

résultat de Wang et Laine [61] et nous généralisons notre résultat dans [3] aux solutions de

l�équation di¤érentielle d�ordre supérieur

f (k) + hk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + � � �+ h1 (z) e

P1(z)f
0
+ h0 (z) e

P0(z)f = F (z) (7.1.4)

où Pj (z) = ajnz
n + aj(n�1)z

n�1 + � � � + aj1z + aj0 sont des polynômes avec le degré n >
1; hj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) (h0 6� 0) ; F sont les fonctions méromorphes d�ordre inférieur à n,

ayant un nombre �ni de pôles.

Théorème 7.1.1 Soient n > 1 un nombre entier et Pj (z) = ajnz
n+aj(n�1)z

n�1+� � �+aj1z+
aj0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des polynômes avec le degré n; et soient hj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
(h0 6� 0), F fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles. Supposons

que � = max f� (hj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < n. Si anj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des
nombres complexes distincts, alors chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (7:1:4)
est d�ordre in�ni et l�hyper-ordre de f satisfait �2 (f) 6 n :

En outre, si F 6� 0; alors chaque solution méromorphe f de l�équation (7:1:4) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:
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Théorème 7.1.2 Soient n > 1 un nombre entier et Pj (z) = ajnz
n+aj(n�1)z

n�1+� � �+aj1z+
aj0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des polynômes avec le degré n; et soient hj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
(h0 6� 0), F des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles. Supposons
que � = max f� (hj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < n. Si anj (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des
nombres complexes distincts tels que a1n 6= 2a0n; a1n + a2n 6= 2a0n, a1n + a3n 6= 2a0n, alors
pour toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (7:1:4), on a f; f 0; f 00 ont un nombre

in�ni des points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) = +1.

7.2 Lemmes préliminaires

Lemme 7.2.1 [52, p. 245] Soient P (z) = anz
n + � � � + a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme

de degré n > 1 et A (z) 6� 0 une fonction méromorphe avec � (A) < n. Soit f (z) =

A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�: Alors, pour tout " > 0; il existe un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2) ; où E2 =
f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble �ni, alors pour tout jzj = r su¢ samment grand,

nous avons

(i) si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (7.2.1)

(ii) si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rng : (7.2.2)

Lemme 7.2.2 [34, p. 89] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) =

� < +1, � = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de
nombres entiers véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée.

Alors, il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�)�E3,
il existe une constante R0 = R0( 0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0 et

jzj > R0 et pour tout (k; j) 2 �; on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (7.2.3)

Lemme 7.2.3 [3, p. 31] Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles;

et supposons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�
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est non bornée sur un certain rayon arg z = � avec lune constantee � > 0: Alors, il existe, une

séquence in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que G (zn)! +1

et ����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) quand n! +1: (7.2.4)

Lemme 7.2.4 [61] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+ jf
�
rei�
�
j 6 Mr� pour

tout rayon arg (z) = � 2 [0; 2�)�E4; où M est une constante positive dépend de �, tandis

que � est une constante indépendante de �. Alors

� (f) 6 �: (7.2.5)

Lemme 7.2.5 [19] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (7.2.6)

Lemme 7.2.6 [3, Lemme 2.9] Supposons que k > 2 et A0; A1; A2; � � � ; Ak�1 (A0 (z) 6� 0), F
sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit � = maxf� (Aj) (j =
0; 1; 2; � � � ; k � 1); � (F )g < +1 et soit f (z) une solution méromorphe d�ordre in�ni de

l�équation

f (k) + Ak�1 f
(k�1) + � � �+ A0 f = F :

Alors,

�2 (f) 6 �: (7.2.7)

Lemme 7.2.7 [3, Lemme 2.11] Soient Pj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des polynômes avec deg(P0 (z)) =
n (n > 1) et deg(Pj (z)) 6 n (i = 1; 2; � � � ; k): Soient Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions
méromorphes d�ordre �ni et max f� (Aj) : j = 0; 1; � � � ; kg < n telles que A0 (z) 6� 0. Nous

dénotons

F (z) = Ake
Pk(z) + Ak�1e

Pk�1(z) + � � �+ Ase
Ps(z) + � � �+ A1e

P1(z) + A0e
P0(z): (7.2.8)

Si deg(P0 (z) � Pj (z)) = n pour tout j = 1; 2; � � � ; k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d�ordre �ni et satisfait � (F ) = n:
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Lemme 7.2.8 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F : (7.2.9)

Alors, f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) = +1 :

Lemme 7.2.9 [9] Soit P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a1z + a0 (n 2 N�) un polynôme non
constant, où an 6= 0; an�1; � � � ; a0 sont des nombres complexes. Alors, pour tout " > 0; il

existe R = R (") > 0 tel que pour tout z; jzj = r > R, nous avons

(1� ") janj rn 6 jP (z)j 6 (1 + ") janj rn: (7.2.10)

7.3 Preuve du Théorème 7.1.1.

Nous prouvons que chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 est transcendante d�ordre � (f) >
n quand ajn 6= asn (j = 1; 2; � � � ; k � 1 et j 6= s). Nous assumons que f (z) 6� 0 est une fonc-
tion méromorphe de l�équation (7:1:4) est d�ordre � (f) < n. Nous pouvons écrire l�équation

(7:1:4) sous la forme

hk�1 (z) f
(k�1)ePk�1(z) + � � �+ hs (z) f

(s)

ePs(z) + � � �+ h1 (z) f
0
eP1(z) + h0 (z) fe

P0(z) = B (z) ;

(7.3.1)

où

B (z) = �f (k) + F (z) :

Puisque � = maxf� (hj), � (F ) : j = 0; 1g < n et � (f) < n; alors hj (z) f (j) (z) (j =

0; 1; � � � ; k � 1) et B (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec �(hjf (j)) < n

(j = 0; 1; � � � ; k � 1) et � (B) < n: Il existe au moins un coe¢ cient hsf (s) 6� 0 pour

hs 6� 0: Nous avons ajn 6= asn (j = 1; 2; � � � ; k � 1 et j 6= s) ; alors deg(Ps (z) � Pj (z)) = n

(j = 1; 2; � � � ; k � 1 et j 6= s) : Par le Lemme 7.2.7, nous constatons que l�ordre de croissance

du côté gauche de l�équation (7:3:1) est n, ceci contredit le fait � (B) < n. En conséquence,

toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (7:1:4) est transcendante et d�ordre � (f) > n.

Supposons, contrairement à l�a¢ rmation, que f 6� 0 est une solution méromorphe de

l�équation (7:1:4) avec � (f) = � < +1. Alors, de l�a¢ rmation ci-dessus, nous avons n 6
� (f). Récrivons l�équation (7:1:4) sous la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = F; (7.3.2)
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où Aj (z) = hj (z) e
Pj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : Par le Lemme 7.2.2, il existe un ensemble

E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) nE3; alors il existe une constante
R0 = R0 (�) > 1; telle que pour tout z satisfaisant arg (z) = � et jzj = r > R0, nous avons����f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzj2� , 0 6 i < j 6 k: (7.3.3)

Par le Lemme 7.2.1, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure lineaire nulle, tel que si

� 2 [0; 2�) n (E1 [ E2) ; où

E2 = f� 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = 0 (j = 0; 1; � � � ; k � 1)g

[ f� 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = � (Pi; �) (j = 0 6 j < i 6 k � 1)g

est un ensemble �ni, alors pour jzj = r su¢ samment grand, nous avons � (Pj; �) 6= 0 (j =

0; 1; � � � ; k � 1), � (Pj � Pi; �) 6= 0 (j = 0 6 j < i 6 k � 1) et Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
satisfont l�une des inégalité (7:2:1) ou (7:2:2). Puisque � (Pj; �) 6= � (Pi; �) (j = 0 6 j <

i 6 k � 1); alors pour tout � �xée telle que � 2 [0; 2�) n (E1 [ E2 [ E3) ; il existe un seul
s 2 f0; 1; � � � ; k � 1g tel que

� (Ps; �) = � = max f� (Pj; �) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g :

Dénotons �1 = max f� (Pj; �) : 0 6 j 6= s 6 k � 1g ; alors �1 < � et � 6= 0: Nous discutons

maintenant deux cas séparément.

1ier Cas : � > 0: Dénotons �2 une constante positive véri�e �1 < �2 < �: Par le Lemme

7.2.1, pour tout "
�
0 < " < ���2

�+�2

�
, nous avons

exp f(1� ") � (Ps; �) r
ng 6 jAs (z)j ; (7.3.4)

jAj (z)j 6 exp f(1 + ") �2rng 0 6 j 6= s 6 k � 1 (7.3.5)

où r est su¢ samment grand. Nous montrons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�+"

(7.3.6)

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 7.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+
��f (s) (zm)��
jzmj�+"

! +1 (7.3.7)
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et ����f (j) (zm)f (s) (zm)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jzmjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) as m! +1: (7.3.8)

De (7:3:7), pour tout nombre M1 > 0 su¢ samment grand, nous avons

log+
��f (s) (zm)��
jzmj�+"

> M1, alors
��f (s) (zm)�� > eM jzmj�+" pour m! +1: (7.3.9)

Puisque F (z) est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles, donc par le

théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire F (z) sous la forme F (z) = H(z)
�(z)

;

où � (z) est un polynôme,H (z) est une fonction entière d�ordre � (H) = � (F ) 6 �. De (7:3:9)

et par le Lemme 7.2.9, pour m su¢ samment grand (rm ! +1); il existe une constante
positive c > 0 telle que���� F (zm)f (s) (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (s) (zm)

���� 6 jH (zm)j
crdme

M1jzmj�+"
=

jH (zm)j
eM1jzmj�+2"

;

où d = max fdeg �; 1g est un nombre entier. Puisque � (H) = � (F ) 6 �; alors nous avons���� F (zm)f (s) (zm)

���� 6 jH (zm)j
eM1jzmj�+2"

! 0 as m! +1: (7.3.10)

De l�équation (7:3:2), nous obtenons

jAs (zm)j 6
����f (k) (zm)f (s) (zm)

����+ jAk�1 (zm)j ����f (k�1) (zm)f (s) (zm)

����
+ � � �+ jAs+1 (zm)j

����f (s+1) (zm)f (s) (zm)

����+ jAs�1 (zm)j ����f (s�1) (zm)f (s) (zm)

����
+ � � �+ jA1 (zm)j

���� f 0 (zm)f (s) (zm)

����+ jA0 (zm)j ���� f (zm)f (s) (zm)

����+ ���� F (zm)f (s) (zm)

���� :(7.3.11)
En utilisant les inégalités (7:3:3), (7:3:4), (7:3:5), (7:3:8) et la limite (7:3:10), nous concluons

de l�inégalité (7:3:11) que

exp f(1� ") � (Ps; �) r
n
mg 6 jzmj� + (k � 1) exp f(1 + ") �2rnmg jzmj� + o (1)

où � est une constante positive véri�e � > max f2�; (s� j) (j = 0; � � � ; s� 1)g : Par consé-
quent

exp f(1� ") �rnmg 6 (k + 1) exp f(1 + ") �2rnmg r�m;

d�où

exp f[(1� ") � � (1 + ") �2] rnmg 6 (k + 1) r�m:
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Puisque 0 < " < ���2
�+�2

; c�est une contradiction, pour r su¢ samment grand. Par conséquent,
log+jf (s)(z)j

jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �, alors il existe une constante M2 > 0 telle que��f (s) (z)�� 6 eM2jzj�+"

sur le rayon arg (z) = �:

2ième Cas : � < 0. de (7:3:2), nous obtenons

1 6 jAk�1 (z)j
����f (k�1) (z)f (k) (z)

����+ jAk�2 (z)j ����f (k�2) (z)f (k) (z)

����+ � � �+ jA0 (z)j ���� f (z)f (k) (z)

����+ ���� F (z)f (k) (z)

���� :
(7.3.12)

Par le Lemme 7.2.1, pour tout " (0 < " < 1) nous avons

jAj (z)j 6 exp f(1� ") �rng ; (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (7.3.13)

Nous prouvons que

G (z) =
log+

��f (k) (z)��
jzj�+"

(7.3.14)

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas, alors par le Lemme 7.2.3,

il existe une séquence in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que

log+ jf 00 (zm)j
jzmj�+"

! +1 pour m! +1 (7.3.15)

et ����f (j) (zm)f (k) (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmjk�j ; (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (7.3.16)

De (7:3:15), pour tout nombre M3 > 0 su¢ samment grand, nous avons��f (k) (zm)�� > eM3 jzmj�+" as m! +1: (7.3.17)

En utilisant le même raisonnement comme ci-dessus nous obtenons de (7:3:17) que���� F (zm)f (k) (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f (k) (zm)

���� 6 jH (zm)j
crdme

M3jzmj�+"
=

jH (zm)j
eM3jzmj�+2"

;

pour m su¢ samment grand (rm ! +1) ; où c > 0 et s = max fdeg �; 1g : Puisque � (H) =
� (F ) 6 �; alors nous avons���� F (zm)f (k) (zm)

���� 6 jH (zm)j
eM3jzmj�+2"

! 0 as m! +1: (7.3.18)
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En utilisant les inégalités (7:3:13), (7:3:16) et la limite (7:3:18), nous concluons de l�inégalité

(7:3:12) que

1 6 k exp f(1� ") �rnmg rkm(1 + o (1)) + o (1) :

Par 0 < " < 1, c�est une contradiction, pour rm su¢ samment grand. Par conséquent,
log+jf (k)(z)j

jzj�+" est bornée sur le rayon arg (z) = �, alors il existe une constante M4 > 0 telle

que ��f (k) (z)�� 6 eM4jzj�+" (7.3.19)

sur le rayon arg (z) = �. Par conséquent, par (k)�intégrations réitérées comme dans la preuve
du Lemme 7.2.3, nous concluons que

jf (z)j 6 1

k!
(1 + o (1)) rk

��f (k) (z)��
sur le rayon arg (z) = �: Alors, en utilisant (7:3:19), nous obtenons

jf (z)j 6 1

k
(1 + o (1)) rkeM4jzj�+" 6 eM4r�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Dans les deux cas, il existe une constante positive M > 0 telle que

jf (z)j 6 eMr�+2" (7.3.20)

sur le rayon arg (z) = �: Puisque les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble

des pôles des Aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1), F et puisque Aj (j = 0; 1; � � � ; k � 1), F sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f (z) doit avoir un nombre �ni

de pôles. Par conséquent, d�après le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons

écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
, où d (z) est un polynôme, g (z) est une fonction entière

avec � (g) = � (f). Par la première a¢ rmation (i) dans le Théorème 7.1.1, nous obtenons

� (g) > n: De (7:3:20), nous avons ����g (z)d (z)

���� 6 eMr�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Alors,

jg (z)j 6 jd (z)j eMr�+2" 6 Ar�eMr�+2"

sur le rayon arg (z) = �; où A > 0 est une constante et � = fdeg �; 1g est un nombre entier.
Par conséquent

jg (z)j 6 eMr�+3" (7.3.21)
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sur le rayon arg (z) = �: Par conséquent, pour tout � 2 [0; 2�) n(E1 [ E2 [ E3); où (E1 [
E2 [ E3) � [0; 2�) est un ensemble de mesure linéaire nulle, nous avons (7:3:21), pour jzj =
r su¢ samment grand. Alors, par le Lemme 7.2.4 � (g) 6 � + 3" < n pour " > 0 assez petit;

c�est une contradiction avec � (g) > n: Par conséquent, chaque solution méromorphe f 6� 0
de (7:1:4) est d�ordre in�ni. Maintenant, en utilisant le Lemme 7.2.6, nous obtenons

�2 (f) 6 max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g = n:

Supposons que F 6� 0. Alors, par le Lemme 7.2.8, nous obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

Nous savons les zéros de f se produisent de l�ensemble des pôles de hj (z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1)
ou les zéros de F (z) et si z0 est un zéro de f d�ordre m; m > k; alors z0 doit être un zéro de

F (z) d�ordre m� k: Par conséquent, de F 6� 0 nous avons

N

�
r;
1

f

�
6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

N (r; hj) : (7.3.22)

D�autre part, (7:1:4) peut être réécrite sous la forme

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ hk�1e

Pk�1
f (k�1)

f
+ � � �+ h1e

P1
f 0

f
+ h0e

P0

�
;

d�où

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

m (r; hj) +

k�1X
j=0

m
�
r; ePj

�
+

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) : (7.3.23)

Par conséquent, par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble E � [0;+1) de mesure linéaire �nie, tel que pour tout r =2 E; nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= O (log T (r; f) +O (log r)) (j = 1; 2; � � � ; k) :

Par (7:3:22) et (7:3:23), nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) 6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

N (r; hj) +m

�
r;
1

F

�

+
k�1X
j=0

m (r; hj) +
k�1X
j=0

m
�
r; ePj

�
+

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1)
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= kN

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r; hj) +

k�1X
j=0

T
�
r; ePj

�
+ C log (rT (r; f)) ; r =2 E; (7.3.24)

où C est une constante positive. Pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, nous avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; F ) 6 r�+"; (7.3.25)

T
�
r; ePj

�
6 rn+" (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; T (r; hj) 6 r�+" (j = 0; 1; � � � ; k � 1) : (7.3.26)

Alors, pour r =2 E, r su¢ samment grand et en utilisant (7:3:25), (7:3:26) nous concluons de
(7:3:24) que

T (r; f) 6 kN

�
r;
1

f

�
+ (k + 1) r�+" + krn+" +

1

2
T (r; f) ;

d�où

T (r; f) 6 2kN
�
r;
1

f

�
+ 2 (k + 1) r�+" + 2krn+"; r =2 E: (7.3.27)

Par conséquent, par (7:3:27), nous obtenons

�2 (f) 6 �2 (f) ;

alors

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Puisque par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f), donc

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) ;

par conséquent,

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 n:

7.4 Preuve du Théorème 7.1.2.

Soit f une solution méromorphe non triviale de l�équation (7:1:4), alors en appliquant le

Théorème 7.1.1, nous obtenons � (f) = +1:

Étape N� 1 : Nous considérons les points �xes de f (z). Soit g0 (z) = f (z) � z, alors z

est un point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0. Nous avons g0 (z) est une fonction

méromorphe et � (g0 (z)) = � (f (z)) = +1. La substitution de f (z) = g0 (z) + z dans

l�équation (7:1:4), nous donne

g
(k)
0 + hk�1e

Pk�1(z)g
(k�1)
0 + � � �h1eP1(z)g

0

0 + h0e
P0(z)g0 = F � h1e

P1(z) � zh0e
P0(z): (7.4.1)
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Nous écrivons (7:4:1) sous la forme

g
(k)
0 + A0;k�1g

(k�1)
0 + � � �+ A0;1g

0

0 + A0;0g0 = A0; (7.4.2)

où A0 = F �h1eP1(z)� zh0eP0(z): Pour l�équation (7:4:2), nous considérons juste les solutions
méromorphes d�ordre in�ni g0 (z) = f (z) � z. Nous avons deg (P1 (z)� P0 (z)) = n et � =

max f� (hj) (j = 0; 1) , � (F )g < n: Puisque h0 6� 0; alors d�après le Lemme 7.2.7, nous avons
A0 6� 0. Nous utilisons le Lemme 7.2.8 à l�équation (7:4:2) au-dessus, nous obtenons

� (g0) = � (f) = � (g0) = +1:

Étape N� 2 : Nous considérons les points �xes de f 0 (z). Soit g1 (z) = f 0 (z) � z, alors

z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0. Nous avons g1 (z) est une fonction

méromorphe et � (g1 (z)) = � (f 0 (z)) = � (f (z)) = +1. En dérivant les deux côtés de
l�équation (7:1:4), nous obtenons

f (k+1) + hk�1e
Pk�1f (k) +

h�
hk�1e

Pk�1
�0
+ hk�2e

Pk�2
i
f (k�1) + � � �+h�

hse
Ps
�0
+ hs�1e

Ps�1
i
f (s) + � � �+

h�
h2e

P2
�0
+ h1e

P1
i
f
00
+h�

h1e
P1
�0
+ h0e

P0
i
f 0 +

�
h0e

P0
�0
f = F 0: (7.4.3)

De l�équation (7:1:4) ; nous avons

f = � 1

h0eP0

h
f (k) + hk�1e

Pk�1f (k�1) + � � �+ hse
Psf (s) + � � �+ h1e

P1f
0 � F

i
: (7.4.4)

La substitution (7:4:4) dans (7:4:3), nous donne

f (k+1) +

"
hk�1e

Pk�1 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)

#
f (k)

+

"�
hk�1e

Pk�1
�0
+ hk�2e

Pk�2 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
hk�1e

Pk�1

#
f (k�1)

+ � � �+
"�
hse

Ps
�0
+ hs�1e

Ps�1 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
hse

Ps

#
f (s) + � � �

+

"�
h2e

P2
�0
+ h1e

P1 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h2e

P2

#
f
00

+

"�
h1e

P1
�0
+ h0e

P0 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h1e

P1

#
f 0 +

�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F = F 0: (7.4.5)
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Nous pouvons dénoter l�équation (7:4:5) par la forme suivante

f (k+1) + A1;k�1f
(k) + A1;k�2f

(k�1) + � � �+ A1;1f
00
+ A1;0f

0 = �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0: (7.4.6)

où A1;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (7:4:5).
La substitution de f 0 (z) = g1 (z) + z, f 00 (z) = g01 (z) + 1, f

(j+1) = g
(j)
1 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (7:4:6), nous donne

g
(k)
1 + A1;k�1g

(k�1)
1 + � � �+ A1;1g

0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � z A1;0 �

�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0 = A1 (7.4.7)

où

A1 = �
"�
h2e

P2
�0
+
�
h1e

P1
�
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h2e

P2

#

�z
"�
h1e

P1
�0
+ h0e

P0 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h1e

P1

#
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

= � 1

(h0eP0)

�
zh20e

2P0 +B1e
P0 +B2e

P0+P1 +B3e
P0+P2

�
= � 1

(h0eP0)

"
j=3X
j=0

Bje
Gj

#
;

Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus, avec G0 = 2P0 (z) et B0 = z h20 6� 0;

Bj (j = 1; 2; 3) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la

forme d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0j, P
0
l ,

F , F 0: Puisque ajn (j = 0; 1; 2) sont des nombres complexes distincts, alors deg(G0 � Gj) =

n (j = 1; 2; 3). D�après le Lemme 7.2.7 et le fait B0 = zh20 6� 0; nous avons A1 6� 0. à

l�équation (7:4:7) au-dessus, nous obtenons

� (g1) = � (f 0 � z) = � (f 0) = � (g1) = � (f) = +1:

Étape N� 3 : Nous prouvons que � (f 00) = � (f 00 � z) = +1. Soit g2 (z) = f 00 (z)�z, alors
z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0. Nous avons g2 (z) est une fonction

méromorphe et � (g2 (z)) = � (f 00 (z)) = � (f (z)) = +1. Nous prouvons que � (g2) = +1:

En dérivant les deux côtés de l�équation (7:4:6), nous obtenons

f (k+2) + A1;k�1f
(k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2

�
f (k) + � � �+

�
A01;s�1 + A1;s�2

�
f (s)

+ � � �+
�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+ A01;0f

0 =

 
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

!0
: (7.4.8)
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De l�équation (7:4:6) ; nous avons

A1;0 =
�
h1e

P1
�0
+ h0e

P0 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h1e

P1

=
1

(h0eP0)

�
h20e

2P0 + �
(1)
1;0e

P0+P1
�
;

où �(1)1;0 est une fonction méromorphe d�ordre inférieur à n: D�après le Lemme 7.2.7 et le fait

h0 6� 0, nous avons
A1;0 6� 0:

Par l�équation (7:4:6) nous avons

f 0 = � 1

A1;0

"
f (k+1) + A1;k�1f

(k) + A1;k�2f
(k�1) + � � �+ A1;1f

00
+

�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

#
: (7.4.9)

La substitution de (7:4:9) dans (7:4:8) ; nous donne

f (k+2) +

�
A1;k�1 �

A01;0
A1;0

�
f (k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2 �

A01;0
A1;0

A1;k�1

�
f (k) + � � �

+

�
A01;s�1 + A1;s�2 �

A01;0
A1;0

A1;s�1

�
f (s) + � � �+

�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
f (3)

+

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
f
00
�
A01;0
A1;0

 �
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

!
=

 
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

!0
: (7.4.10)

Nous pouvons dénoter l�équation (7:4:10) par la forme suivante

f (k+2) + A2;k�1f
(k+1) + A2;k�2f

(k) + � � �+ A2;sf
(s+2) + A2;s�1f

(s+1) + � � �

+ A2;1f
(3) + A2;0f

00
=
A01;0
A1;0

 �
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

P0(z) + d0
�0

(h0eP0(z) + d0)
F + F 0

!0
;

(7.4.11)

où A2;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (4:4:6)
au-dessus, et nous avons

A2;0 = A01;1 + A1;0 �
A01;0
A1;0

A1;1; A2;1 = A01;2 + A1;1 �
A01;0
A1;0

A1;2:

La substitution f 00 (z) = g2 (z)+ z, f (3) (z) = g02 (z)+1, f
(j+2) = g

(j)
1 (j = 2; 3; � � � ; k) dans

l�équation (7:4:11), nous donne

g
(k)
2 + A2;k�1g

(k�1)
2 + A2;k�2g

(k�2)
2 + � � �+ A2;1g

0
2 + A2;0g2 = A2 (7.4.12)
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où

A2 = �A2;1 � z A2;0 +
A01;0
A1;0

 �
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

!0

= �
�
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

�
� z

�
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

�
+
A01;0
A1;0

 �
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

!
+

 
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

!0

= � 1

A1;0

�
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

�A01;0

 �
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

!
� A1;0

 
�
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F + F 0

!0#
: (7.4.13)

Nous avons

A1;1 =
�
h2e

P2
�0
+ h1e

P1 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h2e

P2 ;

A1;2 =
�
h3e

P3
�0
+ h2e

P2 �
�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
h3e

P3 ;�
h0e

P0
�0

(h0eP0)
F � F 0 = H; (� (H) < n) :

Par conséquent

A1;0 =
1

(h0eP0)

�
h20e

2P0 + �
(1)
1;0e

P0+P1
�
;

A1;1 =
1

h0eP0(z)

�
�
(1)
1;1e

P0+P2 + �
(2)
1;1e

P0+P1
�
;

A1;2 =
1

(h0eP0)

�
�
(1)
1;2e

P0+P2 + �
(2)
1;2e

P0+P3
�

et

A01;0 =
1

(h0eP0)
2

�
�
(1)
1;0e

3P0 + �
(2)
1;0e

2P0+P1
�
;

A01;1 =
1

(h0eP0)
2

�
�
(1)
1;1e

2P0+P2 + �
(2)
1;1e

2P0+P1
�
;

A01;2 =
1

(h0eP0)
2

�
�
(1)
1;2e

2P0+P2 + �
(2)
1;2e

2P0+P3
�
; �

h0e
P0
�0

(h0eP0)
F � F 0

!0
= H 0;
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où �(l)i;j ; �
(l)
i;j sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme

d�une somme de multiplications des termes constitués par les fonctions hk, h0m, P
0
j : De (7:4:13)

nous avons

A2 = �
1

A1;0 (h0eP0)
3

�
zh50e

5P0 +B1e
4P0 +B2e

4P0+P1 +B3e
4P0+P2 +B4e

4P0+P3

+B5e
3P0+P1 +B6e

3P0+2P1 +B7e
3P0+P1+P2 +B8e

3P0+P1+P3
�

= � 1

A1;0 (h0eP0)
3

"
j=8X
j=0

Bje
Gj

#
;

où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et B0 = zh50 6� 0; Bj (j = 1; 2; � � � ; 8) sont
des fonctions méromorphes d�ordre �ni inférieur à n, écrites sous la forme d�une somme

de multiplications des termes constitués par les fonctions z, hi, h0i, P
0
i (i = 0; 1; 2; 3): Nous

certi�ons que A2 6� 0. Puisque a0n 6= ajn (j = 1; 2; 3) ; a1n 6= 2a0n; a1n + a2n 6= 2a0n et

a1n + a3n 6= 2a0n; alors nous avons deg(5P0 � 4P0) = degP0 = n, deg(5P0 � 4P0 � P1) =

deg(P0�P1) = n, deg(5P0� 4P0�P2) = deg(P0�P2) = n, deg(5P0� 4P0�P3) = deg(P0�
P3) = n, deg(5P0�3P0�P1) = deg(2P0�P1) = n; deg(5P0�3P0�2P1) = deg(2P0�2P1) = n,

deg(5P0�3P0�P1�P2) = deg(2P0�P1�P2) = n, deg(5P0�3P0�P1�P3) = deg(2P0�P1�
P3) = n. Par conséquent deg (5P0 �Gj) = n (j = 1; 2; � � � ; 8) et � (Bj) < n (j = 0; 1; � � � ; 8).
D�après le Lemme 7.2.7 et le fait B0 = z h50 6� 0; nous avons A2 6� 0. Nous utilisons le Lemme
7.2.8 à l�équation (7:4:12) au-dessus, nous obtenons

� (g2) = � (f 00 � z) = � (f 00) = � (g1) = � (f) = +1:



Chapitre 8

Sur la croissance et les zéros des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires homogènes et
non homogènes d�ordre supérieur

8.1 Introduction et résultats

Dans [46], Kwon a étudié la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires du

second degré et a obtenu le résultat suivant.

Théorème A. Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens fjzj : z 2 Hg > 0 et

soient A (z) ; B (z) deux fonctions entières telles que pour les constantes � (> 0), � (> 0) ;on

a

jA (z)j 6 exp
n
o (1) jzj�

o
et

jB (z)j > exp
n
(o (1) + 1)� jzj�

o
où z !1 pour z 2 H: Alors, chaque solution f 6� 0 de l�équation

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = 0 (8.1.1)

est d�ordre in�ni et �2 (f) > �:

Dans [23], Chen et Yang ont étudié la croissance des solutions de l�équation (8:1:1) et

ont obtenu.
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Théorème B. Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens fjzj : z 2 Hg > 0 et soit
� (A) 6 � (B) = � < +1 tel que pour une constante C (> 0) et pour tout " > 0; on a

jA (z)j 6 exp
�
o (1) jzj��"

	
et

jB (z)j > exp
�
(o (1) + 1)C jzj��"

	
où z !1 pour z 2 H: Alors, nous avons, chaque solution f de l�équation (1.1), est d�ordre
in�ni et �2 (f) = � (B) :

Ces résultats ont été améliorés par Belaïdi [6] [7] en considérant des conditions plus générales

aux équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur avec des coe¢ cients des fonctions

entières. Récemment, Y. Chen [70] a étendu les résultats précédents en étudiant les zéros et

la croissance des solutions méromorphes de l�équation (8:1:1) et de l�équation non homogène

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F où A (z) ; B (z) sont des fonctions méromorphes.

En ce chapitre, nous considérons les équations di¤érentielles linéaires homogènes et non

homogènes

f (k) +
k�1X
j=1

Ajf
(j) + A0f = 0 (k > 2) ; (8.1.2)

f (k) +
k�1X
j=1

Ajf
(j) + A0f = Ak (k > 2) ; (8.1.3)

où Aj (z) j = 0; 1; � � � ; k (A0 6� 0 et Ak 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni.

nous étudierons les zéros et la croissance des solutions méromorphes d�équations (8:1:2) et

(8:1:3), nous améliorons les résultats de Yu Chen considérablement et nous donnons deux

corollaires dans le cas � = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < � (A0) = � < 1
2
:

Théorème 8.1.1 SoitH � [0;+1) un ensemble de mesure linéaire in�nie, et soient Aj (z) (j =
0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes d�ordre �ni. S�il existe des constantes positives
� > 0, � > 0 telles que � = maxf� (Aj) ; j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �; et jA0 (z)j > e�r

�
pour

jzj = r 2 H; r ! +1 tel que � (A0) < +1: Alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de

l�équation (8:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = +1 et �2 (f) > �:
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En outre, si �
�
1
f

�
< +1, alors

� 6 �2 (f) 6 � (A0) :

Remarque 8.1.1 Nous pouvons prouver les mêmes résultats dans le Théorème 8.1.1, en

mettant H � [0;+1) un ensemble de densité supérieure positive (ou en mettant H � [1;+1)
un ensemble de densité logarithmique supérieure positive) (ou en mettant H � [1;+1) un
ensemble de mesure logarithmique in�nie) au lieu deH un ensemble de mesure linéaire in�nie.

(voir le Lemme 8.2.13).

Théorème 8.1.2 Soit H � [0;+1) un ensemble de densité supérieure positive, et soit
Aj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) (Ak 6� 0) des fonctions méromorphes d�ordre �ni. S�il existe des

constantes positives � > 0, � > 0 telles que � = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < �; et

jA0 (z)j > e�r
�
où jzj = r 2 H tel que � (A0) < +1: Alors, chaque solution méromorphe

f avec �
�
1
f

�
< � de l�équation (8:1:3) est d�ordre in�ni et

� (f) = � (f) = � (f) = +1 ; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

En outre, si �
�
1
f

�
< min f� (f) ; �g alors �2 (f) 6 � (A0) :

Corollaire 8.1.1 Soient Aj (z) j = 0; 1; � � � ; k des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant
un nombre �ni de pôles telles que � = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < � (A0) = � < 1

2
et

Ak 6� 0: Alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (8:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �:

En outre, chaque solution méromorphe f de l�équation (8:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f)

et si �
�
1
f

�
< � (f) alors �2 (f) 6 � (A0) :

Corollaire 8.1.2 Soient Aj (z) j = 0; 1; � � � ; k des fonctions méromorphes d�ordre �ni telles
que �

�
1
A0

�
< � (A0) 6 � (A0) = � < 1

2
, � = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < � et Ak 6� 0:

Alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (8:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = +1 et �2 (f) = �:

En outre, supposons que tous les pôles de f sont d�une multiplicité uniformément bornée.

Alors, chaque solution méromorphe f de l�équation (8:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1 ; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f)

et si �
�
1
f

�
< � (f) alors �2 (f) 6 � (A0) :
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8.2 Lemmes préliminaires

Lemme 8.2.1 [34] On suppose que f est une fonction méromorphe transcendante. Soient

� > 1 et " > 0 deux constantes. Alors, il existe un ensemble E0 � [0;+1) de mesure
logarithmique �nie et une constante c > 0, tels que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E0;

nous avons ����f (j) (z)f (z)

���� 6 c [T (�r; f) r"logT (�r; f)]j j 2 N: (8.2.1)

Lemme 8.2.2 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (8.2.2)

Lemme 8.2.3 [16] Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe, où g (z) et d (z) sont

des fonctions entières telles que

� (g) = � (f) = � 6 � (g) = � (f) 6 +1; � (d) = � (d) = �

�
1

f

�
= � < �: (8.2.3)

Soit z le point avec jzj = r au quel jg (z)j =M (r; g) et �g (r) dénote l�index central de g (z) :

Alors, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique lm (E2) < +1; tel que

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E2; nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�n
(1 + o (1)) (n > 1) : (8.2.4)

Lemme 8.2.4 [23] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni, avec le hyper-ordre �2 (g) =

�; et � (r) dénote l�index central de g: Alors,

lim sup
r!+1

log log � (r)

log r
= �: (8.2.5)

Lemme 8.2.5 [50] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni. On dénote M (r; g) =

maxfjg (z) j : jzj = rg, alors pour tout nombre � > 0 su¢ samment grand, et tout r 2
H0 � (1;+1); on a

M (r; g) > c1 expfc2r�g; (8.2.6)

où lm (H0) = +1 et c1; c2 sont des constantes positives.
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Lemme 8.2.6 Supposons que k > 2 et h0; h1; � � � ; hk (h0 6� 0) sont des fonctions méro-

morphes d�ordre �ni. Soit � = maxf� (hj) : j = 0; 1; 2; � � � ; kg < +1 et soit f une solution

méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + hk�1 f
(k�1) + � � �+ h0 f = hk ; (8.2.7)

telle que �
�
1
f

�
= � < � (f). Alors, �2 (f) 6 �:

Preuve. Nous assumons que f est une solution méromorphe d�ordre in�ni � (f) = +1 de

l�équation (8:2:7). Nous pouvons récrire (8:2:7) sous la forme����f (k)f
���� � jh0j+ k�1X

s=1

jhsj
����f (s)f

����+ ����hkf
���� : (8.2.8)

Par le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
,

où g (z) et d (z) sont des fonctions entières telles que

� (f) = � (g) � �(f) = �(g) = +1; �(d) = �(d) = �(1=f) < � (f)

et

�2(f) = �2(g):

Par le Lemme 8.2.3, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel
que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 au quel jg (z) j =M(r; g); nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
vg(r)

z

�n
(1 + o(1)) (n � 1): (8.2.9)

Puisque � (hk (z) d (z)) � �1 = max f�; �g ; alors par le Lemme 8.2.2, pour tout " > 0 il

existe un ensemble E1 � (0;+1) de mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel
que

jhk (z) d (z)j � er
�1+" (8.2.10)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r ! +1: D�autre part, par le Lemme 8.2.5

et pour un nombre � > �1 su¢ samment grand, il existe un ensemble H0 � (1;+1) avec
lm (H0) = +1 et c1; c2 deux constantes positives tels que pour tout r 2 H0

M (r; g) > c1expfc2r�g; (8.2.11)

de (8:2:10) et (8:2:11), pour tout " où 0 < " < � � �1 et pour tout z satisfaisant jzj = r 2
H0 � [0; 1] [ E1; r ! +1 au quel jg (z)j =M (r; g) ; nous avons����hk (z)f (z)

���� = ����d (z)hk (z)g (z)

���� � er
�1+"

c1ec2r
� ! 0: (8.2.12)
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Puisque � = maxf� (hj) : j = 0; 1; 2; :::; kg < +1, alors par le Lemme 8.2.2, il existe un
ensemble E1 � (0;+1) de mesure logarithmique �nie tel que

jhjj � er
�+"

j = 0; 1; :::; k (8.2.13)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r ! +1: En substituant (8:2:9), (8:2:12) et

(8:2:13) dans (8:2:8), nous obtenons pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H0 � [0; 1] [ E1 [ E2,
(r ! +1) au quel jg (z) j =M(r; g);����vg(r)z

����k j1 + o(1)j � er
�+"

+
k�1X
s=1

er
�+"

����vg(r)z
����s j1 + o(1)j+ o (1) :

Ainsi nous obtenons

jvg(r)jk j1 + o(1)j � (k + 1) rker
�+" jvg(r)jk�1 j1 + o(1)j ;

par conséquent

vg(r) j1 + o(1)j � ker
�+"

rk j1 + o(1)j : (8.2.14)

Alors, par le Lemme 8.2.4, nous obtenons de (8:2:14) que �2(f) � �+ ":

Puisque " (0 < " < �� �) étant arbitraire, nous obtenons �2(f) � �: �

Lemme 8.2.7 [14] Soit f (z) une fonction entière d�ordre � où 0 < � (f) < 1
2
; et soit " > 0

une constante. Alors, il existe un ensemble H � [0;+1) avec densH > 1 � 2� tel que pour
tout z satisfaisant jzj = r 2 H; nous avons

jf (z)j > exp
�
r��"

�
: (8.2.15)

Lemme 8.2.8 [16] On suppose que h (z) est une fonction méromorphe avec �
�
1
h

�
< � (h) 6

� (h) = � < 1
2
: Alors, pour tout " > 0, il existe un ensemble H � (1;+1) d�une densité

logarithmique supérieure positive, tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H; nous avons

jh (z)j > exp
�
(1 + o (1)) r��"

�
: (8.2.16)

Lemme 8.2.9 [48] Soit g (z) une fonction entière non constante d�ordre �ni. Alors, pour

tout " > 0; il existe un ensemble H1 � (0;+1) avec densH1 = 1 tel que

M (r; g) > exp
�
r�(g)�"

�
(8.2.17)

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H1:
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Lemme 8.2.10 [20] Soient Aj; F (F 6� 0) ( j = 0; 1; 2; � � � ; k � 1) des fonctions méro-
morphes d�ordre �ni. Si f (z) est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F;

alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1: (8.2.18)

Lemme 8.2.11 [47] Soit P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + � � � + a1z + a0 avec an 6= 0 (n 2 N�)
un polynôme non constant. Alors, pour tout " > 0; il existe R = R (") > 0 tel que pour tout

z; jzj = r > R, nous avons

(1� ") janj rn 6 jP (z)j 6 (1 + ") janj rn: (8.2.19)

Lemme 8.2.12 Soit H � [0;+1) un ensemble d�une mesure linéaire in�nie, et soient
hj (z) j = 0; 1; � � � ; k (h0 6� 0) des fonctions méromorphes d�ordre �ni. S�il existe des

constantes positives � > 0, � > 0 telles que jh0 (z)j > e�r
�
pour jzj = r 2 H � [0; 1] ;

r ! +1, et � = max f� (hj) j = 1; 2; � � � ; kg < �. Alors, chaque solution méromorphe

f 6� 0 de l�équation

f (k) +
k�1X
j=1

hjf
(j) + h0f = hk (k > 2) ; (8.2.20)

est transcendante et satisfait � (f) > �:

Preuve. Assumons que � (f) < �:De (8:2:20) ; il s�ensuit que

hk
f
� f (k)

f
�

k�1X
j=1

hj
f (j)

f
= h0 (8.2.21)

Puisque � (hj) < � (j = 1; 2; :::; k) et � (f) < �; Alors, de (8:2:21) nous obtenons que

l�ordre de croissance de h0 est �1 � max f�; � (f)g < �: par le Lemme 8.2.2, pour tout

" (0 < " < � � �1)

il existe un ensemble E1 � (0;+1) de mesure linéaire �nie tel que

jh0j � er
�1+" (8.2.22)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r ! +1:

De l�hypothèse du Lemme 8.2.12, il existe un ensemble H avec m (H) > 0; et il existe des

constantes positives � > 0, � > 0 telles que

jh0 (z)j � e�r
�

(8.2.23)
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pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H; r ! +1:

Par (8:2:22) et (8:2:23), nous concluons que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H� [0; 1][E1;
r ! +1, nous avons

e�r
� � er

�1+"

et puisque " (0 < " < � � �1) c�est une contradiction pour r ! +1: En conséquence, toute

solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (8:2:20) est transcendante et satisfait � (f) � �: �

Lemme 8.2.13 Soit H un ensemble de nombres réels positifs et �H (t) la fonction caracté-

ristique de l�ensemble H: Alors, pour tout H � [1;+1) nous avons

i) Si lm (H) = +1 alors m (H) = +1:

ii) Si densH > 0 alors m (H) = +1:

iii) Si log densH > 0 alors lm (H) = +1:

Preuve. i) Puisque nous avons �E(t)
t
� �E (t) pour tout t 2 H � [1;+1) alors

m (H) � lm (H) :

Nous pouvons facilement prouver les résultats ii) et iii) par l�application de la dé�nition de

la limite et les propriétés lm (H \ [1; r]) � lm (H) et m (H \ [0; r]) � m (H) : �

8.3 Preuve du Théorème 8.1.1.

Soit f 6� 0 une solution méromorphe de (8:1:2). De (8:1:2), il s�ensuit que

jA0j 6
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jAjj
����f (j)f

���� : (8.3.1)

Par le Lemme 8.2.12 f est transcendante, par l�utilisation du Lemme 8.2.1, il existe un

ensemble E0 � (0;+1) de mesure linéaire �nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2
[0; 1] [ E0, nous avons ����f (j)f

���� 6 rT (2r; f)2k ; j = 1; 2; � � � ; k: (8.3.2)

Par le Lemme 8.2.2, pour tout " > 0; il existe un ensemble E1 � (0;+1) de mesure linéaire
�nie et de mesure logarithmique �nie, tel que

jAjj 6 er
�+"

; j = 1; 2; � � � ; k � 1 (8.3.3)
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pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1][E1; r ! +1: En outre, par l�hypothèse du Théorème

8.1.1, il existe un ensemble H avecm (H) = +1; tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H;
r ! +1; nous avons

jA0 (z)j > er
�r�

: (8.3.4)

Par conséquent, il s�ensuit de (8:3:1), (8:3:2), (8:3:3) et (8:3:4) que pour tout z satisfaisant

jzj = r 2 H � [0; 1] [ E0 [ E1; r ! +1; nous avons

e�r
� 6 rT (2r; f)2k +

k�1X
j=1

er
�+"

rT (2r; f)2k

6 krT (2r; f)2k er
�+"

;

d�où

e�(1�o(1))r
� 6 krT (2r; f)2k : (8.3.5)

Par conséquent, par (8:3:5), nous trouvons

� (f) = � (f) = +1 et �2 (f) > �: (8.3.6)

En outre, si �(1=f) < +1 et � (A0) = � (� > �), alors f est une solution méromorphe avec

� (f) = � (f) = +1, �
�
1
f

�
< � (f) et � = max f� (Aj) j = 0; 1; � � � ; k � 1g = � < +1: Par

le Lemme 8.2.6, nous obtenons

�2(f) 6 �: (8.3.7)

Par (8:3:6) et (8:3:7), nous concluons que

� 6 �2 (f) 6 � (A0) :

8.4 Preuve du Théorème 8.1.2.

Soit f une solution méromorphe de (8:1:3). Supposons que � (f) < +1: il s�ensuit de (8:1:3)

que

jA0j 6
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jAjj
����f (j)f

����+ ����Akf
���� : (8.4.1)

Par le Lemme 8.2.12 f est transcendante avec � (f) > �: Par l�hypothèse �
�
1
f

�
< � et par le

théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)
, où

g (z) et d (z) sont des fonctions entières, avec �(d) = �(d) = �(1=f) < �; �(f) = �(g) > �:

Par conséquent ����Ak (z)f (z)

���� = ����d (z)Ak (z)g (z)

���� : (8.4.2)
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Par le Lemme 8.2.9, pour tout " (0 < " < � (f)), il existe un ensemble H1 � [0;+1) avec
densH1 = 1; tel que

M (r; g) > er
�(g)�"

(8.4.3)

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H1: Par (8:4:3), pour tout z satisfaisant jzj 2 H1 au quel

jg (z)j =M (r; g) ; nous obtenons

jg (z)j > 1: (8.4.4)

Alors, par (8:4:2) et (8:4:4), nous avons����Ak (z)f (z)

���� 6 jd (z)Ak (z)j :
On a � (d (z)Ak (z)) < � et notons �1 = max f� (Aj) ; � (d) : j = 1; 2; � � � ; kg < �: Par consé-

quent, en utilisant le même raisonnement comme dans la preuve du Théorème 8.1.1, pour

tout " (0 < " < � � �1) il existe un ensemble H2 = H \H1 � [0;+1) de densité supérieure
positive tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H2 � [0; 1] [ E0 [ E1; r ! +1, au quel
jg (z)j =M (r; g) ; nous avons����f (j)f

���� 6 rT (2r; f)2k ; j = 1; 2; � � � ; k; (8.4.5)

����Ak (z)f (z)

���� 6 er
�1+" ; (8.4.6)

jAjj 6 er
�1+" ; j = 1; 2; � � � ; k � 1; (8.4.7)

jA0 (z)j > er
�r�

: (8.4.8)

De (8:4:5), (8:4:6), (8:4:7), (8:4:8), (8:4:1) et pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H2 � [0; 1] [
E0 [ E1; r ! +1; au quel jg (z)j =M (r; g) ; nous avons

e�r
� 6 rT (2r; f)2k +

k�1X
j=1

er
�1+"rT (2r; f)k + er

�1+"

6 (k + 1) rT (2r; f)2k er�1+" ;

d�où

e�(1�o(1))r
� 6 krT (2r; f)2k ; r ! +1: (8.4.9)

Par conséquent, par (8:4:9), nous avons � (f) = +1: C�est une contradiction, d�où � (f) <

+1 n�est pas juste. Par conséquent, nous concluons que � (f) = +1:Maintenant, supposons
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que f est une solution méromorphe de l�équation (8:1:3), alors f est d�ordre in�ni. Par

conséquent par le Lemme 8.2.10, nous obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

Nous connaissons que les zéros de f se produisent de l�ensemble des pôles de Aj j =

0; 1; � � � ; k � 1 ou l�ensemble des zéros de Ak et si f a un zéro z0 d�ordre m; m > k; alors

Ak doit avoir un zéro à z0 d�ordre m� k: Par conséquent, nous obtenons par Ak 6� 0 que

N

�
r;
1

f

�
6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

Ak

�
+

k�1X
j=0

N (r; Aj) : (8.4.10)

D�autre part, (8:1:3) peut être réécrite sous la forme

1

f
=
1

Ak

"
f (k)

f
+

k�1X
j=1

Aj
f (j)

f
+ A0

#
:

Ainsi, nous obtenons

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

Ak

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +
kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) : (8.4.11)

Par (8:4:10) et (8:4:11), nous avons

T

�
r;
1

f

�
6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

Ak

�
+

k�1X
j=0

N (r; Aj)

+m

�
r;
1

Ak

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) : (8.4.12)

Par (8:4:12) et par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble E de mesure linéaire �nie tel que pour tout r =2 [0; 1] [ E; nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1)

6 kN

�
r;
1

f

�
+ T

�
r;
1

Ak

�
+

k�1X
j=0

T (r; Aj) + C log (rT (r; f)) +O (log (r)) ;

d�où

T (r; f) 6 kN

�
r;
1

f

�
+

kX
j=0

T (r; Aj) + C log (rT (r; f)) (8.4.13)
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où C est une constante positive. Puisque pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, nous

avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; Aj) 6 r�+"; j = 0; 1; � � � ; k; (8.4.14)

où � = � (A0) > �: Alors, pour r =2 [0; 1] [ E et r su¢ samment grand et par l�utilisation de

(8:4:14), nous concluons de (8:4:13) que

T (r; f) 6 kN

�
r;
1

f

�
+ (k + 1) r�+" +

1

2
T (r; f) :

Ainsi, nous obtenons

T (r; f) 6 2kN
�
r;
1

f

�
+ 2 (k + 1) r�+": (8.4.15)

Par conséquent, par (8:4:15), nous obtenons

�2 (f) 6 �2 (f) ;

alors

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f) ; donc

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) : (8.4.16)

En outre, nous avons �
�
1
f

�
< � (f) et � (A0) = � (� > �), alors f est une solution méro-

morphe avec � (f) = +1, �
�
1
f

�
< � (f) et � = max f� (Aj) j = 0; 1; � � � ; k � 1g = � < +1:

par le Lemme 8.2.6, nous obtenons

�2(f) 6 �: (8.4.17)

par (8:4:16) et (8:4:17), nous concluons que

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 � (A0) :

8.5 Preuve du Corollaire 8.1.1.

Puisque A0 est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles et �(A0) = �; alors

par théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire A0 sous la forme A0 (z) =
B(z)
P (z)

, où B (z) est une fonction entière avec �(A0) = �(B) = � et P (z) est un polynôme.

Par conséquent, par le Lemme 8.2.7 et le Lemme 8.2.11, pour tout " (0 < " < �), il existe

un ensemble H � [0;+1) avec densH > 1 � 2� > 0 (par le Lemme 8.2.13 nous avons

m (H) = +1) et constantes positives c > 0, m > 0 telles que

jB (z)j > er
��"

et jP (z)j 6 crm (8.5.1)
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pour tout z, jzj = r 2 H et r ! +1: Par conséquent

jA0 (z)j =
����B (z)P (z)

���� > er
��"

crm
> er

��2"
:

Puisque Aj (j = 0; 1; � � � ; k) sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles et
les pôles de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles des Aj (j = 0; 1; � � � ; k);
alors f doit avoir un nombre �ni des pôles. par conséquent, �

�
1
f

�
= 0: Alors, pour tout "

avec 0 < 2" < � � �; nous avons (??) et

� = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < � � 2" (8.5.2)

et nous avons toute solution méromorphe f 6� 0 de (8:1:2) ou (8:1:3) satisfait

�

�
1

f

�
< � � 2": (8.5.3)

Alors, par (??), (8:5:2) et (8:5:3), en appliquant le Théorème 8.1.1 à l�équation (8:1:2), nous

trouvons que chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (8:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = +1

et

� � 2" 6 �2 (f) 6 �:

Puisque " (0 < 2" < � � �) étant arbitraire, nous obtenons

�2(f) = �:

En outre, avec l�application du Théorème 8.1.2 à l�équation (8:1:3), nous trouvons que chaque

solution méromorphe f de l�équation (8:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

et si �
�
1
f

�
< � (f) alors �2 (f) 6 � (A0) :

8.6 Preuve du Corollaire 8.1.2.

Puisque A0 est une fonction méromorphe avec �
�
1
A0

�
< � (A0) 6 � (A0) = � < 1

2
; alors par le

Lemme 8.2.8, pour tout " (0 < " < �), il existe un ensembleH � (1;+1) avec log densH > 0

(par le Lemme 8.2.13 nous avons m (H) = +1) tel que pour tout z, jzj = r 2 H; nous avons

jA0 (z)j > e(1+o(1))r
��"

(8.6.1)
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Évidemment, les pôles de f se produisent de l�ensemble des pôles des Aj (j = 0; 1; � � � ; k);
notons que tout les pôles de f sont de multiplicité uniformément borné, par conséquent, de

�
�
1
A0

�
< � et � = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �, nous avons �

�
1
f

�
< �: Donc, pour

tout " avec 0 < " < min
n
� � �; � � �

�
1
f

�o
; nous avons (6.1) et

� = max f� (Aj) j = 1; 2; � � � ; kg < � � " (8.6.2)

et

�

�
1

f

�
< � � ": (8.6.3)

Alors, par (8:6:1), (8:6:2) et (8:6:3) et avec l�application du Théorème 8.1.1 à l�équation

(8:1:2), nous trouvons que chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (8:1:2) satisfait

� (f) = � (f) = +1

et

� � " 6 �2 (f) 6 �:

Puisque " (< " < min
n
� � �; � � �

�
1
f

�o
) étant arbitraire, nous obtenons

�2(f) = �:

En outre, par l�application du Théorème 8.1.2 à l�équation (8:1:3), nous trouvons que chaque

solution méromorphe f de l�équation (8:1:3) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1 ; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

et si �
�
1
f

�
< � (f) alors �2 (f) 6 � (A0) :



Chapitre 9

Sur la croissance et les zéros des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires homogènes et
non homogènes du second degré

9.1 Introduction et résultats

Soit H un ensemble de nombres complexes avec dens fjzj : z 2 Hg > 0: Pour l�équation

di¤érentielle linéaire du second degré

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ; (9.1.1)

où A (z) ; B (z) sont des fonctions entières.

Kwon [46] a montré que si jA (z)j 6 expfo (1) jzj�g et jB (z)j > expf(o (1) + 1)� jzj�g
quand z !1 pour z 2 H; où �, � > 0 deux constantes, alors chaque solution f 6� 0 de (9:1:1)
avec F � 0 est d�ordre in�ni et �2 (f) > �: Dans [23] Chen et Yang ont étudié la croissance des

solutions de l�équation non homogène (9:1:1) (F est une fonction entière avec F 6� 0), ils ont
prouvé que si � (A) 6 � (B) = �, � (F ) < +1 et pour tout " > 0; jA (z)j 6 exp

�
o (1) jzj��"

	
et jB (z)j > exp

�
(o (1) + 1)C jzj��"

	
quand z ! 1 pour z 2 H; où C > 0 une constante

réelle, alors chaque solution f de (9:1:1), est d�ordre in�ni et �2 (f) = �2 (f) = � avec au plus

une solution exceptionnelle f0 satisfaisant � (f0) < �: Belaïdi [6], [7], a amélioré les résultats

de Kwon [46] et de Chen et Yang [23], avec des conditions plus générales sur les coe¢ cients

entières d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur.

Dans ce chapitre, nous considérons l�équation di¤érentielle linéaire homogène et non

homogène (9:1:1), où A (z) ; B (z) et F (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant
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un nombre �ni de pôles. Nous échangerons les conditions entre A (z) et B (z), et nous étudions

les zéros et l�ordre de croissance des solutions méromorphes de l�équation (9:1:1). On obtient

les résultats suivants

Théorème 9.1.1 Soit H � [0;+1) un ensemble d�une densité supérieure positive, et soient
A (z) ; B (z) et F (z) des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de pôles.

S�il existe des constantes positives � > 0, � > 0 telles que jA (z)j > e�r
�
quand jzj = r 2 H;

r ! +1, et � = max f� (B) ; � (F )g < �: Alors, chaque solution méromorphe transcendante

f de l�équation (9:1:1) satisfait

� (f) = +1 et �2 (f) 6 � (A) :

Théorème 9.1.2 Soit H � [1;+1) un ensemble d�une densité logarithmique supérieure
positive, et soient A (z) ; B (z) et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant un
nombre �ni de pôles. S�il existe des constantes positives � > 0, � > 0 telles que jA (z)j > e�r

�

quand jzj = r 2 H; r ! +1, et � = max f� (B) ; � (F )g < �: Alors, chaque solution

méromorphe transcendante f de l�équation (9:1:1) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1

et

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:

Corollaire 9.1.1 Soient A (z) ; B (z) ; F (z) des fonctions méromorphes d�ordre �ni ayant

un nombre �ni de pôles telles que � = max f� (B) ; � (F )g < � (A) = � < 1
2
: Alors, chaque

solution méromorphe transcendante f de l�équation (9:1:1) satisfait

� (f) = +1 et �2 (f) 6 �:

En outre, si F (z) 6� 0; alors chaque solution méromorphe transcendante f de l�équation

(9:1:1) satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1

et

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:
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9.2 Lemmes préliminaires

Lemme 9.2.1 [34] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d�ordre �ni �; et soit

" > 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble E0 � (1;+1) de mesure logarith-
mique �nie, tel que pour tout z satisfaisant jzj =2 E0 [ [0; 1] ; et pour tout k; j; 0 6 j < k;

nous avons ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") : (9.2.1)

De même, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que pour tout z = rei�

avec jzj su¢ samment grand et � 2 [0; 2�)nE1; et pour tout k; j; 0 6 j < k; l�inégalité (9:2:1)

est véri�ée.

Lemme 9.2.2 [20] Soit f (z) une fonction méromorphe d�ordre � (f) = � < +1: Alors,

pour tout " > 0; il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r �! +1, nous avons

jf (z)j 6 exp
�
r�+"

	
: (9.2.2)

Lemme 9.2.3 [9] Soit P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + � � � + a1z + a0 avec an 6= 0 (n 2 N�) un
polynôme non constant. Alors, pour chaque " > 0; il existe R = R (") > 0 tel que pour tout

z; jzj = r > R, nous avons

(1� ") janj rn 6 jP (z)j 6 (1 + ") janj rn: (9.2.3)

Lemme 9.2.4 [3] Supposons que k > 2 et A0; A1; A2; � � � ; Ak�1; F (A0 6� 0) sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit

� = max f�(Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; Fg ;

et soit f (z) une solution méromorphe transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F :

Alors

�2 (f) 6 �: (9.2.4)

Lemme 9.2.5 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles; et

supposons que

G (z) =
log+

��f (s) (z)��
jzj�
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est non bornée sur un certain rayon arg z = � avec la constante � > 0: Alors, il existe, une

séquence in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni telle que G (zn)! +1

et ����f (j) (zn)f (s) (zn)

���� 6 1

(s� j)!
(1 + o (1)) jznjs�j (j = 0; � � � ; s� 1) quand n! +1: (9.2.5)

Lemme 9.2.6 [62] Soit f (z) une fonction entière avec �(f) = � < +1: Supposons qu�il

existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+ jf
�
rei�
�
j 6 Mr� pour

tout rayon arg (z) = � 2 [0; 2�)�E; où M est une constante positive dépend de �, tandis que

� est une constante indépendante de �. Alors

� (f) 6 �: (9.2.6)

Lemme 9.2.7 [14] Soit f (z) une fonction entière d�ordre � où 0 < � (f) < 1
2
; et soit " > 0

une constante donnée. Alors, il existe un ensemble H � [0;+1) avec densH > 1 � 2� tel
que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H; nous avons

jf (z)j > exp
�
r��"

�
: (9.2.7)

Lemme 9.2.8 [20] Soient Aj, F (F 6� 0) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F;

alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1: (9.2.8)

9.3 Preuve du Théorème 9.1.1.

Assumons que f est transcendante (f 0 6� 0) avec � (f) < �: De (9:1:1) ; il s�ensuit que

� f 00

f 0
�B (z)

f

f 0
+
F (z)

f 0
= A (z) : (9.3.1)

Puisque � = max f� (B) ; � (F )g < �; alors l�ordre de croissance du côté gauche de l�équation

(9:3:1) est �1 = max f� (B) ; � (F ) ; � (f)g < �; par conséquent � (A) 6 �1: Par le Lemme

9.2.2, pour tout " (0 < " < � � �1) il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure linéaire
�nie et de mesure logarithmique �nie tel que

jA (z)j 6 er
�1+" (9.3.2)
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pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1: De l�hypothèse du Théorème 9.1.1,

il existe un ensemble H avec densH > 0; et il existe deux constantes positives � > 0, � > 0

telles que

jA (z)j > e�r
�

(9.3.3)

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H; r ! +1: Par (9:3:2) et (9:3:3), nous concluons que

e�r
� 6 er

�1+" ;

d�où

e(1�o(1))�r
� 6 1

pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H n [0; 1][E2; r ! +1, ceci contredit le fait e(1�o(1))�r� !
+1: En conséquence, toute solution méromorphe transcendante f est d�ordre � (f) > �:

Maintenant, nous prouvons que � (f) = +1: Soit f 6� 0 une solution méromorphe transcen-
dante de (9:1:1). Nous supposons que f est d�ordre �ni et � (f) = �; nous avons � (f) = � > �:

De (9:1:1), il s�ensuit que

jAj 6
����f 00f 0
����+ jBj ���� ff 0

����+ ����Ff 0
���� : (9.3.4)

Par le Lemme 9.2.1, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si

� 2 [0; 2�)nE1, alors il existe une constante R0 = R0 (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj = r > R0, nous avons ����f 00f 0
���� 6 r2�: (9.3.5)

Nous montrons que

G (z) =
log+ jf 0 (z)j
jzj�+"

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons que ce n�est pas le cas. Alors, par le Lemme

9.2.5, il existe une séquence in�nie des points zm = rme
i� (m = 1; 2; � � � ) tendant à l�in�ni

telle que ���� f (zm)f 0 (zm)

���� 6 (1 + o (1)) jzmj quand m! +1 (9.3.6)

et
log+ jf 0 (zm)j
jzmj�+"

! +1: (9.3.7)

De (9:3:7) et pour toute constante positive M > 0; nous avons

log+ jf 0 (zm)j
jzmj�+"

> M
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alors

jf 0 (zm)j > eM jzmj�+" quand m! +1: (9.3.8)

Puisque F (z) est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles, alors par le

théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire F (z) sous la forme F (z) = H(z)
�(z)

où � (z) est un polynôme, H (z) est une fonction entière avec � (H) = � (F ). De (9:3:8), pour

m su¢ samment grand (rm ! +1), nous avons����F (zm)f 0 (zm)

���� = ���� H (zm)

� (zm) f 0 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

crsm eM1 jzmj�+"

���� = ���� H (zm)

eM1 jzmj�+2"

���� ;
où c > 0; M1 > 0 deux constantes et s > deg � est un nombre entier. Puisque � (H) =

� (F ) 6 �, alors ���� H (zm)

� (zm) f 0 (zm)

���� 6 ���� H (zm)

eM jzmj�+2"

����! 0 quand m! +1: (9.3.9)

Par le Lemme 9.2.2, pour tout 0 < " < � � � il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure
linéaire �nie et de mesure logarithmique �nie tel que

jB (z)j 6 er
�+"

; (9.3.10)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1: Alors, par l�hypothèse du Théorème

9.1.1, il existe un ensemble H avec densH > 0; tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H;
r ! +1; nous avons

jA (z)j > e�r
�

: (9.3.11)

En utilisant les inégalités (9:3:5), (9:3:6), (9:3:8), (9:3:10), (9:3:11) et la limite (9:3:9), nous

concluons de l�inégalité (9:3:4) que pour tout zm = rme
i� satisfaisant � 2 [0; 2�) nE1 et rm 2

H n [0; 1] [ E2; rm ! +1; nous avons

e�r
�
m 6 r2�m + er

�+"
m rm (1 + o (1)) + o (1) 6 3r2�mer

�+"
m ;

d�où

e�(1�o(1))r
�
m 6 3r2�m

qui est une contradiction pour m assez grand. Par conséquent, log
+jf 0(z)j
jzj�+" est bornée sur le

rayon arg (z) = �, alors il existe une constante M2 > 0 telle que

jf 0 (z)j 6 eM2 jzj�+"

sur le rayon arg (z) = �: Donc

jf (z)j 6 (1 + o (1)) r jf 0 (z)j 6 eM2 r�+2" ;
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par conséquent

jf (z)j 6 eM2 r�+2" : (9.3.12)

Puisque A; B et F sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles et les pôles

de f peuvent seulement se produire de l�ensemble des pôles de A; B et F , alors f (z) doit

avoir un nombre �ni de pôles. Par conséquent, par le théorème de factorisation d�Hadamard,

nous pouvons écrire f sous la forme f (z) = g(z)
d(z)

où d (z) est un polynôme et g (z) est une

fonction entière avec � (g) = � (f) > �. De (9:3:12), nous avons����g (z)d (z)

���� 6 eM2 r�+2"

sur le rayon arg (z) = �: Alors

jg (z)j 6 jd (z)j eM2 r�+2" 6 ArmeM2 r�+2"

sur le rayon arg (z) = �; où A > 0 est une constante et m > deg d (z) est un nombre entier.
Par conséquent

jg (z)j 6 eM2 r�+3" (9.3.13)

sur le rayon arg (z) = �: Alors, pour tout � 2 [0; 2�) nE1; où E1 � [0; 2�) est un ensemble

de mesure linéaire nulle, pour tout jzj = r su¢ samment grand, nous avons (9:3:13). Alors,

par le Lemme 9.2.6, nous obtenons � (g) 6 � + 3" < � pour " > 0 assez petit; c�est une

contradiction avec � (g) > �: Par conséquent, chaque solution méromorphe transcendante f

de (9:1:1) doit être d�ordre in�ni. Puisque � (A) > � et � = max f� (B) ; � (F )g < �, alors,

par l�utilisation du Lemme 9.2.4, nous obtenons

�2 (f) 6 �:

9.4 Preuve du Théorème 9.1.2.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l�équation (9:1:1). Alors, par

le Théorème 9.1.1 f est d�ordre in�ni. Par conséquent, par F 6� 0 et le Lemme 9.2.8, nous

obtenons

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

Nous savons que si z0 est un zéro de f d�ordre m (m > 2) ; et A (z) ; B (z) sont analytiques

au point z0, alors z0 doit être un zéro de F (z) d�ordre m� 2: Par conséquent, nous obtenons
par F 6� 0 que

N

�
r;
1

f

�
6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; A) +N (r; B) : (9.4.1)
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D�autre part (9:1:1) peut être réécrite sous la forme

1

f
=
1

F

�
f 00

f
+ A

f 0

f
+B

�
:

Ainsi

m

�
r;
1

f

�
6 m

�
r;
1

F

�
+m (r; A) +m (r; B) +

2X
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) : (9.4.2)

Par conséquent, par le lemme de la dérivée logarithmique (voir [47] [34], [38, Lemme 2.3]), il

existe un ensemble E de mesure linéaire �nie tel que pour tout r =2 E, nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= (log (rT (r; f))) (j = 1; 2) :

Par (9:4:1) et (9:4:2), nous avons

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) 6 2N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+N (r; A) +N (r; B)

+m

�
r;
1

F

�
+m (r; A) +m (r; B) +

2X
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) 6 2N

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) + T (r; A) + T (r; B) + C log (rT (r; f)) ; (9.4.3)

où C est une constante positive. Posons � = � (A0) = max f�; � (A0)g : Alors, pour tout
" > 0 et r su¢ samment grand, nous avons

C log (rT (r; f)) 6 1

2
T (r; f) ; T (r; A) 6 r�+"; T (r; B) 6 r�+"; T (r; F ) 6 r�+": (9.4.4)

D�où pour tout r =2 E, r su¢ samment grand et en utilisant (9:4:3), (9:4:4), nous concluons

que

T (r; f) 6 2N
�
r;
1

f

�
+ 3r�+" +

1

2
T (r; f) ;

donc

T (r; f) 6 4N
�
r;
1

f

�
+ 6r�+":

Par conséquent, nous obtenons

�2 (f) 6 �2 (f) ;

alors

�2 (f) > �2 (f) > �2 (f) :

Par dé�nition, nous avons �2 (f) 6 �2 (f) ; donc

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

Du Lemme 9.2.4, nous obtenons

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:
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9.5 Preuve du Corollaire 9.1.1.

Puisque A est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles et �(A) = �; alors par

le théorème de factorisation d�Hadamard, nous pouvons écrire A sous la forme A (z) = K(z)
P (z)

,

où K (z) est une fonction entière avec �(A) = �(K) = � et P (z) est un polynôme. Par

conséquent, par le Lemme 9.2.3 et le Lemme 9.2.7, pour tout " (0 < " < �), il existe un

ensemble H � [0;+1) avec densH > 1� 2� > 0; et deux constantes positives c > 0, m > 0

tels que

jK (z)j > er
��"
; (9.5.1)

jP (z)j 6 crm (9.5.2)

pour tout z, jzj = r 2 H et r ! +1: Par conséquent

jA (z)j =
����K (z)P (z)

���� >
�����er

��"

crm

����� > ���er��2"��� : (9.5.3)

Puisque � = max f� (B) ; � (F )g < �; alors pour " donné avec 0 < 2" < � � �; nous avons

(9:5:3) et

� = max f� (B) ; � (F )g < � � 2": (9.5.4)

En appliquant le Théorème 9.1.1 pour l�équation (9:1:1), nous trouvons que chaque solution

méromorphe transcendante f de l�équation (9:1:1) satisfait

� (f) = +1 et �2 (f) 6 �: (9.5.5)

En outre, par l�utilisation de (9:5:5) et le fait F 6� 0; nous concluons du Théorème 9.1.2 que
chaque solution méromorphe transcendante f de l�équation (9:1:1) avec F 6� 0 satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1

et

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) 6 �:
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