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Résumé

Dans ce travail, on essaye d’étudier les propriétés des dérivées logarithmiques

(k)
[ ) a savoir l'estimation de son module établie par Gundersen [13] et l'ordre

f(2)

de la croissance donné par Latreuch et Belaidi [25] et montrer leur importance

dans I’étude de la croissance et oscillation des solutions des équations différentielles

linéaires et non linéaires dont les coeflicients sont des fonctions entiéres et méromor-

phes dans le plan complexe.
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Introduction

La notion de la dérivée des fonctions réelles de la variable réelle est née depuis
le dix-septiéme siécle par Leibniz et Newton puis a été définie plus rigoureusement
au dix-huitiéme siécle par d’Alembert. Cette notion est liée directement & 1’étude
de la variation de la fonction. Puis cette notion et d’autres ont été étendu aux
fonctions complexe de la variable complexe depuis ’apparition des nombres com-
plexe. L’importance de ’étude de la relation entre la fonction et ses dérivées est
explicite dans plusieurs problemes physiques et d’autres; et a partir de la, la notion
des équations différentielles est apparu. Au début, on s’est intéressé & déterminer
les solutions d’une maniére explicite de certaines types d’équations différentielles. Il
y a une autre approche concernant I’étude de ’existence et 'unicité des solutions
qui vérifient certaines conditions.

En 1925, la naissance de la théorie de R. Nevanlinna de la distribution des
valeurs d’'une fonction méromorphe a donné des outils trés efficaces pour 1’étude
de la croissance et 'oscillation des solutions des équations différentielles linéaires et
non linéaires dans le plan complexe. En 1929, F. Nevanlinna a considéré dans [27]
I'équation différentielle f” + A(z) f = 0 ot A(z) est un polynéme; puis en 1950,

Whitich (voir [30]) a montré que: toutes les solutions de 1'équation différentielle
O+ A1 (2) f5 D+ 4+ A (2) f=0 (1)

sont d’ordre fini, si et seulement si, les coefficients Ay, ..., Ay_1 sont des polynomes.
Frei [11] a prouvé que si p est le plus grand indice tel que A, est une fonction entiére

transcendante, alors il existe au plus p solutions linéairement independantes d’ordre



fini.

Dans cette direction, dans plusieurs travaux, il s’est apparu la nécessité de
¥ (2)
f(2)

travail dans ce mémoire. On va voir que la meilleure estimation qui a été donnée

I’éstimation du module des dériveés logarithmiques qui est I'objet de notre
par G. Gundersen [13], en 1988, était tres utile dans amélioration de beaucoup
de résultats dans ce domaine, d’ailleurs ce fameux travail est cité dans la majorité
totale des articles de ce domaine.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier chapitre est consacré
a quelques éléments de la théorie de R. Nevalinna nécessaires pour notre travail.
Dans le deuxiéme chapitre, on va donner les fameux théorémes de G. Gundersen
concernant ’estimation des dérivées logarithmiques puis on enchaine & un travail de
Latreuch et Belaidi qui classe les dérivées logarithmiques en introduisant ’ordre de

la croissance et on termine par quelques applications.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.

Nevanlinna

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans ce mémoire

et pour plus de détail voir [18].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jenson

Théoréme 1.1.1 [18] Soit f une fonction méromorphe telles que f(0) # 0, co
et soit aj,as, .....(resp. by, bs,....) ses zéros (resp. ses poOles), chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

In|f(0)| = %/0 In |f(re’)| de + Z an;nT — Z In |;|

|b;|<r J la|<r
Preuve:
On démontre le théoréme dans le cas o f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle

|z| = r. Considérons la fonction

r?—a;z 72— b;z
9(x) =1 ][] T(—/ I1 r(e—by)

Z— Qa;
laj|<r ]) [bj|<r



On a g # 0,00 dans le disque |z| < r et In|g (z)| est une fonction harmonique.

D’aprés la formule de la moyenne, on a

In|g(0)] = —/ln|g re'?) | de. (1.1)

D’autre part,

9 (0)] =1/ (0 |H— Hli

|a; |<r
d’oul

J J

In|g (0)] = In|f (0 |+Zln Z bL (1.2)
bj|<r

laj|<r

pour z = re'¥, on a

r? — [ r? — a_jrew B e (re — a;) 1

r(z —aj) | (retr — a;) N rel — a; B
et o o A ' .

r? —biz B r? — bire'? e (re‘“p — bj) _,

r(z — b)) | (retr — bj) n re' —b; -

Dot |g (re®?)| = | f (re*)|. De (1.1) et (1.2), on obtient la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, siz > 1,
In" z = max (Inx,0) =
0,si0<x<1.

Lemme 1.1.1 On a les inégalitées suivantes

(a)

Inz <Intz.

(b)

Intz <InTy (si 0 <z <y).



!
T

Inz=In"z—1In

1
Inz|=In"z+In" —.
T

In" (i ;1:1> <lIlnn+ ilrﬁ ;.
i=1 i=1

Preuve:
Montrons (c)-(f).
(c) On a
+ + 1 1
In"z—In"— = max{lnz,0} —max<In—.0
x T
= max{lnz,0} —max{—Inz,0}
= max{lnz,0} + min{lnz,0}
= Inuz.
(d) On a
+ + 1 1
In"z+In" -~ = max{lnz,0} +maxq{In—,0
x x

= max{lnz,0} + max{—Inz,0}
= max{lnz,0} —min{lnz,0}

= |lnzx|.

n
(e) Si sz < 1, alors I'inégalité est triviale.
i=1



Supposons que H x; > 1. Alors
i=1

(i) (i)
=1 =1
= i In ZT;
=1

< erﬁ x;; d’aprés (a).
i=1
(f) On a d’aprés (b) et (e)

n
In* (Zl xl> < In* (n max :UZ>
1=

< lnn+In" (max xz>

1<i<n

< Inn+ erﬁ Xi.
i=1

1.1.2 Fonction a—points

Définition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a,

on désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de I’équation f (z) = a situées dans

le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal & son ordre

de multiplicité et par n (¢, 00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque

|z| <t. Posons

T

N(T,@,f)zN(?",ﬁ) :/n(t’a’f);n(o’a’ﬁdt%—n(o,a,f)lnr, a # oo

0

et

T

N (r,00, f) =N (r, f) :/n(t’oo’f);nm’oo’f)dt—i—n((),oo,f)lnr.

0




N (r,a, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r.

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et @ un nombre

complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

2

1 1 1
m(r,a,f):m(r,m):%/hﬁmd@,a%oo
0

et

27
m(r,00, f) =m(r, f) = %/lrﬁ ‘f (rew)‘dgo.
0

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.4 On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la

fonction f par

T (r,o00,f) =T (r,f) =m(r,f) + N(r,[).

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-

linna

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour

tout nombre complexe a, on a
m(r,a, f)+ N (r,a, f)=T(r,f) + O (1)

ou

0<r<+4ooetO(l)=c(r,a) quand r — +oo.

Lemme 1.2.1 Soient f, f1, ..., f, des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des con-

stantes complexes telle que ad — ¢b # 0, alors



(b) ) )
m<THfz) < m (r, f;)
() ) )
N (Ta fz) S N(T,fl)
(d) ) )
N(r Hﬂ) <Y N(r fi)
(e) ) )
T(T,Zﬁ) < T(r,fi)+lnn, n>1
(f) ) )
T(erZ) <> T(rf), n>1
(&)
T (r,f")=nT(r,f), n €N
(h) i
af +
(neE) =T+, 1
(i) Soit
Yoa2)f
R(Z,f): P(Z7f) — izO

avec a; (), b; (z) coefficients méromorphes. Alors

T(r,R(z,[)) =dT'(r,f) +5(r, f),



ou d =max {p,q}.

Preuve:
Montrons (e)-(h)
(e) On a
m (fr,ZfZ) < Zm(r, fi) +1nn

et . .

N (Ta2f1> S ZN(r>fz)
donc

T (T,Zfz) = m <T’,Zfz> + N (T,Zfz>
< iT(r, fi) +1nn.

(f) On a

m (TaHfl> S Zm(ra fz)
et . .

N <r7Hf2> < ZN(r7fz),
donc

(g) On a |f"| = |f|" <1 équivaut a |f| < 1. Si |f| < 1, alors m (r, f™) = 0 et
N (r, f*) =nN (r, f). Donc

T(r, f") = N(r, f*) = n(N(r, f) +m(r, [)) = nT (r, f).

9



Si |f|] > 1, alors

(h) Si ¢ =0, alors

= m(r, [") + N (r, [")
= nm(r, f) +nN(r, f)
= nT(r,f).

d

T<T’af+b) _ T<T,2f+g>
T

Si ¢ # 0,alors on écrit

D’ou

af +0b
T<T’cf+d)

10



1.3 Ordre de croissance et ’hyper-ordre

Définition 1.3.1 ([18], [31]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre et

I’hyper-ordre de cette fonction sont définis respectivement par

o(f) = lim sup 22T

)
r—-+00 Inr

et

_ InlnT (r, f)
pr— ]_ l l —_—,
P2 (f) rﬂ1+oo Sup Inr

Si f est une fonction entiére, alors 'ordre et I’hyper-ordre de cette fonction sont

définis aussi respectivement par

, Inln M (r, f)
= 1 — 7
p(f) = lm sup—7 "=,
, Inlnln M (r, f)
= 1
p2(f) = lim sup O

ou M (r, f) = max|[f (z)].

|z|=r
Exemple 1.3.1 Soit f(z) = e*. Nous avons n (¢, f) = 0 car f n’admet pas des
poles, par conséquent N (r, f) = 0. De plus

27
1 COs
m(nf) = 5 [l ds
0

] b
— %/ln+‘ercosgﬁ’dgp

3
1
= —/rcoscpdgo
2
-2
o
= -
Donc
r
T )= —
(re?) = =

11



D’ou

) InT (r, f)
.| =1
p(e ) r—l>r—i¥loo Sup 1117' ’
et
P2 (ez) =0

Remarque. Sil’ordre est fini, alors 'hyper-ordre est nul.

Proposition 1.3.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1.

p(f+g) < max{p(f).p(9)}.

p(fg) < max{p(f),p(9)}

2. Sip(g) <p(f), alors

p(f+g)=p(fg)=p(f).

1.4 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.4.1 La mesure linéaire d'un ensemble £ C [0, +00] est définie par

m (E) = / xi (1) d,

ol xp (1) est la fonction caractéristique de 'ensemble E et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1,4o00[ est définie par

+o0

Lm (F) = /XFT(t)dt.

12



Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de ’ensemble F = [1,2] C [0, 00| est

+o0

m (E) = /XE(t)dt—/Zdt—l.

0

La mesure logarithmique de I'ensemble F' = [e, e?] C [1, +oo| est

—+00 et
tmpy = [XeWy [ _g
t t
1 e

Définition 1.4.2 [18], [31] Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de

convergence des zéros de la fonction f est définie par

A(f)= lim supM

r—+00 Inr

N<r,%) ()/Tn(t’%) ;n(O, )dt—i-n(O,%)lnr,

et 'exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

A(f) = lim SUPM

r—+00 Inr

Y

ou

=

Y

ou

=

v (1) - Ojﬁ@’%) 0D (0. e

t f

et m <t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le

disque |z| < t.

Exemple 1.4.2 Soit f (z) =€ —a, a # 0,00.

13



Onae*=a<= z=Ina=Inla|+i(arga+ 2km), k€ Z

|z| < t:\/(1n|a|)2+(arga—|—2k7r)2<t

—\/t2 — (Ina)® — arga 2 — (Ina)® — arga
5 <k<
m

= 2
1 2 —(Ina)® 4
= nlt,~ )~ T Ut to
(03)~ =
= N(r,%>:;+0(1)
= A(f)=1

1.5 Indice central et le terme maximal

Définition 1.5.1 Soit f (z) = Z a,z" une fonction entiére. Pour tout r > 0 la
n>0

série E a,r"™ est convergente. D’ou

n>0
lim |a,|r" =0,
n——+00
et le terme maximal yu(r, f) = {max|a,|r", n € N} est bien défini. On définit

I'indice central par
v(r,p) = max{m: |a,|r™ = |a,| "} .

Exemple 1.5.1 Pour f(z) = a,2" + ... + ay, alors quand |z| = r — 400, on a

le terme maximal est |a,|r™ et par conséquent v (r, f) =n = deg (f).

14



Chapitre 2

Dérivées logarithmiques dans le

plan complexe

2.1 Fonction de proximité des dérivées logarith-
miques

Parmi les résultats fondamentanx de la théorie de R. Nevanlinna le résultat

suivant.
Théoréme 2.1.1[18] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante non

constante dans le plan complexe. Alors, on a

)
m <7",T> =0 (logT (r, f)+1logr), ke N.

Comme une conséquence immédiate de ce résultat, on a

m (r, #) =o(T(r,f)).

15



2.2 Estimations des modules des dérivées loga-
rithmiques

En 1988, Gundersen a publié un travail remarquable concernant le module des
dérivées logarithmiques. Il a établi les résultats suivants:

Théoréme 2.2.1 [13] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante et
H = {(k1,j1), (k2,72) -y (kg, Jq)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant
ki > j; > 0 pour i = 1,...,q, et soit &« > 1 une constante réelle. Alors, il existe
un ensemble F C [0,27) de mesure linéaire nulle et deux constantes réelles A > 0,
B > 0 dépendant seulement de « et H, tel que si ¢, € [0,27) — E, alors il existe
une constante Ry = Ry (10y) > 1 tel que pour tout z vérifiant arg z = ¢, et |z| > Ry

on a

¥ ()
e

'f(’“) ()
7 (2)

Corollaire 2.2.1 [13] Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante

k—j
log® rlog™ n; (ozr)) :

<A <T(ar, f) N n; (ron")

r

k—
<B (MlogarlogT(ar, f)) J.

d’ordre fini p et H = {(k1,71), (k2 j2), ..., (K4, jg)} un ensemble fini de couples
ki > j; > 0 pour ¢ = 1,...,q, et soit € > 0 une constante. Alors, il existe un
ensemble F C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si ¢, € [0,27) — E, alors il
existe une constante Ry = R (¢,) > 1 tel que pour tout z vérifiant argz = 1), et

|z| > Ry et pour tout (k,j) € H, on a

< ’z‘(k—j)(P—HE) .

Théoréme 2.2.2 [13] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante et
H = {(k1,51),(k2,J2), ..., (kg, jg)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant
ki > j; > 0 pour i = 1,...,q, et soit & > 1 une constante réelle. Alors, il existe un
ensemble F C (1, 00) de mesure logarithmique fini et deux constantes réelles A > 0,

B > 0 dépendant seulement de a et H, tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ £ U [0, 1]

16



et pour tout (k,j) € H, on a

k—j

‘JJZ(:; Ez; <A <T (O;T’ /) + e (TO”) log” 7“10gJr n; (ow")) )
(k) (5 ar =
';U)EZ; _B(—T(T’f)logarlogT(ozr,f)) .

Théoréme 2.2.3 [13] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante et
H = {(k1,51), (k2,J2), ..., (kg, jg)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant
ki > 4; > 0 pour ¢ = 1,...,¢q, et soilent a > 1 et ¢ > 0 des constantes réelles. Alors,
il existe un ensemble F C [0,00) de mesure linéaire fini et deux constantes réelles
A >0, B > 0 dépendant seulement de « et H, tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ E

et pour tout (k,j) € H, on a

IN

k—j
A <M +r°n; (ar) log™ n; (047")) ;

) (2)
e

Corollaire 2.2.2 [13] Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante

< B(T (ar, f)rflogT (ar, f))kij.

d’ordre fini p et H = {(k1,71), (k2 j2), ..., (K4, jg)} un ensemble fini de couples
d’entiérs vérifiant k; > j; > 0 pour ¢ = 1, ..., ¢q, et soit € > 0 une constante. Alors,
il existe un ensemble F C [1,00) de mesure logarithmique fini, tel que pour tout z

vérifiant |z| ¢ E'U [0, 1] et pour tout (k,j) € H, on a

< ’Z‘(k*j)(P*HE) .

f9(2)
o1

2)

Corollaire 2.2.3 [13] Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante
d’ordre fini p et H = {(k1,71), (k2 j2), ..., (kgy jg)} un ensemble fini de couples
d’entiérs vérifiant k; > j; > 0 pour i = 1, ..., g, et soit ¢ > 0 une constante. Alors, il

existe un ensemble E C [0, 00) de mesure linéaire fini, tel que pour tout z vérifiant

17



|z| ¢ E et pour tout (k,j) € H, on a

f (2)
700 (2)

< |Z|(k*j)(p+6) ‘

Ces résultats ont beaucoups d’applications sur I’étude de la croissance et 1'oscillation
des solutions des équations différentielles linéaires dont les coefficients sont méro-

morphes ou entiéres dans le plan complexe, (voir par exemple [5, 6, 7, 8, 17]).

2.3 Ordre de croissance des dérivées logarithmiques

Latreuch et Belaidi ont établi les résultats suivants.
Théoréme 2.3.1 [25] Soient k£ > 2 un entier naturel et f une fonction méro-

morphe. Alors

() melo () ()0 (5)- 223

(2.1)

Corollaire 2.3.1 [25] Soit f une fonction méromorphe. Si f7/ est d’ordre fini,

alors pour chaque entier k > 2

()<

Corollaire 2.3.2 [25] Soit f une fonction méromorphe. S’il existe un entier

k> 1tel que p (L) = p(f) et p(f) > pa (/) alors

max{X(f),X(%)}:max{)\(f),)\(%)}:p(f). (2.3)

De plus, si f est une fonction entiére, alors

Corollaire 2.3.3 [25] Soit f une fonction méromorphe tel que pour chaque

18



entier £ > 1, on a

(5)(7)

p <f(2;+1)) =p (fTI) , (k=>1). (2.5)

Exemple 2.3.1 Soit f(z) = sinz, il est claire que @ = const, pour chaque

Alors

entire k£ > 1. Alors d’aprés Corollaire 2.3.3

(57) () v

et de puis p <f7,> = p(f) = 1, nous obtenons que

() =rn=1 Gz,

Théoréme 2.3.2 [25] Soit f une fonction entiére avec un nombre fini de zéros.

Alors pour chaque entier (k > 1)

() =i (26)

Corollaire 2.3.4 [25] Soient f une fonction entiére et ¢ une constante non nulle.

Alors
p(f'+ef?)=p(f). (2.7)
2.4 Application pour les équations différentielles

Théoréme 2.4.1 [25] Soient & > 1 un entier et f la solution de ’équation
différentielle

FO 4 A D 4 4 Agf = F, (2.8)
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ou A;(j=0,...k—1), F # 0 sont des fonctions entiére vérifiant

max {p (F),p(A;) (j =0,k — 1)} < p(J). (2.9)

Alors
() = (fT) “X() = A(f). (2.10)

De plus, si # # const, (j > 2 un entier) , alors

()
() =p (fT) (=2, (2.11)

Théoréme 2.4.2 [25] Soient k£ > 1 un entier, et f une solution méromorphe

d’ordre fini de ’équation différentielle
O = Ay f+ Agf? + . 4+ A f" (2.12)

ou A, (j=1,...,n) (n > 2 un entier) sont des fonctions méromorphe vérifiant

max{p(A4;):j=1,...n} <p(f). (2.13)

p(f)zmax{X(f),X(%)}:max{)\(f),)\<%)}. (2.14)

Exemple 2.4.1 On a f(z) =

Alors

P vérifie I’équation différentielle
e —

et
max{p(4;):j =12} =0<p(f) =1

Donc, du Théoréeme 2.4.2, on a



2.5 Lemmes préliminaires

Lemme 2.5.1 [1] Soient ¢ : [0,+00) — R et h : [0,4+00) — R des fonctions
croissantes telles que g (1) < h(r) a 'exterieur d’un ensemble E de mesure linéaire
fini. Alors pour chaque A\ > 1, il existe o > 0 tel que g(r) < h(Ar) pour tout
T > 7.

Lemme 2.5.2 [14] Soient ¢ : [0,+00) — R et ¢ : [0,+00) — R des fonctions
croissantes telles que ¢ (1) < 1 (r) pour tout r ¢ EU[0,1], ou E C (1,400) est un
ensemble de mesure logarithmique fini. Soit v > 1 une constante donnée. Alors il
existe un ;= r1 () > 0 tel que ¢ (r) < ¢ (yr) pour tout r > ry.

Lemme 2.5.3 [9] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre infini avec I’hyper ordre

py (f) =0 < 400. Alors

_ Inlnvy (r)
1 — = =o0. 2.15
7’—1>£-noo Sup Inr ? ( )
Lemme 2.5.4 (Wiman-Valiron, [19], [29]) Soient f (z) = Zanz” une fonc-
n=0

tion entiére transcendante, et vy (1) son indice central. Soit z un point avec |z| =r

tel que |f (2)| = M (r, f). Alors, on a
_f(k) () _ Uf—(r) ' 0 un entier
O < . ) (14+0(1)), (k>1 tier) . (2.16)

Lemme 2.5.5 [3] On suppose que k > 2 et Ag, Ay, ..., Ax_1, ' # 0 sont des

fonctions entieres d’ordre fini. Si f est une solution de ’équation (2.8), alors

py (f) <max{p(4;):j=0,...k—1,p(F)} =0

2.6 Preuve du Théoréme 2.3.1

Montrons I'inégalité
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()G e e

() smelp ()} wen
Par la méme méthode, nous pouvons en déduire que
() 5 melo(§)(5)
(7))
< el (0)())
o (5) 2 () -o(5): w20

Maintenant on prouve 1’égalité. On divise la preuve en trois cas.

i) Supposons que p ( ) (f(H )) (2.17), on a

(f“\ (>< ) (k>1). (2.20)

De p <$> <p <&> <p (%) , Alors de (2.20) on a

!
(f(k+1) ) N (f,)

ii) Si p (#) > p (@) , alors par (2.20) on a

) (52)
p(f =p ) (2.21)

De (2.19) on a p (#) <p (’%) . Si on suppose que p (%) <p <f7/> , alors

R B
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Alors

IN

VAN

~~

2.19)




ce qui est une contraduction. Donc

(5)-+(5)

iii) On suppose que p <f7)> (f(kﬂ)) . De (2.19), on a p (#) <p (f7l) . Si
f/

on suppose que p <ff ) 0 (7) alors de (2.20) on obtient

(5)-+(5)

ce qui est une contraduction. Ainsi, de (i), (ii) et (iii) on déduit que

(D)ol e

De (2.24) nous pouvons en déduire qu’il existe toujours quelques entier j > 1 tel

()= (5)
(7)o (5) 222}

2.7 Preuve du Corollaire 2.3.2

que

Ainsi

Il existe (k > 1 un entier) tel que

/ (f—) — (). (2.25)
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D’autre par, pour tout donnée € > 0

Y _
T(T’f) -

3
=3

+ N (7“, f?,)

—I—N(r,%>+ﬁ(r,f)

Il
3

VAN
3
=
e e e

=

+ T)\1+E + T>\2+E

+ 2Tmax{/\1,)\2}+€, (226)

IA
3

T

N— — N N N

ot A =A(f), o=\ (%) . Alors du Théorémes 2.1.1 et (2.26), on a

T (r, f7) < O(ogT (r, f)+1ogr)+ 2rmaX{A1’)‘2}+€, (2.27)

pour tout 7 exterieur d'un ensemble F C (0, +00) de mesure linéaire fini. D’aprés

le lemme 2.5.1 et (2.27) nous obtenons

o(5) <m{mn 303 (5)}
max{pz (1) A () A @}

p(f), (2.28)

p(f)

IN

IA

ce qui implique

p(f):maX{X(f),X(%)}:max{)\(f),)\<})}. (2.29)

Si f est une fonction entiére, alors A <%> = A (%) = 0, ainsi de (2.29), nous

obtenons
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2.8 Preuve du Théoréme 2.3.2

Soit f une fonction entiére avec un nombre fini de zéros. Alors f peut étre
représentée par

f(z)=p(z)e, (2.30)

ol p est un polyndéme et g est une fonction entiere, et
8 = ey, (2.31)
ou II est une fonction entiére. Il est claire que f vérifie I’équation différentielle
pf® —11f = 0. (2.32)

i) Si f est une solution entiére d’ordre fini, alors g et II doivent étre des polynomes

et de (2.32) .
0 (fT) p (g) —0=p(f). (2.33)

ii) Si f est une solution entiére d’ordre infini, alors g et I doivent étre des

fonctions entiére transcendéntes et

p <$) = (g) = p(II). (2.34)

On a aussi de (2.32)

(k)
I = pr, (2.35)
alors de (2.35) et Théoréme 2.1.1, on a
f)
T(r,II) = m(rI) <m(r,p)+m (r, T)
= O(lnr)+ 0O (InrT (r, f)) (2.36)

pour tout 7 extérieur d'un ensemble £ C (0,+00) de mesure linéaire fini. Du
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Lemme 2.5.1 et (2.36) on obtient

p(I1) < py (f)- (2.37)

D’autre part, du Lemme 2.5.4, il existe un ensemble F C (1,+00) de mesure
logarithmique fini Lm (E) < 400 et on peut choisir z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U E
et |f(2)| = M (r, f), tel que (2.16) soit vérifice. Remplacant (2.16) dans (2.35) on
obtient

p () (ﬁ) 1+ o(1)] = [T (2)] < M (r.TT) (2.38)

r
vérifiée pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0, 1JUE et | f (2)| = M (r, f) . En utilisant
le lemme 2.5.2 et le lemme 2.5.3, de (2.38) on obtient

pa (f) < p(II). (2.39)

De (2.34), (2.37) et (2.39), on déduit que

2.9 Preuve du Corollaire 2.3.4

Nous définissons la fonction entiére G par
1
G (z) = —exp{cF (2)}, (2.40)
c

ou F' est une primitive de la fonction entiére f. On a

G"(2) = (f'+cf?) exp{cF (2)}. (2.41)
Alors
p (%) =p ([ +cf?), (242)
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et de py (G) = p(F) = p(f), alors du Théoréme 2.3.2 on obtient

p(f)=p(f +cf).

2.10 Preuve du Théoréme 2.4.1

En utilisant (2.8), nous pouvons écrire

f(kfl) !
— + Ap + ..+ A= +A0). (2.43)

En utilisant (2.9) et Théoréme 2.3.1, on obtient

p(f) < max {p (f;)) ri=1, .., k} =p <f7/) <p(f), (2.45)

et par le corollaire 2.3.2 et le lemme 2.5.5 nous pouvons en déduire facilement

que
s
f

Maintenant, on note n (r, 0, f) le nombre des zéros de f dans le disque {z : |z| < r}

puvzp( )zxuvzxu» (2.46)

et par 7 (r,0, f) le nombre des zéros distincts de f dans le disque {z: |z] <r}. 1l
(4)
est claire que si T (7 > 2) n’est pas une constante, alors

n(r,0,f)<n (T,O, %) ) (2.47)

N (7‘, %) <N (r, %) <T (7‘, %) : (2.48)

Donc
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ce qui implique

xn<o(Z2). (2.49)
De (2.46) et (2.49), on déduit
P =30 =220 () <o), (2.50)
il Sensuit que
pn=3n=2n=0(F) G22.

2.11 Preuve du Théoréme 2.4.2

En utilisant (2.12), nous pouvons écrire
I 1
ce qui implique, en utilisant le lemme 1.2.1, que

f) B
T(T,T) = T(r,Ai+Asf + ..+ A f"7)
= =0T (r, f)+S(rf). (2.52)

En utilisant le lemme 2.5.1 et le corollaire 2.3.2 on obtient

()= 3(3)) e ()
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Conclusion

Les dérivées logarithmiques jouent un roéle trés important dans 1’étude de la
croissance et oscillation des solutions des équations différentielles linéaires et non
linéaires dans le plan complexe.

Il y a une extension de la théorie de la distribution des valeures d’une fonction
méromorphe dans le plan complexe au disque unité. Plusieurs résultats ont été
obtenus dans le disque unité analogues aux ceux du plan complexe. En fait, en
2003, Igor, Gundersen et Heittokangas ont realisé le résultat suivant concernant les
derivées logarithmiques dans le disque unité.

Théoréme [10] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D tel que
fU) 2 0. Soient € > 0 une constante; et k, j des nombres entiers satisfisant & > j > 0
et d € (0,1). Alors, il existe un ensemble F C (0,1) de mesure logarithmique fini

% < 00, telle que

< ((1_#”)” max{log%,T(su),f)})kj, 2 ¢ E,

ous(|z])=1—=d(1—]z|). De plus, si p(f) < oo, alors

L\ B2
< ( ) el ¢ E.

11z

()

e

Ce théoreme a beaucoups d’applications dans le disque unité comme ce du plan

complexe (voir par exemple [15, 16, 20, 21, 22]).
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