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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf
Nevanlinna & la fin des années vingt joue un role trés important dans I’étude de la
croissance et 1’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le

domaine complexe.

Ce mémoire consiste a étudier les solutions des équations différentielles linéaires
du second ordre & coefficients fonctions entiéres. En 1982, Steven B. Bank et Ilpo
Laine [1] ont étudié la distribution des zéros des solutions de I’équation différentielle
[+ A(z) f =0, ou A(z) est soit un polyndome, soit une fonction transcendante.
Plut tard, différents résultats concernant cette étude dans le cas ou A (z) est tran-

scendante ont été obtenus. Voir par exemple [12, 13].

Dans l'é¢tude de ’équation différentielle f” + A(2) f' + B(z)f = 0, ou A(z) et
B (z) # 0 sont des fonctions entiéres, Gary G. Gundersen [5] a cherché des condi-
tions sur les coefficients de telle fagon que chaque solution soit d’ordre infini. On
sait que si A(z) est transcendante, alors au moins une de chaque deux solutions
linéairement indépendantes est d’ordre infini [4]. D’autre part, si A (z) et B (z) sont
des polynomes, alors chaque solution est une fonction entiére d’ordre rationnel fini

14, p. 108], [15, pp. 65-67], [16].

Le but de ce mémoire est d’étudier les différents résultats obtenus par Gundersen

[5] et les illuster par des exemples.



le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie

de R. Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude de ’ordre de croissance des solutions des
équations différentielles linéaires de second ordre a coefficients fonctions entiéres..
On trouve que si les coefficients vérifient certaines conditions de croissance, alors
chaque solution d’ordre fini va également satisfaire d’autres conditions de croissance.
On cherche aussi des conditions suffisantes sur les coefficients de telle facon que
chaque solution soit d’ordre infini. Finalement, on illustre chaque résultat obtenu

par quelques exemples.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on
désigne par n (¢, a, f) le nombre de racines de I’équation f (z) = a situées dans le
disque |z| < ¢, chaque racine étant comptée un nombre de fois égal & son ordre
de multiplicié et par n (t, 00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque
|z| < t.

Notons

T

[n(t,a, f) —n(0,aq, f)]dt—i—n((),a,f) logr (a # o0), (1.1.1)

N(r0.f) = t

=]

N (r, 00, ):N(r,f):/[n(t’oo’ ) =050 ] gy (0,00, f)logr, (1.12)

m(r,a, f) = %/logfr md@ (a # o0) (1.1.3)
0



et
27

m (r,00, f) =m(r, f) = By /logJr }f (rei9)| de, (1.1.4)

1
T
0
ot log™ z = max {0,logz}, > 0et 0 <r < +o0.
N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle
caractérise la densité des zéros de I’équation f(z) = a dans le disque |z| < 7 et

m (r,a, f) est dite fonction de proximité de la fonction f au point a. Elle exprime

la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe non constante. On appelle
fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f la fonction notée 7' (r, f)

définie par

T, f)=N(r,f)+m(r, f), (1.1.5)

ou 0 <r < +o0.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = €*, on a

m(r,f)=r/m, N(r,f)=0. (1.1.6)
D’ou
T(r,f)y=m(r,f)+ N (r,f) =r/m. (1.1.7)
1.2 Premier Théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour

tout nombre complexe a # oo, on a

m(rya, )+ N(rya, f) =T (r, f) +e(r,a), (1.2.1)



ot 0 <r < +oo et e(r,a)=0(1) quand r — +o0.

1.3 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe. Alors 'ordre de f noté

o (f) est défini par

o(f)= limsupw.

1.3.1
r—too  logT ( )

Remarque 1.3.1 Si f est une fonction entiére, alors 'ordre de f est défini par

log T log log M
o(f)= limsupOg—(T’f) = limsup oglog M (r, f>, (1.3.2)
rotoo  lOgT 00 logr
ou M (r, f) = max 1f ()]
Exemples 1.3.1
1) Pour la fonction f (z) =e*, on a
T(r,f)=r/m. (1.3.3)
Dou o (f) =1.
2) Pour la fonction f (z) = e, on a
T(r,f)~ < -, 7 — +00. (1.3.4)
(2m3r)2

Dot o (f) = +o0.

1.4 Exposant de convergence des zéros d’une fonc-
tion méromorphe

Définition 1.4.1 1 ([1]) Soit f une fonction méromorphe. Alors I'exposant de

convergence des zéros de la fonction f noté A (f) est défini par



log N (r,1/f)

=i 4.1.1
A(f) = limsup og (4.1.1)
Exemple 1.4.1
Pour la fonction f(z) = e* + b, ou b # 0, 0o, on a A(f) = 1.
1.5 Théoréme de Phragmén-Lindelsf
Soit a > 0. Notons
T
So = {z € C:largz| < ﬁ} , (1.5.1)
v, ={z:2=re" z€5,} et M(r,v,, ) =max|f(2)]. (1.5.2)

€7,

Théoréme 1.5.1 ([10, p. 214]) Soit f une fonction analytique dans le secteur S,

et continue sur 05, telle que

V2 €8S, |f(2)] < M, (1.5.3)

ot M (> 0) est une constante.

St
log log M
lim sup oglog M (r,7,, /) < a, (1.5.4)
P00 log r
alors
Vz e Syt |f(2) <M. (1.5.5)

1.6 Mesure et densité

Définition 1.6.1 ([8, pp. 318-319]) On définit la mesure linéaire d’'un ensemble
E C [0, +00) par

m (E) = /Om o () dt, (1.6.1)



ol xp est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Les densités supérieure et inférieure de I’ensemble F sont respectivement définies

par

E
et densE = lim infm. (1.6.2)

r—+00 T

_ E
densFE = lim SupM
r—-+00

Définition 1.6.2 ([8, pp. 318-319]) La mesure logarithmique d’'un ensemble H C
[1,400) est définie par

. oo XH (t)
Im (H) —/1 Tdt, (1.6.3)

ol Xy est la fonction caractéristique de I’ensemble H.

Les densités logarithmiques supérieure et inférieure de I’ensemble H sont respective-

ment définies par

— HnNJl HNMl
log densH = lim supu et log densH = lim inf_m( [ ,r])'
T—+00 10g T . r—-+00 log r

(1.6.4)



Chapitre 2

Ordre de croissance des solutions
des équations différentielles
linéaires du second ordre a

coeflicients fonctions entiéres

2.1 Introduction et résultats

On considére I’équation différentielle linéaire suivant

"+ AR +B()f=0 (2.1.1)

ou A(z) et B(z) sont des fonctions entieres avec B(z) # 0.

Il est connu que toutes les solutions de cette équation sont des fonctions entiéres et si
certains coefficients de I’équation (2.1.1) sont des fonctions entiéres transcendantes,
alors cette équation admet au moins une solution f d’ordre infini. D’autre part,
il existe plusieurs équations de la forme (2.1.1) possédant au moins une solution

d’ordre fini. Par exemple, la fonction f (z) = e* + 1 satisfait I’équation diférentielle

f”—i—@zf/—@zf:()-



La question qui se pose maintenant est la suivante:

Quelle sont les conditions sur les coefficients A (z), B (z) qui nous garantissent que
chaque solution f # 0 de l'équation (2.1.1) soit d’ordre infini?. De plus, si les
coefficients de I’équation (2.1.1) sont des polyndmes, avec B (z) # 0, alors chaque
solution de I’équation (2.1.1) est une fonction entiére d’ordre fini.

Dans ce chapitre, nous allons essayer de répondre a cette question en présentant

différents résultats dus & Gundersen [5] .

Dans ’é¢tude de l'équation différentielle (2.1.1), ou A(z) et B(z) # 0 sont des

fonctions entiéres, Gundersen a démontré les résultats suivants:

Théoréme 2.1.1 ([5,p. 417]) Si f # 0 est une solution d’équation (2.1.1) avec

o(f) < 400, alors quand r — oo,
T(r,B) <T(r,A) + O(logr) (2.1.2)

Corollaire 2.1.1:[5] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres telles que soit
(i) 0(A) < o(B), soit (ii)A est un polynoéme et B est transcendante. Alors toute
solution f # 0 de l’équation différentielle (2.1.1) est d’ordre infini .

Théoréme 2.1.2 ([5,p. 416]) Si f #Z 0 est une solution de I’équation (2.1.1) telle
que o(f) < +oo, alors exactemaent un de ces quatre cas doit étre vérifié:

(1) A(f) = o(f).

(i) A(f) < o(f) ,» A(z) et B(z) sont toutes les deuz transcendantes avec o(A) =
o(B). De plus, T(r,A) = T(r,B) + O(logr) quand r — +oo a l'extérieur d’un
ensemble E de mesure logarithmique finie.

(iii) 1 < A(f) < a(f) » A(z) et B(z) sont des polynémes non constants vérifiant
deg(B) = 2deg(A) > deg(4B — A?) et o(f) = 1 + deg(A).

(iv) f admet seulemant un nombre fini de zéros, o(f) > 1, A(z) et B(z) sont
des polynomes. De plus, on doit avoir exactemant un de ces quatre cas suivants:

(a)deg(B) > 2deg(A) et o(f) =1+ (deg(B))/2.

(b)deg(B) = 2deg(A) et o(f) =1+ deg(A).

9



(c)deg(B) < 2deg(A) et o(f) =1+ deg(B) — deg(A).
(d)deg(B) < 2deg(A) et o(f) =1+ deg(A).

Théoréme 2.1.3 ([5,p. 417]) Soient A(z) et B(z) # 0 des fonctions entiéres telles
que pour des constantes réelles «, [, 01, 05 qui vérifient o > 0, § > 0, et 0, < 0o,

on a

|A(2)| > exp {(1 +o(1))a W} (2.1.3)

et

1B(2)] < exp {0(1) W} (2.1.4)

quand z — oo dans 01 < arg z < 6. Soit € > 0 une constante donnée suffisamment
petite et soit S(e) Uangle 01 + ¢ < argz < 0y — €.

Si f # 0 est une solution de ’équation (2.1.1), ot o(f) < +o0, alors les conclu-
sions suivantes sont vérifiées :
(1) Il existe une constante b # 0 telle que f(z) — b quand z — oo dans S(e).

De plus,

f(2) — 0| > exp{—(l +o(1))a\z|f3} (2.1.5)

quand z — oo dans S(g).

(ii) Pour chaque entier k > 1,

F9)] < exp {~(1+ o(1))a |21 } (2.1.6)

quand z — oo dans S(g).

Théoréme 2.1.4 ([5,p. 418]) Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres telles

que pour des constantes reélles o, 3, 01, 03,00 o >0, 3> 0, et 61 <0, on a
1B(2)] > exp{(1+o(1>>a|z|ﬁ} (2.1.7)

10



et

|A(2)] < exp {o(1> W} (2.1.8)

quand z — oo dans 0; < arg(z) < 6. Alors chaque solution f # 0 de (2.1.1) est

d’ordre infini.

Théoréme 2.1.5 ([5, p. 418]) Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres, et soient
a >0 et B >0 des constantes tels que o(B) < (5. Supposons que pour tout € > 0,
il existe deux collections finies de nombres réels {®r} et {0} vérifant &1 < 0, <

b, < 92 <..<9,< en < ®n+1’ ol q)nJrl =&, + 27 et

n

> (Ppar — i) < (2.1.9)

k=1

telles que

|A(2)] = exp {(1 +o(1))a |z|5} (2.1.10)

quand z — oo dans 0; < arg(z) < 6. Alors chaque solution f # 0 de (2.1.1) est

d’ordre infini .

Théoréme 2.1.6 ([5,p. 419]) Si f # 0 est un solution de l’équation (2.1.1), ot soit
(i) p(B) < p(A) < 1, soit (ii) A(z) est une fonction transcendante avec o(A) =0

et B(z) est un polynome,alors o(f) = +oc.

Théoréme 2.1.7 ([5,p. 419]) Soient {®y} et {0k} deux collections finies de nom-
bres réels qui vérifient &1 < 07 < Py < Oy < ... < D, < 0, < P11, o0 D, =
D, + 27, et posons

= max (Pgprq — by) (2.1.11)

1<k<n

Supposons que A(z) et B(z) sont des fonction entiéres telle que une certaine con-

stantea; > 0,

[A() < O ([2]%) (2.1.12)

11



quand z — oo dans Py, < arg(z) < O pour k= 1,...,n, ot B(z) est transcendante

avec o(B) < %. Alors toute solution f # 0 de (2.1.1) est d’ordre infini.

2.2 Lemmes préliminaires

Soit I' = {(k1, j1) , (k2,J2) , ---s (km, Jm)} un ensemble fini de pairs distinctes d’entiers
vérifiant k; > j; >0 (j =1,2,...,m).

Lemme 2.2.1 ([6])

Soit w une fonction transcendante d’ordre fini p, et soit € > 0 une constante donnée.
Alors

(i) 1l existe un ensemble Ey C [0,27] de mesure linéaire nulle, tel que si ¥y €
0,27 — E4, alors il existe une constante Ry = Ro(¥q) > 0 telle que pour tout z,

vérifiant arg(z) = Wq et |z| > Ry et pour tout (k,j) € ', on a

‘w(m(z)

(k—3)(p—1+<)
00| < 12| (2.2.1)

(ii) Il existe un ensemble Fy C (1,00) de mesure logarithmique finie, tel que pour

tout z vérifiant |z| ¢ E5 U [0, 1] et pour tout (k,j) € I'jon a (2.2.1) .

(iii) I existe un ensemble E3 C [0,00) de mesure linéaire fini tel que pour tout z

vérifiant |z| ¢ E3 et pour tout (k,j) € I', ona

k
’M < |o|mDote) (2.2.2)

wd)(2)

Lemme 2.2.2([5, p. 421])

Soit w une fonction transcendante d’ordre fini n > 1 avec A(w) < n. Alors il existe
une constante b # 0 et un ensemble E C (1,00) de mesure logarithmique finie tels
que

= (1+0(1))bz""" (2.2.3)




quand z — o0, |z| ¢ E.

preuve. D’aprés ’hypothése et le théoreme de la factorisation de Hadamard, il
s’ensuit que n est un entier positive et que w(z) = h(z)exp(cz™), ou ¢ 2 0 est une

constante et h(z) est une fonction entiere qui vérifie o(h) < n. Alors

I

W) H()

+ enz" (2.2.4)

Comme o(h) < n, il s’ensuit d’aprés le lemme 2.2.1 (i7) qu'’il existe un ensemble

E C (1,00) de mesure logarithmique finie tel que

= o(1) |2|" (2.2.5)

quand z — oo, |z| ¢ E. En utilisant (2.2.3) et (2.2.5), on trouve (2.2.3).

Lemme 2.2.3 ([3,p. 697]) Soit w une fonction entiére d’ordre p avec 0 < p < 3,
et soit € > 0 un constante donnée. Alors il existe un ensemble S C [0,00) avec

densS > 1—2p tel que w(z) > exp(|z|°’~°) pour tout z vérifiant |z| € S.

Lemme 2.2.4 ([5,p. 421]) Soit w une fonction entiére telle que |w' (2)| ne soit

pas borné dans un certain rayon arg z = 0. Alors il existe une suite infinie de points

2, = rpe?, ot 7, — 400 telle que w' (z,) — 0o et

< (1+0(1)) |z (2.2.6)

quand z, — Q.

Preuve. Posons M (r,w',0) = maﬁgc\w’ (2)),ou F={2€ C:0< |z] <ret
zZE

arg z = A}. Il s’ensuit qu’il existe une suite infinie de points z, = r,e?. o r,, — +00
)

telle que M (r,w’,0) = }w’ (rnew)} pour tout n. Ainsi pour chaque n, on a

13



w (z,) = w (0) + [ w' (2) dz,

(2.2.7)
|w (zn)] < |w (0)] + 7 [0 (20)]

Comme w' (z,) — 00, on obtient (2.2.5).

Lemme 2.2.5 ([5]) Soient g(r) et h(r) sont des fonctions monotones non décrois-
santes dans [0,00) telles que g(r) < h(r) pour tout r ¢ EU[0,1], ou E C (1,00)
est un ensemble de mesure logarithmique finie. Soit o > 1 une constante donnée.

Alors il existe un ro = ro(a) > 0 tel que g(r) < h(ar) pour tout r > 7.

Preuve . On raisonne comme dans ([2,p.519]). D’aprés les hypothéses sur FE, il
existe un rq = ro(a) > 0, tel que pour tout r > 1o, U'intervalle [r, ar] doit contenir

un point 7, avec 11 ¢ E'U0,1]. Alors ¢g(r) < g(r1) < h(r1) < h(ar).

Lemme 2.2.6 ([5,p.421]) Soit w une fonction analytique dans un rayon argz = 0

et supposons que pour une certaine constante o > 1, on a

w' (2)

w (2)

=0 (2] (2.2.8)

quand z — oo le long de argz = 0. Alors il existe une constante ¢ # 0 telle que

w (2) — ¢ quand z — oo le long de arg z = 6.

Preuve . D’aprés (2.2.8), il s’ensuit qu'il existe un Ry > 0 et un domaine simple-
ment connexe D tels que w’/w soit analytique dans D et ou si z vérifie argz = 0
et |z| > Ro, alors z € D. Ainsi il existe une fonction analytique F (z) dans D telle
que F' = w'/w dans D. Si z; = 1 exp (i6) et zo = ryexp (if)) sont assez grands, ol

Ry < ry < ry, alors par la considération de

Flz) = F(2) = / b Z/fgdﬁ (2.2.9)

14



et (2.2.8), on peut déduire qu'il existe une constante b telle que F' (z) — b quand
z — o0 le long de arg z = 6. 1l s’ensuit qu’il existe une constante ¢ # 0 telle que

w (z) — ¢ quand z — oo le long de arg z = 6.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.2

Suposons que f Z 0 est un solution de I’équation (2.1.1) telle que o(f) < +00. On

peut écrire 'équation (2.1.1) sous la forme

kh\

B(z) = f? + A(z) (2.3.1)

|

D’ou d’apres les résultats fondamentaux de R. Nevanlinna sur les fonctions méro-

morphes [7, p. 5], [7, Théoréme 2.2, p. 34| et [7, Théoréme 3.1, p. 55|, on a

m(r,B) < m <r,f7> +m (r, f7) +m (r, A) + O(1)
< m(r,A)+O(Inr). (2.3.2)
D’ou
T(r,B) <T(r,A)+ O(logr) (2.3.3)

Exemple 2.3.1 Considérons I’équation différentielle:

e (2 4422 4+ 22672) f=0. (2.3.4)

La fonction f (z) = e est une solution de I'équation d’ordre o(f) = 2 < +oc. Alors
d’apres le Théoréme 2.1.1, T (r, — (2 + 422 + 2z¢7*)) < T'(r,e %) + O(Inr) quand

r — OQ.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2

Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.1.1) avec o(f) < +oo. On

suppose que A(f) < o(f).Posons n = o(f). Alors n > 1 est un entier. D’aprés
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(2.1.1), on a

_B;,Z)f . ]}— (2.4.1)

D’aprés le Lemme 2.2.2, il existe une constante b # 0 et un ensemble F C (1, 00) de

Az) =

mesure logarithemique finie tels que

= (14 o0(1))bz""" (2.4.2)

quand z — o0, |z| ¢ E.
D’aprés les résultats fondamentaux de R. Nevanlinna sur les fonctions méromorphes

[7, p. 5], [7, Théoreme 2.2, p. 34] et [7, Théoréme 3.1, p. 55, (2.4.2) et (2.4.1) ona

f S
m(r,A) < m <r,7) +m (7’, F) +m (r, B) + O(1)
< m(r,B)+O(lnr). (2.4.3)
quand 7 — oo, 7 ¢ E.
D’ou
T(r,A) <T(r,B)+ O(logr) (2.4.4)

quand r — oo, r ¢ E.

Comme T'(r, B) < T(r, A)+O(log r) quand r — +oo d’aprés (2.1.2), on obtient que

T(r,B)=T(r,A) + O(logr) (2.4.5)

quand r — oo, r ¢ E.

Premiérement supposons que B(z) est transcendante. Alors A(z) est transcen-
dante d’aprés (2.4.5). Comme la fonction caractéristique de R. Nevanlinna est une
fonction croissane en r, on peut déduire d’aprés (2.4.5) et le Lemme 2.2.5 que
o(A) = o(B);Cest le cas (i1).

Maintenant supposons que B(z) # 0 est un polynéme. Alors A(z) est un polynome
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d’aprés (2.4.5). On doit utiliseR la transformation connue

w(z) = f(2) exp(%/A(z)dz) (2.4.6)

En substituant (2.4.6) dans (2.1.1), on trouve

w4+ G (z)w =0, (2.4.7)
G(z) = B(z) — 1A'(2) — L (A(2))?. Si G(2) £ 0, Alors(voir [1, Theoréme 1])
o(w) =1+ @. (2.4.8)
Comme A (f) < o(f), on a aussi
f(2) = h(2)e?®), (2.4.9)

ol h(z) est soit un produit canonique, soit h(z)/z est un produit canonique, Q(z)
est un polynome et o(h) = A(f) < o(f) = deg(®). On substituant (2.4.9) dans

(2.1.1), on trouve

"

% + (2Q" + A)%/ +Q"+ (Q)+ AQ + B=0. (2.4.10)

Notons o = deg(A) et 8 = deg(B).

Premiérement, supposons que S > 2a. Alors d’aprés l'application de la théorie
de Wiman-Valiron [14] & 1’équation (2.1.1), on obtient que o(f) = 1 + /2. D’ou
o(f) = o(w) d’apres (2.4.6) . Comme d’apres (2.4.6), A(w) = A(f) < o(f) = o(w),
il s’ensuit d’aprés (2.4.7) et [1, Théoréme 1] que w admet seulemant un nombre fini

de zéros. Donc f admet seulemant un nombre fini de zéros; C’est le cas (iv)(a).

Maintenant supposons que [ < 2«. Alors d’aprés Papplication de la théorie de
Wiman-Valiron a I’équation (2.1.1), on obtient que o(f) < 1+ . D’aprés (2.4.8).

o(w) = 1+ a. Donc o(w) > o(f) > A(f) = AMw), une autre fois, on obtient
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d’aprés (2.4.7) et [1, Théoréeme 1] que w et f chacune admet un nombre fini de
zéros. Si o(f) =1+ «, alors on obtient le cas (iv)(d). Maintenant, on suppose que
o(f) <14 a. Daprés (2.4.9), deg(Q') = o(f) — 1 < a, et h est un polyndéme. Alors
en faisant tendre z vers 'infini dans (2.4.10),on déduit que deg(AQ') = deg(B). Ce
qui méne & o+ o(f) — 1 = 3;Cest le cas (iv)(c).

Maintenant supposons que 3 = 2a = deg(4B — A?) et G(z) = 0 dans (2.4.7). Alors
A(z) £ 0 (car B(z) # 0). Alors d’aprés (2.4.7) et (2.4.6), il s’ensuit que f admet

seulemant un nombre fini des zéros et que o(f) =1+ «; C’est le cas (iv)(b).

Ensuite supposons que 3 = 2a = deg(4B — A?) et G(z) £ 0. Alors o(w) = 1 + «
d’aprés (2.4.8). Par application de la théorie de Wiman-Valiron & (2.1.1), on trouve
o(f) <1+ a. Donc o(w) > o(f) > A(f) = Mw) et donc comme ci-dessus w et f
chacune admet seulement un nombre fini de zéros. Si o(f) = 1 + « alors on obtient
le cas (iv)(b). Sio(f) < 1+a, alors comme ci-dessus, on peut déduire d’apres (2.4.9)
et (2.4.10) que deg(Q') = o(f) — 1 < a, h est un polynome et deg(AQ’) = deg(B).
Ce qui donne o(f) + a — 1 = . Mais ceci contredit § = 2a et o(f) <1+ a.

Finalement, on suppose que 3 = 2a > deg(4B — A?). Alors o(w) < 1 + a d’aprés
(2.4.7) et (2.4.8). Alors d’aprés (2.4.6), on obtient o(f) = 1+ a. Si f admet une
infinité de zéros. alors c’est le cas (iv)(b). Si f admet seulemant un nombre fini
de zéros, alors d’aprés (2.4.6), (2.4.7), (2.4.8) et [1, Théoréme 1], on déduit que
A(f) = Mw) = o(w) > 1; Clest le cas (7ii).

L’exemple suivant illustre le cas (i) du Théoréme 2.1.1

Exemple 2.4.1 L’équation différentielle

f"+ef —eff=0 (2.4.11)

admet une solution f (z) =e* + 1 avec o(f) =1 = A(f).
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L’exemple suivant illustre le cas (iii) du Théoreme 2.1.1

Exemple 2.4.2 Soit ) un polynome non constant. Alors d’aprés [3, Théoréme 1],

il existe une solution w # 0 de I’équation

w” — %(Z)w =0 (2.4.12)

qui vérifie o (w) = Mw) = (1 + deg (Q)) /2 = 2. Alors f(z) = w(z) exp(—3 [ Q (2) dz)

vérifie I’équation )
(Q(2))
4

f"+Q(2) f + +f=0 (2.4.13)

et 1< A(f) = (1+degQ) /2=2 < o(f) = 1 +deg (Q).

De plus, si 'équation (2.4.12) posséde deux solutions linéairemaent indépendantes
wy et wy avec o(w;) = Mw;) = (14 deg(Q)) /2 = 2 pour i = 1,2, alors I’équation
(2.4.13) va avoir deux solutions linéairemaent indépendantes f; et fo avec 1 <
o(f:) = Mf;) pour i = 1,2. Par exemple, pour Q(z) = 2z, les fonctions fi(z) =
(sinh 2) exp(—22/2) et fa(z) = (cosh z) exp(—2?/2) sont solutions de I’équation f” +
22f + 22f =0.

L’exemple suivant illustre les quatre cas de (iv) dans le Théoréme 2.1.1.

Exemple 2.4.3 Si P est un polynéme de degré n > 1. Alors f = e vérifie
Péquation (2.1.1) avec A =0 et B = —P" — (P')’.

Lorsque n > 2,0n a 2deg(A) =0 < deg(B) =2n—2et o(f) =n=1+ w; c'est
le cas (a). Pour n =1, on a 2deg(A) = deg(B) =0et o(f) =1=1+deg(A); Clest
le cas (b).

Soit k > 1 un entier. Alors f(z) = exp(z*) Veérifie I'équation
1+ (H(z) = k") ff = (k(k = 1)2" 2 + k2" TH(2)) f =0, (2.4.14)

ot H(z) = zFet c’est un exemple pour le cas (c).

Soit k& > 2 est un entier, Alors f(z) = exp(z*) Vérifie 'équation (2.4.14) avec
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H(z) =0 et c’est un exemple pour le cas (d).

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.3

Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.1.1) avec o (f) < +oo. Posons
= o (f). Alors d’apres le Lemme 2.2.1(i), il existe un ensemble F; C [0,27) de

mesure linéaire nulle tel que si ¢, € [0,27) — Ej, alors

"

[ ()
f'(z)

quand z — oo le long de arg z = 1),

=o(1)]z° (2.5.1)

Maintenant, supposons que | f’ (z)| n’est pas bornée dans un certain rayon arg z = ¢,
ol ¢, € [01,02]— E1. Alors d’aprés le Lemme 2.2.4, il existe une suite infinie de points

Zn = rpe'®, o r, — +00 telle que f’(z,) — oo et

f (zn)
7 (zn) < (1+0(1)) |zl (2.5.2)
quand z, — 00.
D’apres (2.1.1), on a
460 < |5+ 151 |2] (253)

En utilisant (2.1.3),(2.1.4),(2.5.1),(2.5.2) et (2.5.3), on obtient que

exp { (1+ o(1)a |20/} < o(1) |20/ + exp {o(1) |20/} (1 + 0(1) |2
Ce qui donne

o(1) |z
exp {o(1) [zl |

Sid > 1, alors en écrivant l'inégalité (2.5.4) sous la forme

exp{(l +0(1))0¢]zn]6} < +(1+0(1)) |2l (2.5.4)
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ep{roMalal’} o)t
ESE  exp {0(1) |zn|’8} ESE

Y

on obtient une contradiction quand z,, — oo.

Si 6 <1, alors en écrivant 'inégalité (2.5.4) sous la forme

ep{+oMalal’} o)L
2 " laalesp {o V) ]zl’}

on obtient une contradiction quand z,, — oo.

+(1+0(1)),

Donc |f’ (2)| est bornée dans chaque rayon argz = ¢, ou ¢ € [01,02] — E;. Alors
d’apres le Théoréme classique de Phragmén-Lindelof, il existe une constante M > 0

telle que

If ()l < M (2.5.5)

pour tout z € S (¢). Si 6y € [0; + €,05 — €] — E4, alors quand arg z = ), on obtient
de (2.5.5) que

FEIIF O+ [ £ @] <If @+, (25.6)
D’apres (2.5.6), (2.5.1) et (2.1.1), on trouve que
AN ()] <o) £ @12 + IBEHIFO) + M} (25.7)

quand z — oo le long de argz = 6y. D’apres (2.5.7),(2.1.3) et (2.1.4), on peut

déduire que

F ) <ep{=(1+o()al} (2.5.8)

quand z — oo le long de arg z = 6y. En utilisant une application du Théoréme de

Phragmén-Lindelsf pour (2.5.8), on peut conclure que

I <exp{-(1+o(M)al’} (2.5.9)
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quand z — oo dans S (2¢) . Ceci donne k = 1 dans (2.1.6) .

Maintenant, soit z € S (3¢), ou |z| > 1, v un cercle de rayon un et de centre en z
et soit k£ > 1 un entier. Alors d’aprés la formule de Cauchy et (2.5.9), on obtient

quand z — oo dans S (3¢),

‘f(k) (Z)‘ < (k—l)! |f’(U)| ]du| gexp{—(1+o(1))a\zlﬁ}. (2‘5‘10)

2 ¥ |Z_U|k

Ceci prouve (2.1.6).

Maintenant, fixons 0, ot ; +¢ < 0 < 5 — € et posons

+o0
ag = / f(te”) e’dt, (2.5.11)
0

ot nous notons que ay € C d’aprés (2.1.6) . Soit 2z = |z]| e, o1 0 +e <9 < 0y — .

Alors d’apres le Théoréme de Cauchy et (2.5.11), on obtient que

z +o0
f(z)=f(0)—ay = /0 I (u) du — /0 £ (te”) e?at
= /w I (2] €%) i || e®dé — m £ (te) e”dt.(2.5.12)
0

||

Comme

I (2)] < exp{—(1+o(1))a|z|6} (2.5.13)
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quand z — oo dans S (¢), alors d’apres (2.5.12), on trouve que

0]

+oo
— '/ |Z| 1§ ’ | z{dé; / tez@ z@dt'

< - euz\exp{ 1+0(1)a W’} / exp {— (1+0(1))at’} dt

|2|
= 0] 2] exp { = (1+ 0 (1)) |2’}
1 /+°° (14 0(1))aptr
(1 +o0() apl=exp (14 0()alf) S e {(1+0(1)) 0ty }

af
< [ =ollzlexp{~ (1+0(1)als’}

IN

+ dt

1 Kl
- " sy expq—(1+o(1)) -
(1+0(1) apl"exp {(1+ 0 (1)) ol }
< exp{—(1+0(1))a|z|’8} (2.5.13)

quand z — oo dans S(g), ou b = f(0) + ag. Notons que ap dans (2.3.11) est
indépendant de 6. Comme (2.5.13) est I'inégalité (2.1.5) , il reste seulement & montrer
que b # 0. D’apres le Lemme 2.2.1(i), il existe un rayon argz = 1, ou 01 + & <
Yy < 0y — ¢ tel que

‘f” (2)
f(z)
quand z — oo le long de argz = ¢y, ou § = o (f). Alors d’apres (2.5.14), (2.1.4),
(2.1.5) et (2.1.1), on a

=o(1)|2)* (2.5.14)

f/ (Z) < f/l

G

' z)

It

wloit] e
exp{(1+0(1))a|z|’8} exp{(1+0(1))a|z|’8}

Z
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o(1)[z*
exp { (1 +o(1) a|z|"}
< exp{—(1+0(1))0z|z|5} (2.5.15)

< exp{-(1+oM)alz’} +

quand z — oo le long de arg z = 1,. En appliquant le Lemme 2.2.6 & (2.3.15) et en
notant que f(z) — b quand z — oo dans S (¢) d’apres (2.5.13), on voit bien que

b # 0. Ainsi la preuve du Théoréme 2.1.3 est compléte.

Exemple 2.5.1 Pour toute constante b # 0, la fonction f(z) = e* + b vérifie

I’équation

yan (ez —be*Z+b—2) Fr(l—e)f=0 (2.5.16)

2.6 Preuve du Théoréme 2.1.4

Supposons que f # 0 est un solution de (2.1.1) telle que o(f) < 400. On pose
o(f) = p-
D’aprés lemme 2.1.1(7), il existe un ensemble £} C [0,27) de mesure linéaire nulle

tel que si ¢, € [0,27) — Ej, alors

LO e |12 o)
quand z — oo le log de arg z = v,,.
On peut écrire (2.1.1) sous la forme
B(z) = —fTH — fTIA(z) (2.6.2)
D’aprés (2.6.1) et (2.6.2), on a
B(2)| < o(1) 2" |A(2)| + o (1) |2 (2.6.3)

quand z — oo le long de arg z = v,
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En utilisant (2.6.3), (2.1.7) et (2.1.8), on obtient

exp {(1 +o(1))a |z|’3} < o(1)]2]" exp {0(1) |z|5} Fo(1)]z* (2.6.4)

quand z — oo le long de arg z = 1,00 .9, € [01,0,] — Ej.

Ce qui donne

1) |z
exp {(1-+ o(1)a 2"} < o)) o + —72 (26.5)
exp {o(1) |2’}
quand z — oo le long de arg z = 1,00 .9, € [01,0,] — Ej.
Alors en écrivant 'inégalité (2.6.5) sous la forme
exp{(1L+oM)al"} ) o (1)
21 S o + 5 (266)
2 2 exp {o 1) 217}
on obtient une contradiction quand z — oc.
Alors toute solution f # 0 de (2.1.1) est d’ordre infini.
Exemple 2.6.1
Considérons I’équation différentielle:
"+ f +—=2e7f =0. (2.6.7)
Dans cette équation, pour z = re? (r — 400) et %’r <0< ?jf, on a
1B (2)] = |—2¢7*| = 2exp (—rcosf) > exp{(1+0(1)) %} (2.6.8)

|A(2)| = |e*| = exp (rcosf) <exp(o(1l)r)

Il est facile de voir que les conditions du Théoréme 2.1.4 sont vérifiées avec (o = %,

B =1). Alors toute solution f # 0 de cette équation est d’ordre infini.
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2.7 Preuve du Théoréme 2.1.5

Supposons que f Z 0 est une solution de 1’équation (2.1.1), ot o (f) < +o0. Soient
e >0, {¢,} et {05} comme dans les hypotheéses. D’aprés (2.1.10) et les inégalités
o(B)<p(j=0,2....k —1), on voit bien d’apres le Théoréme 2.1.3 (i) que |f (2)]
est bornée dans chaque angle ¢, + ¢ < argz < 0, — e (s=1,2,...,n). Comme ¢
est arbitrairement petit, alors d’apres (2.1.9) et le Théoréme de Phragmén-Lindelsf,
|f (2)| est bornée dans tout le plan fini. D’ou f est une fonction constante non nulle

d’apres le Théoréme de Liouville. Ceci contredit (2.1.1).

Exemple 2.7.1 Considérons I’équation différentielle:

f"+ (sinz) f' + %Ef = 0. (2.7.1)

Alors d’aprés le Théoréme 2.1.5, chaque solution f # 0 de I’équation (2.7.1) est

d’ordre infini.

Exemple 2.7.1

Supposons que B(z), A(z), avec B(z) # 0 est une fonction entiére et n > 1 est un
entier, alors d’apres le Théoréme 2.1.5, chaque solution f # 0 des deux équations

suivantes est d’ordre infini:
" —sin(z")f'+ B(z)f =0, ouo(B) < n. (2.7.2)

et

f" —cos(z2)f' + B(z)f =0, ou o(B) < (2.7.3)

SIE

2.8 Preuve du Théoréme 2.1.6

Soit f # 0 une solution de ’équation (2.1.1). Si A(z) est une fonction transcendante

avec o(A) < 1 et B(z) est un polynome, alors Ozawa [11, Théoréeme 1] a montré

que o(f) = +o0.
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Maintenant supposons que o(f) < 400 et 0(B) < 0(A) < % Supposons en premier
que f admet une infinité de zéros. En intégrant fT autour des cercles |z| = r, il
s’ensuit d’aprés le théoréme des résidus qu’ il existe une constante R > 0 telle que

pour tous r > R, on doit avoir un point z,vérifiant que |z,.| = r et

1

|2 |

‘ /(o) (2.8.1)

f(zr)

Maintenant soit p une constante vérifiant o(B) < p < o(A). Alors d’aprés le Lemme

2.1.3, il existe un ensemble S C [0, 00) de densité supérieure positive tel que

|A(2)] > exp (|2]") (2.8.2)

pour tout z vérifiant |z| € S.
De plus, d’apres le Lemme 2.1.1(7i7), Il existe un ensemble E3 C [0,00) de mesure

linéaire finie tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ Ej3, ona

< |2, (2.8.3)

ou a=20(f)+1.
En utilisant (2.1.1), (2.8.1), (2.8.2), et (2.8.3), on voit qu’ il existe un z arbitraire-

ment large tel que

exp() _ a0 ‘m

2|

et ceci contredit o(B) < p.
Maintenant supposons que f admet seulemant un nombre fini de zéros. Alors f =

Pe? avec P # 0 et Q est un polynoéme. En substituant ceci dans (2.1.1), on obtient
P’ +2Q'P' +Q"p+ (Q)*P+ A(z) (P + Q'P) + B(2)P =0 (2.8.5)

Comme o(B) < 0(A), il s’ensuit d’apres (2.8.5) que (P’ 4+ Q'P) =0. D'ou P' =0
et ' = 0. Alors f est une fonction constante non nulle. Ce qui contredit (2.1.1).

Donc il est un impossible d’avoir o(f) < oo et o(B) < 0(A) < 3.
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2.9 Preuve du Théoréme 2.1.7

Supposons que f Z 0 est un solution de I’équation de (2.1.1) avec o(f) < +o0.
Posons § = o(f). D’aprés Lemme 2.1.1(7), il existe un ensemble E; C [0,27) de

mesure linéaire nulle telle que si Uy € [¢, 0;] — E1 pour quelque k, alors

"G _ O(|z*) (2.9.1)

—| = 2I%) e
O(el) et | %5

quand z — oo le long de arg(z) = ¥y. D’apres (2.9.1), (2.1.12), et (2.1.1), on obtient

f"(2)
f(2)

B(:)| < A(2) \J;(“ T — (1) (2.0.2)

2)

quand z — oo le long de arg(z) = ¥y, ot 0 = o + 2[5.
Maintenant soit € > 0 est un petite canstante vérifiant o(B) < 7/(u + 2¢) (c’est
possible car o(B) < 7). En utilisant le Théoreme de Phragmén-Lindelsf dans

(2.9.2), on peut déduire que pour un certain entier m > 0,
|B(z)| = O(|=[") (2.9.3)

quand z — +oo dans ¢, + € < arg(z) < 0y —e pour k = 1,...n.
Maintenant pour chaque k, d’aprés (2.1.11), on a @1 — 05 + 2e < p + 2¢ et donc

o(B) < . Ainsi en utilisant le Théoréme de Phragmén-Lindelof sur (2.9.3),

1
q>k+179k:+25
on peut déduire que |B(z)| = O(|z|™) gaund z — 400 dans le plan complexe. Ce

qui veut dire que B(z) est un polyndéme. Ce qui contredit les hypotheéses.

4

Exemple 2.9.1 Si B(z) est une fonction entiere transcendente avec o (B) < 3,

alors toute solution de I’équation

f// + (6,22 + eiz2> f/ + B(Z)f =0 (294)

est d’ordre infini.
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Conclusion

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires du second ordre a coefficients fonctions entiéres. On sait que ces
solutions sont des fonctions entiéres et elles sont soit d’ordre infini, soit d’ordre

infini.

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats dus a Gundersen [5] dans lesquels,
il a cherché des conditions de croissance sur les coefficients des équations différen-
tielles du second ordre & coefficients fonctions entiéres pour étudier ’ordre des solu-

tions de ces équations.

Dans ce travail, on a aussi donner plusieurs exemple pour illuster les différents

résulats obtenus par Gundersen [5].
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