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Introduction

La modélisation mathématique permet de transformer un phénomene réel en une
expression mathématique utilisée pour prédire et analyser son comportement. Cette dé-
marche repose généralement sur l'identification des variables principales (états, entrées,
sorties) ainsi que sur la compréhension des lois physiques [1], chimiques [13] ou biolo-
giques [1] qui régissent leur évolution. Ces phénomenes sont souvent modélisés a I'aide
des équations différentielles ordinaires (EDOs), lesquelles prennent la forme suivante

Yy =f(ty®, -,y V0, u0),

e yeR™ représente la variable d’état du systeme en fonction du temps ¢;
u € R” est le vecteur d’entrée ou de commande du systéme;

f est une fonction donnée, exprimant la relation entre les variables;

e neN* désigne I'ordre de la dérivation.

Malgré le grand succes des EDOs, elles ne permettent pas de modéliser certains phé-
nomenes dynamiques plus complexes. Cependant, les avancées récentes en science ont
montré que les équations différentielles d’ordres fractionnaires sont considérées comme
plus adaptées pour modéliser des phénomenes complexes avec une grande précision.
Contrairement aux EDOs, les EDFs integrent des dérivées d’ordre non entieres, ce qui
permet de mieux capturer les dynamiques des systemes réels.

Dans la littérature, plusieurs types de dérivées d’ordre fractionnaire sont inventoriés;
néanmoins, celle de Caputo est la plus adaptée a la modélisation des phénomenes réels.
Une équation différentielle fractionnaire peut étre exprimée par

m
> aiD%y(1) = u(y),
i=0
ou D% est la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputoavec n—1<a; < n, n€ N*,

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) linéaires peuvent étre représentées
de différentes manieres, parmi lesquelles nous trouvons :

o La représentation en espace d’état, particulierement utile pour analyser la dyna-
mique interne des systemes linéaires invariants dans le temps ainsi que pour le
controle, est exprimée par

Ax(t) +Bu(r),
Cx(t)+Dul(p),

{ D%x(1)
y(1)

ol D est la dérivée fractionnaire d’ordre « au sens de Caputo, avec n—1<a < net
n € N*, appliquée ala fonction x par rapport alavariable ¢, t € R;. x € R représente
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le vecteur d’état, u € R” est le vecteur d’entrée et y € R est le vecteur de sortie.
A € R™™ est la matrice d’état, B € R™*P est la matrice de commande, C € R7*™ est
la matrice d’observation et D € R7*? est la matrice de transmission.

e La fonction de transfert associée a cette représentation, notée G, permet d’étudier
laréponse du systeme dans le domaine fréquentiel, facilitant ainsi ’analyse des sys-
temes linéaires. Elle relie, sous certaines conditions, ’entrée u a la sortie y selon :

Yo

G(s) = U’

pour un certain s € C, o1 U et Y sont respectivement les transformées de Laplace de
I'entrée u et de la sortie y.

La théorie du controle repose principalement sur des outils mathématiques pour1’étude
et I’analyse des systémes dynamiques. Parmi les concepts fondamentaux de ce domaine,
nous trouvons I’énergie de la réponse impulsionnelle, également connue sous le nom de
la norme /5. Elle constitue I'un des critéres centraux pour évaluer les performances des
systemes linéaires invariants dans le temps. Cette norme, issue de la théorie des espaces
de Hardy !, permet de mesurer la précision du systéme ainsi que son comportement face
a des perturbations aléatoires ou controlées. Elle est définie par la fonction de transfert
dans le domaine fréquentiel et dans le domaine temporel par la réponse impulsionnelle.
Cette relation est établie a I’aide du théoréme de Plancherel.

Lobjectif de ce travail est de généraliser une approche développée récemment [4, 14]
pour le calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle d'un systeme dynamique d’ordre
fractionnaire unidimensionnel. Cette approche repose sur la représentation en espace
d’état, les techniques de la théorie des matrices et les transformations intégrales. Cette
étude se distingue des travaux précédents, tels que celui de Malti et al. [15], ou le calcul
de la norme /5, est effectué de maniére analytique en utilisant uniquement la fonction
de transfert. En revanche, 'approche que nous présentons dans ce manuscrit est plus
efficace et mieux adaptée numériquement.

Le présent manuscrit porte sur une étude théorique, suivie de simulations numé-
riques. Il est composé de trois chapitres

» Le premier chapitre présente les notions préliminaires essentielles. Nous commen-
cerons par rappeler certaines fonctions spéciales, puis nous introduirons l'intégrale
et la dérivée d’ordre fractionnaire, suivies de deux transformations intégrales.

e Le deuxiéme chapitre est consacré au calcul de I'énergie de le réponse impulsion-
nelle d'un systéme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel, en utilisant
une nouvelle approche. Nous présenterons d’abord un systeme dynamique ainsi
que ses différentes représentations, suivi de quelques définitions liées a la norme
6. Enfin, nous procéderons au calcul de cette norme.

1. La définition rigoureuse est la suivante : si 0 < p < +o0, alors, I'espace de Hardy -, (D) est'ensemble
des fonctions holomorphes f, i.e., analytiques définies sur le disque unité D = {z eC; |zl < 1} et satisfaisant
la condition

1
1 2n i p )
= — do| < +oo.
Wi, = sup (57 [ 17 (o) a0) <o
Lanorme | f| 7, €st dite norme p de Hardy de la fonction f.
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e Le dernier chapitre porte sur la validation numérique du résultat théorique obtenu,
en s’appuyant sur des exemples académiques. Nous réaliserons une comparaison
entre la nouvelle approche et celle proposée par Malti et al. [15], a 'aide de fonc-
tions de transfert de premier et de second type. Le calcul de la norme #, pour
différentes valeurs de «, appliqué a d’autres fonctions de transfert, sera également
examiné.

Ce manuscrit se termine par une conclusion, suivie d'une liste des articles et ouvrages
utilisés pour élaborer ce travail.



Chapitre 1

Eléments préliminaires

1 Introduction

Les concepts et notions clés utilisés dans ce modeste projet de recherche sont pré-
sentés dans ce chapitre. Nous commencerons par rappeler quelques fonctions spéciales.
Ensuite, nous introduirons I'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
ainsi que la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo. Enfin, nous aborderons quelques
notions relatives aux transformations intégrales de Laplace et de Mellin.

2 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présenterons certaines fonctions spécifiques. Nous ferons
référence a la fonction Gamma d’Euler, a la fonction Béta d’Euler, aux fonctions de Mittag-
Leffler et, enfin, a la fonction Delta de Dirac.

2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1 [12] Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma d’Euler, notée par
I, est définie par l'intégrale suivante

+00
Iz :f e ¥ ldr. (1.1)
0

Proposition 1.1 [12]

a) Pour tout z >0, nous avons
I(z+1)=2zI(2);

b) Pour tout z € N, nous avons
I(z+1) =2z

Exemple 1.1 Soit a calculer
+00 2
I= f 374 dz.
0



2. FONCTIONS SPECIALES

Nous avons

+00 InG3 2
I = f e 4Bz g,
0

VIR [ gy
41n(3) ’

0
S
4v/1n(3) 2
En dernier,
- Vn
4yInB)’

1
vu que F(E) =/

2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 [7] Pour tout Re (x) > 0 et Re(y) > 0, la fonction Béta d’Euler, notée par B,
est définie par l'intégrale suivante

1
B(x,y) :fo *la-p¥tde (1.2)

Exemple 1.2 Pour x =2 et y =3, nous obtenons

1
f t(1-1)2dt,
0
1

E.
Proposition 1.2 [7] La relation suivante établit le lien entre la fonction Gamma d’Euler I’
et la fonction Béta d’Euler B. En effet, pour tout Re (x) > 0 et Re (y) > 0, nous avons

o) L)

B(2,3)

2.3 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.3 [12] Pour tout o > 0 et z € C, la fonction de Mittag-Leffler a un parametre
est définie par

Zk

E(X(Z) = ]gm

Définition 1.4 [12] Pour tout o, p > 0 et z € C, la fonction de Mittag-Leffler a deux para-

metre est définie par

Zk

O Tk

k=0

Proposition 1.3 [12] Pour touta >0 et =1, nous avons

Eq1(2) =Eq(2).

En particulier, sia=p =1, il découle

El,l =e”°.
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Exemple 1.3 Poura =1 et} =3, nous avons

+00 Zk
Ei3(2) = .
1,3(2) I;)(k+2)!
Or,
+ooZk
e“ = ) —,
k=0 k!
+00 k 2
- 2Z_+z+1
k=2
= ZZEl,g(Z)+Z+1.
Ainsi,
et—z-1
E13(2) = 5
z

2.4 Fonction Delta de Dirac

Définition 1.5 [12] L'impulsion de Dirac est la fonction d définie par

0 si t#0,

6(”:{ 1 si t=0.

3 Intégration et dérivation d’ordre fractionnaire

Lobjectif de cette section est de présenter les définitions ainsi que quelques résultats
associés a l'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et a la dérivée
d’ordre fractionnaire au sens de Caputo.

3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.6 [12, 16] On appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
dordre o, a € RY, de la fonction f, et on la note par 1, la fonction définie par

12f(0)= f(t 1% f(r)dr, (1.3)

IACY)

ot I'(.) est la fonction de Gamma d’Euler définie par la formule (1.1) et a € R,..

Notation 1.1 Pour a=0, nous notonsIS f(t) =1 f(¢). Ainsi, l'équation (1.3) devient

I°f (1) = f(t 1% f(r)dr.

o)

Exemple 1.4 Soit la fonction f définie par
fy=1% o p>o0.

Calculons son intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.



3. INTEGRATION ET DERIVATION D’ORDRE FRACTIONNAIRE

Nous avons

1 t
P = —f (t—1)% tPdr,
I () Jo

to a— B
ﬁfo to‘l(l—;) ltﬁ(;) dr.

. , T Cp e . A )
En utilisant le changement de variable u = P et la définition de la fonction Béta d’Euler

(formule (1.2)), nous obtenons

B t(x+f)
I = B(a,p+1).
TBlh+1)
Par la proposition 1.2, il découle
Irip+1
L Cat B (1.4)
Ia+p+1)

3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.7 [5, 16] La dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo d'ordre q,
n—1<a<navecneN*,delafonction f, telle que f € €" (1), 1 <R, est donnée par

D*f(r) = 1" °D"f(1),

t
1_ 5 fo (t-0" ' fP(ndr, (1.5)

I'(n

oit "V représente la dérivée nieme de la fonction f par rapport a la variable t.
Exemple 1.5 Calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f présen-
tée dans l'exemple 1.4.

Nous avons

D*f(r) = 1" °D"f(p),
1"*D" P,
Comme
D"t = BB-1)---(B-n+1)P",
rp+1)

= ——  J 4bn
rp-n+1)

)

alors,
D%¢P 1" *D" f (1),
F(ﬁ + 1) 1« tﬁ—n.
rp-n+1)
Lutilisation de l'expression (1.4), permet d’obtenir

DI - rg+1) F(ﬁ—n+1)tﬁ_a
- Ip-n+1))Ip-a+1)
_ F(ﬁ+1) tﬁ—(x
C Ip-a+l)

Proposition 1.4 [12, 16] Pour touta >0, f, g€ €"((a, bl),[a,bl cR et A, p € R, nous avons
DY [Af (1) + ug(n)] = AD*f(2) + uD*g(1).




4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

4 Transformations intégrales

Les transformations intégrales permettent de convertir des systemes intégro-différentiels
complexes en systéemes algébriques plus simples, facilitant ainsi leur étude et analyse.
Elles peuvent généralement étre exprimées par

b
T [f®)] (s):f F(ON(z, 9)dt,
a

pour certains s € C et a, b € RU {—o0, +00}. N désigne le noyau de la transformation et f
représente la fonction a transformer.

L'un des critéres assurant l'existence d’'une telle transformation intégrale est énoncé
par la définition suivante

Définition 1.8 [7] Une fonction f continue est dite d’'ordre exponentiel, d’ordre a > 0 sur
t € [0, +00l, s'il existe une constante positive K telle que pour un certain t > T, nous ayons

|f(0)| =Ke".

Ainsi, en fonction des différentes expressions du noyau N et valeurs de a et de b, plu-
sieurs transformations intégrales peuvent étre définies.

Toutefois, dans la présente section, nous nous intéressons a deux transformations in-
tégrales : celle de Laplace et celle de Mellin. Elles constituent des outils essentiels pour
I’analyse des systémes dynamiques linéaires. Nous commencerons par donner leurs ex-
pressions puis les conditions assurant leur convergence.

4.1 Transformation de Laplace unidimensionnelle
4.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.9 [9] La transformée de Laplace unilatérale d’'une fonction f : R, — C conti-
nue, notée par £ [ f|, est définie par

Z\fw] (s):fo fne *tds,
ot s € C avecRe(s) > 0.

Les conditions garantissant’existence de la transformation de Laplace d'une fonction
f sont décrites dans les théoremes ci-dessous.

Théoreme 1.1 [7] Si une fonction f est continue ou continue par morceaux dans tout in-
tervalle fini [0, T] et d’ordre exponentiel d'ordre a > 0, alors, la transformée de Laplace de
L f] existe pour tout s telle que Re(s) > a.

Théoreme 1.2 [6] Supposons que
e f est une fonction continue par morceaux sur [0, +oo[ ;
e Pourcertaina<1, f(t)=0(t"*) lorsquet —0;
e Pourtoutb >0, e‘btf(t) tend vers 0, lorsque t — +oo.
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Alors, l'intégrale
f f(ne *tdr,
0

converge absolument pour Re(s) > 0 et définit une fonction holomorphe'® sur le demi-plan
Re(s) > 0.

Exemple 1.6 Soit f une fonction définie par

r si 0=st=<l,
1 si ¢t>1.

o - |

Cherchons sa transformée de Laplace unilatérale.
Nous avons

ZLf0]

f e ' f(pdt,
0

1 T
f te”'dt+ lim e Stdt,
0

T—+00 1

|
= >—, avec Re(s) > 0.
s

Proposition 1.5 [9, 17] Pour toutes fonctions f et g définies sur R, avec f € €" ([0, +ool)
et a,b € R, nous avons les propriétés suivantes

i. Linéarité
ZLlaf®+bg)]()=aZL[f(D)](s)+bZL[g®)](s);
ii. Dérivée d’ordre n,n e N*
n-1
L0 =s"L[fO]®- Y "1 Pwm|
k=0 t=0

iii. Produit de convolution

Z[(fxg) 0] =2 [fD] 2L [g®)] (),

ol

t
(f*g)(t):fO f(t—71)g(ndr.

Proposition 1.6 [9, 17] SoientteR,,veR,,acR etd la fonction Delta de Dirac, ainsi,

1.
£ [e] (5)= —;
S—a
2.
L8] (s)=1;
3.

vl 1
< (8)=—.
[ I(wv) ] s¥
1. Une fonction f: U c C — C est dite holomorphe si elle est C—dérivable en chaque point de U, et si sa
dérivée f’:U — C est continue.




4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

Définition 1.10 (9, 17] La transformée inverse de Laplace d’'une fonction F, notée £~ '[F],

est définie par

1 Y+ioco
L7HF@] () ==— F(s)e''ds,
271

Y—ioco

oLy est une constante réelle qui dépasse la partie réelle de toutes les singularités de F(s).

Remarque 1.1 Il est a noter que la transformée inverse de Laplace préserve les propriétés
de la transformée de Laplace.

Exemple 1.7 Pour tout s € C\ {0, 1}, considérons la fonction suivante

s+1

F(s) = —sz(s— ok

Ainsi, sa transformée inverse de Laplace est

L7F©]0 (0,

_1[ s+1
s2(s—1)

271 H (H-27! [i
2
S S

() +227! [L] (1),
s—1

—2—t+2e.

4.1.2 Transformée de Laplace et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.11 [16] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto d’'une fonction f : R, — C continument différentiable, notée par £ [D* f|, est définie
par

LDYF(1)] (s)

f D*f(He *'dt,
0

n-1
A [f(l.)](s)_ ZS(x_k_lf(k)(t) ,
k=0

t=0

oitseCavecRe(s)>0etn—1<a<n, neN*.

Exemple 1.8 Considérons l'équation différentielle d’ordre fractionnaire a coefficient constant
avec second membre
D f (1) = e, (1.6)

ot 0 < a < 1. La condition initiale associée a l'équation (1.6) est f(0) =0.
Pour résoudre l'équation différentielle (1.6), nous utilisons la transformation de La-
place. En effet,

1
ZLDf0] (=L [e*](s) < 5*F(s)=—ri,

— F(s):m.

Pour revenir a notre fonction f, nous utilisons la transformée inverse de Laplace. Ainsi,

2 Foln=2" | 0 = fo=—z

i (t)+i$_1 [L] 0)
s& a® s—al "

sX(s—a)

1 1
— f=—=1%14 —e%,
f(@ p g
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4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

4.2 Transformation de Mellin

Définition 1.12 [9] La transformée de Mellin d’'une fonction f : R, — C continue, notée
M ], est définie par

M f (D] (s):fo feslde,

oitseC.

Les conditions d’existence de la transformée de Mellin sont décrites par les théoremes
suivants.

Théoreme 1.3 [9] La transformée de Mellin de la fonction f existe, sila fonction f est conti-
nue par morceaux dans tout intervalle fermé [a, b] < [0, +oo], telle que

+00
f |F(v] 5 1dy,
0

est bornée pour un certain k > 0.

Théoréme 1.4 [6] Supposons que
o [ estcontinue sur [0, +oo[;
e PouruncertainacR, f()=0(t"*) lorsquet —0;
e Pourtoutt, f(t) tend vers 0 lorsque t — +oo.
Alors, l'intégrale de Mellin N
(0.0)
fo f(oelde,

converge absolument pour Re(s) > a et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > a.

Exemple 1.9 Considérons la fonction

f=a+p7L

1 X t
Pourt+1=——ildécoulet=——, x=——etdt=

X
—— . Ainsi,
1-x 1-x t+1 (1-x)2

A f(D)](5)

foof(t) 57 1dt,
0

f 1+ ' dr,
0

1
f 71 - x)"%dy,
0

B(s,1-39),
|

sin (7ts)

Proposition 1.7 [9] Soient f et g deux fonctions continues définies sur Ry et \, L € R, nous
avons

AN +pg()] () =AM [f(D)] () + ptd [g(1)] (9).

11



5. CONCLUSION

Proposition 1.8 [9] Pour tout n € N*, nous avons

+00 tS—l
[,
0 a+t"

(s)

a+th
B nn_la%_l 1
= — (1.7)
sm(—)
n

avec |arg(a)| < 7 er0 < Re(s) < n.

Définition 1.13 (9] La transformée inverse de Mellin de la fonction F, notée .4 ~'[F|, est
définie par

1 Y+ioo
MHFO] (D) = — F(s)t ds.
21

Y—ioco

5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter les concepts et outils fondamentaux qui
serviront de base aux résultats développés dans les chapitres suivants.
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Chapitre 2

Energie de la réponse impulsionnelle

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de calculer I'énergie de la réponse impulsionnelle d'un
systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel, également appelée norme
6, en utilisant une nouvelle approche [4, 14]. Tout d’abord, nous présenterons quelques
notions sur le systéme dynamique ainsi que ses différentes représentations. Ensuite, nous
rappellerons certaines définitions relatives a la norme ./%. Enfin, nous généraliserons
I’approche proposée dans [4, 14] pour le calcul de cette norme appliquée a un systeme
dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel. Contrairement a I’approche dévelop-
pée par Malti et al. [15], cette nouvelle approche est basée sur 'utilisation des techniques
de la théorie des matrices et des transformations intégrales.

2 Systeme dynamique d’ordre fractionnaire

Considérons un systeme dynamique linéaire standard d’ordre fractionnaire a temps

continu de la forme
Ax(t) + Bu(?),

Cx(t) +Dul(p),

(2.1)

{ D%x(¢)
y(8)

ot D% est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo, avecn—1<a < netneN*
appliquée a la fonction x par rapport a la variable ¢, t € R;. x € R™ représente le vecteur
d’état, u € R” estle vecteur d’entrée, y € R7 estle vecteur de sortie. A € R est la matrice
d’état, B € R™*P est la matrice de commande, C € R7*™ est la matrice d’observation et
D € R7*P est la matrice de transmission directe de ’entrée sur la sortie .

Les conditions initiales associées au systéme (2.1) sont

xD0)=x;9, i=0,n-1.

2.1 Définitions et résultats auxiliaires

Définition 2.1 [3] Un systeme dynamique linéaire fractionnaire standard a temps continu,
de la forme (2.1), est dit régulier si

det(s*I-A) #0,

pour un certain s € C.

13



2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

Proposition 2.1 [3] Soit A € R™*™. Alors, pour toutse Cetn—1<a<n avecneN*, la
série de Laurent autour de l'infini est définie par

oo . .
(s41-A) "= ) AfgmUrDe 2.2)
i=0

Théoreme 2.1 [3] Le systeme dynamique linéaire fractionnaire standard (2.1) admet comme
trajectoire

0 AlB t (i+Da-1 oo n-1 tia+k @
n=y — 2B [T gimasty g AN |
0= 7 1)0()[0( v udr+ 2 ) A et W

t=0
ou [ représente la fonction Gamma d’Euler (1.1)
Définition 2.2 [12] La paire (A, B) (out le systéme (2.1)) est dite controlable si
1g6=m ou €=(B AB --- A™'B).

Définition 2.3 [12] La paire (C, A) (out le systeme (2.1)) est dite observable si

C

CA

1g0=m ou 0=
CA;n_l

Exemple 2.1 Soit le systeme dynamique d’ordre fractionnaire (2.1) avec

-3 6 0 0
A=[0 -2 20|, B=|5] e C=(1 0 0).
0 0 5 1

e La matrice de controlabilité € est

0 30 =270
¢=|5 -30 160 [,
1 5 25

ainsi, le systéeme dynamique associé est controlable puisque g€ =3.
e La matrice d'observabilité O est donnée par

1 0 0
0=|-3 6 0
9 -30 -120

Puisque son rang est égal a 3, le systeme dynamique associé est observable.

2.2 Représentation d’'un systéme dynamique linéaire d’ordre fraction-
naire a temps continu

Dans cette section, nous étayons les multiples représentations d'un systeme dyna-
mique d’ordre fractionnaire, a savoir I'équation différentielle, la représentation en espace
d’état [18], la fonction de transfert [11], la réponse impulsionnelle [11, 12] et, en fin, la
matrice de Schur [19].

Avant d’aborder ces concepts, nous procéderons a la modélisation d'un phénomene
lié al’équation de secousse [2].

14



2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.2.1 Modélisation d’'un phénomeéne

Un cas particulierement intéressant est I’équation différentielle de secousse [2], la-
quelle illustre le comportement d'une variable physique en réponse a une accélération
changeante.

FIGURE 2.1 — Phénomeéne réel décrivant I'équation de secousse.

Cette équation ou I'évolution de y dépend non seulement de sa vitesse et de son ac-
célération, mais aussi de sa variation de son accélération, est une équation différentielle
du troisieme ordre.

D’une maniere purement théorique, I'’équation différentielle d’ordre fractionnaire ho-
mogene de type secousse [2] s’écrit sous la forme

D3%y (1) + vD**y(£) + D%y (t) + Yy (1) =0, (2.3)

ol D” est la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec 0 < a < 1.
Pour des raisons pratiques, nous nous intéressons a I’équation non homogene de la
forme
D3y (1) + 7D** y (1) + 8Dy (1) + y (1) = u(?),

avecO<a<1l1.

2.2.2 Deléquation différentielle a la représentation d’état

L'équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire et a coefficients constants, re-
liant la sortie y au controle u, peut s’écrire sous la forme

D" y(£)+ a1 D"V y(£)+---+agy (1) = byDPPu() + by DPP D u(t)+---+ bou(t). (2.4)

Afin de passer de I'équation différentielle d’ordre fractionnaire (2.4) a un systeme dif-
férentiel, également connu sous le nom de représentation en espace d’état, notée généra-
lement par {A, B, C, D, a}, une premiere étape consiste a considérer une version simplifiée
de I'équation (2.4), dans laquelle les dérivées de 'entrée u ne sont pas prises en compte,
c’est-a-dire

D y(£) + A1 DV y(6) + -+ agy (1) = u(t), (2.5)
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

ou D® représente la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo, avec n—1<a<n,
neN* et ol a; € R sont les coefficients de 'EDFE.
Les conditions initiales associées a 'EDF (2.5) sont données par

y(i) 0)=yi0, 0<sis(n-1)m.

Pour des raisons de simplification, nous supposons dans la suite que toutes les condi-
tions initiales sont toutes nulles.
Ainsi, nous introduisons le changement de fonctions

@ = y), D%xi (1) = xo(0),
x(f) = DY(1), D%xy (1) = x3(0),
=
Xm(t) = DX Dy(p), D% (1) = u(t) = [am D™ Vy) +---+agy(n)].

Par conséquent, la représentation en espace d’état obtenue est

D%, (1) 0 1 0o - 0 x1(0) 0
D%x, (1) 0 0 r - 0 X2(1) 0
) D%xp,-1(2) 0 0 - e 1 Xm—1(O)| |0
D%x,,, (1) —ay —a; —a, - —dm-1 Xm (1) 1
x1(8)
yo = (10 - 0)f |,
Xm (1)
ol encore
{ D%x(t) = Ax(®)+Bu(t),
y() = Cx(1).
Les conditions initiales deviennent
x;(0)=0, i=0,(n—-1)m.
Exemple 2.2 Considérons 'EDF de secousse
D3%y (1) + 7D**y(t) + 8D%y (1) + y (1) = u(1), (2.6)

ot 0 < a < 1, avec les conditions initiales y(0) =0, D*y(0) =0 etDzo‘y(O) =0.
On peut réécrire l'équation (2.6) sous la forme d’un systeme différentiel d'ordre fraction-
naire. Posons le changement de fonction suivant

x @ = y@), D% (1) = x2(0),
x(t) = DY%(r), =<4 Dx(f) = x3(p),
x3(t) = D*y(p), D%x3(t) = u(t)—7x3(t) —8x2(t) — x1(1).

Par conséquent, la représentation en espace d’état associée a 'EDF (2.6) est donnée par

X1 (1) 0 1 0)(x(® 0
D“(xz(t) (0 0 1 (xz(t) +(0 u(r),

) x3 (1) -1 -8 -7)\x3(1) 1
x1 (1)
y() = (1 0 0)(x2(t)).
x3(1)
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

Les conditions initiales deviennent

x1(0) 0
x20)[=]0].
X3 (O) 0

2.2.3 Del’équation différentielle a la fonction de transfert

Considérons I'équation différentielle d’ordre fractionnaire (2.4) que I'on peut aussi
I’écrire sous la forme )
m . .
Y aiD%y(H) =Y bDMu(n), 2.7)
i=0 j=0
ou u est I'entrée, y est la sortie et a;, b; sont les coefficients réels de I'EDF (2.7), pour
i=0,m,etj=0,p.
Lapplication de la transformation de Laplace a I'équation (2.7), en supposant que
toutes les conditions initiales sont nulles, donne

mo P
Y a;is®Y(s)= ) b;sPU(s). (2.8)
i=0 j=0

Ainsi, la définition de la fonction de transfert est donnée par

Définition 2.4 [16] La fonction de transfert décrivant la relation ente l'entrée u et la sortie
y est exprimée par
Y(s)

G(s) = m,

pour un certain s € C. Y et U sont, respectivement, les transformées de Laplace des fonctions
y et u.

De la définition 2.4 et la relation (2.8), nous obtenons

bpsﬁ” + bp_lsﬁ(”’_l) +--+ by

G(s) = .
A SO+ @y q s2M-D 4o gy

Exemple 2.3 Considérons 'EDF de secousse
D3y (1) + 7D** y (1) + 8Dy (1) + y (1) = u(t), (2.9)

0010 < a < 1, avec les conditions initiales y(0) = 0, D*y(0) = 0 et D**y(0) = 0.
En appliquant la transformée de Laplace a I'équation (2.9), nous obtenons

(0]

G(9) )’

1
§30 4 75200 4 8s 4 17

La définition suivante introduit une notion fondamentale en lien avec la fonction de
transfert : la fonction de transfert commensurable.

Définition 2.5 [15] Une fonction de transfert est dite commensurable lorsque tous les ordres

de dérivation de l'équation différentielle d'ordre fractionnaire qui la régit sont des multiples
entiers d'un ordre de base «.
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.2.4 Delareprésentation d’état a la fonction de transfert

Considérons un systeme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire a temps continu,
standard et a faisceau régulier

Ax(t) +Bu(p),
Cx(t) +Dul(p),

(2.10)

{ D%x(1)
(1)

avec des conditions initiales nulles.
En appliquant la transformée de Laplace au systeme dynamique (2.10), nous obte-
nons
s%X(s) = AX(s) + BU(s),

et
Y(s) =CX(s) + DU (s). (2.11)

Etant donné que le systtme dynamique d’ordre fractionnaire (2.10) est régulier, c’est-
a-dire,
det(s*I,, —A) £0,

pour certains s € C, alors, nous déduisons

X(s) = (s°T,n —A) "' BU(s). (2.12)

En remplacant ’expression de X donnée par (2.12) dans I'équation (2.11), nous obte-
nons
Y(s)=|C(s"Ln ~A) ' B+ D] U(.

Finalement, la fonction de transfert s’écrit
G(s)=C(s*T,,—A) ' B+D. (2.13)

Exemple 2.4 Considérons le systeme dynamique d’ordre fractionnaire associé a l'équation
différentielle fractionnaire de secousse

x1 (1) 0 1 0 x1 (1) 0
D[ x,(¢) 0 0 1 Xo(B) |+ 10| u(s),
x3(1) -1 -8 -7)\x3(0) 1

x1(8)
y(1) (1 0 0)|xA0)],
x3(1)

ot 0 < a < 1. Par conséquent, en appliquant la relation (2.13), nous obtenons

< -1 0 \ /0
(1000 & -1 ol
1 8 s%+7 1

1
$3U 47520 + 85X+ 1"

G(9)
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.2.5 Delafonction de transfert a la réponse impulsionnelle
Soit la fonction de transfert exprimée sous la forme générale
G(s)=C(s*T,,—A) "' B+D. (2.14)

La réponse impulsionnelle g est obtenue par la transformée inverse de Laplace de la
fonction de transfert G, c’est-a-dire,

Z£7'G©]w,
c£™|(s*ln-A)"| (0 -B+DL™ 1] (0.

g1

Par la proposition 1.6, nous avons
21w =5(),

ou 0 est la fonction Delta de Dirac.
Il reste a déterminer la transformée inverse de Laplace du faisceau (s°I —A)_l. Par
I'utilisation de la définition de la série de Laurent (2.2), nous obtenons

Pm . .
27| (1-A)7 0 = 2| YA ),
| i=0
2 [ AT AR (),
11 1 5 1
= < —+A—+A—+ (1),
Sa s
[ 1 1
_ -1 -1 2 cp-1
= &£ S_O‘ () +AZ [32_0(] (N +A“%L [53—0‘] B +---

Sachant que

a—1
g[na)](”:s_“
alors,
“1[, . -1 1)1 | 1 2c0-1| 1
&£ [(s I-A) ](t) = % [—a](t)+A££ [— (H+A°%& [E (H+--,

S S

z.(x—l l.2(x—l t30( 1

= A +A2 )
JAGY) " 2w F(Sa)

oo pli+Da-1
= P A=,
= I+ 1))
1 oo Al tl(X
_ (x
- ZF((Z+1)O()
= ta IEQ'(X (At ).

Finalement, la réponse impulsionnelle associée a la fonction de transfert (2.14) est
donnée

g(t) = Ct* 'Eqq (At*) B+ D8(1). (2.15)
Exemple 2.5 Considérons la fonction de transfert associée a 'EDF de secousse

1
s34 75200 4 8 4 17

G(s) =
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

Elle est liée au systeme dynamique d’ordre fractionnaire

x1(8) 0 1 0)\/[(xi(p 0
Do‘(xg(t)) = (0 0 1)(x2(t))+(0)u(t),
) x3(1) -1 -8 -7)\x3(0 1
x1(8)
y = (1 0 O)(xg(t)).
x3(1)

Donc, selon l'équation (2.15), nous obtenons

: | 1§ i 0 1 0)\(0
gn=1 0 0)r*'Y ————0o o 1]]o]f.

= L+ 1Da) 1 -8 —7
2.2.6 Delafonction de transfert a la matrice de Schur

Définition 2.6 [19] Soit la matrice bloc M de dimension (m + p) x (m + p)

Z|T
R

ouuZ, T, R etS sont des matrices de dimensions respectives m x m, mx p, g x met q x p.
Le complément de Schur de la matrice M en Z est donné par

M=

)

M/Z=S-RZ'T,
out la matrice Z est non singuliere.

Remarque 2.1 La matrice de Schur associée a la fonction de transfert du systeme dyna-
mique linéaire (2.1)
G(s)=C(s°L,, —A) "' B+D,

est donnée par

s%T,,—A | B
—C D

Exemple 2.6 Considérons la fonction de transfert associée a 'EDF de secousse

s -1 0 \ ‘(0

Gi)=(1 0 0)[0 s* -1 of,
1 8 s%+7) 1

avec0<a<1.
Ainsi, la matrice de Schur associée est

s“ -1 0 0
0 ¢ -1 0
1 8 s¥+7 1
-1 0 0 0
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3. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE
UNIDIMENSIONNEL

2.3 Energie de la réponse impulsionnelle : Norme .7,

Dans cette section, nous rappelons les définitions et les résultats fondamentaux concer-
nant la norme /4.

Définition 2.7 [18] La norme /¢, de la fonction de transfert G a plusieurs entrées et plu-
sieurs sorties (MIMO), notée |G|l z,, est donnée par U'expression suivante

1 +00 . .l
||G||§7f2:§f_oo w[G(jw)G* (jw)] dw.

Définition 2.8 [15, 18] La norme ./, de la fonction de transfert G a une entrée et une sortie
(SISO), notée |G| z,, est donnée par l'expression suivante

1

5 +o00o . wr. 1 +00 ) 2
”G"’f’fﬁf_m G(jw)G (]w)dw:gf_oo 1G(jw)| dw.

Remarque 2.2 [18] SiG(-jw)=G(jw), alors,

f_io“[G(f w)G* (jw)]dw= fomtr[G(jw)G* (jw)]dw,

ainsi, | oo
161y, = - | (G (ju) 6" (ju)] du

Définition 2.9 [18] La norme /6, de la réponse impulsionnelle g associée a une fonction
de transfert G est donnée par

+00
IGIZ, :fo w([g(ng* (0] dr.

Théoréme 2.2 [15] Soient G et g la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle asso-
ciée, respectivement. Alors,

limg(t)= lim sG(s).

t—0 §—+00

3 Norme ./, pour un systéme dynamique d’ordre fraction-
naire unidimensionnel

Cette section constitue le cceur de ce manuscrit. Nous abordons le calcul de la norme
¢, en adoptant une approche novatrice. Celle-ci repose sur 'utilisation de la représen-
tation en espace d’état, ainsi que sur ’application des techniques issues de la théorie des
matrices et des transformations intégrales. Avant d’introduire cette méthode, nous com-
mencons par la présentation du systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimension-
nel associé a une fonction de transfert.
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3. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE
UNIDIMENSIONNEL

3.1 Systéme dynamique

Considérons un systeme dynamique standard unidimensionnel d’ordre fractionnaire
linéaire propre, a faisceau régulier et a temps continu

{D"‘x(t) = Ax(t) +Bu(p),
y@) = Cx(v),

ot D% est la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec 0 < a < 2. x € R est
le vecteur d’état, u € R” est le vecteur d’entrée, y € RY est le vecteur de sortie, A € R™*™
est la matrice d’état, B € R""*” est la matrice de commande et C € R7*"" est la matrice
d’observation.

Les conditions initiales associées au systéme (2.16) sont supposées nulles. De plus,
nous supposons que le systeme (2.16) est BIBO stable, c’est-a-dire qu’il satisfait aux condi-
tions du théoreme suivant

(2.16)

Théoreme 2.3 [15] La fonction de transfert commensurable

G5 Y (s7)
§)=———-=,
U (s%)
d’ordre o est BIBO stable si
O<a<2,

et pour tout se C tel queU(s) =0
larg(s)| > ag.

A Im A Im A Im
X
T " - T
i _{f: 2 \ ¥ CX:
Stable - Stable Stable Ao
! F - ! L | - | | -
0 Re 0 Re 0 Re
Instable Instable Instable
<<l a=1 l=ag<2

FIGURE 2.2 — Domaine de stabilité des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire et commensu-
rable [10].

3.2 Résultat

Le théoreme suivant constitue le résultat fondamental de ce manuscrit.
Théoréme 2.4 Etant donnée une fonction de transfert d’ordre fractionnaire associée a la
représentation en espace d'état {A, B, C, o} ot A, B, C sont des matrices de dimensions ap-

1

propriées et 0 < a < 2 satisfaisant les conditions du théoreme 2.3 avec — ¢ N. La norme #»
(04

est donnée par

||G||§£2:_ tr[(—j)acp(—A*)“ 1C*+j°‘C(—A)é_1PC* _

L
asim (—)
x

22



3. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE
UNIDIMENSIONNEL

Preuve. Considérons un systeme dynamique standard d’ordre fractionnaire linéaire propre,
a faisceau régulier et a temps continu

Ax() +Bu(r),

D%x (1)
{ Cxie), (2.17)

(1)

ou 0 < a <2, avec les conditions initiales
x(0)=0 et x(0)=0.

Etant donné que le systeme (2.17) est régulier, la transformation de Laplace peut étre

appliquée afin d’obtenir la fonction de transfert suivante
G(s)=C(s°L,, —A) ' B,

pour un certain s € C.
La fonction de transfert peut également étre illustrée a I’aide de la matrice de Schur

sT,,—A| B

Sc(8)=|—¢ 0

La fonction de transfert complexe conjuguée associée au systeme dynamique (2.17)

est donnée par
-1

G*(s) =B* (s%I,, —A*) ~C*,
pour un certain s € C. Sa matrice de Schur est
S+ (s) =
g+ ($) _B* ‘ 0

La multiplication de la matrice de Schur Sg par son complexe conjuguée Sg+ produit
une matrice parahermitienne[8] notée S(p

Sp(s) = Sg(s)Sg+(s),
0 s4T,, —A* | C*
= | s*1,,-A -BB* 0
-C 0 0

Son complément de Schur est

-1

e 0 S, —A*)  (C*
(=C 0) s*,,—A —BB* ) (0)’

b(s)
= C(s%Ln—A)'BB* (5,,—A*) " C*.
En appliquant le changement de variable
%= O = 5% = g,
avec j = el? et w= w*, nous obtenons
() = C (j Wl —A) " BB* (=) w1, —A*) " C*.

Cette approche repose principalement sur 'utilisation d’'une matrice parahermitienne
a diagonale nulle. A cette fin, nous effectuons une multiplication de la matrice parahermi-
tienne Sy par deux matrices de transformations, M; et M, qui dépendent d’'une matrice
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inconnue P vérifiant la condition P = P*. Il est a noter que la matrice S, reste invariante
et ne change pas sous ces transformations [8].

En effet,
gq)(lf/) = M;S¢ ()M,
[ 1, 0 |0 0 (-j)* wl,,—A* | C* I, j7°P|o0
= | =HFeP I, |0 j*wl,,—A  -BB* 0 0 I 0o |,
| 0 0 |In —-C 0 0 0 0 | I,
[0 ( J) Wy, - c*
= | jWLy—-A (%, - A)P+(—]')1‘“P((—j)‘x wl, —A*)-BB* | (-j) "*PC*
| -C —ji-ocp 0
telle que la matrice P solution de I'équation
JUC (W, —A) P + (=) P ((- ) @I, —A*) - BB* =0,
ol encore
jITAP+(—j) "*PA* +BB* =
cette derniere est dite équation de Lyapunov.
Par conséquent, la matrice parahermitienne S ¢ devient
0 (=) Wiy, —A* | C*
& [ o~ A1- X
S =| j*wlu—-A 0 (-j) “pC* |,
—C —jiecp K
et sa fonction de transfert parahermitienne est
-1
. 0o 0 (i) Wl —A* c*
__( _ _ i1« m
Pw)=-(-C —j*CP ) j%wl,, A 0 (-j) " *pc* )’

ol encore
() = j7CP (=) Wy —A") " C* + (=) T C(j @ —A) ' PC".

Par la définition de la norme .75 (Définition 2.7), nous obtenons

1 +o0 . .l
Gy, = 5= | " ulG(jw)G (juw)dw,

1 +00 - 1, _
= Hfo tr[q)(w)wrx ]dw,
1
1 +00 Ta—l
- —|u jl‘“CPf ad diw
on o (—j) wln—A*

1-a oo wé_l

Cependant, 'utilisation des propriétés de la transformation de Mellin (formule (1.7))
permet d’avoir

PC*

), (2.18)

+00 ~é—1 : —A* é_l

f . (xw~ * dw = ]T[( T[) ’
0o (=) Wn-A sin(—)
x
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et B
=2 o ()
x

[ g A
0

En dernier, le résultat est obtenu en substituant ces expressions dans (2.18). m

Remarque 2.3 [l est important de noter que les propriétés de la transformation de Mel-
1

lin ne sont pas applicable lorsque — € N avec 0 < « < 2. Cette limitation ouvre ainsi une
x

nouvelle perspective de recherche, nécessitant une exploration approfondie des méthodes
alternatives adaptées a ce cas particulier.

4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au calcul de la norme ., d’un systeme dynamique d’ordre
fractionnaire. Aprés avoir rappelé les notions théoriques fondamentales, nous avons éta-
bli le résultat obtenu par Malti et al. [15], en généralisant une approche récemment déve-
loppée. Cette nouvelle méthode offre une implémentation numérique plus efficace, par-
ticulierement adaptée aux systemes unidimensionnels, tout en réduisant la complexité
des calculs inhérents a I’'approche classique.
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Chapitre 3

Validation numérique

1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la validation numérique du résultat théorique établi précé-
demment, a travers des exemples académiques. Nous y analysons une comparaison entre
la nouvelle approche et celle proposée par Malti et al. [15], en examinant des fonctions de
transfert de premier et de second type. Le résultat théorique obtenu sera également sou-
mis a une validation numérique pour des fonctions de transfert d’ordre supérieur, per-
mettant ainsi d’évaluer sa robustesse et son applicabilité a des systemes dynamiques de
tailles supérieur a 2.

2 Norme /5 pour des fonctions de transfert de premier et
de second type

En utilisant un code MATLAB, une analyse comparative des valeurs de la norme ./
obtenues par la nouvelle approche et celles rapportées par [15] a été réalisée. Cette étude
porte sur des fonctions de transfert de premier et de second type, en fonction des diffé-
rentes valeurs de a ou 0 < o < 2.

2.1 Fonction de transfert du premier type

Une fonction de transfert de premier type s’exprime sous la forme

G(s) K
§)=——,
SY+A

1
oth,)\elRetE<a<2.

En prenant K=1 et A =2, nous obtenons la fonction de transfert

1
G(s) = , 3.1
() 12 3.1
1
pour > <a<?2.
Le systeme dynamique associé a la fonction de transfert (3.1) est donné par
D%x(8) = —2x(8)+ u(1),
3.2
{ Y = xo), 82
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1
avec des conditions initiales nulles et — < a < 2.

Supposons que le systeme (3.2) est régulier, c’est-a-dire

sY+2#0,
pour certains s € C, et qu’il satisfait aux conditions de compatibilité suivantes
C.1. s 1kx® Q) est nulle pour tout s € [0,00], % <a<2etk=0,1;
C.2. u(¢) existe et u'®(0) est nulle, Vi = 0.

Ainsi, la trajectoire du systeme dynamique fractionnaire (3.2) est donnée par

S G D
x(1) = —f (t— 1)y (nydr.
;)F((1+1)0() 0

De plus, le systeme dynamique fractionnaire (3.2) satisfait les conditions des théo-
remes 2.3 et 2.4. Par conséquent, sa norme .#% est donnée par

1
i

IGI, =~ ——— /% + /¥ P
2 asin(Z)

ou P, solution de I"équation
2 (jl“" + (—j)l_o‘)P+ 1-0,

est obtenue al’aide de la commande 1yap de MATLAB.
Les résultats obtenus sont illustrés par la figure 3.1

4L
*  Nouvelle approche
35+ Approche de Malti et al
_)Ie
3 -
73
25
S
o *
= Lt J
g €
3 T
15+ %

AL

Al
M@y
NV

—
T
1
R
qélé,lé:t

15

FIGURE 3.1 — Comparaison des valeurs de la norme 4, pour une fonction de transfert du premier
type entre la nouvelle approche et celle de Malti et al. [15].
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La similitude des deux courbes confirme I'équivalence des deux approches ainsi que
la cohérence des résultats avec ceux présentés dans [14, 15].

2.2 Fonction de transfert du second type

Une fonction de transfert du second type est une fonction de la forme

G(s) = —,
(s*+A)(s*+A)
R 1
ouKeR, AeC* etZ<a<2.
PourK=1etA=2e/12, il découle
1
G(s) = — —. (3.3)
(s"‘ + Zefﬁ) (s"‘ + Ze_fﬁ)
Le systeme dynamique associé est donné par
o _ (-(V6+v2) -4 1
D%x(t) = ( 1 0 x(1) + 0 u(t), (3.4)
y = (0 1)x(0,

avec i < a < 2 etles conditions initiales
x(0)=0 et x(0)=0.
Supposons que le systeme (3.4) est régulier, c’est-a-dire
(s%+2e7% ) (s + 27T ) 70,
pour certains s € C, et qu’il satisfait aux conditions de compatibilité suivantes

1
C.1. s 1kx® Q) est nulle pour tout s € [0, +00], 1 <a<2etk=0,1;

C.2. u(¢) existe et u'®(0) est nulle, Vi = 0.

Par conséquent, la trajectoire du systeme dynamique fractionnaire (3.4) est

R~ (vVB+vZ) —4) [f-DiDe]
x(t)_Z( ] o) Jy Tarna) Ou(r)dr.

Puisque le systeme dynamique fractionnaire (3.4) satisfait les conditions des théo-
remes 2.3 et 2.4, ainsi, sa norme /%, est donnée par

ol T2 )Y

i=0

2 —_—
IGII%,, =

B
asin(—) 4 0 1
[0

)

+j%(0 1)(
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ou la matrice P solution de I'équation de Lyapunov
q-a[—(V6+V2) -4 _a-ap (—(VE+V2) 1) (1 0)_
] 1 o )PP, o/ *lo o)="

est déterminée a l'aide de la commande 1yap de MATLAB.
Les résultats obtenus sont illustrés par la figure ci-dessous

*  Nouvelle approche
Approche de Malti et al "

1.4
121 *
N
L N
% T
N3
_08¢f 3
el 2 <
o |
—o06F ¥ Fa
X gijf
X%
0.4 %
2’%
0.2 %""».,,, o o
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
8]

FIGURE 3.2 - Comparaison des valeurs de la norme % pour une fonction de transfert du second
type entre la nouvelle approche et la méthode de Malti et al. [15] pour différentes valeurs de a.

Une superposition parfaite des courbes est observée, validant ainsi I’équivalence des

approches et de la concordance des résultats avec ceux rapportés dans [4, 15].

3 Norme 7/ d’'un systeme dynamique d’ordre fractionnaire

unidimensionnel
Le résultat théorique obtenu a été soumis a une validation numérique sur plusieurs

fonctions de transfert. Dans cette section, nous nous limiterons a la présentation détaillée

de deux d’entre elles.

Exemple 3.1 Considérons la fonction de transfert
1
O<a<?2,

G(s) = ,
(s) 30 4 752004 85 4 ]

associée a I'EDF de secousse
D3y (1) + 7D** y(t) + 8D%y (1) + y(£) = u(1),
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et a sa représentation en espace d’état

x1 (1) 0 1 0 x1 (1) 0
D% xx(0)|=1 O O 1 Xo(8) |+ 10| u(p),
x3(1) -1 -8 -7)\x3(1) 1
X X1 (3.5)
y=(1 0 0)fx(n|.
x3(1)

Les conditions initiales associées au systeme (3.5) sont supposées toutes nulles. De plus,
nous considérons que le systeme est régulier, c’est-a-dire

¢ -1 0
0 s* -1 [#0,
1 8 s*+7

pour certains s € C. Le systeme (3.5) satisfait également les conditions de compatibilité
o s =1x(0) est bien défini pour tout s € [0,00[ et i =0,2 avec0 < x < 2;
o u existe et vérifieu”(0)=0, Vi = 0.
Par conséquent, la trajectoire x du systeme (3.5) s'exprime par
i
0o 0 1 0 t (t—T)(i+1)a_l 0

x() = 0O 0 1 — |0 | u(t)dr.
;) 1 —g —7] Jo NG+ Da) 1

Finalement, la norme /¢, du systeme (3.5) pour les différentes valeurs de «, ous

1
A <a <2, estdonnée par

0 0 1\l
IGIZ, =— —tr [(-j)*(1 0 0)P[-1 0 8 0
(xsm(—) 0o -1 7 0
(04
0 -1 0\ (1
+j%(1 0 0)|jo o -1| ©Plof],
1 8 7 0

ot la matrice P, obtenue par la commande 1yap de MATLAB, est solution de l'équation de
Lyapunov

0 1 0 00 -1\ (00 0
™o o 1|P+(-j)"*P|1 0 -8|+|0 0 0]=0.
-1 -8 -7 o1 -7) oo1

Lutilisation d’'un code MATLAB ainsi que les théoremes 2.3 et 2.4, permettent de conclure

1 1
que le systeme dynamique (3.5) est stable pour o € 5 2| etinstable poura € |0, r eta=2,

comme illustré par les figures suivante
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1.8

14r

12

1
FIGURE 3.3 — Valeurs de la norme ./ pour G(s) = avec o €
$3X 4+ 75204+ 85X+ 1

6
10 x10 T T T T T T T T T

G113,
o1
1

lk -

0 | . . . . . . . .
0.05 006 007 008 009 01 011 0.12 0.13 0.14 0.15

(07

1 1

FIGURE 3.4 — Valeurs de la norme /£, pour G(s) = avec0<a<-—.

§30 4+ 7520+ 85% + 1 6

=
—,2].
6
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-16
x10
22 T T T T T T T T T

0.6 7

0.4 r y

02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 202 204 206 208 21 212 214 216 218 22

(%

1

FIGURE 3.5 — Valeurs de la norme % pour G(s) = avec o = 2.

$3X 4+ 75204+ 85% + 1

Exemple 3.2 Soit la fonction de transfert

1

G(s) = )
© SH+ 4530 4 6520 + 455+ 1

O<a<?2,

associée a 'EDF
Dy (1) + 4Dy (1) + 6D y (1) + 4Dy (1) + y(1) = u(1),

et a sa représentation en espace d’état

x1(1) 0 1 0 o)\[xu®\ (o
ool o o 1 ol|leo| |o
Dol lo o o 1 |lamo|T|o]*®

< xa] \-1 -4 -6 —4f|\xs»] 1
x1(1)
X (1)

=(1 .

y®»=(1 0 0 0 a(f)
X4(1)

(3.6)
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1
La norme /6 du systeme (3.6) pour différentes valeurs de o ot 3 <« <2 estdonnée par

1
|

0 0 0 1 1
-1 0 0 4 0
IGI%, =- tr[(-j)*(1 0 0 0)P
2 asin(g) 0 -1 0 6 0
I 0 0 -1 4 0
1]
0 -1 0 0)° 1
00 -1 0 0
et
o0 0l o o 1l Ploll
1 4 6 4 0

ot la matrice P obtenue via la commande 1yap de MATLAB, est solution de I'équation de
Lyapunov

0 1 0 0
1wl 0 0 1 0
0 0 0 1
-1 -4 -6 —4

oS O O O
S O O O

o = O O
— o
| |
=~ ~
oS O © O

Lutilisation d'un code MATLAB ainsi que les théoremes 2.3 et 2.4, permettent d'aboutir

1 1
que le systeme dynamique (3.6) est stable pour o € 3’ 2| etinstable pour o ¢ Y 2|, comme

illustré par les figures suivantes

4.5 T T T T T T T T

351 4

G,
N

T

1

0.5 4

1
FIGURE 3.6 — Valeurs de la norme /% pour G(s) = avec o €
s4 4 4530 4 6520 4 450 4+ ]

=
= 2].
8
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1
FIGURE 3.7 — Valeurs de la norme ./ pour G(s) = 3 5 avec a €
s34 4630 4 5520 4 450 4]
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«

T

1
FIGURE 3.8 — Valeurs de la norme /£, pour G(s) = avec o = 2.
s40 44530 4 6520 + 459+ 1

Les exemples présentés dans ce chapitre ont permis de valider numériquement la gé-
néralisation de la nouvelle approche.
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Remarque 3.1 La norme J6, d’'un systeme dynamique linéaire commensurable d’ordre a,
associé a une équation différentielle fractionnaire (EDF) d’ordre am, est finie si T <a<2,
m

et si les valeurs propres \; de 'EDF vérifient la condition |arg (7\1')| =T pour touti.

Remarque 3.2 La principale distinction entre l'approche développée dans ce manuscrit et
celle proposée par Malti et al. dans [15] concerne l'aspect numérique.

En effet, l'approche de Malti et al. nécessite la décomposition de la fonction de trans-
fert G en éléments simples, autrement dit, les poles de la fonction de transfert doivent étre
déterminés ainsi que les coefficients associés ; Une étape d’exécution délicate.

Cependant, l'approche présentée dans ce manuscrit se fonde uniquement sur la déter-
mination de la représentation en espace d'état de la fonction de transfert considérée.

4 Conclusion

Cette partie du travail a permis de confirmer expérimentalement la validité du résul-
tat théorique obtenu pour les fonctions de transfert présentées dans ce chapitre. La com-
paraison effectuée entre la nouvelle approche et celle de Malti et al. [15], appliquée aux
fonctions de transfert de premier et de second type, a montré une bonne concordance
entre les deux méthodes.
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Conclusion

Lobjectif de ce travail est de proposer une généralisation d’'une nouvelle approche
pour le calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle d'un systeme dynamique linéaire
d’ordre fractionnaire unidimensionnel.

Le principe fondamental sur lequel repose cette méthode est I'exploitation de la repré-
sentation en espace d’état, 'application des transformations intégrales, ainsi que 'utili-
sation d’outils issus de la théorie des matrices, notamment les matrices de transformation
et la matrice parahermitienne.

Dans un premier temps, nous avons introduit les concepts mathématiques fonda-
mentaux et nécessaires a cette étude.

Ensuite, nous avons rappelé les définitions essentielles de la norme %5, en étayant
son calcul dans le cadre de la nouvelle approche proposée.

Enfin, une étude comparative a été menée entre le résultat que nous avons obtenu et
celui proposé par Malti et al. [15], a travers |’analyse de fonctions de transfert de premier
et de second type, en s’appuyant sur des simulations numériques réalisées sous MATLAB.
Des simulations numériques ont également été réalisées pour d’autres types de fonctions
de transfert, permettant d’élargir 'analyse et de valider la robustesse de la nouvelle ap-
proche sur une classe plus large de systémes dynamiques fractionnaires.

Ce travail ouvre également des perspectives vers des extensions futures visant I'étude
de modeles plus complexes et de dimension supérieurs.
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Calcul de I’énergie de la réponse impulsionnelle d'un systéme
dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel

Résumé : Ce travail porte sur le calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle, éga-
lement appelée norme /%, d'un systeme dynamique linéaire unidimensionnel d’ordre
fractionnaire, standard, propre, a faisceau régulier et a temps continu.

Lobjectif est de généraliser une approche récemment développée, reposant sur la re-
présentation en espace d’état, 'application d’outils de la théorie des matrices, ainsi que
I'utilisation de transformations intégrales.

La fiabilité, la robustesse et 'applicabilité de I’approche proposée sont évaluées a tra-
vers des simulations numériques réalisées sous MATLAB. Ces simulations permettent de
comparer les résultats obtenus avec ceux issus de travaux antérieurs, garantissant ainsi la
pertinence et |'efficacité de 'approche développée.

Grace aux résultats prometteurs obtenus, cette approche ouvre des perspectives ma-
jeures en matiere de développements théoriques, permettant I’élaboration de nombreux
algorithmes adaptés a une grande variété de besoins.

Mots-Clés. Fonction de transfert, Matrices de transformation, Matrice parahermitienne,
Norme /%, Systeme dynamique, Transformations intégrales.

Computation of the impulse response energy of a one-dimensional
fractional-order dynamical system

Abstract : This work emphasizes the generalization of a new approach for computing
the impulse response energy, known, also, as the.#% norm, for a certain class of fractional
linear models.

The main concept of this new approach is the use of the state-space realization, the
application of matrix theory tools, and the use of integral transformations.

The reliability, robustness, and applicability of the proposed approach are assessed
through numerical simulations performed in MATLAB. These simulations enable a com-
parison between the obtained results and those from previous studies, thereby ensuring
the relevance and effectiveness of the developed approach.

Thanks to the promising obtained results, this approach opens great perspectives on
theoretical developments that can handle numerous algorithms responding to diverse
needs.

KeyWords. Transfer function, Transformation matrices, Parahermitian matrix, #% norm,
Dynamical system, Integral transformations.
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