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Résumé

On étudie le spectre de l'opérateur de Schrodinger P(h) d’une molécule poly-
atomique dans I’approximation de Born-Oppenheimer lorsque hZ, inverse de la masse
des noyaux, tend vers zéro. On montre que cette étude peut étre ramenée a celle
d’un opérateur pseudo-différentiel semi-classique et on obtient des développements de
type BKW en puissances de h pour les valeurs propres, les résonances et les fonctions
propres de P(h).

Abstract

We study the spectrum of Schrodinger operator P(h) for a polyatomic molecul
in the Born-Oppenheimer approximation where the mass ratio h? of electronic to
nuclear mass tends to zero. We prove that this study can be reduced to the one of
a semi-classical pseudo-differential operator and we obtain W K B-type expansion of
eigenvalues, resonaces and eigenfunctions of P(h) to all orders of h.
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1 Introduction

Considérons un systéme quantique de n+p+1 particules, formé de n+1 noyaux représentant
les particules lourdes (de masse M > 1) et de p électons representant les particules légéres
(de masse d’ordre 1). En choisissant des coordonnées appropriées z et y par rapport au
centre de masse, z € R>" est la position des noyaux et y € R celle des électrons, alors le
systéme étudié est décrit par un Hamiltonien quantique complétement découplé du type :

(1) P=—RAN, = Ay + V(x,y)+1°p(0,) sur L*(R)" x R

12V une somme d’inter-

actions entre les particules et p(d,) un opérateur de second ordre en la variable y, appelé

ol h est un paramétre positif assez petit proportionnel & M~

terme isotropique ne jouant aucun roéle dans I’étude spectrale de P, donc il peut étre
éventuellement omis.

Les niveaux éléctroniques du systéme engendré par P, sont par définition les valeurs
propres discretes :

A1($) < A2($) <...

de 'opérateur :

(2) Qz) =-A,+V(z,y) sur Lz(]Rf;p)

L’idée de Born-Oppenheimer développée dans [3] consiste & montrer que I’étude spectrale
de P pour h — 0%, peut étre ramenée & celle de la famille des opérateurs :

(3) —h*A, + Aj(z) sur LA(R2"Y), j€IN*

en utilisant la réduction de Feshbach par le probléme de Grushin.

En particulier dans le cas o1 le pontentiel d’interactions est régulier et si A;(z) admet un
puits ponctuel non dégénéré en Fy, alors les valeurs propres de P prés de Fy, admettent des
développements asymptotiques réels en puissances entiéres de h'/? (Combes-Duclos-Seiler
[4], Hagedorn [8], Martinez [13] ).

Si par contre le potentiel d’interactions est singulier (par exemple de type de Coulomb),
la méthode de réduction de Feshbach ne peut étre appliquée directement car les fonctions
propres u;(z,y) de Q(z) associées aux A;(z), sont seulement de classe C* par rapport a
la variable 2 ( Combes-Seiler [5]). Néanmoins, on peut surmonter cette difficulté en in-
troduisant des changements de variables adéquats en y, dépendant de z et permettant de
régulariser les fonctions u;(x,y). Puisque ces changements de variables sont définis locale-
ment en x, alors si le puits de potentiel est compact on peut par recollement construire un
opérateur h-pseudo-differentiel semi-classique adapté & ces changements et qui permet de
caractériser le spectre de P. Les éléments du spectre discret de P ont un développement
asymptotique complet. La méthode BKW permet aussi de développer asymptotiquement
les fonctions propres de 'opérateur P et d’avoir des estimations précises sur 'effet tunnel
dans des situations standards (Klein-Martinez-Seiler-Wang [12]).
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Cependant, cette technique n’est pas suffisante lorsqu’on veut étudier le spectre continu
de P, ou, a fortiori, les résonances de cet opérateur, car dans ce cas le puits de potentiel
n’est plus borné. Ainsi, on doit tout d’abord utiliser des changements de variables qui
permettent de localiser les singularités en y du potentiel en fonction de z. Ce travail est
réalisé dans le cas des molécules diatomiques n = 1 et adapté a 'opérateur dilaté de P,
oil cet opérateur a été réduit a une matrice d’opérateurs h-pseudo-différentiels sur L?(IR3)
(Martinez-Messirdi [15]). Une généralisation au cas polyatomique n > 2 est encore possible.

Le plan suivi dans ce travail est:
1- Introduction
2- Méthode de Feshbach
3- Cas régulier
4- Cas polyatomique
5- Résonances dans le cas régulier
6- Résonances dans le cas singulier

2 Meéthode de Feshbach

La méthode de Feshbach est une méthode de réduction introduite par Feshbach [6] et
développée par Combes-Dulos-Seiler [4].

Nous appliquons cette méthode dans le cas ot V' est supposé A-compact (c’est a dire
compact en tant qu’opérateur de H2(R*"+P)) dans L2(R3("17))).

L’opérateur PP de domaine Hz(]Rif;-l_p)) est alors auto-adjoint, ainsi que
Qz) = —A, +V(z,y), VzecR™,

de domaine H?(IR?").
Notons par A;(z) et Az(z) les deux premiéres valeurs propres discrétes de () et supposons

inf A =0
{x;a;m 1)

que :

4 :
(4) inf A(z)=6>0

l’ERSn

On note aussi uq (2, y) la premiére fonction propre de ¢)(z) assossiée a A;(z) et normalisée
dans Lz(]Rf;p)). Pour étudier le spectre de P prés de 0, considérons pour A € assez petit,

l'opérateur matriciel (dit de Grushin) :

P—-) ul(x,y))
w(,y))y 0

©) n=(

de H*(R*CHP)) @ L2(R*") dans L2(R*"HP)) @ L2 (R?"), o on a noté <,>y le produit
scalaire dans L?(IR?"). Puisque:

Re((P — N)Fu, 7u) < (5 — Re(V)|[7ull?, ¥ ue B2 (RY+0)
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oil # = 1 — 7 et 7 = 7w(z) est la projection orthogonale sur uy(z,.) dans L#(R*). On a
alors:

Proposition 2.1 Pour tout A assez petit, Py est inversible de HQ(]RS(”"'p)) @ L2 (R
dans L*(R*"P)) @ L2(R>").

St on note

on a les identités :

- (PN = EO B [ V] ()
(E_+(N) —((P =)~ (i), w

ol (%) désigne I'opérateur de multiplication par uj.

En particulier on en déduit le résultat suivant sur le spectre de P, o(P):

—
<@

Proposition 2.2
3 Aeo(P) = 0€o(F_1(N)
(8) = Aeo(A-FE_4(N)

#

L’intérét principal d’avoir considéré 'opérateur Py est qu’il raméne en fait ’étude spectrale
de P & celle d’un opérateur plus simple E_4 (A), n’agissant que sur les variables z, comme
le montre la proposition précédente.

De plus, un calcul directe donne :

~ -1
(9) A= By (N) = WA, + Mi(2) + W' A7 (P =) 72,7

ou P est la restriction de P(h) a {v € H*(R*"?); #v = v}. La formule (9) et la
proposition 2.2, montrent que ’etude spectrale de P sur LQ(R(S”"'p)) se réduit a celle de
—h?A, + Ai(z) sur L2(R®") modulo O(h?).

3 cas régulier
Si on suppose que V(z,y) est un potentiel régulier, dans le sens ol
ve ™ (RY LU (RY?), LP(R)) )

il est simple de montrer que F_ () est un C"*-opérateur h-pseudo-différentiel. En effet,
P, peut étre considéré comme opérateur h-pseudo-différentiel en z, associé au symbole
opérateur :

i o = (€500 i)



__ Ann. Math. Univ. S-B-A M. Djaa & B. Messirdi 59

qui est une fonction de C'* {T*]RS”; L(H*(R)?) @C, LA(R}?) G}@)} Puisque le calcul A-
pseudo-différentiel usuel peut étre généralisé & ces types de symboles (Balazard-Konlein
[1], Gérard-Martinez-Sjstrand [7]), et py(z,&) est inversible pour tout (z,&) € T*R*",
PA_1 est aussi un opérateur h-pseudo-différentiel. Par conséquent E_4 (\) I'est aussi, son
symbole principal est A — &% — Xy (z).

A Taide d’un résultat d’Helffer-Sjostrand [9], il est assez standard de montrer que les
valeurs propres de P admettent des développements asymptotiques réels en v/h. De plus,
certaines fonctions propres de P possédent aussi des développements BKW. En effet, sous
ces conditions on a le théoréme:

Théoréme 3.1 Sotent C7; > 0 arbitraire, Ny le nombre de valeurs propres de A, +

1
§</\’1’(0)av7 z) dans [0,C1], et eq,...,en, ces valeurs propres. Alors, pour j =1,..., Ny, il
existe -
Ej(h) = ejh+ Y ejph™2 0 (ej € R)

k=1

et -
a;(z,y,h)= Z hmﬂ"'k/zaj(w, Y)
k=0

avec m; € R, a; € C=(R>, HX(R?")) tels que:
(P(h) = Ej(h) (e aj(a, y, 1)) = 0

ot Y (z) est la distance d’Agmon de x a 0 associée & la métrique Ay (z)dz?.

4 Cas polyatomique

Dans la mesure ot 'on a supposé que le potentiel V' était régulier on a cependant pas
vraiment amélioré les résultats de Combes-Duclos-Seiler [4], qui concernent le cas physique

|z — y|

de maniére naturelle dans un calcul pseudo-différentiel, puisque les dérivées d’ordre k&

a singularités coulombiénnes. Le fait est qu'un potentiel du type ne rentre pas

en z d’un tel potentiel auront une singularité d’autant plus forte que k est grand (du

type W) Klein-Martinez-Seiler-Wang [12] ont cependant montré que modulo un
=Y

changement de variable, ’emploi d’un tel calcul est encore possible si V(z,y) est de type

. . . +1
de Coulomb faisant intervenir des termes de la forme , , x5,y € R
ly £l | £ al
L’idée consiste a régulariser V (z,y), sans modifier les singularités. On suppose que z est

a4 'extérieur de ’ensemble ' de collision de la molécule :

C={z=(21,...,2,) ER®; Fj #k, z; = 21}



60 _ Valeurs propres et résonances dans ’approximation de Born-Oppenheimer

Pour zg = (29,...,29) € R®" \ C et = assez proche de z¢, on considére le changement de

variable en y, y — 3’ dépendant de z et défini par:
y:Fuwv:@uyo ﬂw%D

(11) ys = (@, y5) —ys+2 Liys), s€{l,...,p}
l; € C(R?), 1;(2D) = 6; J ke {l,...,n}

(de telles transformations ont été déja utilisées par Hunziker dans [11]).
A (11) est associé l'opérateur unitaire sur L?(IR?):

(12) Usyip(,y) = @@, Fz,y))| det 8y F(z, y)|2

0

Puisque par construction F(z, wj) = x;, il est alors facile de vérifier que pour tout j €

{1,...,n}etse{l,...,p},ona:
1 00 2 3p 2 3p
(13) U,y (m) € €™ (g, LH*(R*), L2(R7)))

ott {1, est un voisinage assez petit de .
En fixant un niveau d’énergie Ay < inf {o(Q(z))\A1(2)} et en supposant que A7 *(]—oc, Ag])
est compact, on peut construire un nombre fini de difféomorphismes (F7);<;<ny du type

(11), associés aux transformations unitaires U; vérifiants (13), et définies pour = dans €y,
N

ott les (Q;)1<i<n recouvrent /\1_1(] — o0, A\o]). En notant W = R?" \ U Qy, par ellipticité
=1

de (P — A) dans W (pour A < Ag), on peut modifier P, dans un voisinage de W, de telle

facon que I'opérateur obtenu P devient C* en & dans W et o(P) différe de o(P) dans

] — 00, Ag] d’un terme exponentiellement petit.

Notons aussi Qo = R* \ A\7*(] — 00, Ag]) et choisissons une partition de 1'unité (x})g<icn

adaptée au recouvrement (€)y<;<y, on peut écrire d’aprés (13) la matrice Py associée &

P sous la forme suivante:

N
(14) Py=3 xi(@)Una(e) (A va(@) U7 ()
=0

ot les Pi(\) sont des opérateurs matriciels & symboles opérateurs du type (5) et ot Uy est
la matrice identité.
On vérifie que P\ est inversible, son inverse s’écrit comme en (6)

(PO B
(15) B =50 pam)

puisque Uj est une transformation agissant en y seulement, on établit le résultat suivant:
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Théoréme 4.1 F_ ()\) est un opérateur h-pseudo-différentiel de symbole principal
A= (€8 + M)
#

En utilisant ensuite 'analyticité en & du symbole, on peut obtenir les développements
BKW des fonctions propres de P.
De plus, si les interactions sont invariantes par les rotations du groupe O(3), alors le puits
de potentiel est nécessairement non connexe d’ou 'apparition de 'effet tunnel.

5 Résonances dans le cas régulier

Nous allons décrire ici des résultats sur les résonances de P dans le cas ot le potentiel est
régulier et a décroissance polynomiale en y ’cf. [16]).

Supposons que V' est une fonction C* en z et y et désignons par Aq(z), Az(z) et Az(z) les
trois premiéres valeurs propres de Q(z), on se place dans la situation ot Az(z) admet un
minimum strict non dégénéré, de valeur Ey, et croise Az(z) sur un compact K de R*", K
étant disjoint du puits de potentiel créé par Ay(z), et Ay(x) restant en dessous de Fj.

Fig. 1

En particulier Az(2), As(2) et leurs fonctions propres associées uz(z,y) et us(z, y) perdent
leurs régularités lorsqu’on s’approche de K. Pour palier a ce probléme, on construit une
base de I’espace propre associé & {Aa(z), A3(2)} qui soit C(R2") et qui coincide avec
{uz(z,y), wus(z,y)} a lexterieur de K. A 'aide de cette base on peut étudier les réso-
nances de P prés de Fy a partir d’une dilatation analytique en z. Les techniques d’analyse
microlocales (cf. [10]) et les constructions BK W, montrent que ces résonances existent, ont
des développements asymptotiques réels en puissances de h!/2 et leurs parties imaginaires
sont exponentiellement petites.

Théoréme 5.1 Soit Cy > 0 fizé en dehors du spectre de :
1 "
Hy=-A, + §</\2(0)av7 )

notons {e1,...,en,} les valeurs propres de Hy dans [0,Cy).
Pour h > 0 assez petit, P admet exactement Ny résonances dans [0, Czh] + i[—¢€, €] (£ > 0
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fixé assez petit) notées pi(h),...,pn,(R) et pour tout j, p;(h) admet un développement
asymptotique réel du type :

pi(h) = e;(h) + > ajph /2, (jr € R)
k=1

De plus, il existe eg > 0, tel que :
[Smp;(h)] = O(e™/)

uniformément pour h > 0 assez petit, j € {1,..., Ny}.

6 Reésonances dans le cas singulier

On s’intéresse dans cette section aux résonances des molécules diatomiques (n=1), lorsque
les interactions sont coulombiennes (cf. [15]).
En supposant que le potentiel d’interactions est dilatable analytiquement dans le sens de
Balslev-Combes [2], on peut construire I’'Hamiltonien distordu P, de P, p €@, Smp >0,
|pt| assez petit, obtenu par distorsion (cf. [11]):
(16) {x — 4+ pw(z)

yi — yitpw(y), 1<i<p

ot w est un C*°-champ de vecteur de RR>, égal & l'identité pour |z| assez grand. Les
singularités du potentiel V' ne changent pas sous ’action de cette distorsion, ce qui nous
ameéne & appliquer les techniques de Klein-Martinez-Seiler-Wang [12] & P,, ces techniques
sont développées dans la section 4. En se plagant prés d’un niveau d’énergie de diffusion
Ao € Tess(P), le puits AT (] — oo, Ag]) n’est plus compact, donc les techniques de la section
4 ne s’appliquent pas directement.

Fig. 2
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On commence tout d’abord par localiser les singularités en y dépendant de z, sur la boule
unité de R®. La premiére idée qu’on peut avoir pour localiser le probléme pour ¢ C, est de

poser y’ = —y, mais le domaine de Q) (z) devient dépendant de {— se transforme en —+

|z dx dx

x
ﬂ (y’?)} Pour palier & ce probléme on utilise un changement de variable du type:
x Y

(17) y —y =0,(y)

avec
! J | | < | |
y si |y x

y st lyl > 2z

0, (y) dépend de maniére C* de y et de z. Aprés cette transformation, les singularités du
potentiel deviennent

|z|

Par compacité on peut localiser le probléme par un nombre fini de changements de variable
du type (17). Les techniques de la section 4 sont maintenant applicables au régularisé P,
de P, dans la région elliptique et permettent d’aboutir au :

Théoreéme 6.1 Pour tout A €@ tel que Re(A) < inf (o(Q(z)) \ {A1(2)}), il existe une
famille E, (X)) (p €@, Smp > 0 et |p| assez pztit) d’opérateurs h-pseudo-différentiels
sur R? telle que X\ est une résonance de P si et seulement si il existe p €@, Smu > 0 et

0 € ogisc(Ey—+(A))  modulo une erreur exponentiellement petite.

#

Un autre travail sur les résonances des molécules diatomiques dans lequel nous montrons, a
’aide d’un choix approprié du champ de la distorsion (p = OV prés du puits de potentiel)
et des constructions BKW; qu’au voisinage du puits créé par le second niveau électron-
ique les résonances apparaissent et possédent des développements asymptotiques réels en
puissances de h et que leurs largeurs sont exponentiellement petites, ce qui correspond a
un cas physique parfaitement relativement stable.

En effet, considérons un potentiel de type de Coulomb avec les mémes notations et hy-
pothéses de la section 6, si de plus les niveaux électroniques sont simples & linfini, on a
alors, d’aprés les résultats établis précédemment, le

> 1
Théoréme 6.2 Soit Cy > 0 fixé en dehors du spectre de Hy = ~ Iz + 5/\’2’(7‘0)(7‘ —10)?,
x

Ao = Ag(ro) = inf (Ay(x)). Notons {eq,...,en,} les valeurs propres de Hy dans [0, Cp].
2\ 0

zeR

Soit aussi Cy > 0 choisi arbitrairement grand tel que Ao+ erh + C1h? & o(FRy), ot Py est
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la réalisation auto-adjointe de Uopérateur —h?A, + Az (x) + (= Apus(z, y), us(z,y))y sur
un voisinage assez petit du puits de potentiel créé par Ay. On note :

N1 = #O’(P)ﬂ]—oo,Ao—F@lh—FCth]
= #O'(Po)ﬂ]—OO7A0—|—€1h—|—Clh2]

alors pour h > 0 assez petit, P posséde Ny résonances p1(h),...,pn,(h) dans
Joo, Ao + e1h + C1h*] 4+ i[—¢, ], (e > 0 firé assez petit),

ot pour tout j € {1,..., Ny}:

+oo
pi(h) =Xo+eth+ > ejh®  (ejr € R)
k=2
|[Smp;(h)| = O(e=1")
uniformément par rapport & h, C' > 0.

Remarque 6.1 En fait, on peut méme améliorer ce résultat a des mwveauz d’énergies plus
élevés, en montrant comme dans Uarticle de Sordoni [17], que toute résonance p; de P
dans [Ao, Ao + Coh] admet un développement asymptotique réel de type :

pi(h) = Ao+ (ej + YA+ D" pin(B, DR (pjx(B,1) € R)
k>3

hl(l+1
B = ﬁ, l €N eth >0 assez petit.
ro

Remarque 6.2 Une généralisation de tous les résultats suscités au cas polyatomique (n >
2), est envisagée. Néanmoins beaucoup de problémes techniques sont posés, surtout la non-
bornitude de l'ensemble de collision dans ce cas.

#
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