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Résumé :

Dans ce travail, nous avons s’intéressé a I'information quantique, plus précisément nous avons
s’intéressé au qubit quantique, qui est plus puissant que bit classique, puis nous avons vu les
postulats de la mécanique quantique, en fin nous avons étudie la transformation de Fourier

quantique et son application a la recherche de la période d’une fonction.



Table des matiéres

Untroductionl 1
(1 Information Quantique| 2
(1.1 Bit classique et qubit quantique| . . . . . . . ... ... oL 2
.11 Bitclassique 2] . . . . . . . . . . .. . . ... .. .. .......... 2|

[.1.2 Qubit quantique [3] . . . . . . . . . ... ... ... 2|

(1.1.3  Propriétés d'un qubits| . . . . . . . ... ... ... ... .. 3

[[.1.4 Représentation géométrique dun qubit [3] . . . . . . . ... ... ... 3

(1.1.5  Reéalisation physique d'un qubit| . . . . . .. .. .. ... .. ... ... 7

(1.2 Les postulats de la mécanique quantique [I] . . . .. .. ... ... ... ... 11|

[2  intrication quantique [4] 15|
2.1 Etat adeux qubit|. . . . . .. ... o 15
[2.1.1 Définition d’état a deux qubit| . . . . . . .. .. .. ... 15

[2.1.2  Mesure d'un état a deux qubit|. . . . . . .. ... ..o 17

[3 Transformation de Fourier quantique [9] et [10] 18
[3.1 Algorithme de Shor ¢ . . . . . ... .. ... .. ... ... 18
[3.2 Iransformation de fourier quantique|. . . . . . . . ... ... Lo 18
13.3  Recherche a la période d’une fonction [11] . . . ... ... ... ... ..... 21|




TABLE DES MATIERES vi

4 _Annexel 23
41 Lephoton [12] . . . . . . . . . . . . . ... 23|
4.2  Espace de Hilbert| . . . . . . . . .. oo 23
4.3  Espace hermitienl . . . . . . . ... 23
4.4 Produit scalaire [I3]. . . . . . . . . ... 24|
4.5 Produits Tensoriels . . . . . .. ... oo oo 24
4.6 Définition de l'observablel . . . . . . . ... oo oo 25
4.7 Rappel de quelques définitions sur les opérateurs et les matrices| . . . . . . .. 25
4.8 La biréfringence| . . . . . . . . .. 25
4.9 Opérateur hermitien| . . . . . . . . . . . . L o 26
[4.10 Opérateur hamiltonien| . . . . . . . . . . . . ... ... .. 26

.11 Fonction trace |8] . . . . . . . . 26




Introduction

En 1982. L’information quantique a été constaté par Richard Feynman, qui était difficile de
simuler des systémes quantiques par ordinateur classique, cette difficulté provient de la pro-
priété que possedent ces systémes de pouvoir se trouver simultanément dans une superposition
d’états quantiques. Il propose alors de construire un ordinateur quantique qui exploiterait et
permettrait ainsi de simuler efficacement le comportement de tout systéme quantique.
L’information Quantique consiste & exploiter les propriétés quantiques fondamentales de cette
superposition, afin de communiquer de fagon plus sécurisée (« communication quantique »)
et traiter I'information efficacement (calcul quantique).

L’information Quantique a connu depuis 20 ans essor.

Ce mémoire contient trois chapitres, dans le premier chapitre on a le qubit (bit quantique),
sa différence avec le bit classique sa représentation géométrique, sa réalisation physique, et
les postulats de la mécanique quantique mis en place étudie.

Dans le deuxiéme chapitre, on a I’état & deux qubits, et sa mesure.

Dans le troisiéme chapitre on a la transformation de Fourier quantique, et son application a

la recherche de la période d’une fonction.



Chapitre 1

Information Quantique

Pour stocker les informations le systéme utilise est le systéme binaire, appelé bit classique
possédent deux états "0"ou "1". Pour I’avancé technologie 'homme s’est développé, et utilise
un systéme a deux niveaux, qui on appelle qubit (bit quantique), plus puissant que le premier,

ce dernier peut stocker des informations dans plusieurs états, que nous définissons ci-dessous.

1.1 Bit classique et qubit quantique

1.1.1 Bit classique [2]

— A Pheure actuelle, la plupart des systémes de communication ou de traitement de Iin-
formation sont basés sur une entité fondamentale que nous appelons le bit. Ce bit est un

chiffre binaire qui peut prendre deux valeurs "0" ou "1".

1.1.2 Qubit quantique [3]

— Un qubit est un terme du domaine naissant de 'informatique quantique qui est une forme
abrégée de l'expression (bit quantique).

Un mémoire a qubits différe significativement d’un mémoire classique.

Un bit classique se trouve toujours soit dans I’état 0, soit dans 1. Un qubit peut quant a lui

étre soit dans I’état 0, soit dans I’état 1, soit dans une superposition de 0 et 1. Mais ce n’est

pas un troisiéme état, c’est une infinité d’autres états. Tout qubit est de la forme :

W) = a]0) + B [1) (1.1)
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ou les coefficients «, 8 sont des nombres complexes vérifiant la condition de normalisation :
a* + (8" = 1.
L’état du qubit est un vecteur d’un espace vectoriel complexe de dimension 2 dans lequel les

¢léments |0) et |1) forment une base orthonormé dite base de calcul.

1.1.3 Propriétés d’un qubits

— Si on pose a = cosf et § = sinf, le qubit peut aussi s’écrire :
|W) = cos#0) + exp (i) sin 0 |1)

avec 0 € [0,2], et p € [0, 27].
Car
|cos 0] + |exp (i) sin O] = 1.

Donc la condition de normalisation est vérifiée.

— La mesure de la valeur du qubit, est obtenu ce forme 0 ou 1, Aprés mesure, le qubit se
trouve dans I’état mesuré.

— La probabilité de mesurer ’état 0 vaut \Oz\Q, tandis que celle de mesurer I’état 1 vaut | 5|2 )

— Le qubit ne peut pas étre dupliqué. En effet, pour le dupliquer, il faudrait pouvoir de
mesurer « et J d’'un qubit (tout en préservant ’état du qubit), de sorte & préparer un

autre qubit dans le méme état o |0) + 5 |1) .ceci est doublement :

1. il est impossible de lire un qubit sans détruire définitivement son état (puisque apres

mesure le qubit est dans ’état mesuré).

2. une mesure de qubit ne donne (et ne peux donner) aucune information sur « et [
puisque le résultat soit |0), soit |1) ce qui équivaut a («, 3) = (1,0) ou (0, 1) ,ce qui ne

correspond pas aux valeurs initiales de « et 3.

1.1.4 Représentation géométrique d’un qubit [3]

1. Sur une sphére de Bloch-Poincaré :
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Définition 1.1 La sphére de Bloch-Poincaré est la représentation géométrique dans un

espace R3, de l’ensemble D (2) des états quantiques & deur dimension 2.

Nous pouvons définir les gbits & I'aide de ces deux parameétres, et les représenter sur une
sphere, dite sphére de Bloch-Poincaré, comme le montre la Fig. 1.2, ou I’état quantique

est de la forme :

0 0
|W) = cos (5) exp <_Z§) 0)+exp (—Hg) sin (§> 1), avec0<p<2mret0<6O<m.

=
S

N

<)

AN

Fig 1.2- Representation d’un qubit sur une sphere de
Bloch-poincare.
Ou |0) correspond & I’angle 6, et |1) correspond a I’angle .
1. Représentation a ’aide de sa matrice de densité d’état :

Rappel :
SU(E) est un sous groupe de U(E), o U(E) est un groupe des matrices unitaires a coefficients

complexes de dimensions n X n et de déterminant 1, et £/ est un espace hermitien.
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g @
Définition 1.2 (Matrice de Pauli)[8]

Exemple 1.1 SU (2) = {( a —p ) o, BEC, |af +|8]° = 1}.

Les matrices de Pauli, développées par Wolfgang Pauli, forment une base de 'algébre de

Lie du groupe SU(2). Elles sont définies comme ’ensemble des matrices de dimensions 2

X 2suivantes :to 1/ o (L0 , X “ o (ou o,) (01
0 1 10
def def { 0 —1 def def {1 0O
Y:ag(ouay):(i 0), Z:ag(ouaz):(o _1)
Ces matrices satisfait les égalités suivantes :
2 _ 2 _ 2 _
ot o = o0y = 0; = 1
0.0y =10,

On rappelle définition de quelques états quantiques :

=12 (o). m=m () (1.2
N i (1) N si-m (L))

Définition 1.3 (Matrice densité d’état)[7]

La matrice densité, ou opérateur densité est une entité mathématique introduite par le mathé-
maticien et physicien John Von Neumann. Elle permet de résumer en une seule matrice tout
l’ensemble possible des états quantiques d’un systéme physique donné a un instant donné,

mariant ainst mécanique quantique et physique statistique.

La matrice de densité p étant hermitienne, peut donc s’écrire sous la forme :
p=al +bX +cY +dZ, avec a,b,c,d € R.

Aussi, comme tr (p) = 1, il faut que

1 = tr(p)
= tr(al +0X +cY +d2)
= atr(I)+btr (X)+ctr (Y) +dtr (2)

= 2a



1.1 Bit classique et qubit quantique 6

puisque tr (I) = 2, tandis que tr (X) =tr (Y) =tr(Z) =0,
on pose

ry = 2b,ry = 2¢,r3 = 2d

donc on obtient :

1
avec r— le vecteur de Bloch, défini par :
Ty sin 26 cos
r7 =1 r, | = sin20siny
T, cos 20

e 0 = (01,09,03) les matrice de Pauli qui on a définie précédent.
Ces trois matrices ne commutent pas, nous pouvons alors définir trois bases conjugues a
partir de leurs vecteurs propres.

Les bases sont définies d’aprés [1.2] par les vecteurs :

|02)= L
L0
0
(2}
qui est la base usuelle pour décrire les qubits :
N E
) |0z) |1z>

sl
[0z) =12( ) 102)+i1s) +|uz
.

|1z)= 12 1 ) 102)—i[1z) 7«\1z>

1
V2
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1.1.5 Reéalisation physique d’un qubit
Etat interne d’un qubit

Ee

Y " e gl
I | fl S hry = E. — Ey

|\/' SRV ARV

Fig 1.3- Atome a deux niveaux.

Par exemple dans le diagramme ci-contre on considére deux niveaux de ’atome :
— le niveau fondamentale : c’est ce lui le plus basse énergie, I'état quantique de ’atome est
noté |g) et son énergie E.

— l4e premier niveau excité; I’état atomique est noté |e) et son énergie E..

Si on envoi sur I’atome dans son état fondamental un photon d’énergie exactement E, — E,; le
photon est absorbé (Absorbation, (fig 1.4)) par I’atome qui passe dans le niveau excité : |g) —
le). Les énergies mises en jeu atomique a ’échelle atomique sont de 'ordre de ’électron-volt
(1,6 % 107195), le rayonnement lumineux associé¢ au photon a une longueur d’onde : A\ = s =

Eng ol ¢ la vitesse de la lumiére (3.108ms™!) et h la constante de Planck (6,6 * 10734js) ,

I’ordre de grandeur des longueurs d’onde correspondant aux énergies atomiques de 1’ordre

eV est entre 0,4 et 1um, c’est le domaine de la lumieére visible.

o™
¢ & p"'g(b .
\;&

&E& (of

“ AToMg

Fig 1.4- L’absorbation de I’Atome.
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L’atome revient dans son état fondamentale au bout d’un temps moyen appelé duré de vie
de niveau excité, en émettant un photon de méme énergie £, — E; (émission spontanée). La
duré de vie d’un niveau atomique varie de quelques nanosecondes a la seconde.

Si on envoi un photon d’énergie £, — E, sur 'atome quand il est encore dans I'état excité,
l'atome va se désexciter en émettant un photon a la méme énergie (émission induite (fig 1.5)).
Supposons qu’on éclaire continument I'atome avec cette radiation lumineuse composée de
photons d’énergie Ee — E, (radiation résonante), 'atome va osciller entre 1'état |g) a I'état

le) . A linstant ¢ il sera dans un état de superposition

)= cos(510)) + sin ("5 1) exoti (13)

%o
&9

e
-8
o
€
v “ AToME

Fig 1.5- L’emission de I’Atome.

On voit que si on associe a 1'état |g) le qubit est |0) et a 1’état |e) le qubit est |1) on peut, en
jouant sur le temps d’éclairement, mettre ’atome dans n’importe quel état de superposition
al0) + 5 11).

Pour mesurer 1’état de ’atome & un moment donné, on envoi sur celui-ci une impulsion laser
"accordée" sur une transition |g) — |a) qui n’a pas d’équivalent a partir de I’état |e). Si le

photon est absorbé c’est que le systéme est dans ’état |g) sinon il est dans I'état |e).
Polarisation d’un photon

Définition 1.4 La polarisation est une propriété des ondes vectorielles telles que la limiére

décrivant ['orientation de leurs oscillations, le fait que ces ondes soient caractérisées par
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des vecteurs les différencies des autres types d’ondes comme les ondes sonores, et implique
ce phénomeéne de polarisation. Sachant que ng est l'indice de réfraction de la polarisation
perpendiculaire a [’axe d’anisotropie du matériel, tandis que n. est l'indice de réfraction de

la polarisation paralléle o 'axe d’anisotropie.

Une onde électromagnétique, la lumiére par exemple, peut étre représentée mathématique-
ment par un champs vectoriel transverse, i.e. orthogonal a la direction de propagation. Dans
un référentiel (O, é,,€é,,€,), de coordonnés (z,y, z), choisi tel que I'onde se propage selon

I’axe des z , le champ électrique est décrit par :
E(t,2) = Egexpi (wt — kz)

ou By = Eyzé, + Epyey. Le vecteur Ey, vu comme un nombre complexe, définit la polarisation

de 'onde. L’intensité de I’onde est proportionnelle au module au carré de Ej : HEOHQ .

Fig 1.6- Onde polarise.

La polarisation peut étre mise en évidence a ’aide de cristaux ayant une propriété optique
particuliere :

la biréfringence (voir Annexe 8). Si nous envoyons sur une lame biréfringente un faisceau
d’intensité I, polarisé linéairement suivant une direction qui fait un angle 6 avec I’axe ordinaire
du cristal qu’on prend comme axe O, : le faisceau est séparé en un faisceau polarisé suivant
O, d’intensité I cos 20 et un autre faisceau polarisé suivant O, d’intensité [ sin 26.

Planck et Einstein ont suggéré au début du XXéme siecle que la lumiére puisse aussi étre

décrite en termes de flot de photons. Les sources de lumiére "classiques" émettent des grandes
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quantités de photons méme pour des faibles intensités (plusieurs milliards de milliards de
photon a la seconde pour une lampe de lw) ce qui fait que Paspect "corpusculaire" de
la lumiere est difficile & mettre en évidence. L’avénement récent de l'optique quantique et
des nanotechnologies a permis de développer des sources qui émettent des photons "un par
un", c’est a dire séparés par des intervalles de temps mesurables avec la technologie actuelle
(nanoseconde).

Comment interpréter l'expérience du dédoublement du faisceau lumineux dans une lame
biréfringente si on consideére le faisceau comme un flot discret de photons ? Quand un photon
arrive & l'entrée de la lame, quel chemin va-t-il choisir 7 Comment se fait-il qu’'une fraction
cos 20 va passer d’un coté et qu’'une fraction sin 20 va passer de 'autre ?

La réponse est donnée par la mécanique quantique : le photon est un "objet quantique";
on associe un état quantique a chaque vecteur de base de polarisation de 'onde : |z) pour
’état de polarisation suivant 'axe O, et |y) pour Iétat de polarisation suivant 'axe O,. A

Iorientation 6 de la polarisation on associe 1’état
|W) = cosf |x) + sin b |y) (1.4)

En jouant sur 'orientation du polariseur et sur le type de polarisation (linéaire, circulaire,

elliptique) on peut construire l1a aussi un état quelconque de superposition «|1) + 3 |0).
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1.2 Les postulats de la mécanique quantique [1]

Postulat 1 : Définition de I’état quantique
A un instant t = t, donné, I’état d’un systéme est décrit par la donné d’un ket |V (¢ = ty))

appartenant & I'espace des états ¢.

Explication :

Dans notre espace de Hilbert H & deux dimensions, on peut utiliser la représentation matri-

cielle

0) = ((1)) €H, |1)= (2) € H.

(1.5)

W) = al0) + A1) — (g) e, (0] W) = (a.7) (16)

Dans ce postulat les coefficients a et 5 sont des amplitudes de probabilité et qu’ils doivent

satisfaire :

laf* +[8]° = 1.

(1.7)

Postulat 2 : Définition d’un observable

Cet opérateur est une observable.

Toute grandeur physique mesurable A est décrite par un opérateur A agissant sur e.

Les opérateurs associés aux propriétés observables sont définis par des régles de construction

qui reposent sur un principe de correspondance :

Opérateur

la forme générale :

L’opérateur de position

Q=r

L’opérateur d’énergie potentielle classique ou électromagnétique

V(r)=Val(r)

L’opérateur de quantité de mouvement

P (r) = —ihV,ou V désigne
le gradient des coordonnées 7.

L’opérateur de moment angulaire

()=G«P

L’opérateur d’énergie cinétique

2m

L’opérateur d’énergie totale, appelé hamiltonien

+V =K(r)+Vy(r)

L’opérateur action du systéme, appelé lagrangien

L
K(r)=2F = _Iy?
H=K
L=K-V

Postulat 3 : Valeurs possibles d’une observable
La mesure d’'une grandeur physique A ne peut donner comme résultat qu’une des valeurs
propres a, de 'observable A correspondante.




1.2 Les postulats de la mécanique quantique [ 12

Explication :

Les vecteurs propres et les valeurs propres de cet opérateur ont une signification spéciale :
les valeurs propres sont les valeurs pouvant résulter d’une mesure idéale de cette propriété,
les vecteurs propres étant ’état quantique du systéme lors de cette mesure. En utilisant la

notation bra-ket, ce postulat peut s’écrire ainsi :

A o) = ay |on)

ol /1, a, et a, désignent, respectivement, ’observable, le vecteur propre et la valeur propre
correspondante.

Les états propres de tout observable A sont complets et forment une base orthonormée dans
I’espace de Hilbert.

Cela signifie que tout vecteur |¥ (¢)) peut se décomposer de maniére unique sur la base de

ces vecteurs propres (|¢;)) :

U =c ) +ca|pg) + ..+ cnldy)

Postulat 4 : Probabilité d’obtention d’une valeur d’une observable
La mesure d’une grandeur physique représentée par I'observable A, effectuée sur I’état
quantique (normalis¢) |¥ (¢)), donne le résultat a,, avec la probabilité p, égale & |c,|*.

Explication

Le produit scalaire d’'un état et d’'un autre vecteur ( qu’il appartienne ou non & H ) fournit

une amplitude de probabilité, dont le carré correspond & une probabilité ou une densité de

probabilité de la fagon suivante :

— Pour un systéme constitué d’une seule particule, la fonction d’onde V¥, (r) = (r|a) est
Pamplitude de probabilité que la particule est & la position r. La probabilité P, (r) de

trouver la particule entre r et r + dr est :+8
P (r) = |(rle)|” dr

Donc P, (r) = |(r|a)|* est une densité de probabilité.
— Si le systéme est dans un état |«), alors 'amplitude de probabilité Cjs, et la probabilité

Pg,, de le retrouver dans tout autre état sont :
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Ni |a), ni |3) ne doivent étre nécessairement un état propre d’un opérateur quantique.

— Dans I’éventualité o un systéme peut évoluer vers un état |«,t) au temps ¢ par plusieurs
trajets différents, alors, pour autant que ’on n’effectue pas de mesure pour déterminer quel
trajet a été effectivement suivi |«, t), est une combinaison linéaire des états |a;,t) ol j
spécifie le trajet :

o t) = wj oy, )
ou w; sont les coefficient de la combinaison linéaire. L’amplitude Cg, () = [(S|a, t)| de-
vient alors la somme des amplitudes Cjg,; (t) et la probabilité Pg, (t) contient des termes
d’interférence :

2

Cpo (6) = {810 O =[S w; (Blew )| = |32 sl ()

Mais si une mesure a déterminé que le trajet k a été suivi, alors les coefficients deviennent
w; — ;i et les sommes précédentes se réduisent a un seul terme.
— En supposant que le systeme se trouve dans un état , alors la prédiction théorique de la

valeur moyenne de la mesure de ’observable est donnée par :

(4), = e

L’évolution de I'état quantique entre deux mesures est gouvernée par un nouveau postulat,

appelé postulat d’évolution.

Postulat 5 : postulat d’évolution
L’évolution dans le temps de |¥) est régie par ’équation de Schrodinger
ih% = H (t)|¥ (t)) ou H est le hamiltonien.

Entre deux mesures le systéme quantique évolue avec le temps. Soit W(¢) la fonction d’onde
normée décrivant 1’état dynamique du systéeme a l'instant ¢.
Cette évolution de I'état résulte de ’application d’un opérateur linéaire, appelé opérateur

d’évolution qui est de la forme :
(W (to)) — [W(t)) = T'(t, to) [¥(to)) -

L’opérateur posséde une propriété particuliére qui résulte de la conservation de la norme de
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I’état quantique au cours du temps. En effet on doit avoir

(Wt W(te) = 1
- (eOl)
= (Y@)T'T|¥(t)) oa U =(T7)

— TiIT=7T'=1

d’ou 'opérateur est unitaire.
La question est de savoir quel est cet opérateur unitaire

En fait, ’évolution temporelle de I’état est gouvernée par la célébre équation de Schrodinger
L d
ih— [U(1)) = H[P(t))

ou H est I'opérateur hamiltonien, c’est-a-dire I'opérateur quantique associé a l'observable
"énergie totale du systéme".

La solution formelle de cette équation est :

_to

w(0) = exp (i1 ) o)

de laquelle on déduit

t—t
T(t,to) = exp (—i - OH)



Chapitre 2

intrication quantique [4]

Définition 2.1 Soit |U) € H?", cet état est dit intriqué s’il n'existe pas d’état : |V), € H*
et |¥), € H* tels que : |U) = |¥), @ |V), et n=p+q.

2.1 Etat a deux qubit
2.1.1 Définition d’état a deux qubit

Nous avons étudié au premier chapitre ’état d’un seul qubit, sa forme est introduit par la
formule [1.1] ,et dans ce chapitre nous avons intéressé a 1’état a deux qubits, pour cela, on
prend deux qubit A et B,ou le premier qubit, A, est dans un espace de Hilbert H,, dont une
base orthonormée est {|04),[14)}, et le second qubit B, est dans un espace de Hilbert Hp,
dont une base orthonormée est {|0g),|1p)}. Il est naturel de représenter un état physique
ou le premier qubit est dans ’état |04) et le second dans I’état |0p) par un vecteur que I'on
écrit | Xoo) = |04 ® 0g), en prenant en compte les autres valeurs possibles de qubits on aura

quatre possibilités
| X00) =104 ®05), [Xo1) =[04® 1), [Xi0) =]1a®0p), |X11)=]14® 1p)
Donc le qubit A est dans
pa) = |04) + 5 [1a), ou (o, 8) € C, et o +|5]" =1
et le qubit B dans

p5) =7108) +0|1p), on (7,8) € C*, et [y|* +]6]" = 1.
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Donc le systéme a deux qubits (A, B),qui 'on note |p4 ® ¢p) est décrit comme suit :

04 ® ©p)

loa®pp) = ay|04®0p)+ad|04®@1p)+Ly[la®0p)+F01a®1p)  (2.1)

= avy|Xoo) + ad | Xo1) + By | Xio) + 86 [ Xu1)

Les physiciens sont assez laxistes sur les notations, et on trouvera au lieu de |p, ® @), soit
loa) ® |@4), soit méme | p5), en omettant le symbole du produit tensoriel.

Le point crucial est que I'état le plus général de H4 ® Hp n’est pas de la forme produit
tensoriel |, ® pp) :

les états de la forme |p 4, ® @) ne forment qu’un petit sous-ensemble des vecteurs de HA® Hp.

L’état le plus général est de la forme

|\If> = Qo |0A (059 OB> "—0601 ‘OA X 1B> -+ 10 ‘1A X OB> + 11 ’1A X 1B> (22)

= ago | Xoo) + o1 | Xo1) + a0 | X10) + a1 | X11)

|ovoo|” + lawor |* + [eao* + |as | = 1 (2.3)

et pour que |¥) soit de la forme |p, ® @), une condition nécessaire (et suffisante) est que
QpoCt11 = Q110

ce qui n’a aucune raison d’étre valide a priori. Donnons un exemple trés simple d’'un état |®)

qui n’est pas de la forme |p, ® @p)
1

)= =

(104 ®1p) — 14 ® 0p))

en effet
1

1
—F, = T =
V2T V2

Dong, il est claire qu’il existe des états qui ne pouvant pas se factoriser en un produit d’états

agp =0, apy = a;; =0

a un qubit, on appelle ces états, états intriqué.

Une exemple particuliérement utilisé d’état intriqué est le premier état de Bell défini par

00) = 7= (100) + [11). (2.4)
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Tant qu’aucune mesure n’est effectuée sur le systéme 1’état de chaque qubit n’est pas défini.
Supposons que nous mesurions le premier état et que nous trouvions I’état |0). Cela signifie
que état |5,,) est projeté sur I’état |00) ce qui entraine que le deuxiéme qubit est forcément

lui aussi dans ’état |0) [5].

2.1.2 Mesure d’un état a deux qubit

La mesure d’état de deux qubits donne 'un des états de base |00) ,|01) ,]10) ou |11) avec une
probabilité |ai]~\2 ol «y; sont les coefficients des états de base de décomposition de I’équation
(E2).

On peut effectuer une mesure partielle c’est-a-dire uniquement sur I'un des deux qubits. La
mesure va fixer I’état de qubit mesuré; I’état du systéme mesuré sera une superposition des
états de base compatible avec 1’état initiale et dans laquelle le qubit mesuré aura une valeur
fixée.

Par exemple si on mesure le premier qubit pour un systéme dans ’état ([2.2]) et qu’on trouve
|0) le systéme est projeté dans 1’état

“T’> = [00) + e |01).
|ctoo|”™ + avon| oo™ + |axon|
Si maintenant ’état initiale du systéme est I’état de Bell |3,,) ( équation et que la mesure

du premier bit donne |0) alors le systéme est projeté dans I’état |00) [5].



Chapitre 3

Transformation de Fourier quantique
(9] et [10]

La transformé de Fourier quantique est une transformation introduite par Peter Shor. Cette

opération unitaire est probablement la plus importante.

3.1 Algorithme de Shor :

Cet algorithme ainsi que plusieurs autres reposent sur la mise en oeuvre efficace de la trans-
formation de Fourier sur un circuit quantique. En fait I’algorithme classique de transformée
de Fourier rapide (FFT) nécessite O(n2") opérations pour transformer un nombre de n bits.
Nous allons voir que la TF quantique ne nécessite que O(n?) opérations : le gain est ici

exponentiel.

3.2 Transformation de fourier quantique
On définit d’abord la transformation de Fourier classique :

Définition 3.1 (Transformation de Fourier classique) La transformée de Fourier classique
d’un vecteur complere X de N éléments (xg,...xny_1) un autre vecteur complexe Y de N

éléments (y1Ya...yn—1) est définie par :

Y =F(X)ey= (3.1)

=
A‘DML
A
2§
ol
o
N——
S
o

\/__
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Définition 3.2 (Transformation de Fourier quantique) Soit un espace de Hilbert H de di-
mension N, donc de la méme maniére, on définit la transformée de Fourier quantique (TFQ)

par son action sur les vecteurs de la base orthonormée |jo),...|jn_1)
L TFQ 1 2
— —kj )|k 3.2
)" > (570 ) ) (32

L’équivalence avec la transformée de Fourier discréte est visible lorsqu’on applique la trans-

formée de Fourier quantique & une superposition d’états :
N-1 N-1
> wili) = > @ lk)
§=0 k=0

Meéme si 'unitaristé d’une telle transformation n’est pas évidente au premier abord, on peut la
décomposer en une série de transformations unitaires élémentaires. On suppose dans la suite
que N = 2™; cette hypothése n’est a vrai dire pas trés restrictive car elle est généralement
faite aussi dans le cas de la transformée de Fourier discrete (’algorithme de la transformeée
de Fourier rapide ne marche que pour N de la forme a’). Le calcul s’effectue donc sur les
vecteurs de base |0)...|2" — 1), et on note jijs...J, la représentation binaire de j (ou j =
52" = 1+ o+ u2°), et 0fijir1 + - + jim la fraction binaire & + 22 4 | 4 m

On peut factoriser la transformation de Fourier quantique de la facon suivante :

N-1 .
. 1 2im
) - 2% Z €xp (2—nk]) k)

k=0
1 1 n
= 2i > ) exp (2@@ <Z k,2—l>> k1. k)
: k1=0 kn=0 =1
1 1 1
= o7 ST @ exp (2imjk2) k)
: k1=0  k,=0
1 1
= 57 %L > exp (2imjki27") ]/@]
kn=0

1
= o7 @y (10) + exp (2imj27") |1))

= L (10) + exp (2i707,) |1)) @ (|0) 4+ exp (2i70J,—17Jn) |1)) @ ... ® (|0) + exp (2i707172-..Jn) |1))

(]
|3
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72 o MmN S
l71) (2 = —n—U= |1y

|72 H F o3 (1 | &
2) @ —-. - -- ——t—+— o [ ----- —{re— 22} TL— Lol ]
J27 N P2/

. l o ; \
) T i 1o

-
[5m) -

Fig 4.1-Circuit de la transformation de Fourier quantique.

Cette décomposition permet de concevoir aisément un circuit pour la transformée de Fourier

quantique, comme celui de la figure 4.1, ot

— représente 'opérateur ( (1) exp %% ) )

Pour comprendre le fonctionnement de ce circuit, suivons son action sur |j) = |ji...jn). La

premiére porte de Hadamard donne

10y + exp (2i7052) 1)) 2--n)

V2

Puis, la premiére rotation controlée ajoute un bit de phase supplémentaire suivant 1’état de

|J2)
% (10) + exp (2i70j1j>) [1)) |a-jn)

Et ainsi de suite jusqu’a la rotation n

% (10) + exp (20101 jo---jn) [1)) [j2---n)

De méme, la deuxiéme série de porte de Hadamard et de rotations controlées conduisent &

I’état
7 (10) + exp (2im0j1j2.-.jn) [1)) - (|0) + exp (2i70j2..jn) [1)) |J3---jn)

A la fin du circuit, nous obtenons donc I’état

|61) ® |¢g) @ ... @ | B, 1) @ [6,)
= —(]0) + exp (2iw0j1j2...Jn) [1}) . (|0) 4+ exp (2im0J3...7,) |1)) ... (|0) + exp (2i707,) |1))

N
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3.3 Recherche a la période d’une fonction [11]

L’algorithme de Shor repose sur la possibilité de trouver "rapidement" la période d’une
fonction. Dans ce paragraphe nous allons voir comment 1’algorithme de transformée de Fourier
quantique permet de résoudre ce probléeme.

L’algorithme de Shor consiste en deux parties :

I) Une réduction du probléme de factorisation en un probléme de recherche d’ordre, qui peut

étre effectué sur un ordinateur classique.

IT) Un algorithme quantique pour résoudre le probléme de recherche d’ordre.
Partie classique

1. Prendre un nombre pseudo-aléatoire a < N.

2. Calculer le PGCD(a, N). Ceci peut étre effectué par 'utilisation de l’algorithme d’Eu-
clide.

3. Si PGCD (a,N) # 1, alors c’est un facteur non-trivial de N, donc effectué.

4. Autrement, utiliser le sous-programme de recherche de période (ci-dessous) pour trouver

r, la période de la fonction suivante :
f(z) =a"mod N

c.a.d. le plus petit entier r pour lequel f (x +r) = f (z).
5. Si r est impair, retourner a ’étape 1.
6. Si az = —1 (mod N), retourner & I’étape 1.
7. Les facteurs de N sont PGCD (ag + 1, N). Effectué.

Partie quantique : sous-programme de recherche de période

1. Commencer avec des registres d’entrée et de sortie de chacun log, N qubits, et les
initialiser a :

N7 > |2)[0) on 0 <z <N -1,
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2. Construire f (z) comme une fonction quantique et 'appliquer a I’état précédent, pour

obtenir

N= Y 2 |f (2))

3. Appliquer la transformée de Fourier quantique au registre d’entrée. La transformée de

Fourier quantique sur N points est définie par :

- 2mizx
Ugrr |7) = N= ZGXP < N y) y)

Y

Ce qui donne I’état suivant :

Uarr k) = N 50 e (22 ) )1 )

4. Effectuer une mesure. On obtient ainsi une certaine valeur y dans le registre d’entrée
et f (zo) dans le registre de sortie. Comme f est périodique, la probabilité de mesurer
un certain y est donné par

2

2
211 21 b
Nt Z exp( ﬂ]i[xy) = ‘N‘lzexp <w>
b

z:f(z)=f(z0)

Le calcul montre que cette probabilité est plus haute quand % est proche d’'un entier.

5. Mettre & sous forme irréductible, et extraire le dénominateur ', qui est un candidat

pour 7.
6. Veérifier si f (z) = f (z +1'). Si c’est le cas, c’est terminé.

7. Autrement, obtenir plus de candidats pour r en utilisant des valeurs proches de y, ou

multiples de 7’. Si un autre candidat marche, c’est terminé.

8. Sinon, retourner a 1’étape 1 du sous-programme.



Chapitre 4

Annexe

4.1 Le photon [12]

Les photons ont originellement été appelés « quanta de lumiere » (das Lichtquant) par Albert
Einstein. Le nom moderne « photon » est dérivé du mot grec qui signifie soleil (translittéré
phos, photos) et a été choisi en 1926 par le chimiste Gilbert N. Lewis, dans la publication d’une
théorie spéculative dans laquelle les photons étaient « incréables et indestructibles ». Bien que
la théorie de Lewis ne fat jamais acceptée, étant contredite par plusieurs expérimentations,

son nouveau nom, photon, fut adopté immédiatement par la communauté scientifique.

4.2 Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert est un espace de Banach (donc complet) dont la norme découle d’un
produit scalaire (,) par la formule |z|| = \/(z,z) . C’est la généralisation en dimension

quelconque d’un espace euclidien ou hermitien [13].

4.3 Espace hermitien

Un espace hermitien est un espace vectoriel défini sur les nombres complexes, de dimension

finie et disposant d’un produit hermitien, correspondant & une généralisation du cas réel [13]..
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4.4 Produit scalaire [13].

Soit H un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes C. On appelle "produit sca-

laire" sur H toute application de H x H dans C, notée :
(u,v) = (ulv)

qui vérifie les propriétés suivantes :

linéarité a droite : pour tous u, vi, vo € H, A\;, A € C
(u|Ayv1 4+ Agv2) = A1 (ulvr) + Ag (u|vg)
anti-linéarité a gauche :pour tous uq, us, v € H, A\;, Ay € C
(Mg 4 Agug|v) = A (ur|v) + X (uzlv)

positiviteé : pour tout u € H

(ulu) >0
Définie : pour tout u € H
(ulu) =0=u=0.
Exemple 4.1 1. Dans l’espace R™, on définit le produit scalaire canonique :
(@1, oy ) [ (1,0, Un)) = T1y1 + Too + .. + TnYn
2. Dans l’espace C", on définit le produit scalaire canonique :

(215 2o 20) | (W1,cccywy)) = Zrwy + ... + Zpwy,.

4.5 Produits Tensoriels

Le produit tensoriel d’un tenseur p de @ F et d’un tenseur ¢ de ®?F est un tenseur de Q" 1F

défini de la maniére suivante (ici p =2, ¢ = 3) :

(p®q) (u’,U7’Z.7y7Z) :p<u7v>q($7y7z) vu7v7x7y7Z€E‘
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4.6 Deéfinition de ’observable

Les observables sont des opérateurs définis sur I’espace d’Hilbert ou classiquement des fonc-

tions réelles de 2N variables réelles.

4.7 Rappel de quelques définitions sur les opérateurs
et les matrices

A est un opérateur agissant dans un espace ¢; |i), i = 1...dime une base orthonormée dans

g, on appelle éléments de matrice de 'opérateur
Aij = (il Alj)

— Opérateur adjoint ou conjugué hermitique, A" d’un opérateur A : (AT)Z.j = A =

(il Alj) = (G AT 4)

L’action de 'opérateur adjoint se situe dans I’espace dual :
Alg) = [T) <= (¢] AT = (|

— Opérateur hermitique : AT = A.
— Opérateur unitaire ATA = AAT = I = A" = A~'. Un opérateur ayant cette propriété

conserve la norme. En effet

Alp) = [T) <= (g A" = (7]
(U]T) = (T|ATA|T) = (¢]¢)

4.8 La biréfringence

La biréfringence est une propriété qu’ont certains matériaux transparents vis-a-vis de la
lumiere. Leur effet principal est de diviser en deux un rayon lumineux qui les pénétre. C’est
pourquoi, sur la photographie ci-contre, certaines lettres apparaisent en double derriére un
cristal biréfringent.

La biréfringence, encore appelée double réfraction, s’explique par I'existence de deux indices

de réfraction différents selon la polarisation de la lumiére. Ces deux indices sont appelés indice
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ordinaire ng et indice extraordinaire noté n.. La biréfringence est la valeur sans dimension :
An =n, — ng

sachant que ng est 'indice de réfraction de la polarisation perpendiculaire & ’axe d’aniso-
tropie du matériel, tandis que n,. est 'indice de réfraction de la polarisation paralléle a I’axe

d’anisotropie

4.9 Opérateur hermitien

Un opérateur u de ’espace hermitien E est dit hermitien si :

Vee E, Yy e E, (u(z)l|y) = (z|u(y))

Les opérateurs hermitiens jouent un roéle important en mécanique quantique, car ils repré-
sentent les grandeurs physiques. Les valeurs propres (réelles) représentent les valeurs possibles

de la grandeur et les fonctions propres (ou vecteurs) les états associés [13]..

4.10 Opérateur hamiltonien

L’opérateur hamiltonien H est défini par la forme :

o~

2
fI:—+V(?+t>
2m
ou

— 1 est Pobservable position.

— P est I'observable impulsion.
— t le temps.

— m la masse.

— V est une fonction a valeurs réelles, appelée potentiel.

4.11 Fonction trace [§]

Définition 4.1 La trace d’une matrice A est la somme de ses éléments diagonauzr. On la

définit comme suit :
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U
—_

i (A) L S Gl Al

(2

I
=)

ot A est une matrice dxd et {|i)} est une base orthonormé de l’éspace de hilbert de dimension

d (H?). Voici quelques propriétés utiles de la trace :
tr(A+ B) = tr(A)+tr(B),

tr(ANA) = Atr(A),
tr(AB) = tr(BA).
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