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INTRODUCTION

En mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise a comprendre la facon dont une
commande permet aux humains d’agir sur un systéme qu’ils souhaitent maitriser. Cette défi-
nition recouvre naturellement de trés nombreux champs d’applications; un ingénieur pourra
vouloir controler un systéme mécanique en lui appliquant des forces, un économiste pourra
vouloir agir sur un équilibre financier en modifiant un taux, un chimiste pourra vouloir amé-
liorer son procédé en régulant la température, etc. Nous donnerons dans la suite des exemples
précis de systémes de controle. Il est intéressant de noter que, malgré la diversité des situa-
tions concrétes qui peuvent étre appréhendées ainsi, la théorie du contréle fournit un cadre
commun & tous ces univers. Il est donc remarquable que ’on parvienne & obtenir des résul-
tats généraux, qui pourront s’appliquer dans de nombreux domaines.Une classe particuliere
dont 'importance pratique est remarquable est celle des systémes décrits par des équations
différentielles linéaires. Nous parlons alors de systémes linéaires.Si elle n’est strictement
que rarement vérifiée en pratique, cette hypothése de linéarité peut étre acceptée pour de
nombreux systémes évoluant autour d’'une position d’équilibre sous I’hypothése des faible
déviations. Un processus de linéarisation est alors nécessaire. Dans ce travail, une nouvelle
classe de systémes linéaires fractionnaires et singuliers & temps continu est introduite. Dans
ce mémoire nous allons étudier le probléme suivant :

Soit donné une déscription externe du systéme L.T.I et & temps continu, spécialement étant
donné sa fonction de transfert ou sa réponse impulsionnelle on veut déterminer une déscrip-
tion interne pour le systéme qui génére la fonction de transfert. C’est donc un probléme de
réalisation de systéme. Différentes approches sont dans la littérature et notre intérét por-
tera sur la détermination de réalisations contenant le plus petit possible nombre d’énergie
ou stockage d’éléments. Pour acomplir cela, les concepts de controlabilité et d’observabilité
jouerons un roéle central dans notre étude. Dire qu'un systéme est controlable et observable
c’est dire que sa réalisation est minimale.

Nous allons établir des conditions nécessaires et suffisantes garantissant 1’existence de réali-

sations pour cette classe de systémes. Le probléme de minimalité est cependant résolu .
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Ce manuscrit s’organise de la fagcon suivante :

— Le premier chapitre est consacré essenciellement & une présentation de quelques rappels
indispensables et necéssaires a la compréhension de ce mémoire.

— Le chapitre qui suit est dédié a la représentation d’état de systémes linéaires a temps
continu, en donnant sa solution et quelques criteres.

— Le chapitre suivant est consacré a donner une déscription externe d’'un systéeme L. T.I et a
la recherche de sa réalisation minimale.

— Dans le quatriéme chapitre, nous abbordons une nouvelle classe de systémes linéaires frac-
tionnaires & temps continu et nous allons établir les conditions nécéssaires et suffisantes
qui garantissent I’éxistence de la réalisation pour cette classe de systémes.

— Le cinquiéme chapitre est organisé de la facon suivante, d’abord nous commencons par une
introduction aux systemes singuliers aprés nous nous intéreéssons a ses propriétés et a la
recherche de la solution de cette classe de systémes.

— Nous consacrons le dernier chapitre a I’étude d’une nouvelle classe de systémes qui est celle

des systeémes linéaires fractionnaires et singuliers.




Chapitre 1

Notions de base

L’objectif de ce premier chapitre est de rappeler quelques notions fondamentales qui seront

le plus souvent citées dans notre étude. Les références utilisées sont : [2] [4]

1.1 Fonctions causales

Définition 1.1.1 On dit qu’une fonction f de la variable t est une fonction causale st pour

tout t strictement négatif, on a :

ft)=0
1.2 Transformée de Laplace

Définition 1.2.1 La transformée de Laplace d’une fonction causale f est la fonction F' de

la variable réelle ou complexe s définie par :

0

Notons que F' existe que si cette intégrale converge.
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1.2.1 Propriétés fondamentales

Nous rappelons ici quelques propriétés élémentaires que nous serons amenés a utiliser par la
suite.

Dérivation

r {dm(t)

] = sx(6) - a0

Cela se généralise a :

1.2.2 Transformée des signaux remarquables

Signal échelon

Signal impulsion

1.3 Produit de convolution

Définition 1.3.1 Le produit de convolution de deuz signaux x(t) et y(t), noté x = y(t),est
défini par :

e y(t) = /_ il — )

o0

Définition 1.3.2 ( La transformée de Laplace inverse )

La transformée de Laplace inverse est définie par :

LUF()] = f(t) = ﬁ /A _Am e F(s)ds
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1.4 Série de Laurent

Définition 1.4.1 la transformée en s d’une suite h(n), n =0,1,2, ... est définie par :

H(s) = Z h(n)s™"

Lorsque cette série converge .

1.5 Théoréme de Neumann

Théoréme 1.5.1 Soit A une matrice carrée, si ||A|| <1 et (I — A) est non singuliére alors

(I —A)~! existe, et (I —A) ' =T+A+ A%+ ..

c’est a dire :

+o0
(I—-A) =) A
=0

1.6 Inégalité du rang de Sylvester

Définition 1.6.1 Pour deux matrices A et B de dimensions m X n et n X p réspéctivement,

on a:
rangA + rangB —n < rang(AB) < min(rangA, rangB)
1.7 Polynéme monique

Définition 1.7.1 Un polynome est appelé monique si son terme de degré le plus élevé a un

coefficient égal a un .



1.8 Exponentielle d’'une matrice

1.8 Exponentielle d’une matrice

Définition 1.8.1 Soit A € M, (k), on définit ’exponentielle de la matrice A par :

A AF
exp(A) =e” = Z T

k>0

C’est une série normalement convergente sur tout M, (k).

1.9 Distribution de Dirac

Définition 1.9.1 On appele impulsion de Dirac la fonction 0(t) qui vérifie :

{ [os()dt =1
5(t)=0 si t#0

Si P'impulsion se produit & un temps t = a, on écrit : §(t — a).

Un propriété intéressante de la fonction impulsion est qu’elle permet d’écrire :

+oo

F@)o(t —a)dt = f(a)

—00



Chapitre 2

Le modéle d’état

Dans le cas des systéemes dynamiques a parameétres localisés en temps continus, une repré-
sentation d’état du systéme dynamique est donnée par une équation différentielle ordinaire

vectorielle du premier ordre et d’'une équation vectorielle algébrique.

2.1 Représentation d’état

Définition 2.1.1 Tout systéme dynamique X peut étre representé par ses équations d’état
définies comme un ensemble d’équations différentielles du premier ordre appelées équations

dynamiques et un ensemble d’équations algébriques appelées équation de sortie ou de mesure :

¥ = f(z(t),ult), t) (2.1.1)

y = g(x(t),u(t),t) (2.1.2)

L’équation (2.1.1) est appelée équation dynamique

L’équation (2.1.2) est appelée équation de mesure
ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™est le vecteur de commande, y(t) € R"est le
vecteur de sortie .
La fonction f : R" x R™ x R — R™ est une fonction de Lipshitz par rapport a x, continue par

rapport & u et continue par morceaux par rapport a t afin que ce systéme ait une solution
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unique. Les équations d’état caractérisent complétement le comportement dynamique du

systéme .

2.2 Représentation d’état linéaire

Définition 2.2.1 57 X vérifie ’hypothése de linéarité alors sa représentation d’état est don-

née par :

() = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.2.1)

y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t) (2.2.2)
ou :
- A(t) € R™" est la matrice dynamique.
- B(t) € R™™ est la matrice de commande ou d’entrée.
- C(t) € R™™ est la matrice de mesure ou de sortie.
)

D(t) € R™™ est la matrice de transmission directe.

Si les matrices A, B,C, D sont constantes, le systéme est Linéaire & Temps-Invariant

(LTI).

2.3 Solution de I’équation d’état
Dans cette partie, nous nous intéressons plus particuliérement a la solution de I’équation

différentielle d’état ( I’équation dynamique ) :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
Dans le cas général ou le modeéle est a temps-variant, il est nécessaire de définir la matrice

de transition d’état qui intervient dans la solution de I’équation d’état.
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2.3.1 Matrice de Transition

Définition 2.3.1 La solution de l’équation d’état homogéne (non commandée) ,

2(t) = At)x(t)  x(ty) = xo

ou A(t) est continue par rapport & t est donnée par :

fL’(t) = (I)(t,to)l'o Vi >_‘ to

ou ®(t,ty) est la matrice de transition, solution de I’équation différentielle :

Ot tg) = A(t)D(t, o) Vit = to

q)(to, to) — [n

2.3.2 Reéponse libre

Définition 2.3.2 La réponse libre d’un systéme est la réponse du systéme a ses seules condi-
tions initiales. Dans le cas d’un systéme représenté par son modéle d’état, elle est donnée par

[’équation :

2.3.3 Reéponse Forcée

Définition 2.3.3 La réponse forcée d’un systéme est la réponse du systéme au seul signal
d’entrée et pour des conditions initiales nulles. Dans le cas d’un systéme représenté par son

modéle d’état, elle est donnée par :
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A partir de la donnée de la matrice de transition, il est possible de déterminer la solution
de I'équation dynamique d’état qui correspond & la réponse compléte du systéme par

application du principe de superposition.

2.3.4 Réponse compléte

Théoréme 2.3.1 La solution de [’équation dynamique d’état :

est donnée par :

x(t) = D(t,to)xo + /0 O(t, 7)B(T)u(r)dr (2.3.1)

et la sortie s’écrit alors :

y(t) = C(t)D(t,tg)xo + C’(t)/o O(t, 7)B(T)u(r)dr + D(t)u(t) (2.3.2)

Si maintenant on considére le casou: A(t) = A, B(t) = B, C(t) = C, D(t) = D autrement

dit le cas des matrices a coefficients constants, le systéme devient :

¥’ = Az + Bu (2.3.3)
y=Cz+ Du (2.3.4)
et alors la solution est donnée par :
t
z(t) = el —|—/ A Bu(r)dr (2.3.5)
to

par suite la réponse sera,

t
y(t) = CeAt=t0) g + / C@A(t_T)BU(’T)d’T + Du (2.3.6)

to
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2.4 Critére de Kalman

Nous exposons dans cette section quelques tests pour la contrélabilité et ’observabilité pour

se faire, nous nous basons, sur la référence suivante [1]

2.4.1 Critére de la controlabilité

Théoréme 2.4.1 Un systéme LTI d’équation dynamique d’état ,

2'(t) = Ax(t) + Bu(t)

ou :
A e R™" B e R"™™ est controlable si et seulement si la matrice de controlabilité, notée

C est de rang plein égal a n .

mng(C)zmng[B CAB L. AHB]Zn

La controlabilité d’un systéme de matrices caractéristiques (A, B) sera appelée controlabilité

de la paire (A, B) .

2.4.2 Critére d’observabilité

Théoréme 2.4.2 Un systéme LTI d’équation dynamique et de mesure ,

7' (t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cz(t) + Du(t)

ou :
A e R™" C € R™" est observable si et seulement si la matrice d’observabilité, notée O

est de rang plein égal a n .
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CA

rang(O) = rang e =n

cAm

L’observabilité d’un systéme de matrices caractéristiques (A, C') sera appelée observabilité de

la paire (A4,C).

2.5 Décomposition de Kalman

Pour valider nos résultats, nous aurons besoin par la suite de quelques résultats utiles, parmi

ces caractérisations nous citerons le théoréeme de décomposition de Kalman[1] .

Théoréme 2.5.1 Pour (A, B)non controlable et (A, C) non observable, il existe une matrice

non singuliere P tel que :

Ag1 Agy Agz Agy

L
A=priap=| 7 1 om o
0 0 Ay Au

By

 B-pip=| D

0

0

ou :

(1) (Ae, B.) avec :

&
[

(All 0 )
Ay Agg
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et

est controélable, ot :
A, e R>nr B, e R,
(17) (Ao, C,) avec :

et

est observable, ot :
A, € ReXne () € R,

La dimension des matrices A;;, B;, C; est :

All : (nr - nra) X (nT - nT5)

A22 P Nypg X Nyp

Asz:(n— (ny +n5 —ny5)) X (n— (ny + 15 — ny5))

Ay : (na - nra) X (na - nr(‘))

By :(n. —n.5) xm

Bs in.s xm

Cy:p X (n, —ny5)

Cy:px(n—(n,+mns—ns))



2.5 Décomposition de Kalman

15

Le triplet (Ay1, By, Cy) est tel que :

(A11, By) est controlable et (A1, C}) est observable .



Chapitre 3

Réalisation d’espace d’état d’un

systéme LTI

Dans cette partie, nous allons donner une description externe d’un systéme LTI, spéciale-

ment sa fonction de transfert ou sa réponse impulsionnelle. Nous allons s’intérésser aussi a

la recherche de réalisations qui contiennent le moins possible d’éléments d’énergie, i.e des

réalisations de moindre ordre. Pour ce faire nous nous basons sur la référence [1] .

On considére un systeme LTT de type :

<
=
~—
l
Q
8
=
—+
-
g
—
:F/\—/

ou: AeR¥™ BeR™n CeR>*" DeR>M .

La réponse de ce systéme est donnée par :

y(t) = Cetag +/O h(7)u(r)dr

avec !

AT ; .
h(r) = { OCe B+ Dé(t)  siT > 0;

st 1T=<0.

(3.0.1)

(3.0.2)

(3.0.3)
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3.1 La réponse impulsionnelle

Définition 3.1.1 La réponse impulsionnelle est simplement définie comme étant la réponse
d’un systéme physique dont ’entrée est une impulsion de Dirac, elle permet de caractériser

les systémes linéaires dans le domaine temporel .

3.2 Fonction de transfert

Définition 3.2.1 La fonction de transfert d’un systéme est la transformée de Laplace de la

réponse impulsionnelle, elle est donnée par :

H(s)=C(sI —A)'B+ D (3.2.1)

En effet,
On a:

h(r) = Ce*™ B+ Ds(t)  siT>0
L(h(T) = E(C’eATB + Di(7))
= CL(e")B + DL(5(7))
—+o00
= C’/ eATe™"drB + D
0
“+o0o
= C’/ A=DTdr B+ D
0

+o0
=C / e I=ATrB+ D
0
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= C[—(s] — A)te=CI=AT B + D

= O lim —(sI = A)~'e ¢! 4 (sT = A) B4 D

a——+00

=C(s[—A)'B+D

D’ou le résultat .

Définition 3.2.2 Pour H(s) donnée, La réponse impulsionnelle est :

Théoréme 3.2.1 h(t) € R™™ est une matrice de réponse impulsionnelle réalisable par
(3.0.1) si et seulement si tous ses éléments de h(t) sont des sommes des fonctions élémentaires

atke et B6(t) avec : a,B€R , k€ N et X € C.

3.3 De la représentation d’état a la fonction de trans-
fert

On s’intéresse dans notre étude au systéme de type SISO qui représente un systéme a une
seule entrée et une seule sortie (Single Input-Single Output ) et de conditions initiales nulles.

En utulisant la transformée de Laplace, on trouve pour X (s) = L(z(t)) :

sX(s) = AX(s)+ BU(s) (3.3.1)

Y(s) = CX(s) + DU(s) (3.3.2)

A partir de (3.3.1), on obtient :
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X(s) = (sI, — A)"'BU(s) (3.3.3)

Par suite pour (3.3.3) dans (3.3.2), nous avons :

Y(s) = (O(sL, — A)"'B + D)U(s) (3.3.4)

On déduit que :

Y(s) = H(s)U(s) (3.3.5)

La fonction matricielle H(s) est appelée fonction de transfert du systéme, elle est définie

par :

H(s)=C(sl,—A)™'B+D

_adj(sl, — A)
B C’det(s]n —A) B+D
_ C(com(sI, — A))" B + det(sl,, — A)D (33.6)
B det(sI, — A) o
Notons alors :
_ N(s)
Hs) = 05 (3.3.7)

Les poles de la fonction de transfert sont les zéros du polynéme caractéristique :

d(s) = det(sI, — A)

qui sont donc les valeurs propres de la matrice A .
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3.3.1 Ordre et systéme propre

Définition 3.3.1 L’ordre du modéle LTI est le degré le plus élevé du polynéme caractéris-
tique. 1l est donc égal au nombre d’états dans le modéle. St le systéme est causal alorsn > m.

Pour n =m, le systéme est dit propre alors que pour n > m, il est dit strictement propre,
tel que :

by S™ 4 byp18™ ..+ bys + by

H(s) =
() ApS"™ + Ap_18" 1+ ...+ a5+ ag

(3.3.8)

3.4 Reéalisation

Définition 3.4.1 Une réalisation de H(s) est tout ensemble {A, B,C, D} tel que :

H(s)=C(sl,—A)™'B+D

3.5 Parameétres de Markov

Définition 3.5.1 Toute matrice de transfert rationnelle réelle H(s) € C™™ peut étre dé-

composée en série de Laurent :

H(s) = Hy+ Hys "+ Hys ™% + ... (3.5.1)

ol les matrices H; , ¢+ = 1,2, ...sont les parameétres de Markov du systéme. Ils peuvent

étre calculés par :

Hy = lim H(s),

S$—+400

Hy, = lim s(H(s)— Hyp),

s§——+00
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Théoréme 3.5.1 L’ensemble {A, B,C, D} est une réalisation de H(s) si et seulement si :

Hy=D (3.5.2)

et
H;=CA™'B ,i=1,2,.. (3.5.3)

Preuve

Si la représentation {A, B, C, D} est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s)=C(sl,—A)™'B+D
= C(s(I, —s*A)'B+ D

=0s I, —s'A)'B+D

+o0
=Cs 'y (s'AYB+D

=0

=C i A7lsT "B+ D

=1

=> [CAT'Bls™'+ D
=1

D’ou le résultat .
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3.6 Reéalisation minimale

Définition 3.6.1 Une réalisation minimale ou réalisation irréductible de H(s) est tout en-

semble {A, B,C, D} tel que son ordre n est minimal .

Théoréme 3.6.1 Une réalisation {A, B,C, D} d’ordre n de H(s) est minimale si et seule-

ment si (A, B) est controlable et (C, A) est observable .

Preuve

(Nécessité) Supposons que {A, B, C, D} est une réalisation minimale mais elle est non contro-
lable et non observable. En utilisant la décomposition de Kalman, on peut trouver une
autre décomposition (Aj1, By) de dimension inférieure et qui est controlable et observable,

cela contredit I'hypotheése que {A, B, C, D} est une réalisation minimale .

(Suf fisance) Supposons que la réalisation {A, B,C, D} d’ordre n est contrdlable et obser-
vable mais elle n’est pas minimale, donc il existe une autre réalisation {A, B,C, D} d’ordre
n<n.

D’apres le théoreme de Markov, on a :

S
I
S

et

CA™'B=C A-1 B,i=1,2, ...

Les matrices de controlabilité des représentations {A, B, C, D} et {A, B,C, D} sont données

par :

Cn:<B : AB  A?2B i ... AHB)

Co=(B: 4B : ®B: .. i &15)

Les matrices d’observabilité des représentations {4, B,C, D} et {A, B,C, D} sont données

par :
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- Ql

On a cependant,

B CAB
CAB CAB

En utilisant I’inégalité du rang de sylvester :

cAm

rangO,, + rangC, —n < rang(0,,C,) < min(rangO,, rangC,)

D’ou :

rangO,, + rangC, —n < rang(O, C,) < min(rangO,, rangC,)

et puisque {A, B,C, D} est controlable et observable, il s’ensuit,
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rangQO, = rangC,, =n

Donc :

n < rang(0,, C,) < min(rangO,,,rangC,) <7

1e :

n<n

Cependant 72 ne peut pas étre supérieur a n, le fait que la réalisation {A, B, C, D} est mini-
male, alors n =7n .

On conclut que si la réalisation {A, B,C, D} est controlable et observable, donc elle est

minimale .

Exemple 3.6.1 On considére la fonction de transfert suivante :

H<S):1+3

et on donne ces différentes réalisations de H(s) :

afa=(05)m=(1).c=(-1 1)
(ii){A:((l) (1)),3:(_11>,C:(0 1),D

I I
o o
—— N——

(W){A=-1,B=1,0 =1,D =0}

- Pour la réalisation (7)

La matrice de controlabilité est :
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C:GLMﬂ:(?é>

rangC = 2

La matrice d’observabilité est :

C -1 1
o=(éa)=(34)
rangO =1 < 2

On déduit que la réalisation (7) est controlable et non observable .

- Pour la réalisation (i)
Cz@AMz(Elj)

rangC =1 <2

et :

C 0 1
O:(CA):(10>
rangO = 2

On déduit que la réalisation (i7) est non controlable et observable .

- Pour la réalisation (i)
c_wAm_(?_i)

rangC =1 <2

et :
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C 0 1
o-(éa)-(0 )
rangO =1 < 2

On déduit que la réalisation (7i7) est non controlable et non observable .

- Pour la réalisation (iv)

C=B=1

rangC =1
et :

O=C=1

rangO =1

On déduit que la réalisation (iv) est controlable et observable .

Théoréme 3.6.2 Soient {A, B,C, D} et {A, B,C, D} deux réalisations de H(s), si {A, B,C, D}
est une réalisation minimale alors {A, B, C, D} est aussi une réalisation minimale si et seule-
ment si les deux réalisations sont équivalentes. ie : si et seulement si il existe une matrice

non singuliére P tel que :

s/

=PB

C=cCcp!
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Preuve Si on suppose que {A, B,C, D} est une réalisation minimale, ie la paire (A, B) est

controlable et la paire (C, A) est observable. Alors,

Si {A, B,C, D} est équivalente a {A, B,C, D}, 3P~! tel que le systéme (3.0.1) devient :

{ 2 (t) :_Zm(t) + Bul(t)
Y

La matrice de controlabilité est :

= (Pp : PAPPB
(P : PaB
~P(B i aB

= PC

(3.6.1)

Puisque C' est de rang plein donc C est aussi de rang plein

La matrice d’observabilité est :

Ql

- Ql .
‘:bl.

Ql
ol
:l.
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cp!

CP'PAP™!

Puisque O est de rang plein , alors O est de rang plein .

On déduit que {A, B,C, D} est une réalisation minimale .

3.7 Reéalisation par bloc

Une matrice rationnelle H(s) € R™™ est dite propre si lim,_, 1 H(s) < 0o et elle est dite
strictement propre si limg_, o, H(s) =0 .

Nous allons citer une fagon simple pour écrire une réalisation d’éspace d’état d’une matrice
rationnelle H(s).

Nous écrivons :

N(s)
H(s) = 3.7.1
(5) = o (37.1)
ou le polynome dénominateur :
d(s) =s"+d_18" "+ ... +dis+do (3.7.2)

est le multi monique le moins commun des dénominateurs des entrées de H(s), et :

N(s) = Npd(s) + N,_1s™ ' 4. 4+ Nys + N (3.7.3)
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On note que N, = 0 si H(s) est strictement propre .

Soient :

0 I, 0
A=| S € R (3.7.4)
_dOIm _dljm e _dr—llm

0
B= 0 € R (3.7.5)

I,
C - ( NO Nl st Nr,-,1 ) € RTXTm (376)
D =N, € R™™ (3.7.7)

(ou I, est la matrice identité de dimension m x m)

Alors {A, B,C, D} est une réalisation de H(s).

Lemme 3.7.1 Soit H(s) € R"™™ une matrice rationnelle propre satisfaisant (3.7.1),(3.7.2) et (3.7.3)
alors, la représentation {A, B,C, D} donné par (3.7.4),(3.7.5),(3.7.6), (3.7.7) est une réali-
sation de H(s).

Preuve Soit :

T(s) = (To(s)" -+ Troa(s)” )"

-1
)

est une matrice formée par les derniéres m colonnes de (SI — A)

Il découle ensuite de :

que,
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sy _a(s) =T _1(s)
doro(S) + -4 dr_QFT_2<S) + (S + d,,_l)FT_l(s) =1
Par équivalence nous obtenons :
sTo(s) =T'q(s)
5'To(s) = Da(s), .. .,
s To(s) = r_i(s)
et :
d(s)To(s) =1
ainsi :
H(s)=C(SI—- A "B+D
car :
H(s)=N, + N AN N
ST () td(s) T d(s)
= N, + NpeaT'poi(8) + -+ 4 NiT'i(s) + Nol'o(s)
* x  Io(s) 0
—( Ny -+ Ny_y N,_ Lo +N, 3.7.8
( ° 2 ' ) x T'pa(s) 0 ( )
« Th_1(s) I,

Exemple 3.7.1 Dans cet exemple, on obtient une réalisation minimale de :
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1 1
H(s) = (S:é)Q (S*i)_(§+3)
(s—1)(s+3)2 (s+3)2
En appliquant le théoreme de décomposition de Kalman sur ces blocs. Le moins multiple

commun des dénominateurs des entrées de H(s) est donné par :

d(s) =s"+d,_15 '+ ... +dis+dy
=(s— 1)2 (s + 3)2

=5t 443 — 252 — 125+ 9

et on peut écrire :

~ N(s)
H(s) = a0s)
ou,
B (s+3)* (s—1)(s+3)
N(s) = ( S6(s—1) (s—1)%(s — 2)
B s> +6s+9 2 —2s—3
- —6s+6 s®—4s2+5s—2
= N4d(5) + NgSS + N282 -+ N18 + NO
avec :
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6
Nl_(—6 5

et

9
M= (g

Alors la réalisation {A, B,C, D} de H(s) est :

0 I
0 0
A= 0 0
—dolg —d1]2
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
o 0 0 o
| o 0o 0o o
0 0 0 0
~9 0 12 0
0 —9 0 12

Sy
Il
R N e e R

C:(NO N1 N2 Ng)

et :

Yo o o

_ o O o o O oo

2

OO OO R OO

)

o= OO oo
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Théoréme 3.7.1 H(s) est une matrice de transfert réalisable d’un systéme L.T.I si et seule-

ment si H(s) est une matrice de fonctions rationnelles tel que :

lim H(s) < o0 (3.7.9)

S$—+00

ie : si et seulement si H(s) est une matrice rationnelle propre .

Preuve
(Nécessité) Si le systéme (3.0.1) est une réalisation de H(s) = C(s] — A)"'B+ D
On a,

H(s)=D+Y "~ (CAT'B)s™

d’ou,

lim H(s)=D

s§—+400
qui est une matrice réelle finie .
(Suf fisance) : Pour montrer la suffisance il suffit de se baser sur ’algorithme d’existence de

réalisation et pour cela on se référe a [29].



Chapitre 4

Systémes linéaires fractionnaires a
temps continu

Ce chapitre traite une nouvelle classe de systémes linéaires fractionnaires & temps continu. Des
conditions nécessaires et suffisantes garantissant 1’existence de réalisations pour cette classe
de systémes sont alors établies. Notre but est donc développer les résultats des chapitres

précédents pour la classe des systémes fractionnaires.

4.1 Représentation d’état d’un systéme linéaire frac-
tionnaire a temps continu

On considére le systéme linéaire fractionnaire a temps continu décrit par ces équations :

D%x(t) = Ax(t) + Bu(t) ,0<a <1 (4.1.1)

y(t) = Cz(t) + Du(t) (4.1.2)

ou : x(t) € R™ est le vecteur d’état , u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € R” est le

vecteur de sortie. A € R™" B e R™™  C e R  DeR>™.

La valeure initiale est notée par : xg = x(0).
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D définit la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o (o € R*T) pour une fonction N

fois différentiable .

Do f(t) = F<N1_ 3 /Ot 7 f(]:;y])mdf N—1<a<N(NeN) (4.1.3)
o0 = L0

et :

t
[(x) :/ e "t tdt
0

est la fonction Gamma .

4.2 La fonction de transfert

En utilisant la transformée de Laplace et comme (s*I — A) est supposé réguliere, il suit alors,

X(s) = (s"I — A)"'BU(s) (4.2.1)

Apres Papplication de la transformée de Laplace et une subtitution de (4.2.1) dans (4.1.2),

on obtient :
Y(s) = [C(s*I — A)"'B+ D] U(s) (4.2.2)
ol la matrice ,

H(s)=C(s*I —A)'B+D (4.2.3)

est appelée la matrice de transfert du systéme (4.1.1,4.1.2)

On déduit qu’il est toujours possible d’obtenir une matrice de transfert a partir d’une repré-
sentation d’état d’un systéme fractionnaire linéaire a temps continu donné.

L’objetif de ce travail est de montrer comment obtenir une représentation d’état a partir

d’une matrice de transfert donnée.
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Définition 4.2.1 La réalisation d’une matrice de transfert donnée H(s) € R™™ est toute

représentation d’état {A, B,C, D} tel que :

H(s)=C(s*I—A)'B+D

La dimension de la matrice A est appelé 'ordre de la réalisation du systéme.

4.3 L’éxistence de la réalisation du systéme linéaire
fractionnaire a temps continu

En se basant sur la formule (4.2.1) et en notant :

A=s" (4.3.1)

On peut exprimer H(s) par :

GAN)=C\ -A)'B+D (4.3.2)

On déduit alors que la condition pour que la réalisation {A, B,C, D} de H(s) existe et que
toutes les entrées dans H(s) sont des fonctions rationnelles de I'ordre naturel avec variable

complexe s* satisfaisant

lim H(s) < oc.

s§——400

En utilisant la formule (4.3.1), on peut développer G(\) dans une série de Laurent :

G\)=Ho+ ) \""Hy +\*Hy+ ... (4.3.3)

Par conséquent :

H(s)=Hy+s *H; +s 2Hy+ ... (4.3.4)
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Définition 4.3.1 Les termes H; , i = 1,2,... dans la formule (4.3.4) sont [’extension des

paramétres de Markov d’un systéme linéaire fractionnaire. Ils sont déterminés par les formules

suivantes :

Hy = lim H(s),

S$—+00

Hy = lim s%(H(s)— Hy),

§——400

Hy= lim s**(H(s)— Hy— Hys™) ...

s§——+00

Théoréme 4.3.1 L’ensemble {A, B,C,D} est une réalisation de H(s) si et seulement

St

et

Preuve

Si la représentation {A, B,C, D} est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s)=C(s*I, — A)'B+D
=O(s*(I, — s *A))'B+ D

= Cs (I, — s A)'B+D

+o00
=Cs ) (s“A)B+D
=0
+OO . .
=CY A7's™B+4+D

=1
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+oo
=> [CAT'Bls ™+ D
i=1
D’ou le résultat .

4.4 Reéalisation minimale du systéme linéaire fraction-
naire a temps continu

Si {A, B,C, D} est une réalisation de H(s), il existe une autre représentation {4, B,C, D}

qui est aussi une réalisation de H(s) tel que :
A=pApPT!
B=PB
c=cp
D=D
avec P une matrice inversible .

Un autre moyen de générer d’autres réalisations de H (s) est,

Si la représentation {A, B,C, D} est une réalisation de H(s) ensuite le systéme suivant :

D%x(t) = Ax(t) + Bu(t) ,(0<a=<1) ,z(0)=0 (4.4.1)
D%%(t) = Az(t) + Bu(t) ,(0=<a<1) (4.4.2)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (4.4.3)

est aussi une représentation de H(s). Ceci est le fait que la deuxiéme équation d’état (4.4.2)

n’évalue pas ’équation d’état de sortie, par conséquente si la dimension de A est n et la
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dimension de A est 7, donc l'ordre de cette nouvelle réalisation est n + ©. On déduit qu'on
peut toujours élargir I'ordre d’une réalisation, mais il existe un ordre de réalisation minimale

d’une fonction de transfert donnée .

Définition 4.4.1 Le systéme (4.1.1) — (4.1.2) est appelé la réalisation minimale de la fonc-

tion de transfert :

H(s)=C(s"I, — A)"'B+D

Si la dimension de I'espace d’état est minimale parmi toutes les réalisations possibles de H (s).

Théoréme 4.4.1 Une réalisation {A, B,C, D} d’ordre n de H(s) est minimale si et seule-

ment si (A, B) est controlable et (C, A) est observable .
Preuve

(Nécessité) nous prouvons cela par 'absurde, autrement dit,
Supposons que la réalisation {A, B,C, D} est minimale mais n’est pas controlable , en uti-
lisant la décomposition de Kalman pour un systéme linéaire fractionnaire d’ordre o dans le

sens de Caputo , il existe une matrice non singuliére P de méme dimension n comme A tel

que :
A= pAP = ( e )
B=PB <%)
C=CP'=(C )
et

ou :
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Ay € R By € R*™ () € R™1 et la paire (A1, By) est controlable .

On a vu précédemment que :

Cependant on sait que :

+o0o -
. Az 1
@ . -1 _
(sI, — A)"" = g
=1
et comme :
— (A A
2 — A% A1 Agg + A1pAge
0 A§2
_ (A A
0 A
Avec :

1/4\2 = A1 A + A Ay

de la méme maniére :

On déduit que :
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— A A\
At = 11 v =0,1.2....
(0 Aa»’ o

On obtient cependant :

+oo ifl +oo A?l
Hs) = (G 02)(21—1 )(31)”

0 +oo AZI 0

=1 st

0o Ai;l
=(a.@)(Zﬂ;F&)+D

“+oo Aiil
:Clz L B +D

Sai
i=1

= 01 (San - All)_l B1 + D

La représentation {A;1, By, C, D} est une représentation de H(s) de dimension ¢ inférieure

a n. C’est une contradiction qui complete la preuve. Méme démonstration si la réalisation

est non observable.

(Suf fisance) Supposons que la réalisation {A, B,C, D} d’ordre n est contrdlable et obser-

vable mais elle n’est pas minimale, donc il existe une autre réalisation {A, B,C, D} d’ordre

n<n.

D’apres le théoreme (3.0.6), on a :

S
I
S

et

CA™'B=C A-1 B,i=1,2, ...

Les matrices de controlabilité des représentations {4, B,C, D} et {A, B,C, D} sont données

par :

an(B © AB T A?2B ... A”—lB>
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Co=(B:4B: ®B : .. : #1B)

Les matrices d’observabilité des représentations {A, B,C, D} et {A, B,C, D} sont décrits

par :
C
CA
On: PR
CAm
C
C A
=
On a:
CB CAB --- CA"'B
CAB CA’B --. CA™"B
CA"™'B CA"B ... CA* 2B
CB CAB C A1 B
CAB CAB C A" B

En utilisant I’inégalité du rang de sylvester :

rangO,, + rangC, —n < rang(0,C,) < min(rangO,, rangC,)
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et puisque {A, B,C, D} est controlable et observable, il s’ensuit,

rangQO, = rangC,, =n

Donc :

n < rang(0,, C,) < min(rangO,,,rangC,) <7

ie :

n<n

Cependant 77 ne peut pas étre supérieur a n, le fait que la réalisation {A, B, C, D} est mini-
male, alors n =7n .
On conclut que si la réalisation {A, B,C, D} est controlable et observable, donc elle est

minimale.



Chapitre 5

Systémes linéaires singuliers a temps
continu

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. D’abord, nous commencons par une introduction
aux systémes singuliers. Aprés nous nous intéressons a ses propriétés structurelles et a la
recherche de la solution des systémes linéaires singuliers en temps continu .

Considérons le systéme linéaire continu suivant :

Ex(t) = Az(t) + Bu(t) (5.0.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (5.0.2)

ou :
x(t) € R™ est le vecteur d’état , u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € R est le vecteur
de sortie . A € R . B € R™™ O € R, D € R™™ | E € R,

Définition 5.0.2 Le systéme (5.0.1) est dit singulier si det E = 0.

Dans le cas contraire , c’est & dire si det £ # 0 , il est dit standard .
Si E = I, le systéme est aussi appelé standard ( ou explicite ) .

Le systéme (5.0.1) est dit régulier si et seulement si :

det(Es — A) #0
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pour un certain s € C.

La fonction de transfert

Si on applique la transformée de Laplace, on trouve :

LIEZ(t)] = L[Az(t)] + L[Bu(t)]

EL(t)] = AL[z(t)] + BLu(t)]

ou L[x(t)] = X(s), il s’ensuit alors ,

EsX(s) = AX(s) + BU(s)

sEX(s) = AX(s)+ BU(s)

sEX(s) — AX(s) = BU(s)

X(s)(sE— A) = BU(s)

Admettons que notre faisceau est régulier et que xq = 0 donc,

X(s) = (sE — A)"'BU(s) (5.0.3)

et méme par rapport a y(t), et si on applique la transformée de Laplace :

Lly®)] = L[Cx(t)] + L[Du(t)]

Lly®)] = CLE(1)] + DLu(?)]

Y(s)=CX(s)+ DU(s) (5.0.4)

Une subtitution de la solution (5.0.3) dans (5.0.4) donne :
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Y (s) = C(sE — A)"'BU(s) + DU(s)
— [C(sE — A)"'B + D|U(s)

= H(s)U(s)

tel que,

H(s)=C(sE—A)™'B+D

La fonction matricielle H(s) est appelée fonction de transfert du systéme .

On peut écrire H(s) par :
H(s)=C(sE—A)"'B+D

adj(sE — A)

- Odet(sE —A)

B+D

si on pose det(sE — A) = G(s) alors :

~adj(sE — A)

H(s) = G0 B+ D

_ Cadj(sE — A)B + DG(s)
- G(s)

En notant :

N(s)
G(s)

H(s) =

Les poles de la fonction de transfert sont les zéros du polynéme caractéristique :

G(s) =det(sE — A)

qui sont les valeurs propres de (F, A).

(5.0.5)

(5.0.6)
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Définition 5.0.3 Pour un systéme singulier, on supposera que det(Es— A) # 0 pour uncer-
tain s € C. Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de Laurent

( woir [5])

(sE—A)7 =) @ (5.0.7)
i=—p

ou y est appelé indice de nilpotence de (E, A), il est décrit par :

p=rgE —degldet(Es — A)] + 1

®; est appelée la matrice fondamentale de (5.0.1) , elle vérifie les propriétés suivantes :

1. ¢, =0, pour 7 < —p

| @41 pour i >0
2. Do AP; = { 0 pour <0
0 pour >0

3. —0 B0 = { ®,_; pour i <0

| ®; pour ¢ >0

4 QoEP; = { 0 pour 7 <0
_ 0 pour >0
5. —014%; = { ®; pour i <0

6. @, = (PA)'Py , pour i >0

0 pour >0

T @i B = { ®,_; pour i <0

Exemple 5.0.1 Considérons les matrices E et A suivantes,

1 00
E=10120
000
1 00
A=10 0 1
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(Bs—A) =] 0 0 —1 | =0 s+ ;+Des'+..
0

ou :

-1
0 O 0
d_, = 0 0 -1
0O -1 0
P; = (D A)i Dy, pour i >0,
1 00
b, = 00O
00O

5.1 Reéalisation
Une réalisation de H(s) est tout ensemble noté {E, A, B, C, D} tel que :

H(s)=C(sE—A)'B+D

5.2 Paramétres de Markov

Toute matrice de transfert rationnelle réelle H(s) € C™™ peut étre décomposée en série de
Laurent :

H(s) = Ho+ Hys™ '+ Hys™% + ...

ou les matrices H;, i = 1,2, ...sont les paramétres de Markov du systeme. Ils peuvent étre

calculés par :

Hy= lim H(s),

s§——+400
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H, = lim s(H(s)— Hy),

s——+00

Hy = lim s*(H(s) — Hy— Hys™') ...

S$—+00

Théoréme 5.2.1 L’ensemble {E, A, B,C, D} est une réalisation de H(s) si et seulement

St :
Hy=D
et
Hi = C@ZB ,’i = — U, ...,0, 1,2,
Preuve

Si la représentation { £, A, B, C, D} est une réalisation de la matrice de transfert H (s) alors :

H(s)=C(sE—A)'B+D

=C Z ®;s VB 4+ D

i=—p
=C> s "B+ C)Y _® s B+ D
=0 =1
= C> (RA)'s @B+ > CP_;Bs'" + D
=0 =1

5.3 Réalisation minimale

(5.2.1)

Définition 5.3.1 Une réalisation minimale ou réalisation irréductible de H(s) est tout en-

semble {E, A, B,C, D} tel que son ordre n est minimal .
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5.4 Trajectoire d’états de systémes singuliers en temps
continu

La solution z(t) du systéme (5.0.1) avec la condition initiale z(ty) = z et le contrdle u(t) est

donnée par :

t H
o(t) = Py By + / e? B Bu(r)dr + > @i (BuYI(t) + ExgdV (1)) (54.1)
0

=1

onuW) =du =1 1.

Preuve

Par application de la transformée de Laplace a 1’équation (5.0.1) on obtient,

EsX(s) — Exg = AX(s) + BU(s)
EsX(s) — AX(s) = Exo+ BU(s)

(Es — A)X(s) = Exq + BU(s)

Le systéme (5.0.1) étant régulier, donc(Es — A)~! existe pour un certain nombre s € C, par

suite :

X(s) = (Es — A) " (Exy + BU(s))

De la relation (5.0.7) il s’ensuit :

X(s) = i ®;5~ D (Ex 4+ BU(s))

I=—p

X(s) =Y @ VB + Y @i~V BU(s)

7;27/,1, i:—’LL
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Z@g (i+1) Em0+Z<I>s OBy (s +Z<I>_Zsl lExo—i—Z(D_ZSZ VBU(s)

=0 =0 =1 =1

Enfin, nous utiliserons la transformée inverse de Laplace et le théoréeme de convolution pour

obtenir la solution du systéme, sachant que :

<I>0Atq) Z(I) s~ (i+1)

On aura alors ,

H H
2(t) = €* A By + BLT (™A Do) Llu(®)]] + Exo Y @60V + By & ul (1)

=1 i=1

i 7
x(t) = ™MDy By + [(e® Y ®g) + Blu(t)]] + Exo Y ®_i6" V() + BY  _u ()

i=1

Par conséquent :

t I
z(t) = eP M D Exy + / e Ao Bu(r)dr + Z ®_;(BuV(t) + Exed" V(1))
0 —

Exemple 5.4.1 Si on considére le systéme (5.0.1) avec :

010 100 1

E=[001],A=|000|,B=1]0

000 010 1
C=(001),D=2

alors ,

det(sE — A) = —
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et :
-1 0 -—s
sE-A)'t=[ 0 0 -1
0o 1 0

s
donc le systeme est régulier et l'indice de nilpotence u = 2, par conséquent les matrices

fondamentales sont tels que,

00 —1 10 0 000
P H,=100 0 |, o= 0 0 -1 |,%=([000
00 0 0 0 0 010
par suite ,
000 100
PpA=100 0 |,e=]010
000 00 1

d’apreés la propriété 2, on obtient,
000
b, =PgAD;, ;= 0 0 0 |, pouri>0
000

La solution du systéme est par suite donnée par,

I(t) = €¢0Atq)0El’0 + CI>_1Bu(t) + (I)_lELE'O{;(t) + (I)_QBU(I) (t) + CI)_QESL’()é(l) (t)

—u(t) — m9,00(t) — uM(¢)
x(t) = —u(t)

x3,0

5.5 La réponse de systémes singuliers en temps continu

La sortie du systéme singulier (5.0.1) est donnée par :

y(t) = Cx(t) + Du(t)
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¢ p

y(t) = C’e%AtCIJOExO—i-/ Ce%A(t_T)(I)oBu(T)deLZ CP_;(Bu™Y(t) 4+ Exos V() +Du(t)
0 i=1

(5.5.1)

En substituant z(0) = 0 et u(t) = §(¢) dans (5.5.1), on obtient la réponse impulsionnelle h(t)

du systeme (5.0.1) :

ht) = Ce®04dyB pour t > 0
— | Ce® Mg B+ Y, CP(BSUV (1)) + Di(t) pour t =0



Chapitre 6

Systémes linéaires fractionnaires et
singuliers a4 temps continu

Dans cette partie, 'accent est mis sur une nouvelle classe de systémes qui est celle des
systemes fractionnaires et singuliers. Notre objectif dans cette séction est d’addapter

quelques résultats sur ce type de systémes .

On considére le systéme linéaire fractionnaire et singulier & temps continu décrit par les

équations :

ED(t) = Az(t) + Bu(t) ,0<a<1 (6.0.1)

y(t) = Cz(t) + Du(t) (6.0.2)

ol : z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € R” est le
vecteur de sortie . € R"™" A€ R, Be R  , C e R™ , D¢ R,

La condition initiale est notée par : zo = z(0).

D définit la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o (v € R*T) pour une fonction n

fois différentiable .
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6.1 La fonction de transfert

En utilisant la transformée de Laplace et comme (s*E — A) est réguliere , il suit alors ,

X(s) = (s"E — A)"'BU(s) (6.1.1)

et

Y(s) =CX(s)+ DU(s) (6.1.2)

Une application de la transformée de Laplace et une subtitution de (6.1.1) dans (6.1.2),

donne :

Y(s)=[C(s*E —A)"'B+ D] U(s) (6.1.3)

ou la matrice,

H(s)=C(s*E—-A)"'B+D (6.1.4)

est appelée la matrice de transfert du systéme (6.0.1,6.0.2)

Définition 6.1.1 La réalisation d’une matrice de transfert donnée H(s) € R™™ est toute

représentation d’état {E, A, B,C, D} tel que :

H(s)=C(s"E—A)'B+ D

La dimension des matrices F et A est appelée 'ordre de la réalisation du systéme .

6.2 L’éxistence de la réalisation du systéme linéaire
fractionnaire et singulier & temps continu

En se basant sur la formule (6.1.1) et en prenant,

A=s" (6.2.1)
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On peut exprimer H(s) par :

HMN =CW\E—-A)"'B+D (6.2.2)

On déduit alors que la condition pour que la réalisation { £, A, B, C, D} de H(s) existe et que
toutes les entrées dans H(s) sont des fonctions rationnelles de 'ordre naturel avec variables
complexes s satisfaisant lim,, oo H(s) < 00 .

En utilisant la formule (6.2.2), on peut développer H () dans une série de Laurent,

H\) = Ho+\""H +\Hy+ ... (6.2.3)
Par conséquent :

H(s)=Hy+s *Hy + s Hy+ ... (6.2.4)
Définition 6.2.1 Les termes H;, i = 1,2,... dans la formule (6.2.4) sont [’extension des

paramétres de Markov d’un systéme linéaire fractionnaire. Ils sont déterminés par les formules

suvantes :

Hy= lim H(s),

s§——+400

H; = lim s%(H(s)— Hyp),

S$——+400

Hy = lim s**(H(s)— Hy— Hys™) ...

s§——+00

Théoréme 6.2.1 L’ensemble {E, A, B,C, D} est une réalisation de H(s) si et seulement

St,

et
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Preuve

Si la représentation { £/, A, B, C, D} est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s)=C(s"E—A)'B+ D

- C Z ;s 4 D

i=—

) B
=C>_ s B+ > s VB+ D

=0 1=1

o0

n
= C[> _(BoA)'s BB+ Y CP ;Bs"V 4+ D (6.2.5)

=0 i=1




CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le principal objectif de ce mémoire est de chercher la réalisation minimale de systémes
linéaires de type fractionnaires ou non, et /ou singuliers. Quleques caractérisations et critéres
ont été établis pour garantir I’éxistence d’une telle réalisation. Lors de cette étude, le probléme
de la sorvabilité pour les différentes classes de systémes étudiés a été considéré. Des conditions
nécessaires et suffisantes pour la controlabilité et I’observabilité ont été établis en utilisant
la décomposition de Kalman. Cela nous a de méme assuré et délivré le certificat de garantie
pour une meilleure réalisation. Nous citerons quelques lignes en perspectives tel que I’étude
de la recherche de réalisation minimale pour les systémes multi-entrée multi-sortie (MIMO).

La classe des modeéles discrets sera aussi intéréssante pour ’adaptation de nos résultats.
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