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INTRODUCTION

Le mathématicien Fredholm a développé sa théorie a partir du théoréme principal connu sous
le nom de Alternative de Fredholm qui concerne la résolution de 'équation A\f =T f = g......(1)
avec T' un opérateur agissant sur X ( Par exemple les opérateurs intégraux a noyau) . Ce
théoreme affirme que I’équation (1) admet une solution unique pour tout g appartenant a
X ou bien I’équation homogene \f — T f = 0 admet n solutions linéairement indépendantes
( ce qui équivaut & codim(R(T — AI) = n) et dans ce cas ’équation non homogene (1) est
résoluble si et seulement si g vérifie n conditions d’orthogonalité.

Ce théoréme fondamental a donné naissance a la théorie des opérateurs de Fredholm qui donne
des informations sur les solutions de I’équation (1) en utilisant dim(N (7)) et codim(R(T)).
Dans ce mémoire nous nous intéressons & la description de cette classe d’opérateurs et a
I’Alternative de Fredholm.

Le manuscrit se compose de quatre chapitres dont le contenu est comme suit :

- Le premier chapitre est consacré au rappel de différentes notions mathématiques nécessaires
a notre travail : opérateur borné, inverse d’opérateurs, adjoint,...

- Dans le deuxiéme chapitre on s’intéresse a la classe des opérateurs de Fredholm dans le cas
des opérateurs bornés et quelques concepts liés a cette classe.

- Le troisiéme chapitre, est consacré a ’étude des perturbatios des opérateurs compactes.

- Au dernier chapitre on donne quelques applications.



Chapitre 1

Rappel sur les opérateurs

Ce chapitre vise essentiellement & rappeler quelques définitions de base dont nous aurons

besoin dans la suite de ce travail.

Définition 1.0.1 [1] Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y wun opérateur
linéaire. T' est dit borné s’il existe une constante positive telle que :||T (x) ||y < k||z||x pour

tout x € X.

On note l'espace des opérateurs bornés par B(X,Y), et l'espace des opérateurs linéaires par

L(X,Y).

Définition 1.0.2 [1] Soient X et Y deux espaces normés et T € B(X,Y). la norme de T

IT()ly
lzllx

est définie par : ||T|op = sup,

Définition 1.0.3 [1] Soient X etY deux espaces normés et T € B(X,Y), on dit que T est
inversible s’il existe un opérateur S € B(Y,X) tel que : ST = 1,X, TS = 1Y, dans ce cas

S est linverse de T est notée par T,

Définition 1.0.4 [1] Soient (X, ||||.) et (Y,||||,) deuzr espaces normés et T € B(X,Y) un
opérateur borné. Alors, on appelle adjoint de T, l’opérateur

™ : Y*— X"9

y© = T(y") =y’ oT
En wutilisant la notation < x,f >:= f(z), Uaction de Uadjoint sur X est caractérisée par :

<z, T*y* ==<Tx,y* =. Pour tout x € X et pour tout y* €Y.
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Définition 1.0.5 [1] Soient E et F' deux espaces de Hilbert.

1. Un opérateur U € L(FE, F) est dit unitaire si U*U = Iy et UU* = Ip.

2. Un opérateur J € L(E, F) est dit isométrique si ||J(z)|| = ||z, pour tout = € E.
3. Un opérateur N € L(FE) est dit normal si NN* = N*N.

4. Un opérateur S € L(FE) est dit hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

5. Un opérateur P € L(FE) est dit positif (notation : P > 0) si p est auto-adjoint et si

pour tout z € E :< P(x),x => 0.

Définition 1.0.6 [1]/ Soient X,Y deux espaces normés et T : X — Y, un opérateur linéaire.
On dit que lopérateur T est un isomorphisme dans Y, s’il est injectif, continu et si son
inverse est continu sur l'image de T'. Si de plus, | Tz ||y =|| x |x, Vx € X, on dit que T est

un isomorphisme isométrique.

Définition 1.0.7 [3] Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert H dans lui méme. On

appelle ensemble résolvant l’ensemble (I)
p(T) ={\ € C tel que (\I —T) est inversible} (1)
Le spectre de T' est le complémentaire de p(T) dans C, noté o(T) (o(T) = (C\p(T")) avec
o(T)=0,(T)Jo,(T)Jo.(T).

c’est a dire

o(T)={X € C; (T — Mpy) non inversible}

avec

1- 0,(T) = {\ € C; (T' — Ag) est non injectif} appelé spectre ponctuel de 7.

2-0,.(T) ={\ € C; (T — A\y) ! existe, de domaine non dense dans H} appelé le spectre ré-
siduel de 7" .

3- 0.(T) = {N€C; (T — \g)™! existe, et non borné¢ de domaine dense dans H} appelé le

spectre continu de 7.
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Définition 1.0.8 soient X etY deux espaces de Banach etT : X — Y un opérateur linéaire
continu. On note N(T') = {z | Tz = 0} son noyau, et R(T) = {Tx |z € X} son image. Si
R(T) est fermée, Y/R(T) est un espace de Banach appelé conoyau de T et noté coker(T).

Sa dimension est la codimension de R(T) dans Y .



Chapitre 2

Opérateur de Fredholm

2.1 Concepts liés aux opérateurs de Fredholm
2.1.1 Espace quotient

Définition 2.1.1 [6] Soient V' un k-espace vectoriel et W un sous-espace de V. Alors le
quotient V/W , dont ’ensemble quotient est {v+Wlv € V'}, est un k-espace vectoriel, appelé
espace quotient, muni de la loi interne :
+ = V/IWx V/W—=V/W
W+ W, 0+W) — W+W)+@+W):=@w+0)+W

et de la lot externe

K x V/IW = V/W
No+W) — A-(v+W):=(\v)+ W.

Définition 2.1.2 [6] Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, || .||x). La

norme quotient de 'espace X/M est l'application

r+M — |2+ M |xm=dx+ MO0+ M).
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Remarque 2.1.1 I-d(x+ M,y + M) =inf{|v—w ||x|v €z + M,w e y+ M}.

2- Pour tout x € X nous avons, d(z+M,0+M) = d(x,0+M) = d(z, M) et d(x+M,0+M) =
d(0,x + M).

Ainsi,|| x + M || x/m = infoern{]| 2 — M ||x| m € M} = infoem{l| x+ M || x| m € M}

2.1.2 La somme directe et projection

Comme nous le verrons par la suite, certains opérateurs de Fredholm peuvent étre obtenus a

partir de projections. C’est pourquoi nous y consacrons cette section.

Définition 2.1.3 [6] (Somme directe extérieure d’espaces normés). Supposons que Xy, ..., X,
des espaces vectoriels. la somme directe de Xi,..., X, est ’espace vectoriel obtenu par le
produit cartésien X; X ... X X,, et muni des deux opérations suivantes :

— (@1, ooy ) F Y1y s Yn) = (T2 F+ Y1y ooy T + Yn) -

—a - (X1, ey @) = (Q, ., Q).

Supposons maintenant que Xy, ..., X, sont des espaces vectoriels normés munis des normes
I Nxis - -5l -llx, - Leur somme directe (extérieure) est l’espace vectoriel produit X X ... x X,

munt de la norme suivante :
n
(@1, ) 1= O I 2y 1%,)"?
j=1

On obtient alors un espace vectoriel normé noté X1 ® ... ® X,,.

Définition 2.1.4 [6] (Somme directe intérieure d’espaces normés). Si My, ..., M, sont des
sous-espaces fermés d’un espace normé X tel que 3, My, = X et M;N 3~ My, = {0}, alors

on dit que X est la somme directe (intérieure) de My, ..., M,,.

Définition 2.1.5 [6] (Somme directe d’opérateurs). Soient X1, ..., X, et Y1,....,Y,, des ex-
paces normés et T; : X; — Y;, des opérateurs linéaires. La somme directe de T, ..., T, est

l'opérateur :

définie par
(Tl D...D Tn)(£1a ,l’n) = (Tl(l'l), ,Tn(l‘n))



2.1 Concepts liés aux opérateurs de Fredholm 10

avec (1, ...,7,) € X1 ® ... ® X,,.

Définition 2.1.6 [6] (projection) Soit X un espace de Hilbert. Un élément p € L(X) est
appelé un opérateur de projection orthogonale s’il est auto-adjoint et s’il est idempotent,

c’est-a-dire si p* =p et p> =p

Définition 2.1.7 [6] Soient (X, || . ||x) un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de
X et B un sous-ensemble de X*. O appelle ensemble polaire de A dans X (respectivement
de B dans X*) l'ensemble A° = {a* € X* | 2*(x) = 0 pour tout v € A} ;

(respectivement de °B = {x € X | x*(z) = 0 pour tout x* € B}).

Proposition 2.1.1 [6] Les ensembles A° et °B sont fermés.

Preuve. - L’ensemble °B = N «cx+ kerz* est fermé en tant qu’intersection de fermés.
T*e
montros que A° est fermé
- Soit {z*} une suite dans A° qui converge vers un certain z* € X. Alors en particulier
n )
*

z¥(x) — z*(x) pour tout x € X. Or z}|A = 0 pour tout n € N, ce qui entraine que z*|A = 0.

n

Par conséquent, z* € A° et c’est a dire A° fermé. O

Théoréme 2.1.1 [6] Soit M un sous-ensemble fermé d’un espace normé (X, || . ||x). Alors,
(1) M°est isomorphe a (X/M)*.
(2) M*est isomorphe a X*/M°.

Preuve. (1) Soit 7 : X — X/M Dapplication quotient et soit 7" : y* — y*r. Clairement T
est un opérateur linéaire de (X/M)* dans M°. Siz* € M® alors M C ker z*. Alors la propriété

universelle du quotient garanti qu’il existe un unique y* € (X/M)* tel que z* = y*r et de

plus [|v* ||x/m)- = ||o*||x+. Autrement dit, T est bijectif et ||y* ||(x/an+ = [|Ty*||x-. En
conséquence, T est méme un isomorphisme isométrique de (X/M)* dans M°.

(2) Soit T': X*/M° — M* D'application qui envoie un élément de z* + M° € X*/M° sur la
restriction de 2* & M. Puisque deux éléments x} + M° et x5+ M° de X*/M° sont égaux si et
seulement si 3| M = x3|M, T est bien défini. Il est aussi injectif par définition et clairement

linéaire. Maintenant, si m* € M~ et z;, . est une extension de Hahn-Banach de m* a X, alors

T(z*m* + M°) = m*, ainsi T est surjectif. Il s’agit donc d’un isomorphisme. Il
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Lemme 2.1.1 [6] Soit (X, . ||x) et (Y.]| . |ly) deuzx espaces normés et T € B(X,Y) un
opérateur borné. Alors

(1) ker T* = (ImT)°;

(2) ker T =° (ImT*).

Preuve. 1)

kerT* = {y* €Y |0=T"y" =y"oT}
= {y" e Y [y [ImT =0}
= {y" € Y"|y"(y) = 0 pour tout y € ImT'}

= (ImT)°

°(ImT*) = {x e X |a2"(x) =0 pour tout ™ € ImT*}
= {ze€ X |0=(T"y")x pour tout y* € Y*}
= {ze€ X |0=y"(Tx) pour tout y* € Y*}
= {reX|0=Tz}

= kerT
O

Remarque 2.1.2 [l découle du théoréme 2.1.1 ainsi que du lemme 2.1.1 que Im T =° ((ImT)°) =°
(ker T%).

2.1.3 Opérateurs a image fermeée.

Théoréme 2.1.2 [6] (théoréme de l'image fermée) Soient X et'Y deuz espaces de Banach,
alors pour tout T € B(X,Y') les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Im T est fermée.

(2) ImT =° (ker T™).

(3) ImT™ est fermée.

(4) ImT* = (ker T')°.



2.1 Concepts liés aux opérateurs de Fredholm 12

Preuve. (1)<=-(2) Valide, d’apres la remarque précédente.
(1) )<=(4) D’apres le lemme précédent 2.1.1, (ker T)° =° (Im 7%)°) D Im T*.

En vertu du premier théoréme d’isomorphisme, nous avons que ’application
S:X/kerT — ImT

z+kerT — T(z)

est un isomorphisme. Maintenant, si x € (ker T'), alors 'unique application T : (z +ker T') —
x*(x) définie par la propriété universelle du quotient est un élément de (X/kerT)*. Par
conséquent, T o S ~1 € (ImT)*. Donc il existe y* € Y* tel que y*|ImT = T o S ~!. Ainsi,

pour tout x € X
(T*y)e = y'(Ta) = (7057 (Tx)
= (@ToSH(S(x+kerT))
= T(rx+kerT) = z*(x)

C’est-a-dire T*y* = z*. Par conséquent (ker7')° C ImT™. Et donc (ker 7")° = Im 7.

(4)=-(3) D’apres la proposition précédente les ensembles polaires sont des fermés. O

2.1.4 Opérateurs compacts

Définition 2.1.8 [2/ Soient X etY des espaces normés. Un opérateur T € L(X,Y") est dit
compact si, pour toute suite bornée {x,}nen dans X |, la suite {T'z,} dans Y contient une

sous-suite convergente. L’ensemble des opérateurs compacts est noté K(X,Y).

donnons dans cette section quelques propriétés algébriques simples des opérateurs compacts

dont nous aurons besoin dans la suite.

Théoréme 2.1.3 Soient X et Y deux espaces normés et T € K(X,Y). Alors T est borné.
Ainsi, K(X,Y) C B(X,Y).

Preuve. Supposons que T n’est pas borné. Alors pour tout entier n > 1 existe un vecteur
unitaire x,, tel que ||[Tx,| > n. Puisque la suite{x,} est bornée, par la compacité de T, il
existe une sous-suite {7'z,()} qui converge. Mais ceci contredit le fait que ||T2yq)|| > n(r),

donc T doit étre borné. O
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Théoréme 2.1.4 Soient X,Y, 7 des espaces normés.

(a) Si S, T € K(X,Y) et a, 8 € C alors aS + ST est compact.

(b) Si S € B(X,Y), T € B(Y,Z) et au moins l'un des opérateurs S,T est compact, alors
TS € B(X,Z) est compact.

Preuve. (a) Soit {x,} une suite bornée dans X. Puisque S est compact, il exist une sous-
suite {x,()} telle que {Sz,y} converge dans Y. Ensuite, comme {z,} est borné et T" étant
compact, il existe une sous-suite {Z,((s))} de la suite {z,} telle que {T'T,((s))} converge
dans Z. Il s’ensuit que la suite {a S, (s)) + BT Tn(r(s)) } converge dans Z. Donc aS + 5T est
compact.

(b) Soit {x,} une suite bornée dans X. Si S est compact, alors il existe une sous-suite {@, )}
telle que { Sz, )} converge dans Y.

comme 7" est bornée (et donc continue), la suite {T'Sx,,(s))} converge dans Z. d’ou T'S est
un opérateur compact.

Maintenant si S est borné mais non compact, alors par la continuitée de S la suite {Sz,} est
bornée dans Y. Par la compacité de T, il exist une sous-suite {Sw,} telle que {T'Sxz )}

converge dans Z, D’ou T'S est compact. Il

Définition 2.1.9 [2] Un opérateur T : X — Y est dit de rang finie si dim(ImT') est fini.
rg(T) = dim(ImT).

Théoréme 2.1.5 [2/ Soient X etY des espaces normés et T' un opérateur borné de X dans

Y :
1. SiT est de rang fini alors il est compact.

2. Si l'une de dimension de X ou de Y est finie alors T est compact.

Preuve. (1)-comme T est de rang fini alors 'espace Z = ImT est normé de dimension
finie. De plus, pour toute suite bornée {z,}, dans X, la suite {Tx, } est bornée dans Z, donc
par le théoreme de Bolzano-Weierstrass cette suite doit contenir une sous-suite convergente.
D’ou T est compact.

(2)-a) Si la dimension de X est finie, alors dim(/m7") = rg(T) est finie, Donc d’apres la

premiere propriétée T est compact.
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b) si la dimension de Y est finie, il est clair que dim(/mT) est finie car ImT C Y, par

suite T" est de rang fini donc compact. (I

Exemple 2.1.1 Soit T : L?|—7, 7] — L*|—m, 7]

™

fTHa) = / cos(z — ) (y)dy

on démontre que T est compact.
Im(T) ={Tf(z), f € L*[-m,7], x € [-m,]}.
Soient x € [—m, 7| et f € L*|—n,7],alors :

™

Tf(x) = [ cos(z —y)f(y)dy.

—T
m

= 7[ (cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)) f (y)dy.

K m

= cos(x) [ cos(y)f(y)dy + sin(x) [ sin(y)f(y)dy.

—T —T
K

onpose «a= [ cos(y)f(y)dy et = f sin(y) f (y)dy. Donc T(x) = accosx + fsinz

avec, o et 3 € Ifiﬂ -

Tf € L*[—m, x| alors, Comme toute fonction de L*() est décomposable en serie de Fourier,
alors Tf(x) = (a0/2)(§0an cosnz + (B, sinnz) avec o, et 3, des scalaires, D’ou ImT' est

engendré par {cosz,sin x}

donc dim(Im7T) =2 < oo = rg(T) < co =T est compact.

2.2 Opérateur de Fredholm et semi-Fredholm

Définition 2.2.1 [7] soit A un opérateur borné d’un espace de Hilbert H dans un autre espace
de Hilbert Hy. A est dit un opérateur semi-Fredholm a droite et noté par ®(H, Hy) (respec-
tivement & gauche et notée par ®_(H, Hy)) s’il existe un opérateur borné B € B(H, Hy) et
un opérateur K compact sur Hy (respectivement sur H ) tels que AB = I+ K (respectivement

BA=1+K).

Définition 2.2.2 [1/Soit E un espace de Banach et A € L(E) un opérateur borné. On dit

que A est un opérateur de Frédholm si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. R(A) est fermé.
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2. dim(ker A) est finie.

3. codim(R(A)) est fini.

ot la codim R(A) = dim(E /ImT).
L’ensemble des opérateurs de Fredholm de X vers Y est noté ®(X,Y).

Définition 2.2.3 [1] On appelle indice de A est on la note ind(A) Uentier relatif :

ind(A) = dimker(A) — codim R(A)

L’indice de A est —oo si cette codimension est infinie.

Exemple 2.2.1 Considérons deuz espaces de Banach X et'Y de dimension finie. (Par
exemple R™et R™ muni de la norme euclidienne.) Soit T : X — Y wun opérateur linéaire
continu.

On a evidemment que, dim(ker T') et dim(CokerT') sont finies et ImT est fermée, étant de
dimension finie.

Alors,

ind(T) = dim(kerT) — dim(Coker T) = dim(ker T) — dim(Y/ Im T)
= dim(ker T) — (dim(Y) — dim(Im T))
— dim(ker T) — dim(Y) + dim(Im T)
— dim(X) — dim(Y) € Z

Exemple 2.2.2 (opérateur non Fredholm)

L’opérateur nul 7' : X — Y, défini par T'(x) = Oy pour tout x € X, entre deux espaces de
Banach n’est pas un opérateur de Fredholm si la dimension de X ou de Y est infinie.
En effet, si X est de dimension infinie, alors ker " = X est de dimension infinie et si Y est

de dimension infinie Im 7" = {0y } dont la codimension, qui est la dimension de Y, est infinie.

Théoreme 2.2.1 [6] (Adjoint d’un opérateur de Fredholm) Soient X, Y deux
espaces de Banach et T € ®(X,Y') un opérateur de Fredholm et soit T*son adjoint, alors T*

est un opérateur de Fredholm.
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Preuve. Nous allons montrer que :

-ImT™ est fermée;

-dim(ker T*) < oo

~dim(X*/ImT*) < 0.

(1) Etant donné que T est Fredholm, son image I'mT est fermée, ce qui équivaut a dire que
I'mT™*est fermée, d’apres le théoréme de I'image fermée.

(2) En appliquant le théoréme 2.1.1 au sous-espace ker T" de X, il vient :
(ker T')* = X*/(ker T')°
Or le théoréme de I'image fermée fournit (ker 7)° = I'mT™. Ainsi :
(ker T)* = X*/(ker T')° = X*/ImT"

Donc

dim(X™*/ImT*) = dim((ker ") = dim(ker 7') < oo

par hypotheése.

(3) En appliquant le théoréme 2.1.1 au sous-espace ImT de Y, il vient :
(Y/ImT)* = (ImT)°
En outre le lemme 2.1.1 fournit (Im7T)° = ker T*. Par conséquent :
(Y/ImT)*(ImT)° = ker T*

Ainsi

dim(ker 7*) = dim((Y/ImT)*) = dim(Y/ImT)) < oo
par hypothése. L’opérateur adjoint T* est donc bien Fredholm. Calculons son indice :
ind(T*) = dim(ker T") — dim(X™/ImT™)
= dim(Y/ImT) — dim(ker T')
= —ind(T)
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Proposition 2.2.1 [5] soit T' € L(X,Y'). les assertions suivantes sont équivalentes :
1) T est semi-Fredholm,
2) De toute suite bornée de X dont l'image par T est une suite convergente, on peut extraire

une sous-suite convergente.

Preuve. Supposons que 2 soit vérifiée, Il résulte du lemme de Reisz (la boule unité d’un
espace normeé est relativement compact si et seulement si cet espace est de dimension finie)que
le noyau N(T') est de dimension finie. N(7") posséde alors des supplémentaires topologiques.
Soit. X un tel supplémentaire. la propriété 2 implique ’existence d’'une constante C' > 0 telle

que :

(3) Vu € Xo, [lull < C|Tull

En effet si (3) était fausse, on pourrait construire une suite u,, € Xo, ||u,|| = 1, ||Tu,| <

3=

De cette suite on pourrait extraire d’aprés l'ypothése (2) une sous-suite convergente vers
u € Xo(car Xy est normé), ||ul| =1 et Tu = 0, ce qui contredit u € Xj.

L’image de T' et celle de la restriction de 7" & X, étant égales, I'inégalité (3) (prouve que
R(T) est fermée car compléte.

Réciproquement, puisque (3) est vérifiée si et seulement si la restrectiuon de 7" a Xj est
injective et d’image fermée, la propriété 1 implique (3).Soit alors (u,,) une suite borné dans

X dont 'image par T est convergente. On décompose u,, sous la forme
Uy, = Uy + Wy, v, € N(T), w, € X

Tu, = Twy, et de (3) on déduit que la suite w,, est de cauchy, donc converge. La suite (v,,)
est bornée dans 'espace de dimension finie N (7"),et posséde donc une sous-suite convergente,
ce

qui prouve 2. [5] O

2.3 Alternative de Fredholm

Théoréme 2.3.1 [2/ Soit T : H — H un opérateur compact tel que H un espace de Hilbert

de dimension infinie, Si A # 0, alors :
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1) Im(T — AI) est ferme.

2) ker(T — AI) a une dimension finie.

Preuve. 1)Soit {y,} une suite dans I'm(7 —\I), avec lim,,_,» ¥, = y. Ainsi, pour tout n, on
ay, = (T'—A)x,, pour certain z,, et comme Ker(T — \I) est fermé, x,, a une décomposition
orthogonale de la forme z,, = u, + v,, avec u,, € Ker(T — \) et v, € Ker(T — \I)*.

Nous allons montrer que la suite {v,} est bornée.

Supposons que v, n’est pas bornée, || v, || 0, et lim, . || vn ||= c0. En mettant w,, = v,/ ||

v |, n=1,2,...,on aw, € Ker(T — A )*,|| w, || =1 (donc la suite {w,} est bornée) et
(T = M)wn = (yn/ [l vn [|) = 0

puisque {y,} est borné (car elle est convergente). En outre, par la compacité de 7' on peut
supposer que {T'w,} converge .
En combinant ces résultats, il s’ensuit que la suite {w,} converge (puisque A\ # 0). Soit

w = LMy, 00wy, on voit que || w, || =1 et
(T — X)w = limy oo (T — X)w, =0
donc w € Ker (T — AI). Cependant, w, € Ker (T — XI) + donc
| w—w, = (w—wp,w —w,) =1+1=2

ce qui contredit w, — w. Donc la suite {v, } est bornée.

Maintenant, par la compacité de 7', nous pouvons supposer que {7T'v,} converge. Puis v,, =
AN Tv, — (T — M)v,) = A\ (T, — yn), pour n € N, donc la suite {v,} converge. notons v
sa limite. Alors y = limy, ooYn = limy oo (T — A )v, = (T — M )v, et donc y € Im(T — A\I).
Cela prouve que Im(T — M) est fermé.

2) Supposons que M = Ker(T—\I) est de dimension infinie. Puisque le noyau d’un opérateur
borné est fermé, ’espace M est un espace de Hilbert de dimension infinie, et il y a une suite

orthonormale {e, } dans M. les vecteurs image vérifient pour m # n :
| Te, — Tep [|P=| Aen — Aem [|1>= 2|A]%.

comme \ # 0, la suite (T'e, ) ne peut pas avoir de sous-suite de Cauchy, donc pas de sous-suite

convergente et T n’est pas compact. Donc contradiction. D’ou M est de dimension finie. [
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Proposition 2.3.1 [7] Soit A € B(H, Hy) tel que H et Hy sont des espaces de Hilbert. Si A
est bijectif alors A est de Fredholm d’indice nul.

Preuve. Comme A est bijectif, Alors kerA = {0}, par conséquent dimker A < 4o00. De
plus R(A) = Hy est fermé et codimR(A) = 0. donc 'opérateur A est de Fredholm.
ind(A) = dimker A — codimR(A) =0—-0=0 O

Proposition 2.3.2 [7] Soit A € B(H, Hy) tel que H et Hy sont des espaces de Hilbert. Si
dim H < 400, etdim Hy < 00, alors A est de Fredholm. Dans ce cas ind(A) = dim H—dim H,

Preuve. Comme dim H < 400, et dim Hy < 400 alors dimker A < 400, codimR(A) <

+00 et R(A) est fermé donc A est de Fredholm.

ind(A) = dimkerA — codimR(A) = dimker A — dimHy + dimR(A) = dimH — dimH,.

2.4 Produits d’opérateurs de Fredholm

Lemme 2.4.1 [}] Soit N un sous-espace vectoriel de X de dimension finie (X espace vec-
toriel normé) alors il existe Xy sous-espace vectoriel fermée de X tel que :

a) XoN N ={0}.

b)Vr € X,3xy € X,Ixy € N tel que x = xog+ 1. c’est-a-dire : cela veut dire seulement que

X=Xy&N.

Preuve. Soitxz € X = X, d M.
siz € M = pr|=[z <1 |z

size Xy =|pr|=0<1.| x| O

Lemme 2.4.2 [}] Soit X; un sous-espace vectoriel fermé de X et M un sous-espace vectoriel
de dimension finie telque X1 N M = {0}.alors Xy = X1 ® M est un sous-espace vectoriel
fermé de X.
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De plus l'opérateur

P . X2—>X2
r — Px

N 51 xeM L
ou pr = { 0 sizeX, est bornée c’est-a-dire P € (X3).

Théoréme 2.4.1 [3] Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit A € ®(X,Y). Alors, il
existe un sous-espace fermé Xy de X, tel que X = Xo@® N(A) et un sous-espace Yy de'Y de
dimension A tel que Y = R(A) &Y.

De plus, il existe un opérateur Ag € L(Y, X), tel que
a) N(Ao) = Yo,
b) R(Ao) = Xo

c) AgA = Isur X

o,

AAy = Isur R(A)

)

)
)
) AA = - FsurX
£)

AAg = I —FysurY

ou Fy € L(X) avec R(Fy) = N(A) et Fy € L(Y) avec R(Fy) =Y.

Preuve. Les propriétés a), b), c¢) et d) se déduisent directement des lemmes précédents
pour N=N(A) et X,.

montrons maintenant la propriété (e)

on a F; = I sur N(A) et égal & 0 sur Xy d’aprés la propriété (c). Donc F; € L(X). un

raisonnement similaire donne (f). O

Théoréme 2.4.2 [3/ Soit Ac L(X,Y) et Be L(Y,Z) ou X,Y et Z sont des espaces de Ba-
nach. Si A et B sont des opérateurs de Fredholm (des opérateurs semi-Fredholm supérieurs,
respectivement, des opérateurs semi-Fredholm inférieurs), alors BA est un opérateur de Fred-
holm, ( un opérateur semi-Fredholm supérieur, respectivement, un opérateur semi-Fredholm
inférieur), et

i(BA) = i(B) + i(A)
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Preuve. [5] Soit 'opérateur A : N(BA) — N(B) avec pour noyau N(A).D’ou
dim N(BA) < dim N(B) + dim N(A)
Il existe W, et W5 de dimension finie tels que
Y =R(A) @ Wy, Z=R(B) + W,

Donc R(BA) est de codimension finie dans R(B), qui est de codimension finie dans Z. R(BA)
est donc de dimension finie dans Z.

Il en résulte que BA est un opérateur de Fredholm. Il

Théoréme 2.4.3 [}/ Soit X, Y et Z trois espaces de Banach. Supposons que A € L(X,Y)
et Be L(Y,Z) sont tels que
BA € ®(X, Z).

Alors,
A€ d(X,Y) si et seulement si, B € (Y, 7).

Preuve. Supposons d’abord que A € ®(X,Y), et soit Ay un opérateur satisfaisant le
théoréme 2.4.1, Ainsi, ,

BAAy =B — BF, sur Y

ot Fy € K(Y).
Maintenant Ay € ®(Y, X) et BA € (X, Z) par 'hypothése. Ainsi, BAA, € ®(Y, Z) (théo-
réme 2.4.2).Puisque BFy € K(Y, Z) est la suite de B € ®(Y, Z) (théoréeme 5.10).
Supposons ensuite que B € ®(Y, Z), et soit By € L(Z,Y) tel que BoB = [ — F3 sur Y,
BBy=1—-Fysur ZouFs¢€ K(Y) et Fy € K(Z).
Alors
BoBA = A — F3A sur X.
Maintenant BA € ®(X, Z) par hypothése, tandis que By € ®(Y, 7). D’'ou ByBA € ®(X,Y),

et le méme doit étre vrai de A. O

Théoréme 2.4.4 [3/Supposons que A € L(X,Y) et B soit dans L(Y, Z) sont tels que BA €
O(X, 7). sidim(ker B) < oo, alors A€ &(X,Y) et B € ®(Y, 2).
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Preuve. puisque R(B) D R(BA), on voit que R(B) est fermé. De plus, dim R(B) <
dim R(BA), et donc B € ®(Y, Z). nous appliquons maintenant le théoréme 2.4.3.[5] O
Une propriété intéressante de l'indice est que l'indice d’'une composition d’opérateurs de

Fredholm est simplement la somme des indices des composants.

Proposition 2.4.1 [6] Soient A € L(H, Hy) et M un sous-espace H tel que codim M =n <
+00.0n pose Ag = A/M. alors :

A est de Fredholm si et seulement si: Ay : M — Hy est de Fredholm

De plus :
ind(A) = ind(Ag) + n.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la codimension de M.
pour n =1
on pose :

H=M® <z, >

ou < x7 >~ est le sous-espace engendré par un vecteur z; # 0 de H.
Ve € H, v = xg + Az alors Ax = Axg + NAxq, x9 € M.
Envisageons deux cas :

1) Siyy = Az ¢ R(Ap) Alors :
R(A) = R(Ag)® < y1 = .
D’autre part :
ker Ag = ker A

En effet,
kerAg = {.170 c M, Aol’g = O}
et

ker A = {xy € H; Azxy =0}

On a ker Ag C ker A. Il reste & montrer que, ker A C ker Aq.
Si x € ker A, Alors Ax = 0.
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D’autre part

T =20+ A1y

Alors :
Ax = Axg+ Ax1 =0

Donc :

AZL‘O = AOI‘O = —/\AI1

Ce qui implique que :

y1:OetAoa:0:0

Cela veut dire que

Ty € ker Ayp.
Alors
dim ker A = dim ker Ay
et
codim R(A) = codim R(Ap) + 1
Donc

ind(A) = dimker Ag — codim R(Ag) + 1

= ind(Ay+1)
2) Si y; = Ax; € R(Ay) alors
R(A) = R(A)
et il existe un u € M tell que :
y1 = Ao(u)
De plus
ker A =ker Ag+ @ < x1 —u >

En effet,

r=2x9+ Ary,ouxg € M et z; € H.
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Ax = A[L’O -+ Y1 = ono -+ )\Aou = Ao(l’o -+ )\U)
Az = 0<= Ap(zo+Au) =0
To+ A € ker Ay <= xg € ker Ag — \u
et
dimker A = dimker Ay + 1
Donc
ind(A) = dimker Ay + 1 — codim R(Ap).

11 reste a montrer que R(Ag) est fermé.

Comme R(A) est fermé alors il existe ¢ > 0 tel que :
| Az |g,>c || = ||, Vo € H.

A vérifie aussi la méme estimation, par conséquent R(Ag) est fermé dans H,.

le cas n = 2 s’obtient de la méme facon en décomposant H de la maniére suivante :
H(MEB < I'1>—)@‘<$2>:M0+‘<$2>-.
ou My = (M@ < 2 >)et Ao = Ao/Mg
ndA = indAg+ 2
Supposons que la propriété vraie a 'ordre n, et montrons qu’elle resre vraie a 'ordre (n+1),

cest-a-dire :

H=M® X,

avec dim Xo =n + 1.

Quitte a enlever un vecteur a de la basse de Xy, On peut écrire
XQ =Xd<ar>.

ou

dmX =nH=M®XP® <a>=MD <a-=NoX.
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ou

M=M®&Xet N=MD<a>

D’aprés les deux cas précédents, On obtient le resultat :

ind(A) = ind(Ap) + n.



Chapitre 3

Perturbation

Dans ce chapitre, on montre que les perturbations compacts n’influent pas sur ’ensemble des
opérateurs de Fredholm, ce qui veut dire que si on somme un opérateur de Fredholm et un

opérateur compact on obtient un opérateur Fredholm.

Définition 3.0.1 [3/Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit F € L(X,Y). F est
appelé perturbation de Fredholm, si U + F € ®(X,Y) chaque fois que U € ®(X,Y). F est
appelée perturbation de Fredholm supérieure (respectivement inférieure), siU+F € &, (X,Y)
(respectivement U + F € ®_(X,Y)) chaque fois que U € & (X,Y) (respectivement U €
®_(X,Y)). Les ensembles des perturbations de Fredholm, semi-Fredholm & droite et semi-
Fredholm a guche sont, respectivement, notés F (X,Y), F .(X,Y) et F _(X,Y). En général,

nous avons

K(X,Y) C Fo(X,Y)CF(X,Y)
K(X,)Y) C F_(X,Y)CF(X,Y).

Proposition 3.0.2 Soit A un opérateur compact sur H, Alors I; — A est un opérateur de

Fredholm d’indice nul.
Preuve. D’aprés le théoréme 2.3.1, on a R(I; — A) est fermé et
dim(H = R(I; — A)) = codimR(I; — A) = dimker(l; — A) < 0o

Alors, (I; — A) est de Fredholm.
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ind(l; — A) = dimker(I; — A) — codimR(I; — A) = 0.
U

Théoréme 3.0.5 Soit A € B(H, Hy) un opérateur semi-Fredholm a gauche (respectivement
a droite). Si K est un opérateur compact de H dans Hy, alors A + K est un opérateur

semi-Fredholm & gauche (respectivement a droite), lindice de A+ K est l'indice de A.

Preuve. comme A est semi-Fredholm a gauche, alors il existe un opérateur B dans B(Hy, H)
et un opérateur F' compact sur H de sorte que : BA=1+ F.

Comme K est compact alors BK reste compact, Par conséquent : BA+BK = I+ FalorsB(A+
K)=1+4 (F+ BK)

Or l'opérateur F' est compact alors, F'+ BK est compact, d’ou A + K est semi-Fredholm &
gauche.

Soit L un opérateur compact tel que : AB =1+ L

Or d’aprés le théoreme BA est de Fredholm de plus ind(BA) = ind(B) + ind(A)

Et comme L est compact alors I + L est de Fredholm et ind(/ + L) = 0,

Doncind(A) + ind(B) = 0 ou bien : ind(B) = —ind(A)

D’autre part, On a : BA+ BK = B(A+ K) = 1+ (L + Bk) et (L + BK) est compact
alors 1 + (L + BK) est de Fredholm, alors : ind(B(A + k)) = ind(B) + ind(A+ k) =0 et :
ind(B) = —ind(A + K) par conséquent, on a :ind(A + K) = ind(A). O

Proposition 3.0.3 [5/Soit T € L(X,Y) tel qu’il existe K et Ky compacts de X dans X, et
Sy et Sy dans L(X,Y) avec :

TSy =1+ Ky, SiT =1+ K;
Alors T, Sy et Sy sont de Fredholm,et ind T = —ind Sy = ind Ss.

Preuve. [+ K;i=1,2sont de Fredholm d’indice nul, d’aprés la proposition 3.0.2. Il résulte
des hypotheses que dim(N(7")) < dim(N (I + K3)) et que dim(coker(T")) < dim(coker(I +
Ky)).

L’opérateur T" est donc de Fredholm.
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Mais S17Sy = S1 + S1 K3 = Sy + K1Ss. D'ou il résulte que S; — Sy est compact (I’ensemble
des opérateurs compacts est un idéal de 'ensemble des opérateurs borneés).

SoT — 1 = (Sy — S1)T + ST —1=(Sy—51)T + K; donc compact, et de meme 7S, — 1.
Donc Ss et S} sont de Fredholm.

ind ST =ind Sy +ind T = ind(I + K3) =0 < ind T = —ind Sy = —ind S;. O
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Applications

1. (Opérateurs de Hilbert-Schmidt a noyau) : Soit k : [a, b] X [a, b] — C'(a < b) une fonction
continue. Pour toute f € L*([a,b]), on considere la fonction K; définie pour ¢ € [a, b

par .
KO0 = [ s (5)ds.
Alors
1. K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de Iespace de Hilbert L?([a, b]) sur lui méme.

Pour tout t € [a, b] fixé, notons k; la fonction s — k(t, s). En termes du produit scalaire

de L*([a, b]), on peut écrire
(Kf)(t) =< ki, [ > oo, (1)

Considérons une base hilbertienne (e, )nen+ de L?([a,b]). D’apres (I), on a ||Ke,||* =

fab\ < k¢, e, > |?dt. D’out en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli

+o0o +oo b
S Kell? = Y | | <k, > [t
n=1

n=1va
b +0o

= /Z|<kt,a>|2dt.
@ n=1

Mais Y72 | < kt, & > |2 = ||k||* (formule de Bessel-Parseval).

Ainsi

+o0 b b b
Z||Ken||2:/ ||kt||2dt:/ / le(t, 5)|2dtds < +oo.
n—1 a a Ja
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2. Soit A € C*. L’équation T'f — f = ¢ vérifie 'une ou l'autre des deux assertions
suivantes (Alternative de Fredholm) : ou bien, pour tout g € L?([a,b]), il existe une
unique solution f, ou bien il existe un sous-espace strict N de L*([a,b]) tel que si
g € N, I’équation admet une infinité de solutions, et si g ¢ N, I’équation n’admet pas

de solution.

2. (Un exemple d’alternative de Fredholm en dimension 1)

L’existence de K résulte du théoréme d’identification de Riesz et de la continuité de I’ap-
plication trace. K est évidemment auto-adjoint puisque (Ku, v) g r+y = (u, Kv) g1 (m+y, Vu, v €
H*(RT), Enfin, il est de rang 1 car Yu,v € H'(R"), il existe une combinaison linéaire
de u et v qui s’annule en 0 : au(0) 4+ bv(0) = 0 d’ott aKu + bKv = 0.
Si K admettait deux vecteurs propres linéairement indépendants, il ne serait pas de
rang 1 mais au moins 2... Ku = Au donne

{ —u"+u=0 (RT)

uw'(0) + Mu(0) =0

que I'on résoud facilement dans H'(R™) et on trouve : A =1 et u=e"",

Le probléme suivant : { Trouver u tel que —u” +u = f (RT) avec w/(0)+aKu(0) = 0}
admet la formulation variationnelle suivante :
ue H'(RY), [y (wo0r 4+ wv)de — au(0)v(0) = [, fvdz. pour tout v € H'(RT). Cela

s’écrit aussi, en utilisant le théoréme d’identification de Riesz :
u—aKu=g

avec (g,v) gi(r+) = fR+ fvdx. D’apres I'alternative de Fredholm, si o # 1; le probléme
admet donc une solution unique v € H'(R™).
- Si a = 1, (toujours d’apres l'alternative de Fredholm) le probléme admet une solution

si et seulement si [, fe "dx = 0.

Cette solution n’est pas unique puisque on peut lui rajouter ae™".



CONCLUSION

Un opérateur de Fredholm est un opérateur qui se pose dans la théorie de Fredholm des
équations intégrales. Il est nommé en 'honneur d’Erik Ivar Fredholm.

Un opérateur T linéaire borné T': X — Y entre deux espaces de Banach est appelé opérateur
de Fredholm s’il a un noyau et un conoyau de dimension finie et si son image est fermée.
De maniere équivalente, un opérateur 7" : X — Y est Fredholm s’il s’agit d’opérateurs
compacts modulo inversibles, c¢’est-a-dire, s’il existe un opérateur linéaire limité S : Y — X
tel que I; — ST et I, — TS sont des opérateurs compacts sur X et Y respectivement.

L’indice d’un opérateur T' de Fredholm est ind(T") := dimker " — dim coker T'.
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