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INTRODUCTION

Le mathématicien Fredholm a développé sa théorie à partir du théorème principal connu sous

le nom de Alternative de Fredholm qui concerne la résolution de l�équation �f�Tf = g::::::(1)

avec T un opérateur agissant sur X ( Par exemple les opérateurs intégraux à noyau) . Ce

théorème a¢ rme que l�équation (1) admet une solution unique pour tout g appartenant à

X ou bien l�équation homogène �f � Tf = 0 admet n solutions linéairement indépendantes

( ce qui équivaut à co dim(R(T � �I) = n) et dans ce cas l�équation non homogène (1) est

résoluble si et seulement si g véri�e n conditions d�orthogonalité.

Ce théorème fondamental a donné naissance à la théorie des opérateurs de Fredholm qui donne

des informations sur les solutions de l�équation (1) en utilisant dim(N(T )) et co dim(R(T )).

Dans ce mémoire nous nous intéressons à la description de cette classe d�opérateurs et à

l�Alternative de Fredholm.

Le manuscrit se compose de quatre chapitres dont le contenu est comme suit :

- Le premier chapitre est consacré au rappel de di¤érentes notions mathématiques nécessaires

à notre travail : opérateur borné, inverse d�opérateurs, adjoint,...

- Dans le deuxième chapitre on s�intéresse à la classe des opérateurs de Fredholm dans le cas

des opérateurs bornés et quelques concepts liés à cette classe.

- Le troisième chapitre, est consacré à l�étude des perturbatios des opérateurs compactes.

- Au dernier chapitre on donne quelques applications.



Chapitre 1

Rappel sur les opérateurs

Ce chapitre vise essentiellement à rappeler quelques dé�nitions de base dont nous aurons

besoin dans la suite de ce travail.

Dé�nition 1.0.1 [1] Soient X et Y deux espaces normés et T : X ! Y un opérateur

linéaire. T est dit borné s�il existe une constante positive telle que :kT (x) kY � kkxkX pour

tout x 2 X.

On note l�espace des opérateurs bornés par B(X; Y ), et l�espace des opérateurs linéaires par

L(X; Y ):

Dé�nition 1.0.2 [1] Soient X et Y deux espaces normés et T 2 B(X;Y ). la norme de T

est dé�nie par : kTkop = supx 6=0
kT (x)kY
kxkX .

Dé�nition 1.0.3 [1] Soient X et Y deux espaces normés et T 2 B(X; Y ), on dit que T est

inversible s�il existe un opérateur S 2 B(Y;X) tel que : ST = IdX, TS = IdY , dans ce cas

S est l�inverse de T est notée par T�1.

Dé�nition 1.0.4 [1] Soient (X; kkx) et (Y; kky) deux espaces normés et T 2 B(X,Y ) un

opérateur borné. Alors, on appelle adjoint de T , l�opérateur

T � : Y � ! X�9

y� ! T �(y�) := y� � T

En utilisant la notation < x,f >:= f(x); l�action de l�adjoint sur X est caractérisée par :

� x; T �y� �=� Tx; y� �. Pour tout x 2 X et pour tout y� 2 Y .
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Dé�nition 1.0.5 [1] Soient E et F deux espaces de Hilbert.

1. Un opérateur U 2 L(E;F ) est dit unitaire si U�U = IE et UU� = IF .

2. Un opérateur J 2 L(E;F ) est dit isométrique si kJ(x)k = kxk, pour tout x 2 E.

3. Un opérateur N 2 L(E) est dit normal si NN� = N�N .

4. Un opérateur S 2 L(E) est dit hermitien ou auto-adjoint si S = S�.

5. Un opérateur P 2 L(E) est dit positif (notation : P � 0) si p est auto-adjoint et si

pour tout x 2 E :� P (x); x �� 0.

Dé�nition 1.0.6 [1] Soient X; Y deux espaces normés et T : X ! Y , un opérateur linéaire.

On dit que l�opérateur T est un isomorphisme dans Y , s�il est injectif, continu et si son

inverse est continu sur l�image de T . Si de plus, k Tx kY =k x kX , 8x 2 X, on dit que T est

un isomorphisme isométrique.

Dé�nition 1.0.7 [3] Soit T un opérateur d�un espace de Hilbert H dans lui même. On

appelle ensemble résolvant l�ensemble (I)

p(T ) = f� 2 C tel que (�I � T ) est inversibleg (I)

Le spectre de T est le complémentaire de p(T ) dans C, noté �(T ) (�(T ) = (Cnp(T )) avec

�(T ) = �p(T ) [ �r(T ) [ �c(T ).

c�est à dire

�(T ) = f� 2 C ; (T � �IH) non inversibleg

avec

1- �p(T ) = f� 2 C ; (T � �H) est non injectifg appelé spectre ponctuel de T .

2- �r(T ) = f� 2 C ; (T � �H)�1 existe, de domaine non dense dans Hg appelé le spectre ré-

siduel de T .

3- �c(T ) = f� 2 C ; (T � �H)�1 existe, et non borné de domaine dense dans Hg appelé le

spectre continu de T .
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Dé�nition 1.0.8 soient X et Y deux espaces de Banach et T : X ! Y un opérateur linéaire

continu. On note N(T ) = fx j Tx = 0g son noyau, et R(T ) = fTx j x 2 Xg son image. Si

R(T ) est fermée, Y=R(T ) est un espace de Banach appelé conoyau de T et noté co ker(T ).

Sa dimension est la codimension de R(T ) dans Y .



Chapitre 2

Opérateur de Fredholm

2.1 Concepts liés aux opérateurs de Fredholm

2.1.1 Espace quotient

Dé�nition 2.1.1 [6] Soient V un |-espace vectoriel et W un sous-espace de V . Alors le

quotient V=W , dont l�ensemble quotient est f�+W j� 2 V g, est un |-espace vectoriel, appelé

espace quotient, muni de la loi interne :

+ : V=W � V=W ! V=W

(� +W;#+W ) ! (� +W ) + (#+W ) := (� + #) +W

et de la loi externe

� : K � V=W ! V=W

(�; � +W ) ! � � (� +W ) := (��) +W:

Dé�nition 2.1.2 [6] Soit M � X un sous-espace fermé d�un espace normé (X; k :kX). La

norme quotient de l�espace X=M est l�application

k : kX=M : X=M ! R+

x+M ! k x+M kX=M := d(x+M; 0 +M).
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Remarque 2.1.1 1- d(x+M; y +M) = inffk � � w kX j � 2 x+M;w 2 y +Mg.

2- Pour tout x 2 X nous avons, d(x+M; 0+M) = d(x; 0+M) = d(x;M) et d(x+M; 0+M) =

d(0; x+M).

Ainsi,k x+M kX=M = infx2Mfk x�M kX j m 2Mg = infx2Mfk x+M kX j m 2Mg

2.1.2 La somme directe et projection

Comme nous le verrons par la suite, certains opérateurs de Fredholm peuvent être obtenus à

partir de projections. C�est pourquoi nous y consacrons cette section.

Dé�nition 2.1.3 [6] (Somme directe extérieure d�espaces normés). Supposons que X1; :::; Xn

des espaces vectoriels. la somme directe de X1; :::; Xn est l�espace vectoriel obtenu par le

produit cartésien X1 � :::�Xn et muni des deux opérations suivantes :

�(x1; :::; xn) + (y1; :::; yn) := (x1 + y1; :::; xn + yn).

�� � (x1; :::; xn) := (�x1; :::; �xn).

Supposons maintenant que X1; :::; Xn sont des espaces vectoriels normés munis des normes

k :kX1, . . ,k :kXn. Leur somme directe (extérieure) est l�espace vectoriel produit X1� :::�Xn

muni de la norme suivante :

k(x1; :::; xn) k:= (
nX
j=1

k xj k2Xj)
1=2

On obtient alors un espace vectoriel normé noté X1 � :::�Xn.

Dé�nition 2.1.4 [6] (Somme directe intérieure d�espaces normés). Si M1; :::;Mn sont des

sous-espaces fermés d�un espace normé X tel que
P

kMk = X et Mj \
P

k 6=jMk = f0g, alors

on dit que X est la somme directe (intérieure) de M1; :::;Mn.

Dé�nition 2.1.5 [6] (Somme directe d�opérateurs). Soient X1; :::; Xn et Y1; :::; Yn, des ex-

paces normés et Tj : Xj ! Yj, des opérateurs linéaires. La somme directe de T1; :::; Tn est

l�opérateur :

T1 � :::� Tn : X1 � :::�Xn ! Y1 � :::� Yn

dé�nie par

(T1 � :::� Tn)(x1; :::; xn) := (T1(x1); :::; Tn(xn))
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avec (x1; :::; xn) 2 X1 � :::�Xn.

Dé�nition 2.1.6 [6] (projection) Soit X un espace de Hilbert. Un élément p 2 L(X) est

appelé un opérateur de projection orthogonale s�il est auto-adjoint et s�il est idempotent,

c�est-à-dire si p� = p et p2 = p

Dé�nition 2.1.7 [6] Soient (X; k : kX) un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de

X et B un sous-ensemble de X�. O appelle ensemble polaire de A dans X (respectivement

de B dans X�) l�ensemble A� = fx� 2 X� j x�(x) = 0 pour tout x 2 Ag ;

(respectivement de �B = fx 2 X j x�(x) = 0 pour tout x� 2 Bg).

Proposition 2.1.1 [6] Les ensembles A� et �B sont fermés.

Preuve. � L�ensemble �B = \ x�2X� kerx� est fermé en tant qu�intersection de fermés.

montros que A� est fermé

� Soit fz�ng une suite dans A� qui converge vers un certain z� 2 X. Alors en particulier,

z�n(x)! z�(x) pour tout x 2 X. Or z�njA = 0 pour tout n 2 N, ce qui entraîne que z�jA = 0.

Par conséquent, z� 2 A� et c�est à dire A� fermé. �

Théorème 2.1.1 [6] Soit M un sous-ensemble fermé d�un espace normé (X; k : kX). Alors,

(1) M�est isomorphe à (X=M)�.

(2) M�est isomorphe à X�=M�.

Preuve. (1) Soit � : X ! X=M l�application quotient et soit T : y� ! y��. Clairement T

est un opérateur linéaire de (X=M)� dansM�. Si x� 2M� alorsM � kerx�. Alors la propriété

universelle du quotient garanti qu�il existe un unique y� 2 (X=M)� tel que x� = y�� et de

plus ky� k(X=M)� = kx�kX�. Autrement dit, T est bijectif et ky� k(X=M)� = kTy�kX�. En

conséquence, T est même un isomorphisme isométrique de (X=M)� dans M�.

(2) Soit T : X�=M� ! M� l�application qui envoie un élément de x� +M� 2 X�=M� sur la

restriction de x� àM . Puisque deux éléments x�1+M
� et x�2+M

� de X�=M� sont égaux si et

seulement si x�1jM = x�2jM , T est bien dé�ni. Il est aussi injectif par dé�nition et clairement

linéaire. Maintenant, si m� 2M�et x�m� est une extension de Hahn-Banach de m� à X, alors

T (x�m� +M�) = m�, ainsi T est surjectif. Il s�agit donc d�un isomorphisme. �
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Lemme 2.1.1 [6] Soit (X; k : kX) et (Y; k : kY ) deux espaces normés et T 2 B(X;Y ) un

opérateur borné. Alors

(1) kerT � = (ImT )� ;

(2) kerT =� (ImT �).

Preuve. 1)

kerT � = fy� 2 Y � j 0 = T �y� = y� � Tg

= fy� 2 Y � j y�jImT = 0g

= fy� 2 Y �jy�(y) = 0 pour tout y 2 ImTg

= (ImT )�

2)

�(ImT �) = fx 2 X j x�(x) = 0 pour tout x� 2 ImT �g

= fx 2 X j 0 = (T �y�)x pour tout y� 2 Y �g

= fx 2 X j 0 = y�(Tx) pour tout y� 2 Y �g

= fx 2 X j 0 = Txg

= kerT

�

Remarque 2.1.2 Il découle du théorème 2.1.1 ainsi que du lemme 2.1.1 que ImT =� ((ImT )�) =�

(kerT �).

2.1.3 Opérateurs à image fermeée.

Théorème 2.1.2 [6] (théorème de l�image fermée) Soient X et Y deux espaces de Banach,

alors pour tout T 2 B(X; Y ) les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) ImT est fermée.

(2) ImT =� (kerT �).

(3) ImT � est fermée.

(4) ImT � = (kerT )�.
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Preuve. (1)()(2) Valide, d�après la remarque précédente.

(1) )()(4) D�après le lemme précédent 2.1.1, (kerT )� =� ((ImT �)�) � ImT �.

En vertu du premier théorème d�isomorphisme, nous avons que l�application

S : X= kerT ! ImT

x+ kerT ! T (x)

est un isomorphisme. Maintenant, si x 2 (kerT ), alors l�unique application x : (x+kerT )!

x�(x) dé�nie par la propriété universelle du quotient est un élément de (X= kerT )�. Par

conséquent, x � S �1 2 (ImT )�. Donc il existe y� 2 Y � tel que y�j ImT = x � S �1. Ainsi,

pour tout x 2 X

(T �y�)x = y�(Tx) = (x � S�1)(Tx)

= (x � S�1)(S(x+ kerT ))

= x(x+ kerT ) = x�(x)

C�est-à-dire T �y� = x�. Par conséquent (kerT )� � ImT �. Et donc (kerT )� = ImT �.

(4))(3) D�après la proposition précédente les ensembles polaires sont des fermés. �

2.1.4 Opérateurs compacts

Dé�nition 2.1.8 [2] Soient X et Y des espaces normés. Un opérateur T 2 L(X; Y ) est dit

compact si, pour toute suite bornée fxngn2N dans X , la suite fTxng dans Y contient une

sous-suite convergente. L�ensemble des opérateurs compacts est noté K(X; Y ).

donnons dans cette section quelques propriétés algébriques simples des opérateurs compacts

dont nous aurons besoin dans la suite.

Théorème 2.1.3 Soient X et Y deux espaces normés et T 2 K(X; Y ). Alors T est borné.

Ainsi, K(X; Y ) � B(X; Y ).

Preuve. Supposons que T n�est pas borné. Alors pour tout entier n � 1 existe un vecteur

unitaire xn tel que kTxnk � n. Puisque la suitefxng est bornée, par la compacité de T , il

existe une sous-suite fTxn(r)g qui converge. Mais ceci contredit le fait que kTxn(r)k � n(r),

donc T doit être borné. �
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Théorème 2.1.4 Soient X; Y; Z des espaces normés.

(a) Si S; T 2 K(X; Y ) et �; � 2 C alors �S + �T est compact.

(b) Si S 2 B(X; Y ), T 2 B(Y; Z) et au moins l�un des opérateurs S; T est compact, alors

TS 2 B(X;Z) est compact.

Preuve. (a) Soit fxng une suite bornée dans X. Puisque S est compact, il exist une sous-

suite fxn(r)g telle que fSxn(r)g converge dans Y . Ensuite, comme fxn(r)g est borné et T étant

compact, il existe une sous-suite fxn(r(s))g de la suite fxn(r)g telle que fTxn(r(s))g converge

dans Z. Il s�ensuit que la suite f�Sxn(r(s)) + �Txn(r(s))g converge dans Z. Donc �S + �T est

compact.

(b) Soit fxng une suite bornée dans X. Si S est compact, alors il existe une sous-suite fxn(r)g

telle que fSxn(r)g converge dans Y .

comme T est bornée (et donc continue), la suite fTSxn(r(s))g converge dans Z. d�ou TS est

un opérateur compact.

Maintenant si S est borné mais non compact, alors par la continuitée de S la suite fSxng est

bornée dans Y . Par la compacité de T , il exist une sous-suite fSxn(r)g telle que fTSxn(r)g

converge dans Z, D�ou TS est compact. �

Dé�nition 2.1.9 [2] Un opérateur T : X ! Y est dit de rang �nie si dim(ImT ) est �ni.

rg(T ) = dim(ImT ).

Théorème 2.1.5 [2] Soient X et Y des espaces normés et T un opérateur borné de X dans

Y :

1. Si T est de rang �ni alors il est compact.

2. Si l�une de dimension de X ou de Y est �nie alors T est compact.

Preuve. (1)-comme T est de rang �ni alors l�espace Z = ImT est normé de dimension

�nie. De plus, pour toute suite bornée fxngn dans X, la suite fTxng est bornée dans Z, donc

par le théorème de Bolzano-Weierstrass cette suite doit contenir une sous-suite convergente.

D�où T est compact.

(2)-a) Si la dimension de X est �nie, alors dim(ImT ) = rg(T ) est �nie, Donc d�après la

première propriétée T est compact.
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b) si la dimension de Y est �nie, il est clair que dim(ImT ) est �nie car ImT � Y , par

suite T est de rang �ni donc compact. �

Exemple 2.1.1 Soit T : L2[��; �]! L2[��; �]

f ! Tf(x) =

�Z
��

cos(x� y)f(y)dy

on démontre que T est compact.

Im(T ) = fTf(x), f 2 L2[��; �], x 2 [��; �]g.

Soient x 2 [��; �] et f 2 L2[��; �],alors :

Tf(x) =
�R
��
cos(x� y)f(y)dy:

=
�R
��
(cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y))f(y)dy:

= cos(x)
�R
��
cos(y)f(y)dy + sin(x)

�R
��
sin(y)f(y)dy:

on pose � =
�R
��
cos(y)f(y)dy et � =

�R
��
sin(y)f(y)dy. Donc T (x) = � cosx+ � sin x

avec, � et � 2 R

Tf 2 L2[��; �] alors, Comme toute fonction de L2() est décomposable en serie de Fourier,

alors Tf(x) = (a0=2)(
P
n�0

�n cosnx + �n sinnx) avec �n et �n des scalaires, D�ou ImT est

engendré par fcosx, sin xg

donc dim(ImT ) = 2 <1 =) rg(T ) <1 =) T est compact.

2.2 Opérateur de Fredholm et semi-Fredholm

Dé�nition 2.2.1 [7] soit A un opérateur borné d�un espace de Hilbert H dans un autre espace

de Hilbert H0. A est dit un opérateur semi-Fredholm à droite et noté par �+(H;H0) (respec-

tivement à gauche et notée par ��(H;H0)) s�il existe un opérateur borné B 2 B(H;H0) et

un opérateur K compact sur H0 (respectivement sur H) tels que AB = I+K (respectivement

BA = I +K).

Dé�nition 2.2.2 [1]Soit E un espace de Banach et A 2 L(E) un opérateur borné. On dit

que A est un opérateur de Frédholm si les trois conditions suivantes sont véri�ées :

1. R(A) est fermé.
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2. dim(kerA) est �nie.

3. co dim(R(A)) est �ni.

où la co dimR(A) = dim(E�ImT ).

L�ensemble des opérateurs de Fredholm de X vers Y est noté �(X; Y ).

Dé�nition 2.2.3 [1] On appelle indice de A est on la note ind(A) l�entier relatif :

ind(A) = dimker(A)� co dimR(A)

L�indice de A est �1 si cette codimension est in�nie.

Exemple 2.2.1 Considérons deux espaces de Banach X et Y de dimension �nie. (Par

exemple Rmet Rn muni de la norme euclidienne.) Soit T : X ! Y un opérateur linéaire

continu.

On a evidemment que, dim(kerT ) et dim(Co kerT ) sont �nies et ImT est fermée, étant de

dimension �nie.

Alors,

ind(T ) = dim(kerT )� dim(Co kerT ) = dim(kerT )� dim(Y= ImT )

= dim(kerT )� (dim(Y )� dim(ImT ))

= dim(kerT )� dim(Y ) + dim(ImT )

= dim(X)� dim(Y ) 2 Z

Exemple 2.2.2 (opérateur non Fredholm)

L�opérateur nul T : X ! Y , dé�ni par T (x) = 0Y pour tout x 2 X, entre deux espaces de

Banach n�est pas un opérateur de Fredholm si la dimension de X ou de Y est in�nie.

En e¤et, si X est de dimension in�nie, alors kerT = X est de dimension in�nie et si Y est

de dimension in�nie ImT = f0Y g dont la codimension, qui est la dimension de Y , est in�nie.

Théorème 2.2.1 [6] (Adjoint d�un opérateur de Fredholm) Soient X, Y deux
espaces de Banach et T 2 �(X; Y ) un opérateur de Fredholm et soit T �son adjoint, alors T �

est un opérateur de Fredholm.
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Preuve. Nous allons montrer que :

�ImT � est fermée ;

� dim(kerT �) <1 ;

� dim(X�=ImT �) <1.

(1) Etant donné que T est Fredholm, son image ImT est fermée, ce qui équivaut à dire que

ImT �est fermée, d�après le théorème de l�image fermée.

(2) En appliquant le théorème 2.1.1 au sous-espace kerT de X, il vient :

(kerT )� �= X�=(kerT )�

Or le théorème de l�image fermée fournit (kerT )� = ImT �. Ainsi :

(kerT )� �= X�=(kerT )� = X�=ImT �

Donc

dim(X�=ImT �) = dim((kerT �) = dim(kerT ) <1

par hypothèse.

(3) En appliquant le théorème 2.1.1 au sous-espace ImT de Y , il vient :

(Y=ImT )� �= (ImT )�

En outre le lemme 2.1.1 fournit (ImT )� = kerT �. Par conséquent :

(Y=ImT )�(ImT )� = kerT �

Ainsi

dim(kerT �) = dim((Y=ImT )�) = dim(Y=ImT )) <1

par hypothèse. L�opérateur adjoint T � est donc bien Fredholm. Calculons son indice :

ind(T �) = dim(kerT �)� dim(X�=ImT �)

= dim(Y=ImT )� dim(kerT )

= �ind(T )

�
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Proposition 2.2.1 [5] soit T 2 L(X; Y ). les assertions suivantes sont équivalentes :

1) T est semi-Fredholm,

2) De toute suite bornée de X dont l�image par T est une suite convergente, on peut extraire

une sous-suite convergente.

Preuve. Supposons que 2 soit véri�ée, Il résulte du lemme de Reisz (la boule unité d�un

espace normé est relativement compact si et seulement si cet espace est de dimension �nie)que

le noyau N(T ) est de dimension �nie. N(T ) possède alors des supplémentaires topologiques.

Soit X0 un tel supplémentaire. la propriété 2 implique l�existence d�une constante C > 0 telle

que :

(3) 8u 2 X0, kuk � CkTuk

En e¤et si (3) était fausse, on pourrait construire une suite un 2 X0, kunk = 1, kTunk � 1
n
.

De cette suite on pourrait extraire d�après l�ypothèse (2) une sous-suite convergente vers

u 2 X0(car X0 est normé), kuk = 1 et Tu = 0, ce qui contredit u 2 X0.

L�image de T et celle de la restriction de T à X0 étant égales, l�inégalité (3) (prouve que

R(T ) est fermée car complète.

Réciproquement, puisque (3) est véri�ée si et seulement si la restrectiuon de T à X0 est

injective et d�image fermée, la propriété 1 implique (3).Soit alors (un) une suite borné dans

X dont l�image par T est convergente. On décompose un sous la forme

un = vn + wn, vn 2 N(T ), wn 2 X0

Tun = Twn, et de (3) on déduit que la suite wn est de cauchy, donc converge. La suite (vn)

est bornée dans l�espace de dimension �nie N(T );et possède donc une sous-suite convergente,

ce

qui prouve 2. [5] �

2.3 Alternative de Fredholm

Théorème 2.3.1 [2] Soit T : H ! H un opérateur compact tel que H un espace de Hilbert

de dimension in�nie, Si � 6= 0, alors :
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1) Im(T � �I) est fermé.

2) ker(T � �I) a une dimension �nie.

Preuve. 1)Soit fyng une suite dans Im(T��I), avec limn!1 yn = y. Ainsi, pour tout n, on

a yn = (T��I)xn, pour certain xn, et comme Ker(T��I) est fermé, xn a une décomposition

orthogonale de la forme xn = un + vn, avec un 2 Ker(T � �I) et vn 2 Ker(T � �I)?.

Nous allons montrer que la suite fvng est bornée.

Supposons que vn n�est pas bornée, k vn k 0, et limn!1 k vn k=1. En mettant wn = vn= k

vn k, n = 1,2,:::, on a wn 2 Ker(T � �I)?,k wn k = 1 (donc la suite fwng est bornée) et

(T � �I)wn = (yn= k vn k)! 0

puisque fyng est borné (car elle est convergente). En outre, par la compacité de T on peut

supposer que fTwng converge .

En combinant ces résultats, il s�ensuit que la suite fwng converge (puisque � 6= 0). Soit

w = limn!1wn, on voit que k wn k = 1 et

(T � �I)w = limn!1(T � �I)wn = 0

donc w 2 Ker (T � �I). Cependant, wn 2 Ker (T � �I) ? donc

k w � wn k2= (w � wn; w � wn) = 1 + 1 = 2

ce qui contredit wn ! w. Donc la suite fvng est bornée.

Maintenant, par la compacité de T , nous pouvons supposer que fTvng converge. Puis vn =

��1(Tvn � (T � �I)vn) = ��1(Tvn � yn), pour n 2 N , donc la suite fvng converge. notons v

sa limite. Alors y = limn!1yn = limn!1(T � �I)vn = (T � �I)v, et donc y 2 Im(T � �I).

Cela prouve que Im(T � �I) est fermé.

2) Supposons queM = Ker(T��I) est de dimension in�nie. Puisque le noyau d�un opérateur

borné est fermé, l�espace M est un espace de Hilbert de dimension in�nie, et il y a une suite

orthonormale feng dans M . les vecteurs image véri�ent pour m 6= n :

k Ten � Tem k2=k �en � �em k2= 2j�j2.

comme � 6= 0, la suite (Ten) ne peut pas avoir de sous-suite de Cauchy, donc pas de sous-suite

convergente et T n�est pas compact. Donc contradiction. D�ou M est de dimension �nie. �
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Proposition 2.3.1 [7] Soit A 2 B(H;H0) tel que H et H0 sont des espaces de Hilbert. Si A

est bijectif alors A est de Fredholm d�indice nul.

Preuve. Comme A est bijectif, Alors kerA = f0g, par conséquent dimkerA < +1. De

plus R(A) = H0 est fermé et codimR(A) = 0. donc l�opérateur A est de Fredholm.

ind(A) = dimkerA� codimR(A) = 0� 0 = 0 �

Proposition 2.3.2 [7] Soit A 2 B(H;H0) tel que H et H0 sont des espaces de Hilbert. Si

dimH < +1, et dimH0 <1, alors A est de Fredholm. Dans ce cas ind(A) = dimH�dimH0

Preuve. Comme dimH < +1, et dimH0 < +1 alors dimkerA < +1, codimR(A) <

+1 et R(A) est fermé donc A est de Fredholm.

ind(A) = dimkerA� codimR(A) = dimkerA� dimH0 + dimR(A) = dimH � dimH0:

�

2.4 Produits d�opérateurs de Fredholm

Lemme 2.4.1 [4] Soit N un sous-espace vectoriel de X de dimension �nie (X espace vec-

toriel normé) alors il existe X0 sous-espace vectoriel fermée de X tel que :

a) X0 \N = f0g :

b) 8x 2 X;9!x0 2 X;9!x1 2 N tel que x = x0+x1. c�est-à-dire : celà veut dire seulement que

X = X0 �N .

Preuve. Soit x 2 X = X1 �M .

si x 2M )k px k=k x k� 1: k x k

si x 2 X1 )k px k= 0 � 1: k x k �

Lemme 2.4.2 [4] Soit X1 un sous-espace vectoriel fermé de X etM un sous-espace vectoriel

de dimension �nie telque X1 \M = f0g.alors X2 = X1 �M est un sous-espace vectoriel

fermé de X.
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De plus l�opérateur

P : X2 ! X2

x ! Px

où px =
�
x si x 2M
0 si x 2 X1

est bornée c�est-à-dire P 2 (X2):

Théorème 2.4.1 [3] Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit A 2 �(X;Y ). Alors, il

existe un sous-espace fermé X0 de X, tel que X = X0 �N(A) et un sous-espace Y0 de Y de

dimension A tel que Y = R(A)� Y0.

De plus, il existe un opérateur A0 2 L(Y;X), tel que

a) N(A0) = Y0,

b) R(A0) = X0

c) A0A = I sur X0

d) AA0 = I sur R(A)

e) A0A = I � F1 sur X

f) AA0 = I � F2 sur Y

où F1 2 L(X) avec R(F1) = N(A) et F2 2 L(Y ) avec R(F2) = Y0.

Preuve. Les propriétés a), b), c) et d) se déduisent directement des lemmes précédents

pour N=N(A) et X0.

montrons maintenant la propriété (e)

on a F1 = I sur N(A) et égal à 0 sur X0 d�après la propriété (c). Donc F1 2 L(X). un

raisonnement similaire donne (f). �

Théorème 2.4.2 [3] Soit A 2 L(X; Y ) et B 2 L(Y; Z) où X; Y et Z sont des espaces de Ba-

nach. Si A et B sont des opérateurs de Fredholm (des opérateurs semi-Fredholm supérieurs,

respectivement, des opérateurs semi-Fredholm inférieurs), alors BA est un opérateur de Fred-

holm, ( un opérateur semi-Fredholm supérieur, respectivement, un opérateur semi-Fredholm

inférieur), et

i(BA) = i(B) + i(A)
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Preuve. [5] Soit l�opérateur A : N(BA)! N(B) avec pour noyau N(A).D�où

dimN(BA) � dimN(B) + dimN(A)

Il existe W1 et W2 de dimension �nie tels que

Y = R(A)�W1, Z = R(B) +W2

Donc R(BA) est de codimension �nie dans R(B), qui est de codimension �nie dans Z. R(BA)

est donc de dimension �nie dans Z.

Il en résulte que BA est un opérateur de Fredholm. �

Théorème 2.4.3 [4] Soit X, Y et Z trois espaces de Banach. Supposons que A 2 L(X; Y )

et B 2 L(Y; Z) sont tels que

BA 2 �(X;Z).

Alors,

A 2 �(X; Y ) si et seulement si, B 2 �(Y; Z).

Preuve. Supposons d�abord que A 2 �(X; Y ), et soit A0 un opérateur satisfaisant le

théorème 2.4.1, Ainsi, ,

BAA0 = B �BF2 sur Y

où F2 2 K(Y ).

Maintenant A0 2 �(Y;X) et BA 2 �(X;Z) par l�hypothèse. Ainsi, BAA0 2 �(Y; Z) (théo-

rème 2.4.2).Puisque BF2 2 K(Y; Z) est la suite de B 2 �(Y; Z) (théorème 5.10).

Supposons ensuite que B 2 �(Y; Z), et soit B0 2 L(Z; Y ) tel que B0B = I � F3 sur Y ,

BB0 = I � F4 sur Z où F3 2 K(Y ) et F4 2 K(Z).

Alors

B0BA = A� F3A sur X.

Maintenant BA 2 �(X;Z) par hypothèse, tandis que B0 2 �(Y; Z). D�où B0BA 2 �(X;Y ),

et le même doit être vrai de A. �

Théorème 2.4.4 [3]Supposons que A 2 L(X; Y ) et B soit dans L(Y; Z) sont tels que BA 2

�(X;Z). si dim(kerB) <1, alors A 2 �(X; Y ) et B 2 �(Y; Z).
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Preuve. puisque R(B) � R(BA), on voit que R(B) est fermé. De plus, dimR(B) �

dimR(BA), et donc B 2 �(Y; Z). nous appliquons maintenant le théorème 2.4.3.[5] �
Une propriété intéressante de l�indice est que l�indice d�une composition d�opérateurs de

Fredholm est simplement la somme des indices des composants.

Proposition 2.4.1 [6] Soient A 2 L(H;H0) et M un sous-espace H tel que co dimM = n <

+1.on pose A0 = A=M . alors :

A est de Fredholm si et seulement si : A0 :M ! H0 est de Fredholm

De plus :

ind(A) = ind(A0) + n.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la codimension de M .

pour n = 1

on pose :

H =M� � x1 �

où � x1 � est le sous-espace engendré par un vecteur x1 6= 0 de H.

8x 2 H, x = x0 + �x1 alors Ax = Ax0 + �Ax1, x0 2M .

Envisageons deux cas :

1) Si y1 = Ax1 =2 R(A0) Alors :

R(A) = R(A0)� � y1 � :

D�autre part :

kerA0 = kerA

En e¤et,

kerA0 = fx0 2M ; A0x0 = 0g

et

kerA = fx0 2 H ; Ax0 = 0g

On a kerA0 � kerA. Il reste à montrer que, kerA � kerA0.

Si x 2 kerA, Alors Ax = 0.
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D�autre part

x = x0 + �x1

Alors :

Ax = Ax0 + �x1 = 0

Donc :

Ax0 = A0x0 = ��Ax1

Ce qui implique que :

y1 = 0 et A0x0 = 0

Cela veut dire que

x0 2 kerA0:

Alors

dimkerA = dimkerA0

et

co dimR(A) = co dimR(A0) + 1

Donc

ind(A) = dimkerA0 � co dimR(A0) + 1

= ind(A0 + 1)

2) Si y1 = Ax1 2 R(A0) alors

R(A) = R(A0)

et il existe un u 2M tell que :

y1 = A0(u)

De plus

kerA = kerA0 +� � x1 � u �

En e¤et,

x = x0 + �x1, où x0 2M et x1 2 H:
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Ax = Ax0 + y1 = A0x0 + �A0u = A0(x0 + �u)

Ax = 0() A0(x0 + �u) = 0

x0 + �u 2 kerA0 () x0 2 kerA0 � �u

et

dimkerA = dimkerA0 + 1

Donc

ind(A) = dimkerA0 + 1� co dimR(A0).

= ind(A0) + 1

Il reste à montrer que R(A0) est fermé.

Comme R(A) est fermé alors il existe c > 0 tel que :

k Ax kH0� c k x k , 8x 2 H.

A0 véri�e aussi la même estimation, par conséquent R(A0) est fermé dans H0.

le cas n = 2 s�obtient de la même façon en décomposant H de la manière suivante :

H(M� � x1 �)� � x2 �=M0+ � x2 � .

où M0 = (M� � x1 �)et A0 = A0=M0

indA = indA0 + 2

Supposons que la propriété vraie à l�ordre n, et montrons qu�elle resre vraie à l�ordre (n+1),

cest-à-dire :

H =M �X0

avec dimX0 = n+ 1.

Quitte à enlever un vecteur a de la basse de X0, On peut écrire

X0 = X� � a � .

où

dimX = n;H =M �X� � a �=M0� � a �= N �X.
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où

M =M �X et N =M� � a �

D�aprés les deux cas précédents, On obtient le resultat :

ind(A) = ind(A0) + n.

�



Chapitre 3

Perturbation

Dans ce chapitre, on montre que les perturbations compacts n�in�uent pas sur l�ensemble des

opérateurs de Fredholm, ce qui veut dire que si on somme un opérateur de Fredholm et un

opérateur compact on obtient un opérateur Fredholm.

Dé�nition 3.0.1 [3]Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit F 2 L(X;Y ). F est

appelé perturbation de Fredholm, si U + F 2 �(X; Y ) chaque fois que U 2 �(X; Y ). F est

appelée perturbation de Fredholm supérieure (respectivement inférieure), si U+F 2 �+(X; Y )

(respectivement U + F 2 ��(X; Y )) chaque fois que U 2 �+(X; Y ) (respectivement U 2

��(X; Y )). Les ensembles des perturbations de Fredholm, semi-Fredholm à droite et semi-

Fredholm à guche sont, respectivement, notés z(X; Y ), z+(X; Y ) et z�(X; Y ). En général,

nous avons

K(X; Y ) � z+(X;Y ) � z(X; Y )

K(X; Y ) � z�(X;Y ) � z(X; Y ).

Proposition 3.0.2 Soit A un opérateur compact sur H, Alors Id � A est un opérateur de

Fredholm d�indice nul.

Preuve. D�aprés le théorème 2.3.1, on a R(Id � A) est fermé et

dim(H = R(Id � A)) = codimR(Id � A) = dimker(Id � A) <1

Alors, (Id � A) est de Fredholm.
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ind(Id � A) = dimker(Id � A)� codimR(Id � A) = 0.

�

Théorème 3.0.5 Soit A 2 B(H;H0) un opérateur semi-Fredholm à gauche (respectivement

à droite). Si K est un opérateur compact de H dans H0, alors A + K est un opérateur

semi-Fredholm à gauche (respectivement à droite), l�indice de A+K est l�indice de A.

Preuve. commeA est semi-Fredholm à gauche, alors il existe un opérateurB dansB(H0; H)

et un opérateur F compact sur H de sorte que : BA = I + F .

CommeK est compact alorsBK reste compact, Par conséquent :BA+BK = I+FalorsB(A+

K) = I + (F +BK)

Or l�opérateur F est compact alors, F + BK est compact, d�où A+K est semi-Fredholm à

gauche.

Soit L un opérateur compact tel que : AB = I + L

Or d�aprés le théorème BA est de Fredholm de plus ind(BA) = ind(B) + ind(A)

Et comme L est compact alors I + L est de Fredholm et ind(I + L) = 0,

Doncind(A) + ind(B) = 0 ou bien : ind(B) = �ind(A)

D�autre part, On a : BA + BK = B(A + K) = 1 + (L + Bk) et (L + BK) est compact

alors 1 + (L + BK) est de Fredholm, alors : ind(B(A + k)) = ind(B) + ind(A + k) = 0 et :

ind(B) = �ind(A+K) par conséquent, on a :ind(A+K) = ind(A). �

Proposition 3.0.3 [5]Soit T 2 L(X; Y ) tel qu�il existe K1 et K2 compacts de X dans X, et

S1 et S2 dans L(X; Y ) avec :

TS2 = I +K2, S1T = I +K1

Alors T , S1 et S2 sont de Fredholm,et ind T = �ind S1 = ind S2.

Preuve. I+Ki i = 1; 2 sont de Fredholm d�indice nul, d�après la proposition 3.0.2. Il résulte

des hypothèses que dim(N(T )) � dim(N(I + K1)) et que dim(co ker(T )) � dim(co ker(I +

K2)).

L�opérateur T est donc de Fredholm.
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Mais S1TS2 = S1 + S1K2 = S2 +K1S2. D�ou il résulte que S1 � S2 est compact (l�ensemble

des opérateurs compacts est un idéal de l�ensemble des opérateurs bornés).

S2T � I = (S2 � S1)T + S1T � I = (S2 � S1)T +K1 donc compact, et de meme TS1 � I.

Donc S2 et S1 sont de Fredholm.

ind S2T = ind S2 + ind T = ind(I +K2) = 0, ind T = �ind S2 = �ind S1. �



Chapitre 4

Applications

1. (Opérateurs de Hilbert-Schmidt à noyau) : Soit k : [a; b]�[a; b]! C(a < b) une fonction

continue. Pour toute f 2 L2([a; b]), on considère la fonction Kf dé�nie pour t 2 [a; b]

par

(Kf)(t) =

Z b

a

k(t; s)f(s)ds:

Alors

1. K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de l�espace de Hilbert L2([a; b]) sur lui même.

Pour tout t 2 [a; b] �xé, notons kt la fonction s! k(t; s). En termes du produit scalaire

de L2([a; b]), on peut écrire

(Kf)(t) =< kt; f > ::::::::::::(I)

Considérons une base hilbertienne (en)n2N� de L2([a; b]). D�après (I), on a jjKenjj2 =R b
a
j < kt; en > j2dt. D�où en utilisant le théorème de Fubini-Tonelli

+1X
n=1

jjKenjj2 =

+1X
n=1

Z b

a

j < kt; en > j2dt

=

Z b

a

+1X
n=1

j < kt; en > j2dt.

Mais
P+1

n=1 j < kt; en > j2 = jjktjj2 (formule de Bessel-Parseval).

Ainsi
+1X
n=1

jjKenjj2 =
Z b

a

jjktjj2dt =
Z b

a

Z b

a

jk(t; s)j2dtds < +1.
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2. Soit � 2 C�. L�équation Tf � f = g véri�e l�une ou l�autre des deux assertions

suivantes (Alternative de Fredholm) : ou bien, pour tout g 2 L2([a; b]), il existe une

unique solution f , ou bien il existe un sous-espace strict N de L2([a; b]) tel que si

g 2 N , l�équation admet une in�nité de solutions, et si g =2 N , l�équation n�admet pas

de solution.

2. (Un exemple d�alternative de Fredholm en dimension 1)

L�existence deK résulte du théorème d�identi�cation de Riesz et de la continuité de l�ap-

plication trace.K est évidemment auto-adjoint puisque (Ku; v)H1(R+) = (u;Kv)H1(R+);8u; v 2

H1(R+), En�n, il est de rang 1 car 8u; v 2 H1(R+), il existe une combinaison linéaire

de u et v qui s�annule en 0 : au(0) + bv(0) = 0 d�où aKu+ bKv = 0.

Si K admettait deux vecteurs propres linéairement indépendants, il ne serait pas de

rang 1 mais au moins 2... Ku = �u donne�
�u�+ u = 0 (R+)
u0(0) + �u(0) = 0

que l�on résoud facilement dans H1(R+) et on trouve : � = 1 et u = e�x.

Le problème suivant : fTrouver u tel que �u�+u = f (R+) avec u0(0)+�Ku(0) = 0g

admet la formulation variationnelle suivante :

u 2 H1(R+),
R
R+(u0v00 + uv)dx� �u(0)v(0) =

R
R+ fvdx. pour tout v 2 H

1(R+). Cela

s�écrit aussi, en utilisant le théorème d�identi�cation de Riesz :

u� �Ku = g

avec (g; v)H1(R+) =
R
R+ fvdx. D�après l�alternative de Fredholm, si � 6= 1 ; le problème

admet donc une solution unique u 2 H1(R+).

- Si � = 1, (toujours d�après l�alternative de Fredholm) le problème admet une solution

si et seulement si
R
R+ fe

�xdx = 0.

Cette solution n�est pas unique puisque on peut lui rajouter ae�x.



CONCLUSION

Un opérateur de Fredholm est un opérateur qui se pose dans la théorie de Fredholm des

équations intégrales. Il est nommé en l�honneur d�Erik Ivar Fredholm.

Un opérateur T linéaire borné T : X ! Y entre deux espaces de Banach est appelé opérateur

de Fredholm s�il a un noyau et un conoyau de dimension �nie et si son image est fermée.

De manière équivalente, un opérateur T : X ! Y est Fredholm s�il s�agit d�opérateurs

compacts modulo inversibles, c�est-à-dire, s�il existe un opérateur linéaire limité S : Y ! X

tel que Id � ST et Id � TS sont des opérateurs compacts sur X et Y respectivement.

L�indice d�un opérateur T de Fredholm est ind(T ) := dimkerT � dim co kerT .
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