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Introduction

L’importance de I'étude de la relation entre la fonction et ses dérivées est ex-
plicite dans plusieurs problémes physiques et d’autres; et a partir de 1a, la notion
des équations différentielles est apparu. Historiquement, les équations différentielles
sont apparues tout au début du développement de I'analyse, en général a ’occasion
de problémes de mécanique ou de géométrie; et depuis, la théorie des équations
différentielles joue un role essentiel aussi bien dans les divers domaines des math-
ématiques que dans les autres sciences. Si, dans les premiéres investigations, I’'on
s’attachait surtout & en calculer les solutions d’'une maniere explicite au moyen de
fonctions déja connues, trés vite ce point de vue s’affirma trop étroit. Il y a une
autre approche concernant I’étude de 'existence et 'unicité des solutions qui véri-
fient certaines conditions. Puis cette notion et d’autres ont été étendu aux fonctions
complexe de la variable complexe depuis ’apparition des nombres complexe.

En 1925, la naissance de la théorie de R. Nevanlinna de la distribution des
valeurs d’une fonction méromorphe a donné des outils trés efficaces pour I’étude de
la croissance et 1'oscillation des solutions des équations différentielles linéaires et non
linéaires dans le plan complexe. En 1968, Whitich (voir [38]) a montré que: toutes

les solutions de I’équation différentielle
9 4 Ay (2) f50 4t Ag (2) f =0

sont d’ordre fini, si et seulement si, les coefficients Ay, ..., Ax_1 sont des polynomes.

Frei [16] a prouvé que si p est le plus grand indice tel que A, est une fonction



entiére transcendante, alors il existe au plus p solutions linéairement independantes
d’ordre fini. En 1982, La théorie de I'oscillation complexe des solutions des équations
différentielles linéaires dans le plan complexe C a été introduite la premiére fois par
Bank et Laine [2]; ils ont étudié I'oscillation des équations différentielles de la forme
f"+ Af =0 ou A est une fonction entiére; puis en 1983, ils ont étudié les zéros des
solutions méromorphes des équations différentielles linéaires de second ordre.

Dans ce travail, on s’intéresse & étudier la croissance, la distribution des zéros et
les point fixes des solutions de certaines classes d’équations différentielles linéaires
dans le plan complexe et dans le disque unité.

Cette thése est composée de quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré a
quelques définitions, notions et notations de la théorie de R. Nevanlinna et la théorie
de Wiman-Valiron qui sont nécessaire pour notre travail. Le deuxiéme chapitre qui
est la premiére partie de notre travail consiste a étudier la croissance des solutions

des équations différentielles linéaires sous la forme
f(k)—i-(Ak_l (z) eP1@eX™ L By (2)) f(kfl)—i-....%—(Ao (z) DB X" 4 By (z)) f=0,

ol les coefficients sont des fonctions entiéres de méme ordre et de méme type. Dans le
troisiéme chapitre, on étudit la croissance des solutions des équations nonhomogénes

sous la forme
f® 4 By (2) eP1@r™ (=D 14 By (2) PR f = H (2),

ou H (z) # 0 est une fonction entiére. Le dernier chapitre est consacré a I’étude de
la croissance et la distribution des zéros des solutions et leurs dérivées de certaines
classes d’équations différentielles linéaires dans le disque unité. Pour cela, on utilise
la version de la théorie de Nevanlinna dans le disque unité.

Ce travail a fait 'objet de trois publications [5, 6, 7).



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 /24, 31, 40] Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour
tout nombre compleze a, on désigne par n(t,a, ) le nombre des racines de l’équation
f(2) = a, situées dans le disque |z| < t, chaque racines étant comptée un nombre
de fois égal & son ordre de multiplicité et par n(t, oo, f) le nombre de péles de la

fonction f dans le disque |z| < t. Posons

T

N(r,a, f) = N(r, fia) = O/n(t,a, f);n((),a, f)dt+n(0,a, f)logr, (1.1)
tel que a # o0
et
N(r,00,f)=N(r, f) = /7” n(t, 00, /) ; n(o’oo’f)dt—l—n(o,oo,f) logr. (1.2)
0



N(r,a, f) est appelée la fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Elle caractérise la densité des zéros de 1'équation f (2) = a dans le disque |z| < 7.

1 [ 1
= — logm ————df 1.3
mira )= 5 [ log" gt ot . (1.3
et
1 27 )
m(r, 00, f) =m(r, f) = —/ log™* |f(re’9)‘ do; (1.4)
2w Jo
ou
Inz x>0
log" 2 = max (Inz,0) = (1.5)

0 O0<z<l1

pour tout x > 0 réel. m(r,a, f) est la fonction de proximité de la fonction f au
point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r,f)=m(r, f)+ N(r, f). (1.6)

Exemple 1:

1. Pour la fonction f(z) = e*, on a

m<r7f) :£7
N{(r,f)=0

= T(r,f) =m(r, f) + N(r, f) =

A1

2. Pour la fonction f(z) = %', on a

La proposition suivante contient quelques propriétés de log™ .

4



Proposition 1.1.1 Soient a > 0,5 > 0,; > 0. On a les propriétés suivantes.
(@)  loga <log"a,

(b
(c
(d) llog a| = log™ a + log™ i,

(e) log™ ( Ozi> < i log™ a,
(f)  log" <

) log"a <log™ B pour a <,
) ta

o’

log a = log™ o — log

\TE:

hE

n
al-) < S log" a; + logn,
iz i=1

Preuve 1.1.1 On va démontrer seulement (e) et (f).

(e) Si Hai < 1, alors linégalité est trivial Si Hai > 1, alors In™ (Hai) =

i=1 i=1 =1

In a; | = 3 Ino; < S In" ;.
(f). De(e) on a
In" (Zal) < In* (n maxal-) <lnn+In" (n max ai>
i—1 1<i<n 1<i<n

< Inn+ z:hfr Q;.
i=1

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1 [31, 2/] Soient [ une fonction méromorphe non constante et a €

C. Soit le développement de Laurent de f (z) — a autour du point d’origine

f(z)—a= icizi, cm #0,m € Z. (1.7)
Alors
T(r0,f) = Tlr 5=2) = T(r.£) =Tl + 0 (r,0), (1.9



ol

lo (r,a)] <In"|a| +1n2, (1.9)
Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin des résultats suivants.

Proposition 1.2.1 [24, 31, 40] Soit f une fonction méromorphe avec le développe-

ment de Laurent

f(z)= icizi, Cm #0,m € Z. (1.10)

Alors ,
In|c,| = %/ In |f (re”)|do+ N (r, f) = N <r, %) . (1.11)

0

1.3 Théoréme de Jensen

Théoréme 1.3.1 [31, 24] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) # 0, co.
Sotent ay, ..., a, les zéros et by, by, ..., b, les poles de f, chacun étant compté avec son

ordre de multiplicité. Alors

2T
ln|f(0)\:%/0 ln|f(7°ei9)‘d9+ Z lnﬁ— Z IHWL.

0<|bs|<r J 0<la;|<r ‘7|

(1.12)

Proposition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe avec a—point oy, s, ..., ap
dans le disque |z| < r, tel que 0 < a1 < ay < ... < «a, < r étant compté avec

son ordre de multiplicité. Alors

/Tn(t,a/,f)dt:/Tn(t7a’f)_n(0’a’f)dt: Z hlL (113)

t t |

0<|aj|<r

Preuve:

On considere la fonction h (2) = f (2) z=™. Il est clair que h (0) # 0, et

m=n (0,0, f) —n (0,00, f).



En fait, si m > 0 alors
n (0,0, f) =m et n (0,00, f) = 0.

Sim < 0 alors

n (0,0, f) =0et n (0,00, f) = —m.

Sim = 0 alors

n (0,0, f) = n(0,00, f) = 0.

Dong, les fonctions f et h ont les méme zéros et méme poles dans 0 < |z| < r. Du

théoréeme de Jensen et la proposition 1.2.1 on a

In|c,| = In|h(0)]
1 [ , r r
= — [ W|f(re”)yrmdo+ > In o > I

J

2 0 0<|bj|<r 0<|a;|<r j’
Jl= Jl=

2w - B
L s )t [ n O )
2m Jo ;

t
_/rn(t,O,f)—n(0,0,f)dt
0 t

In|c,| = % 02ﬂln|f (rew)‘dﬁ —[n (0,0, f) —=n (0,00, f)] Inr
"n(to00,f) =n(0,00,f) . ["n(0 f)—n(0,0,[)
+/0 ; dt /O ; dt
_ 1 o 7 Tn(taoo7f)_n(0aooaf)
= 5/, ln|f(ree)‘d9+/0 - dt +n (0,00, f)Inr
_V ”(t’O’ﬁ;”(O’O’f)dwn(o,o,f)lnr]
0
= % i ln|f(rew)‘d9+N(r,f)—N(r,%).



Preuve du Théoréme 1.2.1.

1) Montrons le théoréeme pour a = 0. D’apres la proposition 1.2.1, on a

I : 1
inlenl = 5 [l (e)| a8+ N () = ¥ (13 ).
D’aprés les propriétés de (ln+) , on obtient
In|c,| = L 2ﬂln+‘f('rei9)|d9—i/%lrﬁ;d@—kl\f(r f)—N (7’ l)
27 Jo 21 Jo |f (rei®)] 7 f
1 1
= m(r,f)—m|r,—= | +N(f —N(T,—)
rf)=m (r3) 48 ) = (]
1
= T(rf —T(r,—)
(r, f) 7
Donc
1
7 (r3) =705 el
f
avec  (r,0) =0
2) Montrons le théoréme pour a # 0. Posons h = f — a, alors
1 1
N(r:) = N(r,——
(T’ h (“f—a)’
N(th) = N(va_a):N(Taf)a
1\ 1
miry ) = m{n )
de plus
In" || = InT|f —a| <In"|f|+In"|a| +In2.

In*|f| = In"|f—a+a|=In"|h+aq

< In"|h| +1In" |a| + In2.



En intégrant les deux membres de 0 & 27, on trouve

m(r,h) < m(r,f)+Int|a| +n2.

m(r,f) < m(r,h) +In" |a| +1n2.

Posons

o(r,a)=m(r,h) —m(r, f).

Alors
¢|(r,a)| <In"|a| +1In2.

D’aprés le 1" cas, on a

= T(r,f)—ln|cm|+<p(r,a).

Ainsi
1

f—a

I(r,a, f) =T(r, ) =T(r, f) =Inlen| + ¢ (ra),

ou

lo (r,a)] <In"|al + In2.

Remarque 1.3.1 [24, 31, 34] Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé

comme suit

m(r,a, f)+ N(r,a, f) =T(r, f) + €(r,a),

pour tout nombre complexe a € C, ot €(r,a) = O(1) quand r — +oc.



1.4 Propriétés de la fonction caractéristique de R.

Nevanlinna

Proposition 1.4.1 Soient f; (i = 1,...,n) des fonctions méromorphes et a,b,c,d

des constantes complexes tels que ad — bc # 0. Alors

1)

T(T7Hfi) < ZT(T, fi), n>1.

i=1 i—1
2)
T(r, f") =nT(r, f), neN.
3)
T(ry f) <Y T(r. f;)+n
i—1 i—1
4) b )
10 L ~ 16 o), 12
Preuve:
1)
T(T7Hfl) =m (r?Hfl) + N (ﬁHfz) )
=1 i=1 i=1
n 1 2 n
i - 1 + ; 160 do
m(h}lf) o J, n <i11f(re )>
< > om(rf),
i—1
N (T,Hfz) < ZN(r,fi)
i=1 =1

Donc

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



2) On a
a) |f|I"<1 < |f|<1L
b) Si|f| <1, alors

T(r, f*) = m(r, ")+ N(r, f")
= N(r,f")=nN(rf).

c) Si|f|> 1, alors

T(r,f*) = m(r, f")+N(rf")
= nm(r,f)+nN(r, f)

= nT(r,f).

3) On a
T(r,Zfz') =m <T,Zf7;> + N (r,ZfZ) ,
m<T=Zfi> = % Oﬂln+ (Zfz (Tew)> do
S .
: ;%/0 I |(fi (re”))| dO +nn
< im(ﬁfi)—l-lnn.
N<T’Zfi> SZN(ﬂfz‘)'
i=1 i=1
Donc

T(r, i fi) < iT(T, fi) +1Inn.
1=1 i=1

11



4) Pour ¢ # 0. Soit

cf+dic(f—|—%l) e

_a 1+% _a 1+bc—a 1
¢ f—|—g Cc ac f—i—% '

af +0b a(f—i—%) a(f—l—%%—%—%)
_ _ +g
d

1.5 Ordre et I’hyper-ordre d’une fonction méro-
morphe et entiére

Définition 1.5.1 [31, 24] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

l’ordre de la croissance de f est défini par

logT
o () = limsup B L0 L)
r—too logrT

On dit que la fonction f est d’ordre infini si

log T
limsupOg—(r’f) = +00. (1.18)
r—too logrT

Définition 1.5.2 [81, 2/] Soit f une fonction entiére non constante; alors [’ordre

12



de f est défini par

loc T log log M
o(f) =lim Supog—(r,f) = lim sup og log M(r, f), (1.19)
r—+00 IOg r r—+00 log r
ou
M(r. f) = max| ()] (1.20)

Dans le cas ou 'ordre d’une fonction méromorphe est infini, on introduit une
autre notion qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelé I’hyper-

ordre et est définie comme suivant.

) log log T'(r,
0'2(f) :hmiup%r(f)

et pour une fonction entiére, on a

loglogT' log log log M
O'2<f) = lim Supw = lim sup og log log (T7 f) .
reotee logr r—4c0 log r

Proposition 1.5.1 [31, 24] Soit f et g deuz fonctions méromorphes. Alors

o(f+9) <max{o(f),o(9)}, (1.21)
et
o (fg) <max{o(f),o(g)}. (1.22)
Sio(g) <ol(f), alors
o(f+9)=0(fg)=0c(f). (1.23)

Exemple 2:

1. La fonction f(z) = e*, alors o (¢*) = 1.

p
2. Lafonction f(2) = e"®), oup(2) = a2 +ap-12" ' +...+ag, T(r, f) ~ _la];':—,

alors o(f) = p.

13



3. La fonction f(z) = e, alors o (eez) = o0 et oo(f) = 1.

):a(eZ):L

z z

€ €

22 —1

4. Soit f(2) =2t + 2+ 1,alorsa(f)=0(

23

1.6 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.6.1 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) par
+o00

mE) = [ sl (1.29)
0

ot X (t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.6.2 La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,4+00) est donnée

par

Im(F) = /1 e, (1.25)
Exemple 3:
1. E=la,b] C[1,400; m(E)=b—a, Im(F)=1Inb—Ina.
2. F=le,e®] C[1,+00f; m(F)= [ xp(t)dt = [~ dt =¢> e,

oo dt o5 dt
() = [ xu) S = [T =4

1.7 Terme maximal et Indice central

+oo
Définition 1.7.1 [25, 31] Soit f(z) = Zanz” une fonction entiére. 1l est clair
n=0
+oo
que st pour tout r > 0, la série Zanz” converge, alors pour tout r > 0 donné:
n=0

lim |a,|r" =0,

et le terme maximal

p(r) = p(r, f) = maxfa,|r" (1.26)



est bien défini.

Définition 1.7.2 [25, 31] On définit l'indice central par

V(r) = V(r,f) = max {m : lan| ™ = (. )} (1.27)
Exemple 4:

1. Soit le polynéme p (2) = a,2" +a,_12" "1 + ... +ag, a, # 0. Pour r assez grand,
on a

p(r,p) = lan| 7",

et
V(r,p) =n.

+o0
1
2. Soit f(z) =¢€*. On a f(z) = E —2". Posons a, = 4. 0Ona
n! ‘
n=0

1
— n __ T
p(r, f) —rgggdanlr = max 7.

1 .
Posons U,, = |a,|r" = —'7‘". Etudiant la monotonie de la suite U,,. On a
n!

Un+1 o r
U, n+1
Un+l

Donc U, est décroissante si < 1, cest a dire n > [r] — 1, ou le crochet
n

Un+1

.] désigne la partie entiére. La suite (U,,) est croissante si > 1, c’est a

n

dire n < [r] — 1, d’ou

. f) = ]
”(7f)_[7ﬂ]| )

et par suite

15



1.8 Théoréme de Wiman-Valiron

Théoréme 1.8.1 [25, 81] Pour toute fonction entiére f % 0, il existe un ensemble

Eq C [1,400) de mesure logarithmique finie telle que pour tout g =1,2,....,n on a

@ (4 )\ ?
Ao (M) , (1.28)

Zr

quand r — +00, |z| =r ¢ Ey, ou z. est un point sur le cercle |z| = r qui satisfait

|f(z)| = M(r, f) = max|f(z)|, 0<7r<oc. (1.29)

|z|=r

1.9 Lemmes des dérivées logarithmiques
Parmi les résultats remarquables des dérivées logarithmiques les résultats suivants.

Lemme 1.9.1 [2/] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un

entier positif. Alors

" (T’ #) = 0(log (4T (r, f)))

a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie.

Si f est d’ordre fini, alors

m (r, #) =0 (logr).

Lemme 1.9.2 [26] Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité et k > 1

un entier positif. Alors

) N 1
m(r,7> :O(log T(r,f)+log1_r>,

dr_

- < 00.

our ¢ E C (0,1) de mesure logarithmique finie,
B
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St f est d’ordre fini, alors

(k)
m(r,%) :O(loglir>.
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Chapitre 2

Croissance des solutions des
équations différentielles
homogénes a coefficients fonctions

entiéres de méme ordre et méme

type

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de ’équation différentielle

ff+e?f +Q(2) f=0, (2.1)

ou @ (z) est une fonction entiére (voir [1, 16, 19, 33]). Dans [19], Gundersen a prouvé
que si deg @ (z) # 1, alors toute solution non constante de I’équation (2.1) est d’ordre
infini. Chen a consideré le cas Q (z) = h (z)e*, ot h(2) est un polyndéme non nul
et b # —1, voir [11]; plus précisément, il a prouvé que toute solution non triviale

f de léquation (2.1) satisfait oo (f) = 1. L’article [11] contient une discussion plus
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générale de ’équation sous la forme :

f'+ A (z) e f 4+ Ao (2) € f =0, (2.2)

ou A; # 0 et Ay #Z 0, sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur a 1, et a,b des
nombres complexes constants. Il a prouvé que si ab # 0 et arga # argb ou a = cb
(0 < ¢ < 1), alors toute solution f (z) # 0 de 'équation(2.2) est d’ordre infini. Il a

aussi prouvé le résultat suivant:

Théoréme 2.1.1 [11] Soient A; (z) (#0), D;(2) (j =0,1) des fonctions entiéres
avec 0 (Aj) < 1, 0(Dj) <1 (j=0,1), a,b des constantes complexes telles que
ab # 0 et arga # argh ou a = ¢b (0 < c < 1). Alors toute solution f(z) Z 0 de

I’équation différentielle
"+ (A1 (2) e + Dy) f' + (AO (2) " + DO) f=0,
est d’ordre infini.

Dans un autre travail, Chen a prouvé le résultat suivant.

Théoréme 2.1.2 [12] Soient P (z) = Y a;z" et Q(z) = . b2" des polynémes
i=0 i=0

non constants ot a;,b; (i =0,1,...,n) des constantes complezes, a,b, # 0. Soient

A1 (2) Z 0 et Ag(z) #Z 0 des fonctions entiéres . Supposons que ['une des deux

conditions suivantes est satisfait :

(i) arg a, # argb, oua, =cb, (0<c<1);0(A;)<n (j=0,1)

(it) an, = cb, (¢ >1) etdeg(P—cQ)=m>1,0(A4;)<m (j=0,1).
Alors toute solution f(z) # 0 de l’équation différentielle

£+ A (2) P+ Ag (2) 90 f =0,

est d’ordre infini avec o (f) = n.
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Dans [22], Hamouda et Belaidi ont étudié ’équation différentielle suivante:

m

w™ + e w' + Q (2)w =0

avec d’autres extensions y liées.

Dans ce chapitre, on va étudier les équations différentielles sous la forme:

k4 (Ak_l (2) eli1@eA™ By (z)) Al L+ (Ag (2) e A" L By (z)) f=0
(2.3)
ou A€ C— {0} et m > 2 un entier tel que j_mnax | {deg P; (2)} < m.
Notation:

Pour P(z) = a,2" + ... + ag, (an, = a+if # 0) un polynéome de degré n > 1 et

2z =re on pose 0 (P,0) = acosnf) — Bsinnd.

Théoréme 2.1.3 [5] Soient A € C*, m > 2 un entier et Py(2),..., Pr_1(2) des
(j=0,....,k—1) des fonctions entiéres telles que o (A;) < degP;(z), o(B;) <
m (j=0,....k —1). Supposons qu’il existe 01 < O tels que § (A\z",0) > 0, 6 (Py,0) >
0etd(P,0)<0 (j=1,....k—1) pour tout 6 € (0y,605). Alors toute solution f de
Iéquation différentielle (2.3) est d’ordre infini et n < o9 (f) < m, oun = deg Py (2).

n .

Corollaire 2.1.1 [5] Soient P; (z) = > a;;2" (j =0,...,k — 1) des polynémes non
i=0

constants ow a;; des constantes complexes telles que a,; # 0 (j=0,....k—1),

argan; = arga,, (j =2,...k—1) et arga, # argano; A;(2) (F0), B;(2),

(j =0,....,k — 1) des fonctions entiéres telles que o (A;) <n, o (B;) <m (j=0,...k—1).

Alors toute solution non triviale f de l’équation différentielle (2.3) est d’ordre infini

avecn < oy (f) < m.

Exemple 1: Considérons I’équation différentielle

4

"+ (A2 (z) e’ e + By (z)) "+ <A1 (2) e e + B, (z)) f+
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(AO (2) e*e*' + By (z)> f=0,

avec A; (2) (#0), B,(2), (j =0,1,2) des fonctions entiéres telles que o (A4;) <
deg Pj (2), o (B;)) < 4.

Py(2)=2 , P (2)=2% Py(2) = 2% avec § (Py,0) = cos® ,6(Py,0) = cos20
L0 (Py,0) = cos30 et 6 (2*,0) = cos 40

En prenant (61,6>) C (3, %), onobtient 6 (2*,6) > 0, 6 (Py,0) > 0,0 (P,6) <0
et 6 (P, 0) <0.

D’apres le Théoréme (2.1.3), toute solution f de cette équation différentielle est

d’ordre infini et 1 < 04 (f) < 4.

Example 2: Considérons I’équation différentielle:
f/// + (A2 (Z) €z€z3 + B2 (Z)) f// + <A1 (2) 671"22623 + Bl (Z)) f/+

<A0 (2) e e + By (z)) f=0.

On prend (64,60,) C (?jf,‘%’r). Du Théoréme (2.1.3), toute solution f de cette

équation différentielle est d’ordre infini et 2 < o4 (f) < 3.

Théoréme 2.1.4 [5] Soient P; (z) = i aijz' (j=0,...,k—1) des polynémes non
constants ot a;; des constantes complgcoes tels que ano # 0 etay,; = cjano (0 <c¢; <1)
(j=1,..,k=1); A;(2) (#0), Bj(2), ( =0,...,k — 1) des fonctions entiéres telles
que 0 (A;) <n, c(B;) <m (j=0,....k—1). Alors toute solution non triviale f

de Uéquation différentielle (2.3) est d’ordre infini et n < o9 (f) < m.
Du Corollaire( 2.1.1 ) et Théoreme( 2.1.4), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 [5] Soient P; (z) =Y a; ;2" (j =0,....,k — 1) des polynémes non
i=0
constants ot a;j des constantes complexes tel que a,o # 0. Supposons qu’il existe

se{l,...k — 1} tel que arga, s # arg a, o et pour tout j # 0, s, a,; satisfait a, ; =
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cjano (0 <¢; <1) oubienargay,; = arga,s; A;j(z) (£0), Bj(z), (j=0,....k—1) des
fonctions entiéres telles que 0 (A;) <n, o(B;) <m (j=0,....k—1). Alors toute
solution non triviale f de l’équation différentielle (2.3) est d’ordre infini et n <

oa (f) < m.

Maintenant, on s’intéresse au cas ou a, ; ont des arguments différents ou bien

an,; = Cjano (c; > 1) comme suivants.

Théoréme 2.1.5 [5] Soient Pj(z) = > a; ;2" (j =0,...,k — 1) des polynémes non
i=0
constants ol a;; sont des constantes complexes tel que a,o # 0. Supposons qu’il

existe s € {1,....,k — 1} tel que

arg (anj — an,s) = @ # arg (ano — an;s) pout tous j # 0, s. (2.4)

Alors toute solution non triviale f de l’équation différentielle (2.3) est d’ordre infini

etn < oy(f) <m.

Example : Considérons I’équation différentielle:
f(5)+A4 (2) €(i+4)Z2€/\me(4)+A4 (2) e et Ay (2) el A" f'+As(2) el A" [+

Ay () e’ e f=0.

Théoréme 2.1.6 [5] Soient Pj(z) = > a; ;2" (j =0,....,k — 1) des polynémes non
i=0
constants ot a;; sont des constantes complexes tels que a,o # 0. Supposons qu’il

existe s € {1,....k — 1} tel que
Unj — Gns = C (Ano — ans) (0<¢; < 1) (2.5)

pour tout j # 0,s. Alors toute solution non triviale f de l’équation différentielle

(2.8) est d’ordre infini et n < oo (f) < m.

Du Théoreme (2.1.5) et Théoréme (2.1.6), on obtient le Corollaire suivant.
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Corollaire 2.1.3 [5] Soient P; (z) = i ai izt (j=0,...,k—1) des polynémes non
constants ol a;; sont des constantes (;gnplexes telles que a, o # 0. Supposons qu’il
exviste s € {1,...k—1} et J C {1,...k—1} — {s} tels que pour j € J on a la
condition (2.4) et pour j ¢ J on a la condition (2.5). Alors toute solution non

triviale f de l’équation diférentielle (2.3) est d’ordre infini avec n < oy (f) < m.

Théoréme 2.1.7 [5] Soient P;(z) (j =0,...,k — 1) des polynomes non constants,
A;(2) (#0) (j=0,...,k —1) des fonctions entiéres. Supposons que P; (z) et A; (z)
vérifient les conditions de l'un des Théorémes (2.1.3)-(2.1.4)-(2.1.5)-(2.1.6) ou Corol-
laires (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.3). Alors toute solution non triviale f de l’équation dif-

férentielle
FE 1 A, (2) el @er™ f=D Ay (2) PP @A F = 0, (2.6)

est d’ordre infini et oo (f) =n ou oy (f) =m.

Les démonstrations de ces théorémes nécessitent les lemmes suivants.

2.2 Lemmes pour les démonstrations des théorémes

Lemme 2.2.1 [18] Soient f une fonction méromorphe transcendante et o > 1.
Alors il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante
M > 0 depend de « tel que pour tout 6 € [0,27) \E , il existe une constante Ry =

Ry (0) > 1 tel que, pour tout z vérifiant argz =60 and |z| =1 > Ry, on ait

k

1 (07
(log, T)logT(ar,f) , keN.

‘ ()
f(2)

<M {Tmr,f)

Lemme 2.2.2 [18] Soient f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini
o, et € >0 wune constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0,27) de

mesure linéaire nulle, tel que pour tout z = re’® avec |z| suffisament grand et
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0 € 10,27) — E, et pour tout k,j, 0 < j <k, on ait

< |Z|(l~cfj)(0—1+a) .

Lemme 2.2.3 [14] Soient A; (j =0,....,k —1) des fonctions méromorphes (non

toutes constantes) dans C et f une solution méromorphe de [’équation différentielle

FR L A fSD 4 A+ Aof = 0. (2.7)
k—1
Posons T (R) = ZT(R, A;). Alors, on a

J=0

logm (R, f) < T (R){logRlogT (R)}",

ou v > 1 est une constante réelle.
En utilisant Lemme( 2.2.3), on peut fagillement prouver le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Soient A; (z) (#0) (j=0,....k —1) des fonctions entiére d’ordre
finis. Si f est une solution de l’équation (2.7), alors oo (f) < max 1{0 (Aj)}.
GO b

-----

Lemme 2.2.5 [11] Soient P (z) = ap2" + ... + ag, (a, = o+ i # 0) un polynome
de degré n > 1 et A(z) (# 0) une fonction entiére avec o (A) <mn. Posons f(z) =
A(2)eP@ 2 =re? §(P,0) = acosnd— Bsinnb. Alors pour une certaine constante
donnée € > 0, il existe un ensemble H C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que
pour un certain 6 € [0,2n)\H, ou H = {0 € [0,27) : 0 (P,0) = 0} est un ensemble

fini, il existe R > 0 tel que pour |z| =r > R, on a

(i) Si o (P,6) >0, alors

exp{(1—¢)0(P,0)r"} <|f(2)| <exp{(l+¢)d(P,0)r"}, (2.8)
(ii) Si 0 (P,0) <0, alors
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ep{(L+2)8(P.O) " < |f () Sexp{L—2)6 (PO}, (29)

Lemme 2.2.6 [12] Soit f une fonction entiére avec o (f) = +oo et o2(f) =
a < 400, un ensemble FEy C [1,+00) de mesure logarithmique finie. Alors il
existe une suite infinie de points {z, =r,e} tel que |f (z,)| = M (rp, f), 0, €

0,27), im0, = 0y € [0,27), 1, & Es, et pour e >0, et r, — 00, on a
p—00

exp {Tgfe} < v (rp) <exp {7"3%}»

ot v (r) est l'indice central de f.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.3

De I’équation différentielle (2.3), on a

(k)
}AO (Z) ePo(z) + BO (Z) e—Azm S }e—)\zm fT' + (2.10)
k—1 .
. m f(])
D145 ()P 4 By (2) e |
j=1

On suppose qu'il existe un secteur 6 € (61,0s) tels que 6 (Az™,0) > 0, § (Fp,0) >0
et 6 (P;,0) <0 (j=1,....,k—1). D’apres le Lemme (2.2.5), il existe Ry (6) > 0 tel

que pour |z| =1 > Ry, on a
exp{(l—¢)d (Fp,0)r"} < |A0 (z) ef*®) 4 By (2) e_)‘zm| : (2.11)

|4 ()PP + B (z)e ™| <Cy (j=1,..k—1). (2.12)

ou C] est une constante. Et d’apreés le Lemme (2.2.1), il existe un ensemble
E C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante M > 0 tel que, pour tout

0 € [0,2r) \E il existe Ry = R;(0) > 1 tel que pour z vérifiant argz = 0 et
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|zl =7 > Ry, on a

f(j) ok .
'— < Co [T (2r, f)] (j=1,...k). (2.13)

f

En utilisant ( 2.11) ,(2.12) et 2.13) dans ( 2.10), on obtient pour r > max { Ry, R1 },

exp {(1—¢) 6 (P, 0)r"} < Cs [T (2r, )"
quand r — oo. Ce qui implique que

oy (f) = mwzn

r—-+o0 log r

D’autre part, d’apres le lemme (2.2.4), on obtient

Finalement

n<oy(f)<m.

2.4 Preuve du Corollaire 2.1.1

Soient P;(z) = zn: a;jz' (j=0,...,k —1) des polynémes non constants ou a; ; des
constantes compzlzgces tellesquea,; #0 (7 =0,...k—1),arga,; = arga,, (j=2,....k—1)
et arga,1 # arga,o d’apres ces conditions il existe #; < 6, tels que pour tout
0 € (01,02), 6 (Az",0) > 0, 6 (Fo,0) > 0et 0(P;,0) <0 (j=1,...,k—1)eten

appliquant le Théoréme (2.1.3), on obtient le résultat demandé.
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2.5 Preuve du Théoréme 2.1.4

Soit m > n et a,; = cjano (0<¢;<1) (j=1,...,k—1), il existe un secteur S :
6, < argz < 05 tel que 6 (A\2™,0) > 0et §(P;,0) =c;j6(Fp,0) >0 (j=1,...k—1)
sur tout rayon argz =6 € S.

D’apres le Lemme( 2.2.5), on a pour |z| = r suffisamment grand,
exp{(1—¢)d (Pp,0)r"} < |4 (2) @ 4 By (2) e ", (2.15)

|A; (2) el 1 B, (2) e M| <exp{(1+e)cd (P, 0)r"}, (2.16)

oll ¢ = max{¢;}.

En utilisant (2.15), (2.16) et (2.13) dans (2.10), pour r assez grand, on obtient:
oxp {(1 =€) 6 (Po,0)r"} < Co [T (2r, )" [+ exp {(1 + &) 6 (P, 0) r"}]

exp{(1—¢)8(Py,0) "} < Cyexp {(1+¢)cd (B, 0) "} [T (2r, /)], (2.17)

et donc

exp{(1—c— (1+¢)c)d(Py,0)r"} < Cy [T (2r, f)*. (2.18)

En prenant dans (2.18) ¢ tel que 0 < ¢ < {7¢, et du lemme ( 2.2.4), on obtient

I’estimation

n <oy (f) <m.

2.6 Preuve du Corollaire 2.1.2

Dans ce cas, il existe aussi 0; < 05 tels que § (A2, 0) > 0,6 (FPo,0) > 0etd (Ps,0) <0
pour tout 6 € (01,603). On a

1A, (2) e 4 B, (2) e_Azm| < Cj (2.19)
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On va traiter deux cas.
Le premier cas.

Pour tout j, arga, ; = arga, . On a
|A; (2) el 1 B, (2) e " < Ce. (2.20)

En utilisant (2.15), (2.20) , (2.19) et 2.13) dans (2.10), pour r suffisamment

grand, on obtient
exp {(1 —2)d(Po,0)r"} < Cr [T (2r, /)]

Le deuxiéme cas.

an; = cjanp (0<c¢;<1), 6(P;,0) = ¢j6(FP,0) >0 (j=1,...k—1), on a
(2.16).

En combinant (2.16), (2.19) avec (2.10), on obtient

exp{(L —¢)d (P, 0) "} < C[T (2r, f)]*;

d’ou

n<oy(f),

Et d’aprés le Lemme (2.2.4), on obtient

n<oy(f)<m.

2.7 Preuve du Théoréme 2.1.5

Il existe 01 < 6, tels que 6 (A\z™,0) > 0, 6 (Py— Ps,0) >0et 6(P;—P,,0) <0

pour tout 6 € (01,03). Donc pour r suffisamment grand, on a
exp {(1 =) 3 (Py = Poy0)1"} < | Ao (2) PP 4 By (2) ") (2.21)
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}As (Z) + B, (z) e—Az'”—Ps(z)l

IN

|As (Z)| + |Bs (Z) e—Az"'L—Ps(z){

IAN A

IN

exp {TU(A }

et
‘Aj (Z) er(Z)fPs(Z) + Bj (Z) ef)\szPs(z)} < 07'

De I’équation (2.3), on obtient

}AO (2) eFo(2)=Ps(z) | By (2) e—Azm—Ps(z)| < ’ —AzMm—P,(2 ‘ ‘f ‘+

= P;(2)—Ps(z) —AzM—Ps(z) f(j)
Z‘Aj(z)eﬂ W+ Bj(2)e s |‘T
j=1

En substituant (2.21)-(2.22) et (2.13) dans (2.23), on obtient

exp{(1—¢)d(Py— Py, 0)r"} < Cgexp {r7@)t<L [T (2r, f))**

ce que implique

n<oz(f),

et aussi d’aprés le Lemme( 2.2.4), on trouve

n<oy(f)<m.

2.8 Preuve du Théoréme 2.1.6

Il existe 6; < 03 tels que § (A\z"™,0) > 0et 0 (FPy— Ps,0) >0 (j =0,...,

exp {(1 = )6 (—A2", 0) "} exp {r74+5 }

(2.22)

(2.23)

— 1) pour

tout 0 € (01,60,). Dans ce cas, d’aprés Lemme (2.2.5), pour r suffisamment grand,
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on a
exp{(1— )8 (Py — P.,0) 1"} < | Ag () PP By (2) e " P0O)| | (2.24)

‘As (2) + Bs (2) e_)‘zm_PS(Z)} < exp {T"(AS)’La} . (2.25)
Et pour j #0,s
|A; (2) P1E7PE) 4 By (2) e )| <exp{(1+¢€)ed (Py— P, 0) "}, (2.26)

ol ¢ =max{¢;}.

En utilisant (2.24)-(2.26) et (2.13) dans (2.23), on obtient pour r assez grand,
exp{(l—¢)6 (Py— Ps,0)r"} <

Cy exp {TU(AS)J“E} exp{(1+¢e)cd(Py— Ps,0)r"} [T (2r, f)]zk ,

et donc
exp{(1—e—(1+¢)c)d (P — Py, 0)r"} < Cyexp {r7@)=} [T (2r, O, (2.27)
En prenant dans (2.27) ¢ tel que 0 < ¢ < $7< et du Lemme ( 2.2.4), on trouve

n<os(f)<m.

2.9 Preuve du Théoréme 2.1.7

En prenant B; (2) =0 (j =0,...,k — 1) dans les Théorémes (2.1.3), (2.1.4),( 2.1.5)
et ( 2.1.6), on obtient que toute solution f (z) # 0 de l’équation (2.6) est d’ordre
infini avec n < o5 (f) < m. Il nous reste seulement a démontrer que o5 (f) = m ou
o2 (f) = n. Pour cela , supposons le contraire i.e. n < g (f) < m et nous prouvons

que cela méne & une contradiction.
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D’apres le théoréme de Wiman-Valiron [36], il existe un ensemble E; C (1, 00)

de mesure logarithmique finie tel que |z| =r ¢ [0,1] U Ey et |f (2)| = M (r, f) on a

)j(l—l—o(l)) (=1, k—1), (2.28)

ou v (r) est l'indice central de f (z).

Soit o5 (f) = 7. Du Lemme (2.2.6), il existe une suite de points {z, = r,e }
telle que |f (z,)] = M (r.f),= M (1, f),0, € [0,27), ILIEOGP =0y € [0,27),7, ¢
[0,1] U By U Es, ( Ey est définie comme dans Lemme €2.2.6 ) rp, — 400 et pour

e > 0 et r, suffisamment grand, on a

exp {r) =} <wv(r,) <exp{r]™}. (2.29)

On peut écrire I'équation (2.6) sous la forme:

(k) (k—=1)
S = (Ak;—l () efe-12) / + ...+ Ay (2) ePO(Z)) e (2.30)
f f
En remplagant (2.28) dans (2.30), on obtient:
—7 (1) (L4 0(1) = (2pAp_1e 1057 (1)) (1 + 0 (1)) + ... (2.31)

+Z£_1A16P11/ (rp) (14+0(1)) + z;fAOePO) e

Maintenant on va étudier trois cas séparemment:

Case 1. § (A2, 0y) =: § > 0. Pour p suffisamment grand et de (2.29), on a
|=" (r,) (14 0(1))] < 2exp {kr)™}. (2.32)

Du lemme (2.2.5) et en tenant en compte que 7 + € < m, on a, pour tout p assez
grand,
exp{(1—e)or} < |(zpAdp_1e™ 5 (r)) (14 0(1)) + ... | (2.33)
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|+25 7 Ay (1) (14 0 (1)) + 25 Age™) e

Combinons (2.32) et (2.33) avec (2.31), on trouve
exp {(1 —€) 57“;”} < exp {kr;Jre} ,

une contradiction.

Case 2. §(A\2",0p) =: § < 0. Du (2.29), pour p assez grand, on a

Lexp (b} < -2 () (140 (1), 2

et du Lemme ( 2.2.5), on obtient
{(szk_leP’“—lyk_l (rp) (1 +0(1)) + .| (2.35)

|+20 7 A" () (L4 0(1)) + 25 Age™) X' | < exp {(1 —€) 1)} .

La combinaison de (2.34) et (2.35) avec (2.31) donne l'inégalité suivante

1
5 eXP {kr]=} <exp{(1—¢)or)}

quand r — 400; Ce qui est impossible .

Case 3. 0 (A\2™,0p) = 0. Comme lim 6, = 6, alors pour p assez grand, on a
p—00

Q|+

< |e>‘z;n| <e.
D’apres le lemme (2.2.5), il existe a > 0 tel que:
(zp A1 (1) (14 0(1)) + ...

+2b 7 AP (1) (14 0 (1)) + 25 Age™) X7 < exp {ar) } V77 (1) .
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La combinaison avec (2.31), donne l'inégalité suivante:

1
5 v (r)] < exp {047";7“} :

et avec

exp {r)~} < v (r)],

quand r — +o0 et en tenant en compte que n < v — ¢, a condition que € assez petit,

on trouve une contradiction.
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Chapitre 3

Croissance des solutions des
équations différentielles non
homogénes a coefficients fonctions

entiéres de méme ordre et méme

type

3.1 Introduction et résultats

Pour k£ > 2, on considere I’équation différentielle linéaire sous forme
O+ A () 5V 4+ Ao(2)f = H (), (3.1)

telles que Ag # 0, ..., Ax_1, H # 0 sont des des fonctions entiéres.

Il est bien connu que toute solution de 'équation (3.1) est une fonction entiére
aussi. Le cas ou les coefficients sont des polynomes a été étudié par Gundersen,
Steinbart et Wang dans [21] et si p est le plus grand entier tel que A, est tran-

scendante , Frei dans [17] a prouvé qu’il existe au plus p solutions linéairement
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indépendante d’ordre fini de ’équation
FO 4 A (2) f5 Y 4+ Ag(2)f = 0. (3.2)

Plusieurs auteurs ont étudié le cas ol les coefficients ont le méme ordre. Dans
[35] Tu et Yi ont étudié la croissance des solutions de l’équation différentielle
homogene (3.2) quand la plupart des coefficients ont le méme ordre. Ensuite, Wang
et Laine on étendu ces résultats a I’équation différentielle non homogene (3.1) en

prouvant le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 [37] Supposons que A;j(z) = hj(z)efi®) (j=0,...,k—1), ou
Pi(2) = anjz" + ... + ag; des polynomes de degré n > 1, h;(z) des fonctions
entiéres d’ordre inférieur de n, non toutes nulles, et H (z) # 0 est une fonction
entiére d’ordre inférieur de n. Sia,; (j =0,....k — 1) des constantes complezes dis-

tinctes , alors toute solution de I’équation différentielle (3.1) est d’ordre infini.

Huang et Sun ont prouvé le résultat suivant:

Théoréme 3.1.2 [30] Soit A;(z) = Bj(2)eli® (j=0,...k—1),00 Bj(z) des
fonctions entiéres, P; (z) des polynomes non constants avec deg (P; (z) — P; (z)) > 1
et max {0 (Bj),0 (B;)} < deg(P;(z) — P, (2)) (i # j). Alors toute solution tran-
scendante f de (3.2) satisfait o (f) = co.

Dans le deuxiéme chapitre, on a étudié la croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires homogénes a ceefficients entiéres de méme ordre et

de méme type
) 4 (Ak_l(z)ep’“*l(z)e’\zm + By_1(z)) fED 44 (Ao(z)ePO(z)e’\Zm + Bo(z)) f =0,

ou A € C—{0}, m > 2 un nombre entier et max;—o . x—1 {deg P; (2)} <m, A;, B,

(j =0,....,k — 1) des fonctions entieres d’ordre inférieur de m.
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Dans ce chapitre, on essaye d’étendre I’étude aux équations différentielles linéaires

non homogenes sous la forme

fO 4 By (2) 1@ =D 4 By (2) @A f = [ (2)

et on va étudier la croissance des solutions ot aj, (j =0,...,k — 1) sont égaux
avec P (z) = ajn2" + ..... + ajo des polyndomes de degré n > 1 et H (z) # 0 est une

fonction entiere. En effet, on a établit les résultats suivants.

Théoréme 3.1.3 [6] On considére [’équation différentielle linéaire
fO 4 By (2) 1@ =D 4 By (2) @A f = [ (2) (3.3)

o A # 0 wun nombre complexe, m > 2 un nombre entier, P;(z) = an;2" +
.+ ag; (j=0,....k—1) des polynomes non constants tels que n < m; By #
0,...,Bx_1,H # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur de n. Si 'une des
conditions suivantes

(1) a,; (j=0,....,k—1) des nombres complezes distinctes.

(2) 1l existent s,t € {0,1,....k — 1} tels que arga,s # arga,; et pour tout j #
5,1 Gpj = Cjlps OU nj = Cjan; avec 0 < ¢; < 1, ByB; # 0;

est vérifiée, alors toute solution de ’équation différentielle (3.3) est d’ordre infini.

Corollaire 3.1.1 [6/ On considére [’équation différentielle linéaire
f(k) + Bk—l (Z) €>\Z3+ak—12’2+bk—12f(k?—1) 4. BO (Z) 6)\z3+aoz2+b02f —H (Z)

ou A € C—{0}, a; des nombres complezes distinctes (ou satisfait la condition (2) de
Théoréme (3.1.3) et By # 0, ..., Bx_1, H # 0 des fonctions entiéres d’ordre inférieur

a 2 . Alors toute solution f de cette équation différentielle est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.4 [6] Soient A;j(z) = B; (2)e?®) (j=0,...,k—1), ot B;j(z) des

fonctions entiéres, P; (z) des polynémes non constants avec deg (P; (z) — P; (2)) > 1
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et max{o (B;),0(B;)} < deg(Pj(z) — P;(2)) (i #j), et soit H (z) # 0 une fonc-
tion entiére d’ordre inférieur de 1. Alors toute solution f de I’ équation différentielle

(3.1) est d’ordre infini.

Exemple 3.1.1 On considére I’équation différentielle linéaire
f(4) + B; (2) 622+Zf(3) + B, (2) €2z2+zf(2) + B (2) e2z2+izf’ + By (2) 622+izf = H (2)
ot By # 0,B1 By, H # 0 des fonctions entiéres d’ordre inférieur 1 . Alors par le

théoréme (3.1.4 ) toute solution f de cette équation différentielle est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.5 [6] Soient A; (z) = B; (2) P, (e®?)) + G; (2) Q;(e %)) pour j =

J

0,1,... k=1 ou P,(2), Qj(2) et R(z) = cgz+...4c12+¢o (d > 1) sont des polynomes
et soient Bj(z), G;j(z), H(z) # 0 des fonctions entiéres d’ordre inférieur de d.
Supposons que By (z) Py (2) + Go (2) Qo(2) Z 0 et il existe s (0 < s <k —1) tel que
pour tout j # s, deg Py > deg P; et degQs > degQ;. Alors toute solution f de
Uéquation différentielle (3.1) est d’ordre infini.

Exemple 3.1.2 D’aprés Théoréme (3.1.5), toute solution f de [’équation
[+ sin (227) f + cos (2%) f =sin (2)

est d’ordre infin.

Remarque 3.1.1 Belaidi et Habib ont établi dans [4] des résultats similaires mais

sous d’autres conditions.

3.2 Lemmes pour les démonstrations des théorémes

Pour la démonstration on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 [19] Soient f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini

o, et € >0 wune constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0,2m) de
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0

mesure linéaire nulle, tel que pour tout z = re® avec |z| suffisament grand et

0 €10,2r) — E, et pour tout k,j, 0<j <k, on ait

S |Z’(k7j)(0'71+8) )

Lemme 3.2.2 [13] Soient P (z) = ap,z™ + ..., (a, = a+if # 0) un polynéome de
degré n > 1 et A(z) (£ 0) une fonction entiére avec o (A) < n. Posons f(z) =
A(2) e @ 2z =re? §(P,0) = acosnd— Bsinnb. Alors pour une certaine constante
donnée € > 0, il existe un ensemble H C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que
pour un certain 0 € [0,2m)\H, ou H = {0 € [0,27) : 6 (P,0) = 0} est un ensemble
fini, il existe R > 0 tel que pour |z| =r > R, on a

(1) Si 6 (P,0) > 0, alors

exp{(1—¢)d0(P,0)r"} <[f (2)] < exp{(1+¢)d(P,0)r"},

(ii) Si o (P,6) <0, alors

exp{(1+¢e)0(P,0)r"} <|f(2)] <exp{(1—¢)o(P,8)r"}.

Lemme 3.2.3 [30] Soientn > 2 et A;(z) = B;(2)el®) (1<j<n), ot B;(2)
une fonction entiére et P; (2) un polyndéme non constant. Supposons que deg (P; (2) — P; (2)) >
1, max {0 (B;),0 (B;)} < deg(P; (2) — P, (%)) pour tout i # j. Alors il existe un
ensemble Hy C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que pour toute constante donnée

M >0etz=re? 0€l0,2r)— (H,UH,), On ait pour tout j # s,

}Aj (rew)‘ 2|
| As (re®)]

— 0, quandr — oo,

o Hy={6 €[0,2m) : 6 (P;,0) =0 ou d (P, — P;,0) =0, i # j} un ensemble fini.

log" [ f® ()]
Lemme 3.2.4 [37] Soit f (z) une fonction entiére et supposons que G (z) = e
z

nonbornée sur un rayon argz = 0 avec la constante p > 0. Alors il existe une suite
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— (L+o@)ry”, j=01,..k-1,

quand n — oo.

Lemme 3.2.5 [37] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre fini p(f). Supposons
qu’il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que log™| f (re') | <
Mr? pour tous rayon arg z = 0 € [0,27) \E, ot M est une constante positive depend

de 0, et o une constante positive indépendente de 0. Alors p(f) < 0.

Lemme 3.2.6 [}1] Supposons que f1(z), fa(2),...,[n(2) (n>2) sont des fonc-
tions méromorphes linéairement indépendantes et gy (2), g2 (2) , ..., gn (2) des fonc-

tions entiéres vérifiant les conditions suivantes:
i) iz et =0,
j=1
(it) g; (2) — gi (2) non constant pour 1 < j < k < n.

(11i) Pour 1 <i<mn, 1<j<k<n,
T (r, f;) = o{T (r, egj(z)’g’“(z))} , (r—oo, 7¢FE)

ot E un ensemble de mesure linéaire fini .

Alors f; =0, 1 < j <n.

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.3

Supposons le contraire c’est a dire que I’équation (3.3) admet une solution f d’ordre

o (f) fini (o (f) =0 < ).
1. Montrons que ¢ > n :

Supposons le contraire o < n et montrons une contadiction.
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On peut écrire I'équation (3.3) sous forme

(Byor (2) P13 D 4 By (2) @ f) " = H (2) — f*. (3.4)
e Montrons d’abord que Bj,_; (z) efs1) f(k=1) 4 By (2) ef?G) f £ 0

Maintenant de la condition (1) du théoréme et I'application de Lemma (3.2.6),
si Bp_y (2)eP1G) f=) o 1 By (2) G f = 0, on obtient que By (z) f =
0 et comme By (z) # 0, alors f = 0, ce qui implique que H (z) = 0, c’est une

contradiction.
e Comme By_; (2) el—1G) f=1) 4 By (2)eP@ f £ 0.

Alors Pordre de (Bj_1 (2) e=1() f=D 4 By (2) ef() f) X" égale m et
Pordre (H (z) — f*) inférieur de n, ceci contredit le fait que n < m.
On obtient finalement

o(f)y=02>n

e Et pour la condition (2), par appliquation du lemme (3.2.6) nous avons au

moins deux termes linéairement independants:

P q
B, (2) FOP@) 4 p, (2) FOPE | ZGuecjuPs(z) + ZLveci,,Pt(z) =0
u=1 v=1

Du lemme (3.2.6), B, (2) f® =0, et comme B, (z) # 0, alors f) = 0et f*) =0,
ce qui implique que H (z) = 0, une contradiction.

Donc
P q
BS (Z) f(s)@Ps(Z) + Bt (Z) f(t)ept(z) + ZGuecj“PS(z) + ZLveci”Pt(z) ;,—é 0.
u=1 v=1

Par le méme raisonnement on obtient o (f) = o > n.
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D’apres le Lemme (3.2.1), il existe, pour une constante donnée € (0 < ¢ < 1), un
ensemble F; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si ¢ € [0,27) \ By ,alors

}f(j) (2)‘

Wgyzv“’, 0<i<j<k (3.5)

quand z — oo le long argz = .

Notons E, = {0 € [0,27) : 6 (P;,0) =0, 0 < j <k}U

{0 €0,2m):0(P;— P,,0) =0, 0<i<j<k}U{fel0,2m):6(Nz",0) =0}, comme
E5 un ensemble fini. Supposons que H; C [0,27) est I’ensemble exceptionnel du
lemme( 3.2.2) & A; (2) = B; (2) " TH) (j =0,...,k—1). Alors B3 = U\_{H; de
mesure linéaire nulle. Soit 'ensemble £ = F; U Ey U E3. Prenant argz = 1 €
[0,27) — E.

On a deux cas & traiter :
Case (i): 6 =6 (A2™,¢) < 0.

D’apreés le lemme (3.2.2), pour une constante donnée € (0 <e¢ < 1) on a

|A; (2)| <exp{(l—¢)dér™}. (3.6)

log" [f® (2)]

\2]0( TTe est bornée sur le rayon arg z = 1. Sup-

Maintenant, on prouve que
posons le contraire. D’apres le lemma (3.2.4), il existe une suite infinie de points

2z =mre? (i=1,2,..), tel que 7; — oo quand i — oo, on a

log* | M (=)

|0(H)+6 — X (37)

|2

| f9) (z)] o (1)) 5 - _
TG S (o)™ =01k, (3.8)

De (3.7) et en vertu de la définition d’ordre o (H), il est facile d’obtenir
H (z)
e >
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quand z; — 0o0. De ’équation (3.3), on obtient

(=)
(i)

Utilisons (3.6)-(3.9) dans (3.10), on obtient

+ + |A0 Zi

FU=1)
1< |Ap1 (2 ]' (3.10)

ol |

1 < rfexp{(1—c¢)éri}.

log™ |/ (=)

|zl-|"(H)+5 est borné sur le

Ce qui est impossible comme § < 0. Par conséquent

log*|f®)
0g* | 1™ (z) | < M, (M; une constante) et donc

rayon arg z = 1. Supposons que
| Zz| o(H)+e

¥ (2) | < My exp{ro#te}. (3.11)

Utilisons I'inégalité triangulaire et sachons 1’égalité

P &,
F()=FO) £ (0) 2t ot FED (0) 241 4 / / 0 (€) dede,.dgy .
0 0

(k—1)!

et (3.11), on obtient

[f ()] < (1 +00)r*|fW (2) | < (1+0(1)) Myr* exp{r7™*} < exp{rot*2},
(3.12)
pour tout rayon argz = ¢ € [0,27) — E.
Case (ii) : 0 =0 (Az™,¢) > 0.

Passons au cas 6; =0 (P}, v).

1. Pour la condition (1), comme a,; (j =0, ...,k — 1) sont des nombres complexes

distinctes, il existe s € {0,1,2...,k — 1} tel que 65 > J; pour tous j # s.

2. Pour la condition (2), soit &' = max {d,,d;} et on peut supposer que §' = d,.
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Dans les deux cas, nous avons

A (@) m s
——=1]z|" — 0, et — 0, (3.13)
‘As (2) |45 ()]
log™ | f¥) (2)]
quand |z| — oo, pour tous M > 0. Supposons que —————— est non

|Z|U(H)+E
borné pour le rayon argz = 1. Alors du lemme (3.2.4), il existe une suite

infinie de points z; = r;e™, tels que 7; — oo, et

log™ | £ ()|

e O (3.14)

|zm|a

A
1) (2)

Du (3.14) et en vertu de la définition d’ordre de o (H), il est facile d’obtenir

: <(14o0(1)r, j=0,1,...,5s — 1. (3.15)

H ()
‘f(s) ) — 0 (3.16)
quand r; — o0.
On peut réécrire (3.3) de la forme:
L /™) %Y () (24)]
1 3.17
) * S rA Gl (347
‘fsﬂ) s+1 Zz ‘f s—1 (2i)| 4
|As ()] | As (21)]
NEONCIC e
fs) ) As () [As ()] @) (=) |

et l'utilisation de (3.5), (3.13), (3.15) et (3.16) dans (3.17) une contradiction suit

log*|f*) (z) |
| 2] (e

1f®) (2) | < Myexp{r°UD+e} sur le rayon arg z = ¢. Cela implique, comme dans

quand z; — oo. Alors est borné et nous avons :

le Cas (i), que

|/ (2)] < exp{r7tDH2y,
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Nous concluons que dans tous les cas nous avons
|f (2)] < exp{r7t+2}

sur tout rayon argz = ¢ € [0,27) — E, a condition que r assez grand. Alors du
Lemme (3.2.5), 0 (f) <o (H)4+2e<n (0< 2 <n—o(H)), ce qui est impossible

D’ou, toute solution de (3.3) est d’ordre infini.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.4

Nous supposons contrairement a I’assertion que f une solution de (3.1) d’ordre
fini o (f) =0 < 0.

Premiérement nous prouvons que o > 1. En effet, si ¢ < 1 alors nous aurons la
contradiction suivante.

De I’équation (3.1), On peut écrire
By (2) eP1& fk=) 4 By (2) ePB) f = H (2) — f®. (3.18)

Par le méme raisonnement de la preuve du Theoréme ( 3.1.3), nous obtenons
que l'ordre du premier membre (Bj_; (2)ef-1() f*=D 4 4 By (2)ef?@) f) st
supérieur ou égale a 1 et 'ordre du second membre (H (2) — f(k)) est inférieur
a 1, une contradiction. Par conséquent o > 1.

En prenant argz = ¢ € [0,27) — E ot E de mesure linéaire nulle et §; =
d(Pj,¢) (j=0,..,k—1). D’aprés Lemme (3.2.3), il existe s € {0,1,2....k — 1}
tels que pour j # s, M > 0, nous avons

A (2)

‘— 12| — 0, quand z — oo, (3.19)

s (2)

On va traiter deux cas:
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Case (i): 5 > 0. Dans ce cas nous avons aussi

1

A 12| =0, quand z — . (3.20)

log® | £ (2)]

Montrons que G (Vi<

est bornée sur le rayon argz = 1. Supposez que ce
n'est pas le cas. Alors par lemme (3.2.4), il existe une suite infinie de points
z; = e, tels que r; — oo, et par (3.14), (3.15), (3.16) . Comme dans la preuve

du Théoréme (3.1.3), en utilisant, (3.17) nous obtenons une contradiction. Par

log™ | /) (2)]

conséquent , o () 1z
2|

est bornée et donc nous concluons que

£ (2)] < exp{rotH)+2) (3.21)
Case (ii): J; < 0. On remarque dans ce cas ¢; < 0 pour tous j et on a :
14, (2)] < exp {(1—£) 8%},
ot d; = deg (P;); ce qui implique
1A, (2)]|2[™ = 0, quand z — oc.

Nous utilisons le méme raisonnement comme au cas (i) dans la preuve du Théoréme

log™* | f*) (2)]

(3.1.3), nous prouvons que ‘Z|G(H)+E

est bornée sur le rayon arg z = v et nous

concluons que

|f (2)] < exp{roti*2y,

Alors d’apres le lemme (3.2.5), o (f) <o (H)+2e<1(0<2e<1—0(H)), une

contradiction. Donc, chaque solution de I’équation (3.1) est d’ordre infini.
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3.5 Preuve du Théoréme 3.1.5

Supposons que f une solution de (3.1) est d’ordre o (f) = 0 < co. Par le méme
raisonnement du Théoréme (3.1.4) et prenons en compte la supposition By (z) P (2)+
Go (2) Qo(z) #Z 0 et lexistenc de s (0 < s <k —1) tels que pour j # s, deg Py >
deg P; et deg Qs > deg ();, nous prouvons que o > d.

Posons 0 (R,9) = Re (cqe™®) et

P (") = @y, €™ + aj, 1ye™TVEE 441679 4 ag,

Qj (G_R(Z)) = bjnj€_an(z) + bj(nj_l)e_(nj_l)R(z) + ...+ bﬂe_R(z) + bjo.

D’apres le lemme (3.2.2), c’est facile d’obtenir :
(i) Si 6 (R,0) > 0, Alors
exp {(1 —e)m;6 (R,0)r} <|A; (2)] <exp{(1+e)m;d(R,0)r'}, (3.22)
(ii) Si 6 (R,0) <0, Alors

exp {— (1—¢)n;é(R,0) Td} <|A4; (2)] <exp {— (1+¢)nié (R,0) rd} . (3.23)

En prenant argz = ¢ € [0,27) — E ou E de mesure linéaire nulle. Nous prouvons
log" | 1) (2)]
e _—

| |G( Ty ie est bornée sur le rayon arg z = . Supposons le contraire. Alors
z

d’apres le lemme (3.2.4), il existe une suite infinie de points z; = r;e™o, tels que

r; — 00, et (3.14), (3.15), (3.16).
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De l’équation (3.1) on peut écrire

f® (z) FEY (2)
A, ()] < T (| A |' R (3.24)
s+1 s—1)
+|As+1 ’ ‘ Z)) + ‘As 1 zz | ff(s >) + ...
H (%)

Si 6(R,0) > 0, alors en utilisant (3.14), (3.15), (3.16) et (3.22) dans (3.24), on
obtient

exp {(1 —e)myd (R, 0) rf} < rlMeXp {(1 +e)(ms—1)0(R,0) Tf},

ol M > 0 une constante. Une contradiction suit en prenant 0 < ¢ < Wl—1

Sid(R,0) <0, en utilisant (3.23) au lieu de (3.22) dans (3.24), on obtient

exp{— (1 —¢)nsd (R,0) rd} < rlMeXp {— (14+¢)(ns—1)0(R,0) rf} ,

log* 1) 2)
|Z|O'(H)+E

est bornée sur tous rayon arg z = 1) € [0,27) — E et nous concluons que:

|f (2)] < exp{roti*2y,

Alors d’aprés le lemme (3.2.5), 0 (f) <o (H)+2e <d (0<2e<d—o0(H)), une

contradiction. Donc, toute solution de (3.1) est d’ordre infini.
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Chapitre 4

Exposant de convergence de
f (1) — ¢ concernant les équations
différentielles linéaires dans le

disque unité

4.1 Introduction

Considérons I’équation différentielle

FO 4 A ) f* V4 AR+ A (2)f=0 (4.1)

ol A; (z) des fonctions entiéres ou méromorphes dans le plan complexe.
Récemment Xu, Tu et Zheng ont étudié la croissance et la distribution des zeros
de f — ¢ oit f # 0 est une solution de l'equation (4.1) et ¢ est une fonction

négligeable devant f au voisinage de oo.

Théoréme 4.1.1 [39] Soient A; (2) (j =0,1,....,k — 1) des fonctions entiéres d’ordre
fini avec l'une des deux conditions suivantes:

(i) max{o (A;):j=1,2,..,k—1} <o (Ay) < oo;
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(i) 0 < 0 (Ap—1) = ..0 (A1) = 0(Ap) < o0 et max{T(A4;):7=1,2,.., k—1} =
T1 <7 (A) =7,
Alors toute solution f # 0 de l’equation (4.1) et pour toute fonction entiére p (z) Z 0

satisfaisant oo (p) < 0 (Ao), on a

N(f=o) =X =) =X("—¢) =X (f—¢) =02 (f) =0 (4) (i€N).

Théoréme 4.1.2 [39] Soient A; (z) (j =1,2,....,k — 1) des polynomes, Ay (z) une
fonction entiére transcendante, alors pour toute solution f # 0 de l’équation (4.1)

et pour toute fonction entiére ¢ (z) d’ordre fini, on a
(()Af =) =Mf—p)=0(f) = o0;
(@) X(fO —@)=A(fD—¢)=0(fD—¢) =00 (i>1,ieN).

Théoréme 4.1.3 [39] Soient A; (z) (j =0,1,....,k — 1) des fonctions méromorphes

satisfaisant max {o (A;): j =1,2,....k — 1} < 0 (Ap) et (00, Ag) = limjnf?((:’js)) >
0. Alors, pour toute solution méromorphe f # 0 de l’équation (4.1) et pour toute

fonction méromorphe ¢ (z) #Z 0 satisfaisant oy (¢) < 0 (Ap), on a

M (f0=p) =X (fV=¢) z0(4) (eN), oufO =]
Dans [8], Bouabdelli et Belaidi ont obtenus le résultat suivant:

Théoréme 4.1.4 [§] Soient A; (z) (j =0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres d’ordre
p-itératif finis avec i (Ag) =p (0 < p < 00) et l'une des deux conditions suivantes:
(i) max{o,(A;):j=1,2,...,k—1} <0, (A)

(tiymax {0, (4;): 7 =1,2,...k—1} <0, (A) =0 (0 <0 < 00) et

max {7, (43) £ 0 (A7) = 7, (Ag)} < 7 (Ag) = 7 (0 < 7 < ),

Alors toute solution f # 0 de l’equation (4.1) et pour toute fonction entiére ¢ (z) % 0

satisfaisant 0,11 (p) < 0, (Ao), on a

Aot (FP = 0) = X1 (f9 = 9) = 01 (f) = 0, (Ag) (i €N).
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a cette investigation mais dans le dique unité.

Avant d’énoncer nos résultats; nous donnons quelques définitions et notations.

4.2 Quelques définitions et Notations

4.2.1 L’ordre et I’hyper-ordre d’une fonction méromorphe
et analytique dans le disque unité
Définition 4.2.1 [26] Soit f une fonction analytique non constante dans le dique

unité D = {z € C: |z| < 1}. Alors l'ordre et Uhyper-ordre de f sont définis respec-

tivement par

) log™ log™ M (r, f)
=1
o (f) m sup—— T

Y

log™ log™t log™ M
oara (f) = lim sup 25198~ 108 (r, f)
7 r—1- - lOg (1 - 71)

?

ou M (r, f) = max {|f (2)| : |z| =7}. Si f est une fonction méromorphe sur D.

Alors lordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

s log™ T (r, f)
o) =lme 2Ly

) log® log™ T (r, f)
=1
72 (f) = lmewp = T

Y

ou T (r, f) estla fonction charactéristique de R. Nevanlinna de la fonction f.

Tsuji a montré que si f est une fonction analytique sur D. Alors on a l'inégalité

o(f) <om(f)<o(f)+1.

1
Par exemple, la fonction f (z) = exp {m} , (u>1), satisfait o (f) = p—1

et op (f) = e
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Evidemment, nous avons
o (f) < oo sietseulement si oy (f) < oo.

Remarque: Si f est analytique dans D, alors d’apres la [31, Proposition 2.2.2].
onaoys(f)=02(f).

4.2.2 Espace de Hardy H°

Définition 4.2.2 [27] Soit f une fonction analytique dans le disque unité D et soit
q € 10,00). On dit que f est de l’espace de Hardy H° si

sup (1 — |21%)"|f (2)] < oo;
zeD
et on dit que f est de H-fonction si f € H® pour certain q € [0, 00).

Définition 4.2.3 [27] Une fonction méromorphe f dans le disque unité est dite

admaissible si
T
r—1=— = lOg (1 - T‘)
et non admaissible si

Gy

limsu —_— < .
P T log (1— 1)

4.2.3 Exposant de convergence d’une fonction méromorphe

dans le disque unité

Lemme 4.2.1 [29] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On
définit ’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f re-
spectivement par
___logN (7’, %)
A(f) = lim ————+

r—1- log 1+

o1



_ loglog N (r, %)

r—1- lOg ﬁ

ol

i

r t’ — O’l
N(T,%):/O n( )tn( f)dt—{—n(r,%)log?"

tel que n(t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

|z] <.

Lemme 4.2.2 [29] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On
définit [’exposant et [’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction

f respectivement par

_ __logN (7", %)
A(f) = lim ————=~
r—1-  log

A =1
2(f) rirfl— logﬁ
(t, 1) - 70, 3)
— 1 Tﬁta_ _ﬁoa_ 1
N{r - :/ ! ! dt +n(r,—)logr
( f) : : 5

tel que m(t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le

disque |z| <.

4.2.4 Le Type d’une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Définition 4.2.4 [26, 32] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité
d’ordre o (f) = 0 (0 < 0 < 00). On définit le type de f par

P = T e = B 0T ).

Définition 4.2.5 [32] Soit f une fonction analytique dans le disque unité d’ordre

52



om (f) =om (0 <oy < o0). On définit le type de [ par

4.3 Reésultats

Pour I’étude de la croissance et la distribution des zéros de f) — p ou f # 0 est une
solution de l'equation (4.1) avec des coefficients analytiques et méromorphes dans

le disque unité, on établit les résultats suivants:

Théoréme 4.3.1 [7] Soient A;(z) j = 0,1,....k — 1 des fonctions analytiques

d’ordre fini dans le disque unité D. Supposons que ['une des conditions suivantes est

satisfaite :
(1) max{on (Aj) :j=1,....k =1} < on (Ay) < o005
(2)0 < Opm (Akfl) = ...=0pMmy (Al) =0MmM (A()) < 0 etmaX{TM (A]> j = 1,2,...,]€ — 1} =

71 < Ty (Ag) =7,
alors toute solution f # 0 de l’équation (4.1) et pour toute fonction analytique

¢ (2) # 0 dans le disque unité D satisfait opro () < op (Ao), on obtient

X2(]0—90):X2(f(i)—<ﬂ):)\2(f(i)—90):UM,z(f):UM(Ao) (iGN)- (4-2)

Remarque 4.3.1 Nous obtenons le méme résultat du théoréme (4.3.1) si quelques
coefficients Aj(z) j = 1,2,....k — 1, satisfaisant la condition (1) et d’autre satis-
faisant la condition (2), i.e. il existe J C {1,....k — 1} tels que op (A;) < o (Ao)

pour j € J et max {7y (A;) : oar (A5) = o (Ao)} < 7ar (Ao).-

Si nous remplacons oy, (A;) et 7ar (A;) par o (A;) et 7(A;) dans le Théoréme
(4.3.1), nous ne pouvons pas obtenir le méme résultat. En effet, nous pouvons faire

la comparaison entre [23, Theorem 3] et le résultat suivant.
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Théoréme 4.3.2 [7] Soient Aj(z) (j=0,1,...,k—1) des fonctions analytiques
d’ordre fini dans le disque unité D telles que 0 < o (Ag) < oo, o (A4;) = o (Ay)
pour j € J C{l,...k—1} et ZT(Aj) < 7(Ap), et 0(Aj) < o (Ag) pour j & J.
alors, toute solution f # 0 dejel{équation (4.1) satisfait o (Ag) < o2 (f) < apy =
maxo<j<k-1{onm (4;)} -

Si on remplace dans le théoréme (4.3.2), la condition ZT (A;) < 7(Ap) par
max {7 (4;) : 0 (4;) =0 (Ap)} < 7(Ap), on ne peut pas ol;;]nir le méme résultat,

excepté, bien evidemment, les équations differentielles du seconde ordre.

Corollaire 4.3.1 [7] Soient A;(z) j = 0,1 des fonctions analytiques d’ordre fini
dans le disque unité D satisfaisant o (A1) < 0 (Ap) < 00 ou 0 < 0 (A1) =0 (Ap) <
oo et T (A1) < 7 (Ay). Alors , toute solution f # 0 de I’équation differentielle

"+ A (2) [+ Ao (2) f =0,

satisfait o (Ag) < o2 (f) < max{ow (Ao),onm (A1)}

Dans le théoréme (4.3.1), pour k = 2, Si on remplace oy (A4;) et 7ar (A;) par

o (A)) et 7(A;), on peut obtenir le résultat suivant:

7 (A0) <X (f =) =X (¥ = ¢) = 02 (f) < max{ow (Ao) , o0 (A1)} (43)
mais pour k > 3, le théoréme (4.3.1) reste valide seulement pour la condition (1).

Théoréme 4.3.3 [7] Soient Aj (z) j=1,2,...,k—1 des H-fonctions et Ay (z) une
fonction analytique non H-fonction. Alors toute solution f % 0 de l’équation (4.1)
et pour toute fonction analytique ¢ (2) #Z 0 d’ordre fini, on a

(D)X =) =A(f—¢)=0(f) =o0;

@)A(fV—p) =0 (fV—¢) =00 (i21i€N).
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Théoréme 4.3.4 [7] Soient Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphes

dans le disque unité D satisfaisant max{o (A;):j=1,2,..,k—1} < o(Ag) et
m(r,Ao)
T(r,Ao)

d (00, Ag) = liminf > 0. Alors, pour toute solution méromorphe f % 0 de
r—1-
(4.1) et pour toute fonction méromorphe ¢ (z) # 0 dans le disque unité D satis-

faisant o4 (p) < 0 (Ap), on a

A2 (f(i) —90) = Ay (f(i) —<P) =o0y(f) 20 (4) (i€N), (4.4)

on fO = ¢.

Remarque 4.3.2 En prenant ¢ (z) = z dans nos résultats, on déduit la distribution

des points fizes de f@.

4.4 Lemmes pour les démonstrations des théorémes

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes qui ne sont pas les mémes
dans tous les cas:
E C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique finie, qui est [ 2= < oo.
F C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique infinie, qui es}‘i [ = .
F

c>0,e>0,0>0, 00 >0, 7>0, 71 >0, des constantes reals.

Lemme 4.4.1 [39] Supposons que f # 0 est une solution de [’équation (4.1).

Posons g = f — ; alors g satisfait l’équation
9% + Ap1g® ™ + 4 Aog = — [p®) + AT 4L+ Agg] (4.5)

Lemme 4.4.2 [39] Supposons que f # 0 est une solution de [’équation (4.1).
Posons g; = f% — p, (i € N—{0}); alors g; satisfait I’équation:

k—1)

k 7 ) 1 — 1
9P+ UV 4 Ulgi = — [pW + Ul 0® D L+ Ul (4.6)
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ou -
(U5 ")
U

Ul = (UD) + Ui - Ui, (4.7)
J=0,1,. k=1, U)=A; et U, = 1.

Le lemme suivant est une conséquence de [15, Theorem 3.1].

Lemme 4.4.3 Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D telle que
f9) pest pas identiquement nulle. Soit ¢ > 0 une constante donnée; k et j des

entiers satisfaisant k > j >0 et d € (0,1). Alors, on obtient

< ((1_1|Z,)(2+6) o { o 1127T<s<z>,f>}>kj7 ¢ B,

ot s(|z]) =1 —=d(1—|z]). Comme un cas particulier, si o1 (f) < oo, alors

1 (k—7)(o14+2+¢)
< ( ) 2 ¢ E. (48)

12|

f¥ (2)
70 ()

Lemme 4.4.4 [23] Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unité D avec
o (f) =0, T (f)=7,0< 0 <00, 0< 7T <00, alors pour tous 0 < < 7, il
existe un ensemble ' C (0,1) de mesure logarithmique infini tel que pour tout r € F

;ona

B

lOg+ M (7", f) > W.

Lemme 4.4.5 Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unité D avec oy (f) =
0,0 < 0 < oo, Alors pour tout 5 : 0 < 8 < o, il existe un ensemble F' C (0,1) de

mesure logarithmique infini tel que pour tout r € F', on a

1

10g+M(7", f) > W

Preuve : D’aprés la définition de oy (f) = o, il existe une suite croissante
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{rm} — 17 satisfaisant 1 — (1 — L) (1 = 7,,) < rynqq et

. log™logt M (r,n, f)
lim =o0.
m—oo  —log (1 —1y,)

Alors, il existe mg tel que pour tout m > mg et pour un £ donné, nous avons

1

+ - -
lOg M<Tm7f) > (1 . Tm)ofz-:'

(4.9)
Pour tout € tel que 0 < < 0 — ¢, il existe m; tel que pour tout m > my

<1 - i)H >(1—r)" 7. (4.10)

m

De (4.9) et (4.10), pour m > max {mg, m; } et pour tout 7 € [ry,, 1 — (1= L) (1 —ry,)]

,on a

. ; ! L (YT
lOg M (T7 f) > IOg M (Tm7 f) > (1 o rm)a—e > (1 - T)O'—E (1 m)
1

> a7

Posons F'= |J I,. On a

m=mg

m(F)—i/dr—ilo ) =

: - 1—r & m—1)
m:molm m=msg

Lemme 4.4.6 Soit f (z) une fonction méromorphe dans le disque unité D avec
o(f)=0,7(f)=7,0<0<00,0<7 <00, pour tout 5 : 0 < 8 < T, il existe un

ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infini tel que pour tout r € F', on a

B

T(T,f) > m.

Preuve : D’apreés la définition de 7 (f) = 7, il existe une suite croissante {r,,} —
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1 satisfaisant 1 — (1 — L) (1 —r,,) < rppyq et

lim (1—7,)°"T (rm, f)=7.

m—0o0
Alors, il existe my tel que pour tout m > mg et pour un € donné, on a

T — £

T (rm, [) > m

(4.11)

Pour tout ¢ tel que (0 < <7 —¢), il existe m; tel que pour tout m > my, on

<1_%)0>7€5' (4.12)

Du (4.11) et (4.12), pour tout m > max (mg, m1) et pour 7 € [ry,, 1 — (1 — ) (1 —ry)],

on a

T(r,f) > T(rmf)> (17_;;)0 = (17—_:)" <1 - i)0
5}

>W.

Posons F = |J I,,. On a

m=mg

my (F) = Z /fﬁﬁr: Z log(%):oo.
I m=ms

m=msy

Lemme 4.4.7 Soient A; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions analytiques d’ordre fini
dans le disque unité D satisfaisant 0 < op(A;) < oum (Ao) = o pour tout j =
L., k=1, etmax {ry (A;) : j #0} =71 < 7ar (Ag) = 7. Soient Uj (j =0,1,.... k)
(1 € N) définis dans (4.7). Alors, pour tout € : (0 <2e <71 —71), il existe un
ensemble ' de mesure logarithmique infini tel que pour tout r € F', on a

U Zp{ﬁ} et |Uf gp{ﬁ} (4.13)
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ot j=1,2, ... k—1.

Preuve : Si nous voulons prouver (4.13) pour i = m € N — {0,1}, nous com-

mencons par

7-—5/2’” T1+€/2m
Ayl > exp 4 L2 Ajl <exp{ LTEE L
’ Uy—exp{(l_r)a} et ‘ J|—eXp{ (].-T)U}

’ A{_ ’ .
ona Ul = Ajy + Ay — By = A+ A (22— 9) =01k —1) et
A; = 1. Donc
Al A
> A — AL [ |52 + |52 4.14
8] 2 1l = 1l (| 52+ | 52 (a.14)
et
A Al
1 +1 0
o3 <t + sl 2] 4| 22])- (4.15)

D’aprés Lemme (4.4.3), Lemme 4.4.4 et (4.14)-(4.15), il existe un ensemble F' de

mesure logarithmique infini tels que

—e/2m Ti4e/2m) 1
1> Toe2 ! 4.1
G > eo{ T} -t (T oty
T —¢g/2m 1
> exp D
et
om Tite/2m) 1
1 < 7'1+8/ 9 1 4.1
I o A (= Ee S
T +¢e/2m 1 ,
< eXp{ﬁ}a J#0,
ou ¢ > 0 est une constante.
Maintenant pour ¢ = 2 dans (4.7), on a
(U], (W)
\US{E!U&}—]UH(‘ Ulll UOg (4.18)
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vz w2
ot <+l (|2 <8} sve o
1
de (4.16)-(4.19), on trouve
_ 2m72 + 2m72
|U02‘ Zexp{%} et |Uf}§exp{%}. (4.20)

Par (4.20) et pour ¢ = 3 dans (4.7), on obtient

T —¢g/2m3 71 4+ e/9m=3
‘Ug’| Zexp{ﬁ} et ‘UJ3| gexp{ﬁ}.

Par la méme méthode jusqu’a ¢ = m, on trouve

i T—€ i T1+¢€
|UO‘Z€XP{W} et |Uj|§exp{<11_r)a}.

Donc, la preuve du lemme est achevée.

Lemme 4.4.8 Soient H; (z) j=0,1,....k —1 des fonctions méromorphes d’ordre
fini dans le disque unité D satisfaisant max {|H; (2)|, j=1,....,k — 1} <exp { i T)a}
et |Ho (2)] > eXp{ﬁ} ou0<p; <fB,0>0et|z|=reF C(01) avec F
de mesure logarithmique infini. Alors toute solution méromorphe f de [’équation

différentielle
fO 4+ H oy (2) f* Y4+ Hy(2) f +Ho(2) f=0 (4.21)

satisfait oo (f) > 0.

Preuve: Soit f # 0 une solution méromorphe de ’équation (4.21) d’ordre fini

o (f) = 0 < oco. De ’équation (4.21), on obtient

k—1

(k) )
Ho (2) \f T >|\f7

(4.22)
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D’apres le Lemme 4.4.3, pour tout ¢ donné (¢ > 0) il existe un ensemble E C [0, 1)

de mesure logarithmique fini tel que pour tout z € D satisfaisant |z| ¢ F, on a

1
1— |Z|)j(a+2+£)’ (

) (2
'ff(( ) j=1,...k). (4.23)

2)

<
(
D’apres (4.22)-(4.23) et les hypothéses du Lemme 4.4.8, on obtient

v { 7y} < e O ooy 4249

o ¢ > 0 est une constante. Comme [, < f3, alors une contradiction suit de (4.24)

quand 7 — 17. Donc, o (f) = oo; et d’aprés Lemme 4.4.3, on obtient

1
1— T’)j(2+5)

) (2 4
‘ff (i ) (T(s(r),f)), ré¢E. (4.25)

)

<
(

D’apres (4.22), (4.25) et les hypotheéses du Lemme 4.4.8, on trouve

oo { ) € o PO e { g2} 620)

Posons s (r) = R. Onal—r=2(1— R) et donc (4.26) devient

(%y(ue) exp{%} < M(T(R, f))k, R¢E. (4.27)

D’apres (4.27), on conclut que

os (f) > 0.

Lemme 4.4.9 Soient A;(z) j=0,1,...,k—1 des fonctions analytiques d’ordre fini
dans le disque unité D satisfaisant max {oy (A;) 1 j=1,2,....k — 1} < oy (Ao) =
o < 00. Soient (Uf) (j =0,1,...,k) (i € N) une suite de fonctions satisfaisant (4.7).

Alors, pour tout € donné (0 < 2e < o — 0y), il existe un ensemble F de mesure
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logarithmique infini tel que pour tout r € F', on ait

, 1 . 1
‘U5| Z exp{m} et ’UJZ‘ SGXP{W}. (428)

Preuve: Si nous voulons prouver (4.28) pour i = m € N — {0,1}, nous com-

mengons par

1 1
S e R et

’ A, ! .
on a U']1 = A;—&-l + Aj — ﬁ—gAj+1 = Aj + Aj+1 (Ajii — ﬁ—g) (j :O,l,...,k— 1) et

A; = 1. Donc

A Al
1A 2|Ao|—|A1|(—1 T |

Al A4

> (4.29)

et
Ay
Ag

A
02 < A, + Ay (\ s |

Aji

) . (4.30)

D’aprés Lemme (4.4.3), Lemme 4.4.5 et (4.29)-(4.30), il existe un ensemble F' de

mesure logarithmique infini tels que

) 1 1 1
Us | exp {W} — 2exp { TS } 1= (4.31)

AV

v
]
]

g
—
—

|
=
Q| =
5
~
%)

3

~
——

et

1 1 1
Ul < exp{ ——————— > +2exp — - (4.32
| J } { (1 i T)0'1+8/2 } {(1 N 7’)01+€/2 } (1 - 7") ( )

1 :
eXp { (1 N r)o-1+€/2m—1 } ) .] % O?

ol ¢ > 0 est une constante.

IN
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Maintenant pour i = 2 dans (4.7), on a

31 = o - ot |G| + |5 ) (139
ot <ol (|2 < [8]) . sve e
jt+1

de (4.31)-(4.34), on trouve

1 1
‘U02| > exp { 1- r)”75/2m_2 } et |Uj2‘ < exp { 1 T)Ulfg/zm_Q } ) (4.35)

Par (4.35) et pour ¢ =3 dans (4.7), on obtient

1 1
}Ug‘ > exp { (1 . T)075/2m—3 } et {UJ3| < exp { (1 . T>01+8/2m_3 } ’

Par la méme méthode jusqu’a + = m, on trouve

‘U0| zexp{<1_r)as} et ’U]‘ Sexp{(l_r)aﬁrs}'

Lemme 4.4.10 Soient H; (z) j =0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes d’ordre

fini dans le disque unité D satisfaisant max {|H; (z)|, j=1,...,k — 1} <exp {W}
et |Hy(2)| > exp{ﬁ} ou0 <oy <cet|zl=reF cC(0,1) avec F' de mesure
logarithmique infini. Alors toute solution méromorphe f % 0 de (4.21) satisfait

oo (f) > 0.

Preuve: Soit f # 0 une solution méromorphe de I’équation (4.21) d’ordre fini

o (f) = o < oo. De I’équation (4.21), on obtient

\Hy (2)] < ‘# . (4.36)

k=1 ()
DNLAS]

D’apres le Lemme (4.4.3), pour tout € donné (¢ > 0) il existe un ensemble £ C
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[0,1) de mesure logarithmique fini tel que pour tout z € D satisfaisant |z| ¢ E, on

a

f(j) (z) 1
‘ f(z) = (1—|z))

D’apres (4.36)-(4.37) et les hypothéses du Lemme 4.4.10, on obtient

otl ¢ > 0 est une constante. Comme o, < o, alors une contradiction suit de (4.38)

s U= Lok). (4.37)

quand r — 17. Donc, o (f) = oo; et d’aprés Lemme (4.4.3), on obtient

1
1— T’)j(2+5)

T(s(r),f)), r¢E. (4.39)

‘f(j) (2)
f(2)

<
(

D’apres (4.22), (4.25) et les hypotheéses du Lemme 4.4.8, on trouve

oo { oy | € e TG0 e {00

Posons s(r) = R. Onal—r = 2(1— R) et donc (4.40) devient

(%)“M oo { - e (1- #)} < M(T(Rf), R¢FE.
(4.41)

D’apres (4.41), et 01 < o on conclut que

oo (f) > 0.

Lemme 4.4.11 Soit f (z) une fonction méromorphe admissible dans le disque unité
D aveco (f) = o >0, Alors il existe un ensemble ' C (0,1) de mesure logarithmique

infni tel que pour tout r € F, on a

) logT (7, f)
lim —————*_ =g
r—1-—log (1 — 1)
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Preuve : D’apres la définition de o (f), il existe une suite croissante {r,,} — 1~

satisfaisant 1 — (1 — %) (1 —7pm) < Tmyr et

. log T (1, f)
lim ———""" =g,
rm—1-—log (1 — 7,,)
Alors, il existe mg tel que pour tout m > mgetr € I,, = [rm, 1-— (1 — %) (1-— rm)],

on a

log T (7, f) logT'(r.f) _ logT (1-(1-2)Q=rm).f)

“log (1= L) (L—r)] = —log(1—7) = vy " -
(4.42)
La limite des deux membres de (4.42), quand r,, — 17, est égal a o; donc pour

re€l,, ona

. logT (r, f)
lim ———1" =g
r—1-—log (1 — 1)

Posons FF'= |J [,. Ona

m=mo

m=msy

my (F) = Z /fﬁnr: Z log(%>:oo.
In m=ms

Lemme 4.4.12 Soient H; (z) j=0,1,....,k — 1 des fonctions méromorphe dans le
disque unité D avecmax{o (H;), j=1,...k—1} =01 <0 (Hy) = 0 etd (o0, Hy) >

0. Alors, toute solution méromorphe f de léquation (4.21) satisfait oo (f) > 0.

Preuve : Soit f une solution méromorphede (4.21). D’apres (4.21) et le lemme

de dérivée logarithmique, on a

m(r,Hy) < m (7‘, #) +m (T, f(];_l)) +..+m (7“, f%) + (4.43)

m (r, H;) +log (k + 1)
1

N

<.
Il

< C<1Og+T(T,f)+log1 ! 7’) +Zm(T,Hj), T¢E7
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ou E C (0,1) est de mesure logarithmique fini et ¢ > 0. D’aprés le lemme (4.4.11),
il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infini tel que pour tout r € F', on

a
log T (r, H,
i J08 T (r Ho) (4.44)
r—1-—log (1 — )

m(r,Hop)
T(r,Ho)

Comme § (00, Hp) = lim ilnf > 0, alors du (4.44), pour € donné (0 < 2e < 0 — 01)
et pour tout r € F', on a

1
m T,HU Z -
( >>(1—T‘)JE

D’apres (4.43) et (4.44), pour r € F — E, on a

1 .
(1 — )7+

1 1
— <c¢ (10g+T(T, f) +log .

e (4.45)

)+(k:—1)

et de (4.45), on obtient o9 (f) > 0.
Par le méme raisonnement de la preuve du Lemme 4.4.7 et en utilisant le Lemme

4.4.5, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 4.4.13 Soient A;(z) j=0,1,....,k — 1 des fonctions méromorphe dans le
disque unité D satisfaisant max{o (4;):j=1,2,..k—1} =01, < 0(Ay) =0 et
§ (00, Ag) > 0 et soit Uj (j =0,1,....,k) (i € N) la suite définie dans (4.7). Alors,

pour € donné (0 < 2¢ < o —0y), on a

, 1
UV —— (j=1,2,..,k—1), r¢ E
m(r j)—(l_r)aﬁ-e (j ) T‘¢
et
(r,U3) = ! €F
m\r, _—H,T .
Y-

Lemme 4.4.14 Soient G # 0,H; (z) j=0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphe

dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l’équation differentielle

FO 4+ Hy () f5 D 4 Hy(2) f 4+ Hy(2) f =G (2), (4.46)
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satisfaisant max {0, (G) 0, (H;); j=0,1,...k =1} < 0, (f) = 0, Alors \,, (f) =

Preuve : Le méme raisonnement de la preuve du lemme (3.5) dans [9] ou G #

0,H;(2) j=0,1,....,k — 1 des fonctions analytiques dans le disque unité D.

Lemme 4.4.15 [23, Theorem 3] Soitn € N—{0}. Siles coefficients Ag (2) , ..., Ax—1 (2)
sont analytiques dans D telles que ony (Aj) < 0arn (Ao) pour tout j =1,....k — 1,
et

max {7, (A;) 1 omn (A5) = o (Ao)} < Tarn (Ao) -

Alors toute solution f # 0 de l’équation (4.1) satisfait oy p+1 (f) = oarn (Ao)-

4.5 Preuve du Théoréme 4.2.1

Cas (1). max{onm (A;):j=1,....,k =1} < oy (Ag) < co. Supposons que f # 0
est une solution de I’équation (4.1) et ¢ (z) # 0 est une fonction analytique dans
le disque unité D satisfaisant o2 (@) < oa (Ap). Commengons par (4.2) pour
i=0,ie X(f—9)=Xa(f—¢) =0ma2(f) =0cn(Ay). De [10], on a oy (f) =
o (Ap) . Posons g = f — . Comme o2 () < 0 (Ap), alors o2 (9) = oma (f).
Du Lemme( 4.4.1), g satisfait (4.5). Posons G (2) = ®) + Ay 10*=D + 4+ Agp.
Si G =0, alors d’apres [10] , on obtient o2 (¢) = oar (Ap), une contradiction; d’ou
G # 0. Maintenant, comme o5 (9) = 02 (f) = om (Ao) > max {03 (G), 02 (4;)},
alors la condition du Lemme (4.4.14) est satisfait pour n = 2, ce qui implique
que X2 (9) = A2 (g) = 02(g). Alors, on conclue que Xy (f —¢) = X (f —¢) =
o3 (f) = o (Ay). Maintenant, démontrons (4.2) pour i > 1. Posons g; = f() — ¢.
Comme o5 (f@) = 02(f) = 0 (Ag) et g2(p) < o(Ay), alors, on a 02 (g;) =
o2 (f) = o (Ag). Du Lemme (4.4.2), g; satisfait (4.6). Posons G; = o®*) +
Ui 1o% D 4+ .+ Ulp. Si G; =0, Des Lemme (4.4.9) et Lemme (4.4.10), on
obtient o9 (¢) > o (Ap), une contradiction avec oy (p) < o (Ap); alors G; # 0.

Maintenant, du Lemme (4.4.14), pour n = 2, on obtient Ay (g;) = A2 (i) = 02 (¢:)
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Le. Ao (f =) =X (fO =) =03 (f) = ou (Ao).

Cas (2). 0 < o (Ag) < 00, ou (A4)) = ou (Ap) pour tout j € {1,...,k — 1} et
max {7, (A4;) 1 J # 0} < Tary (Ao), Soit f # 0 une solution de (4.1) et ¢ (2) # 0
est une fonction analytique dans le disque unité D satisfaisant o9 (@) < oar (Ao)-
Comme précédemment, on commence par (4.2) pour i = 0, i.e. X (f —¢) =
X (f— @) =02(f) =0onm(Ao). Du Lemme (4.4.15), on a o5 (f) = o (Ap) . Posons
g=f—¢. Onaoy(g) = o2(f). Comme précédemment, g satisfait (4.5).Si
G = 0, alors du Lemme (4.4.15) on a o2 (p) = o (Ag), une contradiction; alors
G # 0. Maintenant du Lemme (4.4.14), on obtient \; (g) = A2 (g) = 02 (g). Alors,
on conclue que Ay (f — @) = M (f —¢) = 02 (f) = o (Ap). Maintenant on dé-
montre que (4.2) pour i > 1. Set g; = f@ — . On a g9(g;) = 02(f), et g
satisfait (4.6). Si G; = 0, d’apres les Lemme (4.4.7) et Lemme (4.4.8), on obtient
o2 () > o (Ap), une contradiction avec g () < o (Ag); alors G; Z 0. Comme
précédemment, du Lemme (4.4.14), pour n = 2, on obtient As (¢;) = X2 () = 02 (¢:)
Le. X (f =) =X (fO =) =03 (f) = ou (Ao).

4.6 Preuve du Théoréme 4.2.2

L’inégalité oy (f) < aps découle de [28, Theorem 5.1]. D’aprés 'équation (4.1) et le

lemme de dérivée logarithmique on obtient;

_ N
m(r, Ag) <m (7’, ?) +m (7’, f(l; 1))+...+m <r, f7> —i—Zm (r, Aj)+log (k+ 1),
=1

et donc

+ im(r, A, ré¢ k. (4.47)

=1

1
m (r, Ag) < ¢ <log+T(7“, f)+log -— T)

<

Posons ) 7(4;) = 7, max{o(4,):je J'} = 0" 7(A) = T et 0(4y) = 0.
jeJ
D’aprés (4.47), les conditions du Théoréme 4.3.2 et Lemme (4.4.4), il existe un
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ensemble ' C (0,1) de mesure logarithmique infini telle que pour tout r € F — E,

on a

T—¢ 1 k—1 ™ +¢
—<c|log" T (r,f)+1o )—1— 0 + 5 4.48

ou 0 <2 <min (7 — 70— 0*). De (4.48), on obtient que o (Ag) < o2 (f).

4.7 Preuve du Théoréme 4.2.3

Supposons que f # 0 est une solution de (4.1) et ¢ (z) Z 0 est une fonction analy-
tique dans le disque unité D d’ordre fini. Du [27], on a ¢ (f) = co. Si G = 0, alors
du [27] on a o (¢) = oo, une contradiction; d’ou G # 0; et du Lemme (4.4.14), on
obtient le resultat (1). Maintenant pour i > 1, si G; = 0, alors en prenant en compte
que A;(z) j =1,2,....,k — 1 sont des H- fonctions et Ay (z) n’est pas H- fonction
alors U (j =1,...,k) sont non admissible et Uj est admissible, (i € N); alors on
obtient que o (¢) = oo, une contradiction; d’ou G; # 0; et du Lemme( 4.4.14) on

obtient le résultat (2).

4.8 Preuve du Théoréme 4.2.4

Soit f # 0 une solution méromorphe de (4.1) ¢ (z) # 0 est une fonction méromorphe
dans le disque D satisfaisant o3 (¢) < 0 (A4p). Du Lemme (4.4.12), on obtient
o2 (f) > 0(Ap). Si G = 0, alors du Lemme (4.4.12), on a o2 (¢) > o (Ap), une
contradiction; d’ott G # 0; et du Lemme (4.4.14), on obtient le réultat (4.4) pour
i = 0. Maintenant pour i > 1, si G; = 0, alors d’apreés les Lemmes (4.4.12 ) et
4.4.13 ) on obtient 02 (¢) > o (Ap), contradiction; donc G; # 0; et du Lemme
4.4.14), on obtient le résultat (4.4).

(
(
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Conclusion

Pour étudier la croissance et 1’oscillation des solutions des équations différentielles
linéaires dans le plan complexe C ou dans le disque unité, en générale, on se base sur
la domination d’un coefficient, souvent le coefficient de f, par rapport aux autres
et donc plus les croissances des coefficients se rapprochent plus ’étude devient plus
difficile, excepté le cas ou les coefficients sont des polyndémes qui a été étudié par
Gundersen, Steinbart et Wang dans [20] ou ils ont donné toutes les valeures possibles
de l'ordre de la croissance des solutions. La plupart des cas étudiés est le cas ou
les coefficients sont de méme ordre; dans ce sens, on a pensé a étudier le cas ot les
coefficients sont de méme ordre et de méme type pour certaines classes d’équations
linéaires mais le probléeme dans sa généralité reste ouvert.

Dans cette derniére décennie, il y a une recherche active dans le disque unité
concernant, cette étude. Plusieurs chercheurs essayent d’étendre certains résultats
du plan complexe au disque unité. Il est constaté qu’il y a une grande ressemblance
entre les deux cas pour certaines propriétés. Dans ce sens, nous avons étudié, dans
le quatrieme chapitre, la croissance et 1’oscillation des solutions et leurs dérivées de
certaines classes d’équations différentielles linéaires dont les coefficients sont analy-
tiques ou méromorphes dans le disque unité et une comparaison a été faite entre
le plan complexe et disque unité. Parmi les difficultés qu’on trouve dans le disque
unité, contrairement en plan complexe, c’est le cas ot un coefficient autre que ce de
f domine les autres et en plus le théoréeme de Wiman-Valiron n’est pas applicable

dans le disque unité.
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