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Introduction

L�importance de l�étude de la relation entre la fonction et ses dérivées est ex-

plicite dans plusieurs problèmes physiques et d�autres; et à partir de là, la notion

des équations di¤érentielles est apparu. Historiquement, les équations di¤érentielles

sont apparues tout au début du développement de l�analyse, en général à l�occasion

de problèmes de mécanique ou de géométrie; et depuis, la théorie des équations

di¤érentielles joue un rôle essentiel aussi bien dans les divers domaines des math-

ématiques que dans les autres sciences. Si, dans les premières investigations, l�on

s�attachait surtout à en calculer les solutions d�une manière explicite au moyen de

fonctions déjà connues, très vite ce point de vue s�a¢ rma trop étroit. Il y a une

autre approche concernant l�étude de l�existence et l�unicité des solutions qui véri-

�ent certaines conditions. Puis cette notion et d�autres ont été étendu aux fonctions

complexe de la variable complexe depuis l�apparition des nombres complexe.

En 1925, la naissance de la théorie de R. Nevanlinna de la distribution des

valeurs d�une fonction méromorphe a donné des outils trés e¢ caces pour l�étude de

la croissance et l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires et non

linéaires dans le plan complexe. En 1968, Whitich (voir [38]) a montré que: toutes

les solutions de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A0 (z) f = 0

sont d�ordre �ni, si et seulement si, les coe¢ cients A0; :::; Ak�1 sont des polynômes.

Frei [16] a prouvé que si p est le plus grand indice tel que Ap est une fonction
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entière transcendante, alors il existe au plus p solutions linéairement independantes

d�ordre �ni. En 1982, La théorie de l�oscillation complexe des solutions des équations

di¤érentielles linéaires dans le plan complexe C a été introduite la première fois par

Bank et Laine [2]; ils ont étudié l�oscillation des équations di¤érentielles de la forme

f 00 +Af = 0 où A est une fonction entière; puis en 1983, ils ont étudié les zéros des

solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires de second ordre.

Dans ce travail, on s�intéresse à étudier la croissance, la distribution des zéros et

les point �xes des solutions de certaines classes d�équations di¤érentielles linéaires

dans le plan complexe et dans le disque unité.

Cette thèse est composée de quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré à

quelques dé�nitions, notions et notations de la théorie de R. Nevanlinna et la théorie

de Wiman-Valiron qui sont nécessaire pour notre travail. Le deuxième chapitre qui

est la première partie de notre travail consiste à étudier la croissance des solutions

des équations di¤érentielles linéaires sous la forme

f (k)+
�
Ak�1 (z) e

Pk�1(z)e�z
m

+Bk�1 (z)
�
f (k�1)+::::+

�
A0 (z) e

P0(z)e�z
m

+B0 (z)
�
f = 0;

où les coe¢ cients sont des fonctions entières de même ordre et de même type. Dans le

troisième chapitre, on étudit la croissance des solutions des équations nonhomogènes

sous la forme

f (k) +Bk�1 (z) e
Pk�1(z)e�z

m

f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)e�z

m

f = H (z) ;

où H (z) 6� 0 est une fonction entière. Le dernier chapitre est consacré à l�étude de

la croissance et la distribution des zéros des solutions et leurs dérivées de certaines

classes d�équations di¤érentielles linéaires dans le disque unité. Pour cela, on utilise

la version de la théorie de Nevanlinna dans le disque unité.

Ce travail a fait l�objet de trois publications [5, 6, 7].
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Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 [24, 31, 40] Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour

tout nombre complexe a; on désigne par n(t; a; f) le nombre des racines de l�équation

f (z) = a; situées dans le disque jzj � t; chaque racines étant comptée un nombre

de fois égal à son ordre de multiplicité et par n(t;1; f) le nombre de pôles de la

fonction f dans le disque jzj � t. Posons

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt+ n(0; a; f) log r; (1.1)

tel que a 6= 1

et

N(r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) log r: (1.2)
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N(r; a; f) est appelée la fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � r.

Elle caractérise la densité des zéros de l�équation f (z) = a dans le disque jzj � r.

m(r; a; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
1

jf(rei�)� ajd�; a 6=1; (1.3)

et

m(r;1; f) = m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f(rei�)�� d�; (1.4)

où

log+ x = max (ln x; 0) =

8<: lnx x > 0

0 0 < x � 1
(1.5)

pour tout x > 0 réel. m(r; a; f) est la fonction de proximité de la fonction f au

point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f): (1.6)

Exemple 1:

1. Pour la fonction f(z) = ez; on a8<: m (r; f) = r
�
;

N (r; f) = 0
=) T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =

r

�
:

2. Pour la fonction f(z) = e3z
4
; on a8<: m(r; f) = 3 r

4

�
;

N(r; f) = 0
=) T (r; f) = 3

r4

�
:

La proposition suivante contient quelques propriétés de log+ :
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Proposition 1.1.1 Soient � > 0; � > 0; �i > 0: On a les propriétés suivantes.

(a) log� � log+ � ,

(b) log+ � � log+ � pour � � �;

(c) log� = log+ �� log+ 1
�
;

(d) jlog�j = log+ �+ log+ 1
�
;

(e) log+

 
nY
i=1

�i

!
�

nP
i=1

log+ �i;

(f) log+
�

nP
i=1

�i

�
�

nP
i=1

log+ �i + log n;

Preuve 1.1.1 On va démontrer seulement (e) et (f) :

(e) Si
nY
i=1

�i � 1; alors l�inégalité est trivial Si
nY
i=1

�i > 1, alors ln+
 

nY
i=1

�i

!
=

ln

 
nY
i=1

�i

!
=

nP
i=1

ln�i �
nP
i=1

ln+ �i:

(f). De (e) on a

ln+

 
nX
i=1

�i

!
� ln+

�
nmax
1�i�n

�i

�
� lnn+ ln+

�
nmax
1�i�n

�i

�
� lnn+

nX
i=1

ln+ �i:

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevan-

linna

Théorème 1.2.1 [31, 24] Soient f une fonction méromorphe non constante et a 2

C: Soit le développement de Laurent de f (z)� a autour du point d�origine

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0;m 2 Z: (1.7)

Alors

T (r; a; f) = T (r;
1

f � a
) = T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ; (1.8)
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où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2: (1.9)

Pour la démonstration de ce théorème, on a besoin des résultats suivants.

Proposition 1.2.1 [24, 31, 40] Soit f une fonction méromorphe avec le développe-

ment de Laurent

f (z) =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0;m 2 Z: (1.10)

Alors

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
: (1.11)

1.3 Théorème de Jensen

Théorème 1.3.1 [31, 24] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) 6= 0;1:

Soient a1; :::; an les zéros et b1; b2; :::; bn les pôles de f , chacun étant compté avec son

ordre de multiplicité. Alors

ln jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� + X

0<jbj j�r

ln
r

jbjj
�

X
0<jaj j�r

ln
r

jajj
: (1.12)

Proposition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe avec a�point �1; �2; :::; �n
dans le disque jzj � r; tel que 0 < �1 � �2 < ::: � �n � r étant compté avec

son ordre de multiplicité. Alors

Z r

0

n (t; a; f)

t
dt =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt =

X
0<j�j j�r

ln
r

j�jj
(1.13)

Preuve:

On considère la fonction h (z) = f (z) z�m: Il est clair que h (0) 6= 0; et

m = n (0; 0; f)� n (0;1; f) :

6



En fait, si m > 0 alors

n (0; 0; f) = m et n (0;1; f) = 0:

Si m < 0 alors

n (0; 0; f) = 0 et n (0;1; f) = �m:

Si m = 0 alors

n (0; 0; f) = n (0;1; f) = 0:

Donc, les fonctions f et h ont les même zéros et même pôles dans 0 < jzj � r: Du

théorème de Jensen et la proposition 1.2.1 on a

ln jcmj = ln jh (0)j

=
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei�� r�m�� d� + X

0<jbj j�r

ln
r

jbjj
�

X
0<jaj j�r

ln
r

jajj

=
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� �m ln r +

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt

�
Z r

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� � [n (0; 0; f)� n (0;1; f)] ln r

+

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt�

Z r

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

=
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� + Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r

�
�Z r

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt+ n (0; 0; f) ln r

�
=

1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
:
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Preuve du Théorème 1.2.1.

1) Montrons le théorème pour a = 0: D�après la proposition 1.2.1, on a

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
;

D�après les propriétés de
�
ln+
�
; on obtient

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei���� d� � 1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf (rei�)jd� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= m (r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� T

�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� ln jcmj ;

avec ' (r; 0) = 0

2) Montrons le théorème pour a 6= 0: Posons h = f � a; alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
;

N (r; h) = N (r; f � a) = N (r; f) ;

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
;

de plus

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2:

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj

� ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln 2:
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En intégrant les deux membres de 0 à 2�, on trouve

m (r; h) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2:

m (r; f) � m (r; h) + ln+ jaj+ ln 2:

Posons

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) :

Alors

' j(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

D�après le 1ercas; on a

T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= T (r; h)� ln jcmj

= m (r; h) +N (r; h)� ln jcmj

= m (r; f) + ' (r; a) +N (r; f)� ln jcmj

= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) :

Ainsi

T (r; a; f) = T (r;
1

f � a
) = T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Remarque 1.3.1 [24, 31, 34] Le premier théorème fondamental peut être exprimé

comme suit

m(r; a; f) +N(r; a; f) = T (r; f) + �(r; a);

pour tout nombre complexe a 2 C; où �(r; a) = O(1) quand r ! +1:
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1.4 Propriétés de la fonction caractéristique de R.

Nevanlinna

Proposition 1.4.1 Soient fi (i = 1; :::; n) des fonctions méromorphes et a; b; c; d

des constantes complexes tels que ad� bc 6= 0. Alors

1)

T (r;
nY
i=1

fi) �
nX
i=1

T (r; fi); n � 1: (1.14)

2)

T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N�: (1.15)

3)

T (r;
nX
i=1

fi) �
nX
i=1

T (r; fi) + lnn: (1.16)

4)

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r; f) +O(1); f 6� �d

c
: (1.17)

Preuve:

1)

T (r;
nY
i=1

fi) = m

 
r;

nY
i=1

fi

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!
;

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
=

1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
 

nY
i=1

fi
�
rei�
�!����� d�

�
nX
i=1

m (r; fi) ;

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

Donc

T (r;
nY
i=1

fi) �
nX
i=1

T (r; fi):
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2) On a

a) jf jn � 1 () jf j � 1:

b) Si jf j � 1; alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

= N (r; fn) = nN (r; f) :

c) Si jf j > 1; alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

= nm (r; f) + nN (r; f)

= nT (r; f) :

3) On a

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
= m

 
r;

nX
i=1

fi

!
+N

 
r;

nX
i=1

fi

!
;

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
=

1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
 

nX
i=1

fi
�
rei�
�!����� d�

�
nX
i=1

1

2�

Z 2�

0

ln+
���fi �rei����� d� + lnn

�
nX
i=1

m (r; fi) + lnn:

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

Donc

T (r;

nX
i=1

fi) �
nX
i=1

T (r; fi) + lnn:

11



4) Pour c 6= 0. Soit

g =
af + b

cf + d
=
a
�
f + b

a

�
c
�
f + d

c

� = a

c

 
f + d

c
+ b

a
� d

c

f + d
c

!

=
a

c

 
1 +

bc�ad
ac

f + d
c

!
=
a

c

 
1 +

bc� ad

ac

 
1

f + d
c

!!
:

T (r; g) = T

 
r;
a

c
+
bc� ad

c2

 
1

f + d
c

!!

= T

 
r;
bc� ad

c2

 
1

f + d
c

!!
+O (1)

= T

 
r;

1

f + d
c

!
+O (1)

= T (r; f) +O (1) :

1.5 Ordre et l�hyper-ordre d�une fonction méro-

morphe et entière

Dé�nition 1.5.1 [31, 24] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

l�ordre de la croissance de f est dé�ni par

�(f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
:

On dit que la fonction f est d�ordre in�ni si

lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
= +1: (1.18)

Dé�nition 1.5.2 [31, 24] Soit f une fonction entière non constante; alors l�ordre

12



de f est dé�ni par

�(f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
= lim sup

r�!+1

log logM(r; f)

log r
; (1.19)

où

M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j : (1.20)

Dans le cas où l�ordre d�une fonction méromorphe est in�ni, on introduit une

autre notion qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelé l�hyper-

ordre et est dé�nie comme suivant.

�2(f) = lim sup
r�!+1

log log T (r; f)

log r
;

et pour une fonction entière, on a

�2(f) = lim sup
r�!+1

log log T (r; f)

log r
= lim sup

r�!+1

log log logM(r; f)

log r
:

Proposition 1.5.1 [31, 24] Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g ; (1.21)

et

� (fg) � max f� (f) ; � (g)g : (1.22)

Si � (g) < � (f), alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (1.23)

Exemple 2:

1. La fonction f(z) = ez; alors � (ez) = 1:

2. La fonction f(z) = eP (z), où p(z) = apz
p+ap�1z

p�1+:::+a0; T (r; f) � japj rp
�

,

alors �(f) = p:

13



3. La fonction f(z) = ee
z
, alors �

�
ee

z�
=1 et �2(f) = 1:

4. Soit f (z) = z4 + z +
ez

z3 � 1 ; alors � (f) = �

�
ez

z3 � 1

�
= � (ez) = 1:

1.6 Mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.6.1 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par

m(E) =

Z +1

0

�E(t)dt; (1.24)

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Dé�nition 1.6.2 La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est donnée

par

lm(F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt: (1.25)

Exemple 3:

1. E = [a; b] � [1;+1[; m(E) = b� a; lm(E) = ln b� ln a:

2. F = [e; e5] � [1;+1[; m(F ) =
R +1
1

�E(t)dt =
R e5
e
dt = e5 � e,

lm(F ) =
R +1
1

�E(t)
dt

t
=
R e5
e

dt

t
= 4:

1.7 Terme maximal et Indice central

Dé�nition 1.7.1 [25, 31] Soit f(z) =
+1X
n=0

anz
n une fonction entière. Il est clair

que si pour tout r > 0; la série
+1X
n=0

anz
n converge, alors pour tout r > 0 donné:

lim janj rn = 0;

et le terme maximal

� (r) = � (r; f) = max
n�0

janj rn (1.26)
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est bien dé�ni.

Dé�nition 1.7.2 [25, 31] On dé�nit l�indice central par

V (r) = V (r; f) = max
m�0

fm : jamj rm = � (r; f)g : (1.27)

Exemple 4:

1. Soit le polynôme p (z) = anz
n+an�1z

n�1+ :::+a0; an 6= 0: Pour r assez grand,

on a

� (r; p) = janj rn;

et

V (r; p) = n:

2. Soit f(z) = ez: On a f(z) =
+1X
n=0

1

n!
zn: Posons an = 1

n!
: On a

� (r; f) = max
n�0

janj rn = max
n�0

1

n!
rn:

Posons Un = janj rn =
1

n!
rn: Étudiant la monotonie de la suite Un. On a

Un+1
Un

=
r

n+ 1
:

Donc Un est décroissante si
Un+1
Un

< 1; c�est à dire n > [r] � 1; où le crochet

[:] désigne la partie entière. La suite (Un) est croissante si
Un+1
Un

> 1; c�est à

dire n < [r]� 1; d�où

� (r; f) =
1

[r]!
r[r];

et par suite

V (r; f) = [r] :

15



1.8 Théorème de Wiman-Valiron

Théorème 1.8.1 [25, 31] Pour toute fonction entière f 6� 0, il existe un ensemble

E0 � [1;+1) de mesure logarithmique �nie telle que pour tout q = 1; 2; :::; n on a

f (q)(zr)

f(zr)
= (1 + o (1))

�
V (r)

zr

�q
; (1.28)

quand r �! +1, jzj = r =2 E0, où zr est un point sur le cercle jzj = r qui satisfait

jf(zr)j =M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j ; 0 < r <1: (1.29)

1.9 Lemmes des dérivées logarithmiques

Parmi les résultats remarquables des dérivées logarithmiques les résultats suivants.

Lemme 1.9.1 [24] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un

entier positif. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f)))

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie.

Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

Lemme 1.9.2 [26] Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité et k � 1

un entier positif. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�
;

où r =2 E � (0; 1) de mesure logarithmique �nie,
R
E

dr
1�r <1.
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Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log

1

1� r

�
:
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Chapitre 2

Croissance des solutions des

équations di¤érentielles

homogènes à coe¢ cients fonctions

entières de même ordre et même

type

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de l�équation di¤érentielle

f 00 + e�zf 0 +Q (z) f = 0; (2.1)

où Q (z) est une fonction entière (voir [1, 16, 19, 33]). Dans [19], Gundersen a prouvé

que si degQ (z) 6= 1; alors toute solution non constante de l�équation (2.1) est d�ordre

in�ni. Chen a consideré le cas Q (z) = h (z) ebz; où h (z) est un polynôme non nul

et b 6= �1; voir [11]; plus précisément, il a prouvé que toute solution non triviale

f de l�équation (2.1) satisfait �2 (f) = 1: L�article [11] contient une discussion plus
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générale de l�équation sous la forme :

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = 0; (2.2)

où A1 6� 0 et A0 6� 0; sont des fonctions entières d�ordre inférieur à 1; et a; b des

nombres complexes constants. Il a prouvé que si ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb

(0 < c < 1), alors toute solution f (z) 6� 0 de l�équation(2:2) est d�ordre in�ni. Il a

aussi prouvé le résultat suivant:

Théorème 2.1.1 [11] Soient Aj (z) ( 6� 0) ; Dj (z) (j = 0; 1) des fonctions entières

avec � (Aj) < 1; � (Dj) < 1 (j = 0; 1) ; a; b des constantes complexes telles que

ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1) : Alors toute solution f (z) 6� 0 de

l�équation di¤érentielle

f 00 + (A1 (z) e
az +D1) f

0 +
�
A0 (z) e

bz +D0

�
f = 0;

est d�ordre in�ni.

Dans un autre travail, Chen a prouvé le résultat suivant.

Théorème 2.1.2 [12] Soient P (z) =
nP
i=0

aiz
i et Q (z) =

nP
i=0

biz
i des polynômes

non constants où ai; bi (i = 0; 1; :::; n) des constantes complexes, anbn 6= 0: Soient

A1 (z) 6� 0 et A0 (z) 6� 0 des fonctions entières . Supposons que l�une des deux

conditions suivantes est satisfait :

(i) arg an 6= arg bn ou an = cbn (0 < c < 1) ; � (Aj) < n (j = 0; 1)

(ii) an = cbn (c > 1) et deg (P � cQ) = m � 1; � (Aj) < m (j = 0; 1) :

Alors toute solution f (z) 6� 0 de l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0;

est d�ordre in�ni avec �2 (f) = n:
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Dans [22], Hamouda et Belaidi ont étudié l�équation di¤érentielle suivante:

w(n) + eaz
m

w0 +Q (z)w = 0

avec d�autres extensions y liées.

Dans ce chapitre, on va étudier les équations di¤érentielles sous la forme:

fk+
�
Ak�1 (z) e

Pk�1(z)e�z
m

+Bk�1 (z)
�
fk�1+ ::::+

�
A0 (z) e

P0(z)e�z
m

+B0 (z)
�
f = 0

(2.3)

où � 2 C� f0g et m � 2 un entier tel que max
j=0;:::;k�1

fdegPj (z)g < m:

Notation:

Pour P (z) = anz
n + :::+ a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré n � 1 et

z = rei�; on pose � (P; �) = � cosn� � � sinn�:

Théorème 2.1.3 [5] Soient � 2 C�; m � 2 un entier et P0 (z) ; :::; Pk�1 (z) des

polynômes non constants tel que max
j=0;:::;k�1

fdegPj (z)g < m; Aj (z) (6� 0) ; Bj (z) ;

(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières telles que � (Aj) < degPj (z) ; � (Bj) <

m (j = 0; :::; k � 1) : Supposons qu�il existe �1 < �2 tels que � (�zm; �) > 0; � (P0; �) >

0 et � (Pj; �) < 0 (j = 1; :::; k � 1) pour tout � 2 (�1; �2) : Alors toute solution f de

l�équation di¤érentielle (2.3) est d�ordre in�ni et n � �2 (f) � m, où n = degP0 (z).

Corollaire 2.1.1 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j des constantes complexes telles que an;j 6= 0 (j = 0; :::; k � 1) ;

arg an;j = arg an;1 (j = 2; :::; k � 1) et arg an;1 6= arg an;0; Aj (z) (6� 0) ; Bj (z) ;

(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières telles que � (Aj) < n; � (Bj) < m (j = 0; :::; k � 1) :

Alors toute solution non triviale f de l�équation di¤érentielle (2.3) est d�ordre in�ni

avec n � �2 (f) � m:

Exemple 1: Considérons l�équation di¤érentielle

f 000 +
�
A2 (z) e

z3ez
4

+B2 (z)
�
f 00 +

�
A1 (z) e

z2ez
4

+B1 (z)
�
f 0+
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�
A0 (z) e

zez
4

+B0 (z)
�
f = 0;

avec Aj (z) (6� 0) ; Bj (z) ; (j = 0; 1; 2) des fonctions entières telles que � (Aj) <

degPj (z) ; � (Bj) < 4:

P0 (z) = z , P1 (z) = z2; P2 (z) = z3 avec � (P0; �) = cos � ; � (P1; �) = cos 2�

; � (P2; �) = cos 3� et � (z4; �) = cos 4�

En prenant (�1; �2) �
�
3�
8
; �
2

�
; on obtient � (z4; �) > 0; � (P0; �) > 0 ,� (P1; �) < 0

et � (P2; �) < 0:

D�après le Théorème (2.1.3), toute solution f de cette équation di¤érentielle est

d�ordre in�ni et 1 � �2 (f) � 4:

Example 2: Considérons l�équation di¤érentielle:

f 000 +
�
A2 (z) e

zez
3

+B2 (z)
�
f 00 +

�
A1 (z) e

�iz2ez
3

+B1 (z)
�
f 0+

�
A0 (z) e

z2ez
3

+B0 (z)
�
f = 0:

On prend (�1; �2) �
�
3�
4
; 5�
6

�
. Du Théorème (2.1.3), toute solution f de cette

équation di¤érentielle est d�ordre in�ni et 2 � �2 (f) � 3:

Théorème 2.1.4 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j des constantes complexes tels que an;0 6= 0 et an;j = cjan;0 (0 < cj < 1)

(j = 1; :::; k � 1) ; Aj (z) ( 6� 0) ; Bj (z) ; (j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières telles

que � (Aj) < n; � (Bj) < m (j = 0; :::; k � 1) : Alors toute solution non triviale f

de l�équation di¤érentielle (2.3) est d�ordre in�ni et n � �2 (f) � m:

Du Corollaire( 2.1.1 ) et Théorème( 2.1.4), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j des constantes complexes tel que an;0 6= 0: Supposons qu�il existe

s 2 f1; :::; k � 1g tel que arg an;s 6= arg an;0 et pour tout j 6= 0; s; an;j satisfait an;j =
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cjan;0 (0 < cj < 1) ou bien arg an;j = arg an;s ; Aj (z) ( 6� 0) ; Bj (z) ; (j = 0; :::; k � 1) des

fonctions entières telles que � (Aj) < n; � (Bj) < m (j = 0; :::; k � 1) : Alors toute

solution non triviale f de l�équation di¤érentielle (2.3) est d�ordre in�ni et n �

�2 (f) � m:

Maintenant, on s�intéresse au cas où an;j ont des arguments di¤érents ou bien

an;j = cjan;0 (cj > 1) comme suivants.

Théorème 2.1.5 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j sont des constantes complexes tel que an;0 6= 0: Supposons qu�il

existe s 2 f1; :::; k � 1g tel que

arg (an;j � an;s) = ' 6= arg (an;0 � an;s) pout tous j 6= 0; s: (2.4)

Alors toute solution non triviale f de l�équation di¤érentielle (2.3) est d�ordre in�ni

et n � �2 (f) � m:

Example : Considérons l�équation di¤érentielle:

f (5)+A4 (z) e
(i+4)z2e�z

m

f (4)+A4 (z) e
iz2e�z

m

f 000+A4 (z) e
(i+2)z2e�z

m

f 00+A4 (z) e
(i+1)z2e�z

m

f 0+

A4 (z) e
z2e�z

m

f = 0:

Théorème 2.1.6 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j sont des constantes complexes tels que an;0 6= 0: Supposons qu�il

existe s 2 f1; :::; k � 1g tel que

an;j � an;s = cj (an;0 � an;s) (0 < cj < 1) (2.5)

pour tout j 6= 0; s: Alors toute solution non triviale f de l�équation di¤érentielle

(2.3) est d�ordre in�ni et n � �2 (f) � m:

Du Théorème (2.1.5) et Théorème (2.1.6), on obtient le Corollaire suivant.
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Corollaire 2.1.3 [5] Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non

constants où ai;j sont des constantes complexes telles que an;0 6= 0: Supposons qu�il

existe s 2 f1; :::; k � 1g et J � f1; :::; k � 1g � fsg tels que pour j 2 J on a la

condition (2.4) et pour j =2 J on a la condition (2.5). Alors toute solution non

triviale f de l�équation diférentielle (2.3) est d�ordre in�ni avec n � �2 (f) � m:

Théorème 2.1.7 [5] Soient Pj (z) (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non constants,

Aj (z) (6� 0) (j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières. Supposons que Pj (z) et Aj (z)

véri�ent les conditions de l�un des Théorèmes (2.1.3)-(2.1.4)-(2.1.5)-(2.1.6) ou Corol-

laires (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.3). Alors toute solution non triviale f de l�équation dif-

férentielle

f (k) + An�1 (z) e
Pk�1(z)e�z

m

f (k�1) + :::+ A0 (z) e
P0(z)e�z

m

f = 0; (2.6)

est d�ordre in�ni et �2 (f) = n ou �2 (f) = m:

Les démonstrations de ces théorèmes nécessitent les lemmes suivants.

2.2 Lemmes pour les démonstrations des théorèmes

Lemme 2.2.1 [18] Soient f une fonction méromorphe transcendante et � > 1.

Alors il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et une constante

M > 0 depend de � tel que pour tout � 2 [0; 2�) nE , il existe une constante R0 =

R0 (�) > 1 tel que, pour tout z véri�ant arg z = � and jzj = r > R0, on ait

����f (k) (z)f (z)

���� �M

�
T (�r; f)

(log� r)

r
log T (�r; f)

�k
; k 2 N:

Lemme 2.2.2 [18] Soient f une fonction méromorphe transcendante d�ordre �ni

�, et " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle, tel que pour tout z = rei� avec jzj su¢ sament grand et
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� 2 [0; 2�)� E, et pour tout k; j; 0 � j � k, on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
Lemme 2.2.3 [14] Soient Aj (j = 0; :::; k � 1) des fonctions méromorphes (non

toutes constantes) dans C et f une solution méromorphe de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0 + A0f = 0: (2.7)

Posons T (R) :=
k�1X
j=0

T (R;Aj). Alors, on a

logm (R; f) < T (R) flogR log T (R)g
 ;

où 
 > 1 est une constante réelle.

En utilisant Lemme( 2.2.3), on peut façillement prouver le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Soient Aj (z) (6� 0) (j = 0; :::; k � 1) des fonctions entière d�ordre

�nis. Si f est une solution de l�équation (2.7), alors �2 (f) � max
j=0;:::;k�1

f� (Aj)g :

Lemme 2.2.5 [11] Soient P (z) = anz
n + ::: + a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme

de degré n � 1 et A (z) (6� 0) une fonction entière avec � (A) < n. Posons f (z) =

A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cosn��� sinn�: Alors pour une certaine constante

donnée " > 0; il existe un ensemble H � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que

pour un certain � 2 [0; 2�) nH; où H = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble

�ni, il existe R > 0 tel que pour jzj = r > R; on a

(i) Si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng � jf (z)j � exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.8)

(ii) Si � (P; �) < 0; alors
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exp f(1 + ") � (P; �) rng � jf (z)j � exp f(1� ") � (P; �) rng : (2.9)

Lemme 2.2.6 [12] Soit f une fonction entière avec � (f) = +1 et �2 (f) =

� < +1; un ensemble E2 � [1;+1) de mesure logarithmique �nie. Alors il

existe une suite in�nie de points
�
zp = rpe

i�p
	
tel que jf (zp)j = M (rp; f) ; �p 2

[0; 2�) ; lim
p!1

�p = �0 2 [0; 2�) ; rp =2 E2; et pour � > 0; et rp !1; on a

exp
�
r���p

	
� � (rp) � exp

�
r�+�p

	
;

où � (r) est l�indice central de f:

2.3 Preuve du Théorème 2.1.3

De l�équation di¤érentielle (2.3), on a

��A0 (z) eP0(z) +B0 (z) e
��zm�� � ��e��zm�� ����f (k)f

����+ (2.10)

k�1X
j=1

��Aj (z) ePj(z) +Bj (z) e
��zm�� ����f (j)f

���� :
On suppose qu�il existe un secteur � 2 (�1; �2) tels que � (�zm; �) > 0; � (P0; �) > 0

et � (Pj; �) < 0 (j = 1; :::; k � 1) : D�après le Lemme (2.2.5), il existe R0 (�) > 0 tel

que pour jzj = r > R0; on a

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng �

��A0 (z) eP0(z) +B0 (z) e
��zm�� ; (2.11)

��Aj (z) ePj(z) +Bj (z) e
��zm�� � C1 (j = 1; :::; k � 1) : (2.12)

où C1 est une constante. Et d�après le Lemme (2.2.1), il existe un ensemble

E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et une constante M > 0 tel que, pour tout

� 2 [0; 2�) nE il existe R1 = R1 (�) > 1 tel que pour z véri�ant arg z = � et
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jzj = r > R1, on a ����f (j)f
���� � C2 [T (2r; f)]

2k (j = 1; :::; k) : (2.13)

En utilisant ( 2.11) ,( 2.12) et 2.13) dans ( 2.10), on obtient pour r > max fR0; R1g,

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng � C3 [T (2r; f)]

2k

quand r !1: Ce qui implique que

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� n

D�autre part, d�après le lemme (2.2.4), on obtient

�2 (f) � m: (2.14)

Finalement

n � �2 (f) � m:

2.4 Preuve du Corollaire 2.1.1

Soient Pj (z) =
nP
i=0

ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non constants où ai;j des

constantes complexes telles que an;j 6= 0 (j = 0; :::; k � 1) ; arg an;j = arg an;1 (j = 2; :::; k � 1)

et arg an;1 6= arg an;0 d�après ces conditions il existe �1 < �2 tels que pour tout

� 2 (�1; �2) ; � (�zm; �) > 0; � (P0; �) > 0 et � (Pj; �) < 0 (j = 1; :::; k � 1) et en

appliquant le Théorème (2.1.3), on obtient le résultat demandé.
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2.5 Preuve du Théorème 2.1.4

Soit m > n et an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; :::; k � 1) ; il existe un secteur S :

�1 � arg z � �2 tel que � (�zm; �) > 0 et � (Pj; �) = cj� (P0; �) > 0 (j = 1; :::; k � 1)

sur tout rayon arg z = � 2 S:

D�après le Lemme( 2.2.5), on a pour jzj = r su¢ samment grand,

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng �

��A0 (z) eP0(z) +B0 (z) e
��zm�� ; (2.15)

��Aj (z) ePj(z) +Bj (z) e
��zm�� � exp f(1 + ") c� (P0; �) rng ; (2.16)

où c = max fcjg :

En utilisant (2.15), (2.16) et (2.13) dans (2.10), pour r assez grand, on obtient:

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng � C2 [T (2r; f)]

2k [1 + exp f(1 + ") c� (P0; �) rng]

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng � C4 exp f(1 + ") c� (P0; �) rng [T (2r; f)]2k ; (2.17)

et donc

exp f(1� "� (1 + ") c) � (P0; �) rng � C4 [T (2r; f)]
2k : (2.18)

En prenant dans (2.18) " tel que 0 < " < 1�c
1+c

; et du lemme ( 2.2.4), on obtient

l�estimation

n � �2 (f) � m:

2.6 Preuve du Corollaire 2.1.2

Dans ce cas, il existe aussi �1 < �2 tels que � (�zm; �) > 0; � (P0; �) > 0 et � (Ps; �) < 0

pour tout � 2 (�1; �2) : On a

��As (z) ePs(z) +Bs (z) e
��zm�� � C5 (2.19)
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On va traiter deux cas.

Le premier cas.

Pour tout j, arg an;j = arg an;s: On a

��Aj (z) ePj(z) +Bj (z) e
��zm�� � C6: (2.20)

En utilisant (2.15), (2.20) , (2.19) et 2.13) dans (2.10), pour r su¢ samment

grand, on obtient

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng � C7 [T (2r; f)]

2k

Le deuxième cas.

an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) ; � (Pj; �) = cj� (P0; �) > 0 (j = 1; :::; k � 1) ; on a

(2.16).

En combinant (2.16), (2.19) avec (2.10), on obtient

exp f(1� ") � (P0; �) r
ng � C [T (2r; f)]2k ;

d�où

n � �2 (f) ;

Et d�après le Lemme (2.2.4), on obtient

n � �2 (f) � m:

2.7 Preuve du Théorème 2.1.5

Il existe �1 < �2 tels que � (�zm; �) > 0; � (P0 � Ps; �) > 0 et � (Pj � Ps; �) < 0

pour tout � 2 (�1; �2) : Donc pour r su¢ samment grand, on a

exp f(1� ") � (P0 � Ps; �) r
ng �

��A0 (z) eP0(z)�Ps(z) +B0 (z) e
��zm�Ps(z)

�� ; (2.21)
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��As (z) +Bs (z) e
��zm�Ps(z)

�� � jAs (z)j+
��Bs (z) e

��zm�Ps(z)
��

� exp
�
r�(As)+

"
2

	
+ exp f(1� ") � (��zm; �) rng

� exp f(1� ") � (��zm; �) rng exp
�
r�(As)+

"
2

	
� exp

�
r�(As)+"

	
et ��Aj (z) ePj(z)�Ps(z) +Bj (z) e

��zm�Ps(z)
�� � C7: (2.22)

De l�équation (2.3), on obtient

��A0 (z) eP0(z)�Ps(z) +B0 (z) e
��zm�Ps(z)

�� � ��e��zm�Ps(z)�� ����f (k)f
����+ (2.23)

k�1X
j=1

��Aj (z) ePj(z)�Ps(z) +Bj (z) e
��zm�Ps(z)

�� ����f (j)f
���� :

En substituant (2.21)-(2.22) et (2.13) dans (2.23), on obtient

exp f(1� ") � (P0 � Ps; �) r
ng � C8 exp

�
r�(As)+"

	
[T (2r; f)]2k :

ce que implique

n � �2 (f) ;

et aussi d�après le Lemme( 2.2.4), on trouve

n � �2 (f) � m:

2.8 Preuve du Théorème 2.1.6

Il existe �1 < �2 tels que � (�zm; �) > 0 et � (P0 � Ps; �) > 0 (j = 0; :::; k � 1) pour

tout � 2 (�1; �2) : Dans ce cas, d�aprés Lemme (2.2.5), pour r su¢ samment grand,
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on a

exp f(1� ") � (P0 � Ps; �) r
ng �

��A0 (z) eP0(z)�Ps(z) +B0 (z) e
��zm�Ps(z)

�� ; (2.24)

��As (z) +Bs (z) e
��zm�Ps(z)

�� � exp�r�(As)+"	 : (2.25)

Et pour j 6= 0; s

��Aj (z) ePj(z)�Ps(z) +Bj (z) e
��zm�Ps(z)

�� � exp f(1 + ") c� (P0 � Ps; �) r
ng ; (2.26)

où c = max fcjg :

En utilisant (2.24)-(2.26) et (2.13) dans (2.23), on obtient pour r assez grand,

exp f(1� ") � (P0 � Ps; �) r
ng �

C9 exp
�
r�(As)+"

	
exp f(1 + ") c� (P0 � Ps; �) r

ng [T (2r; f)]2k ;

et donc

exp f(1� "� (1 + ") c) � (P0 � Ps; �) r
ng � C9 exp

�
r�(As)+"

	
[T (2r; f)]2k : (2.27)

En prenant dans (2.27) " tel que 0 < " < 1�c
1+c

et du Lemme ( 2.2.4), on trouve

n � �2 (f) � m:

2.9 Preuve du Théorème 2.1.7

En prenant Bj (z) � 0 (j = 0; :::; k � 1) dans les Théorèmes (2.1.3), (2.1.4),( 2.1.5)

et ( 2.1.6), on obtient que toute solution f (z) 6� 0 de l�équation (2.6) est d�ordre

in�ni avec n � �2 (f) � m: Il nous reste seulement à démontrer que �2 (f) = m ou

�2 (f) = n: Pour cela , supposons le contraire i.e. n < �2 (f) < m et nous prouvons

que cela mène à une contradiction.
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D�après le théorème de Wiman-Valiron [36], il existe un ensemble E1 � (1;1)

de mesure logarithmique �nie tel que jzj = r =2 [0; 1] [ E1 et jf (z)j =M (r; f) on a

f (j) (z)

f (z)
=

�
� (r)

z

�j
(1 + o (1)) (j = 1; :::; k � 1) ; (2.28)

où � (r) est l�indice central de f (z) :

Soit �2 (f) = 
: Du Lemme (2.2.6), il existe une suite de points
�
zp = rpe

i�p
	

telle que jf (zp)j = M (r:f) ;= M (rp; f) ; �p 2 [0; 2�) ; lim
p!1

�p = �0 2 [0; 2�) ; rp =2

[0; 1] [ E1 [ E2; ( E2 est dé�nie comme dans Lemme ( 2.2.6 ) rp ! +1 et pour

" > 0 et rp su¢ samment grand, on a

exp
�
r
��p

	
� � (rp) � exp

�
r
+�p

	
: (2.29)

On peut écrire l�équation (2.6) sous la forme:

�f
(k)

f
=

�
Ak�1 (z) e

Pk�1(z)
f (k�1)

f
+ :::+ A0 (z) e

P0(z)

�
e�z

m

: (2.30)

En remplaçant (2.28) dans (2.30), on obtient:

��k (rp) (1 + o (1)) =
�
zpAk�1e

Pk�1�k�1 (rp) (1 + o (1)) + ::: (2.31)

+zk�1p A1e
P1� (rp) (1 + o (1)) + zkpA0e

P0
�
e�z

m
p :

Maintenant on va étudier trois cas séparemment:

Case 1. � (�zm; �0) =: � > 0: Pour p su¢ samment grand et de (2.29), on a

����k (rp) (1 + o (1))
�� � 2 exp�kr
+�p

	
: (2.32)

Du lemme (2.2.5) et en tenant en compte que 
 + � < m, on a, pour tout p assez

grand,

exp
�
(1� �) �rmp

	
�
���zpAk�1ePk�1�k�1 (rp) (1 + o (1)) + :::

�� (2.33)
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��+zk�1p A1e
P1� (rp) (1 + o (1)) + zkpA0e

P0
�
e�z

m
p
�� :

Combinons (2.32) et (2.33) avec (2.31), on trouve

exp
�
(1� �) �rmp

	
� exp

�
kr
+�p

	
;

une contradiction.

Case 2. � (�zm; �0) =: � < 0: Du (2.29), pour p assez grand, on a

1

2
exp

�
kr
��p

	
�
����k (rp) (1 + o (1))

�� ; (2.34)

et du Lemme ( 2.2.5), on obtient

���zpAk�1ePk�1�k�1 (rp) (1 + o (1)) + :::
�� (2.35)

��+zk�1p A1e
P1� (rp) (1 + o (1)) + zkpA0e

P0
�
e�z

m
p
�� � exp�(1� �) �rmp

	
:

La combinaison de (2.34) et (2.35) avec (2.31) donne l�inégalité suivante

1

2
exp

�
kr
��p

	
� exp

�
(1� �) �rmp

	
quand r ! +1; Ce qui est impossible .

Case 3. � (�zm; �0) = 0: Comme lim
p!1

�p = �0; alors pour p assez grand, on a

1

e
�
��e�zmp �� � e:

D�après le lemme (2.2.5), il existe � > 0 tel que:

�
zpAk�1e

Pk�1�k�1 (rp) (1 + o (1)) + :::

+zk�1p A1e
P1� (rp) (1 + o (1)) + zkpA0e

P0
�
e�z

m
p � exp

�
�rnp
	
�k�1 (rp) :
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La combinaison avec (2.31), donne l�inégalité suivante:

1

2
j� (rp)j � exp

�
�rnp
	
;

et avec

exp
�
r
��p

	
� j� (rp)j ;

quand r ! +1 et en tenant en compte que n < 
� �; à condition que � assez petit,

on trouve une contradiction.
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Chapitre 3

Croissance des solutions des

équations di¤érentielles non

homogènes à coe¢ cients fonctions

entières de même ordre et même

type

3.1 Introduction et résultats

Pour k � 2, on considère l�équation di¤érentielle linéaire sous forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A0(z)f = H (z) ; (3.1)

telles que A0 6� 0; :::; Ak�1; H 6� 0 sont des des fonctions entières.

Il est bien connu que toute solution de l�équation (3:1) est une fonction entière

aussi. Le cas où les coe¢ cients sont des polynômes a été étudié par Gundersen,

Steinbart et Wang dans [21] et si p est le plus grand entier tel que Ap est tran-

scendante , Frei dans [17] a prouvé qu�il existe au plus p solutions linéairement
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indépendante d�ordre �ni de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A0(z)f = 0: (3.2)

Plusieurs auteurs ont étudié le cas où les coe¢ cients ont le même ordre. Dans

[35] Tu et Yi ont étudié la croissance des solutions de l�équation di¤érentielle

homogène (3:2) quand la plupart des coe¢ cients ont le même ordre. Ensuite, Wang

et Laine on étendu ces résultats à l�équation di¤érentielle non homogène (3:1) en

prouvant le résultat suivant.

Théorème 3.1.1 [37] Supposons que Aj(z) = hj (z) e
Pj(z) (j = 0; :::; k � 1) ; où

Pj (z) = anjz
n + ::::: + a0j des polynômes de degré n � 1; hj (z) des fonctions

entières d�ordre inférieur de n; non toutes nulles, et H (z) 6� 0 est une fonction

entière d�ordre inférieur de n: Si anj (j = 0; :::; k � 1) des constantes complexes dis-

tinctes , alors toute solution de l�équation di¤érentielle (3:1) est d�ordre in�ni.

Huang et Sun ont prouvé le résultat suivant:

Théorème 3.1.2 [30] Soit Aj(z) = Bj (z) e
Pj(z) (j = 0; :::; k � 1) ;où Bj (z) des

fonctions entières, Pj (z) des polynômes non constants avec deg (Pj (z)� Pi (z)) � 1

et max f� (Bj) ; � (Bi)g < deg (Pj (z)� Pi (z)) (i 6= j). Alors toute solution tran-

scendante f de (3:2) satisfait � (f) =1.

Dans le deuxième chapitre, on a étudié la croissance des solutions de certaines

équations di¤érentielles linéaires homogènes à c�¢ cients entières de même ordre et

de même type

f (k)+
�
Ak�1(z)e

Pk�1(z)e�z
m

+Bk�1(z)
�
f (k�1)+ :::+

�
A0(z)e

P0(z)e�z
m

+B0(z)
�
f = 0;

où � 2 C�f0g ; m � 2 un nombre entier et maxj=0;:::;k�1 fdegPj (z)g < m; Aj; Bj

(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières d�ordre inférieur de m:
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Dans ce chapitre, on essaye d�étendre l�étude aux équations di¤érentielles linéaires

non homogènes sous la forme

f (k) +Bk�1 (z) e
Pk�1(z)e�z

m

f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)e�z

m

f = H (z)

et on va étudier la croissance des solutions où ajn (j = 0; :::; k � 1) sont égaux

avec Pj (z) = ajnz
n + :::::+ aj0 des polynômes de degré n � 1 et H (z) 6� 0 est une

fonction entière. En e¤et, on a établit les résultats suivants.

Théorème 3.1.3 [6] On considère l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +Bk�1 (z) e
Pk�1(z)e�z

m

f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)e�z

m

f = H (z) ; (3.3)

où � 6= 0 un nombre complexe; m � 2 un nombre entier, Pj (z) = anjz
n +

::: + a0j (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non constants tels que n < m; B0 6�

0; :::; Bk�1; H 6� 0 sont des fonctions entières d�ordre inférieur de n: Si l�une des

conditions suivantes

(1) anj (j = 0; :::; k � 1) des nombres complexes distinctes.

(2) Il existent s; t 2 f0; 1; :::; k � 1g tels que arg ans 6= arg ant et pour tout j 6=

s; t anj = cjans ou anj = cjant avec 0 < cj < 1; BsBt 6� 0;

est véri�ée, alors toute solution de l�équation di¤érentielle (3:3) est d�ordre in�ni.

Corollaire 3.1.1 [6] On considère l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +Bk�1 (z) e
�z3+ak�1z2+bk�1zf (k�1) + :::+B0 (z) e

�z3+a0z2+b0zf = H (z)

où � 2 C�f0g ; aj des nombres complexes distinctes (ou satisfait la condition (2) de

Théorème (3.1.3) et B0 6� 0; :::; Bk�1; H 6� 0 des fonctions entières d�ordre inférieur

à 2 . Alors toute solution f de cette équation di¤érentielle est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.4 [6] Soient Aj(z) = Bj (z) e
Pj(z) (j = 0; :::; k � 1) ; où Bj (z) des

fonctions entières, Pj (z) des polynômes non constants avec deg (Pj (z)� Pi (z)) � 1
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et max f� (Bj) ; � (Bi)g < deg (Pj (z)� Pi (z)) (i 6= j) ; et soit H (z) 6� 0 une fonc-

tion entière d�ordre inférieur de 1: Alors toute solution f de l�équation di¤érentielle

(3:1) est d�ordre in�ni.

Exemple 3.1.1 On considère l�équation di¤érentielle linéaire

f (4) +B3 (z) e
z2+zf (3) +B2 (z) e

2z2+zf (2) +B1 (z) e
2z2+izf

0
+B0 (z) e

z2+izf = H (z)

où B0 6� 0; B1;B2; H 6� 0 des fonctions entières d�ordre inférieur 1 . Alors par le

théorème (3.1.4 ) toute solution f de cette équation di¤érentielle est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.5 [6] Soient Aj (z) = Bj (z)Pj

�
eR(z)

�
+Gj (z)Qj(e

�R(z)) pour j =

0; 1; :::; k�1 où P
j
(z); Qj(z) et R(z) = cdz

d+:::+c1z+c0 (d � 1) sont des polynômes

et soient Bj (z) ; Gj (z) ; H (z) 6� 0 des fonctions entières d�ordre inférieur de d.

Supposons que B0 (z)P0 (z) +G0 (z)Q0(z) 6� 0 et il existe s (0 � s � k � 1) tel que

pour tout j 6= s; degPs > degPj et degQs > degQj: Alors toute solution f de

l�équation di¤érentielle (3:1) est d�ordre in�ni.

Exemple 3.1.2 D�après Théorème (3.1.5), toute solution f de l�équation

f 00 + sin
�
2z2
�
f
0
+ cos

�
z2
�
f = sin (z)

est d�ordre in�ni.

Remarque 3.1.1 Belaidi et Habib ont établi dans [4] des résultats similaires mais

sous d�autres conditions.

3.2 Lemmes pour les démonstrations des théorèmes

Pour la démonstration on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 [19] Soient f une fonction méromorphe transcendante d�ordre �ni

�, et " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0; 2�) de
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mesure linéaire nulle, tel que pour tout z = rei� avec jzj su¢ sament grand et

� 2 [0; 2�)� E, et pour tout k; j; 0 � j � k, on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
Lemme 3.2.2 [13] Soient P (z) = anz

n + :::; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de

degré n � 1 et A (z) ( 6� 0) une fonction entière avec � (A) < n. Posons f (z) =

A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cosn��� sinn�: Alors pour une certaine constante

donnée " > 0; il existe un ensemble H � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que

pour un certain � 2 [0; 2�) nH; où H = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble

�ni, il existe R > 0 tel que pour jzj = r > R; on a

(i) Si � (P; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (P; �) rng � jf (z)j � exp f(1 + ") � (P; �) rng ;

(ii) Si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng � jf (z)j � exp f(1� ") � (P; �) rng :

Lemme 3.2.3 [30] Soient n � 2 et Aj (z) = Bj (z) e
Pj(z) (1 � j � n) ; où Bj (z)

une fonction entière et Pj (z) un polynôme non constant. Supposons que deg (Pj (z)� Pi (z)) �

1, max f� (Bj) ; � (Bi)g < deg (Pj (z)� Pi (z)) pour tout i 6= j. Alors il existe un

ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour toute constante donnée

M > 0 et z = rei�; � 2 [0; 2�)� (H1 [H2), On ait pour tout j 6= s;

��Aj �rei���� jzjM
jAs (rei�)j

! 0; quand r !1;

où H2 = f� 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = 0 ou � (Pi � Pj; �) = 0; i 6= jg un ensemble �ni.

Lemme 3.2.4 [37] Soit f (z) une fonction entière et supposons que G (z) =
log+

��f (k) (z)��
jzj�

nonbornée sur un rayon argz = � avec la constante � > 0. Alors il existe une suite

38



in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; :::) ; où rn !1, tel que G (zn)!1 et��f (j) (zn)��

jf (k) (zn)j
� 1

(k � j)!
(1 + o (1)) rk�jn ; j = 0; 1; :::; k � 1;

quand n!1:

Lemme 3.2.5 [37] Soit f (z) une fonction entière d�ordre �ni � (f). Supposons

qu�il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+jf
�
rei�
�
j �

Mr� pour tous rayon arg z = � 2 [0; 2�) nE, oùM est une constante positive depend

de �, et � une constante positive indépendente de �. Alors � (f) � �:

Lemme 3.2.6 [41] Supposons que f1 (z) ; f2 (z) ; :::; fn (z) (n � 2) sont des fonc-

tions méromorphes linéairement indépendantes et g1 (z) ; g2 (z) ; :::; gn (z) des fonc-

tions entières véri�ant les conditions suivantes:

(i)
nX
j=1

fj (z) e
gj(z) � 0:

(ii) gj (z)� gk (z) non constant pour 1 � j < k � n:

(iii) Pour 1 � i � n; 1 � j < k � n;

T (r; fj) = o
�
T
�
r; egj(z)�gk(z)

�	
; (r !1; r =2 E)

où E un ensemble de mesure linéaire �ni .

Alors fj � 0; 1 � j � n:

3.3 Preuve du Théorème 3.1.3

Supposons le contraire c�est à dire que l�équation (3.3) admet une solution f d�ordre

� (f) �ni (� (f) = � <1).

1. Montrons que � � n :

Supposons le contraire � < n et montrons une contadiction.
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On peut écrire l�équation (3.3) sous forme

�
Bk�1 (z) e

Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)f

�
e�z

m

= H (z)� fk: (3.4)

� Montrons d�abord que Bk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e

P0(z)f 6= 0

Maintenant de la condition (1) du théorème et l�application de Lemma (3.2.6),

si Bk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + ::: + B0 (z) e

P0(z)f � 0; on obtient que B0 (z) f �

0 et comme B0 (z) 6� 0; alors f � 0; ce qui implique que H (z) � 0; c�est une

contradiction.

� Comme Bk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e

P0(z)f 6� 0:

Alors l�ordre de
�
Bk�1 (z) e

Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)f

�
e�z

m
égale m et

l�ordre
�
H (z)� fk

�
inférieur de n; ceci contredit le fait que n < m:

On obtient �nalement

� (f) = � � n

� Et pour la condition (2), par l�appliquation du lemme (3.2.6) nous avons au

moins deux termes linéairement independants:

Bs (z) f
(s)ePs(z) +Bt (z) f

(t)ePt(z) +

pX
u=1

Gue
cjuPs(z) +

qX
v=1

Lve
civPt(z) � 0

Du lemme (3.2.6), Bs (z) f
(s) � 0; et comme Bs (z) 6� 0; alors f (s) � 0 et f (k) � 0;

ce qui implique que H (z) � 0; une contradiction.

Donc

Bs (z) f
(s)ePs(z) +Bt (z) f

(t)ePt(z) +

pX
u=1

Gue
cjuPs(z) +

qX
v=1

Lve
civPt(z) 6� 0:

Par le même raisonnement on obtient � (f) = � � n:
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D�après le Lemme (3.2.1), il existe, pour une constante donnée " (0 < " < 1) ; un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si  2 [0; 2�) nE1;alors��f (j) (z)��
jf (i) (z)j � jzj

k� ; 0 � i < j � k (3.5)

quand z !1 le long arg z =  .

Notons E2 = f� 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = 0; 0 � j � kg[

f� 2 [0; 2�) : � (Pj � Pi; �) = 0; 0 � i < j � kg[f� 2 [0; 2�) : � (�zm; �) = 0g, comme

E2 un ensemble �ni. Supposons que Hj � [0; 2�) est l�ensemble exceptionnel du

lemme( 3.2.2) à Aj (z) = Bj (z) e
�zm+Pj(z) (j = 0; :::; k � 1) : Alors E3 = [k�1j=0Hj de

mesure linéaire nulle. Soit l�ensemble E = E1 [ E2 [ E3: Prenant arg z =  2

[0; 2�)� E:

On a deux cas à traiter :

Case (i): � = � (�zm;  ) < 0:

D�après le lemme (3.2.2), pour une constante donnée " (0 < " < 1) on a

jAj (z)j � exp f(1� ") �rmg : (3.6)

Maintenant, on prouve que
log+

��f (k) (z)��
jzj�(H)+"

est bornée sur le rayon arg z =  0: Sup-

posons le contraire. D�après le lemma (3.2.4), il existe une suite in�nie de points

zi = rie
i� (i = 1; 2; :::), tel que ri !1 quand i!1, on a

log+
��f (k) (zi)��

jzij�(H)+"
!1 (3.7)

et ��f (j) (zi)��
jf (k) (zi)j

� (1 + o (1)) rk�ji ; j = 0; 1; :::; k � 1: (3.8)

De (3.7) et en vertu de la dé�nition d�ordre � (H), il est facile d�obtenir���� H (zi)f (k) (zi)

����! 0 (3.9)
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quand zi !1. De l�équation (3.3), on obtient

1 � jAk�1 (zi)j
����f (k�1) (zi)f (k) (zi)

����+ :::+ jA0 (zi)j
���� f (zi)f (k) (zi)

����+ ���� H (zi)f (k) (zi)

���� : (3.10)

Utilisons (3.6)-(3.9) dans (3.10), on obtient

1 � rki expf(1� ") �rmi g:

Ce qui est impossible comme � < 0: Par conséquent
log+jf (k) (zi) j
jzij�(H)+"

est borné sur le

rayon arg z =  : Supposons que
log+jf (k) (zi) j
jzij�(H)+"

�M1 (M1 une constante) et donc

jf (k) (z) j �M1 expfr�(H)+"g: (3.11)

Utilisons l�inégalité triangulaire et sachons l�égalité

f (z) = f (0) + f 0 (0) z + :::+
1

(k � 1)!f
(k�1) (0) zk�1 +

zZ
0

:::

�1Z
0

f (k) (�) d�d�1:::d�k�1;

et (3.11), on obtient

jf (z)j � (1 + o (1)) rkjf (k) (z) j � (1 + o (1))M1r
k expfr�(H)+"g � expfr�(H)+2"g;

(3.12)

pour tout rayon arg z =  2 [0; 2�)� E:

Case (ii) : � = � (�zm;  ) > 0.

Passons au cas �j = � (Pj;  ) :

1. Pour la condition (1), comme anj (j = 0; :::; k � 1) sont des nombres complexes

distinctes, il existe s 2 f0; 1; 2:::; k � 1g tel que �s > �j pour tous j 6= s:

2. Pour la condition (2), soit �0 = max f�s; �tg et on peut supposer que �0 = �s:
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Dans les deux cas, nous avons

����Aj (z)As (z)

���� jzjM ! 0; et
jzjM

jAs (z)j
! 0; (3.13)

quand jzj ! 1; pour tous M > 0: Supposons que
log+

��f (s) (z)��
jzj�(H)+"

est non

borné pour le rayon arg z =  : Alors du lemme (3.2.4), il existe une suite

in�nie de points zi = rie
i , tels que ri !1, et

log+
��f (s) (zi)��

jzmj�(H)+"
!1; (3.14)

et ��f (j) (zi)��
jf (s) (zi)j

� (1 + o (1)) rs�ji ; j = 0; 1; :::; s� 1: (3.15)

Du (3.14) et en vertu de la dé�nition d�ordre de � (H), il est facile d�obtenir���� H (zi)f (s) (zi)

����! 0 (3.16)

quand ri !1.

On peut réécrire (3.3) de la forme:

1 � 1

jAs (zi)j

����f (k) (zi)f (s) (zi)

����+ ����f (k�1) (zi)f (s) (zi)

���� jAk�1 (zi)jjAs (zi)j
+ ::: (3.17)

+

����f (s+1) (zi)f (s) (zi)

���� jAs+1 (zi)jjAs (zi)j
+

����f (s�1) (zi)f (s) (zi)

���� jAs�1 (zi)jjAs (zi)j
+ :::

+

���� f (zi)f (s) (zi)

���� jA0 (zi)jjAs (zi)j
+

1

jAs (zi)j

���� H (zi)f (s) (zi)

���� ;
et l�utilisation de (3.5), (3.13), (3.15) et (3.16) dans (3.17) une contradiction suit

quand zi !1: Alors
log+jf (s) (zi) j
jzij�(H)+"

est borné et nous avons :

jf (s) (z) j �M2 expfr�(H)+"g sur le rayon arg z =  : Cela implique, comme dans

le Cas (i), que

jf (z)j � expfr�(H)+2"g:
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Nous concluons que dans tous les cas nous avons

jf (z)j � expfr�(H)+2"g

sur tout rayon arg z =  2 [0; 2�) � E; à condition que r assez grand. Alors du

Lemme (3.2.5), � (f) � � (H) + 2" < n (0 < 2" < n� � (H)) ; ce qui est impossible

D�où, toute solution de (3.3) est d�ordre in�ni.

3.4 Preuve du Théorème 3.1.4

Nous supposons contrairement à l�assertion que f une solution de (3:1) d�ordre

�ni � (f) = � <1:

Premièrement nous prouvons que � � 1: En e¤et, si � < 1 alors nous aurons la

contradiction suivante.

De l�équation (3.1), On peut écrire

Bk�1 (z) e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e

P0(z)f = H (z)� f (k): (3.18)

Par le même raisonnement de la preuve du Theorème ( 3.1.3), nous obtenons

que l�ordre du premier membre
�
Bk�1 (z) e

Pk�1(z)f (k�1) + :::+B0 (z) e
P0(z)f

�
est

supérieur ou égale à 1 et l�ordre du second membre
�
H (z)� f (k)

�
est inférieur

à 1, une contradiction. Par conséquent � � 1:

En prenant arg z =  2 [0; 2�) � E où E de mesure linéaire nulle et �j =

� (Pj;  ) (j = 0; :::; k � 1) : D�après Lemme (3.2.3), il existe s 2 f0; 1; 2:::; k � 1g

tels que pour j 6= s; M > 0; nous avons����Aj (z)As (z)

���� jzjM ! 0; quand z !1: (3.19)

On va traiter deux cas:
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Case (i): �s > 0: Dans ce cas nous avons aussi

1

jAs (z)j
jzjM ! 0; quand z !1: (3.20)

Montrons que
log+

��f (s) (z)��
jzj�(H)+"

est bornée sur le rayon arg z =  : Supposez que ce

n�est pas le cas. Alors par lemme (3.2.4), il existe une suite in�nie de points

zi = rie
i 0, tels que ri ! 1, et par (3.14), (3.15), (3.16) . Comme dans la preuve

du Théorème (3.1.3), en utilisant, (3.17) nous obtenons une contradiction. Par

conséquent ,
log+

��f (s) (z)��
jzj�(H)+"

est bornée et donc nous concluons que

jf (z)j � expfr�(H)+2"g: (3.21)

Case (ii): �s < 0: On remarque dans ce cas �j < 0 pour tous j et on a :

jAj (z)j � exp
�
(1� ") �jr

dj
	
;

où dj = deg (Pj) ; ce qui implique

jAj (z)j jzjM ! 0; quand z !1:

Nous utilisons le même raisonnement comme au cas (i) dans la preuve du Théorème

(3.1.3), nous prouvons que
log+

��f (s) (z)��
jzj�(H)+"

est bornée sur le rayon arg z =  et nous

concluons que

jf (z)j � expfr�(H)+2"g:

Alors d�après le lemme (3.2.5), � (f) � � (H) + 2" < 1 (0 < 2" < 1� � (H)) ; une

contradiction. Donc, chaque solution de l�équation (3.1) est d�ordre in�ni.
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3.5 Preuve du Théorème 3.1.5

Supposons que f une solution de (3.1) est d�ordre � (f) = � < 1: Par le même

raisonnement du Théorème (3.1.4) et prenons en compte la suppositionB0 (z)P0 (z)+

G0 (z)Q0(z) 6� 0 et l�existenc de s (0 � s � k � 1) tels que pour j 6= s; degPs >

degPj et degQs > degQj; nous prouvons que � � d:

Posons � (R; �) = Re
�
cde

id�
�
et

P
j

�
eR(z)

�
= ajmj

emjR(z) + aj(mj�1)e
(mj�1)R(z) + :::+ aj1e

R(z) + aj0;

Q
j

�
e�R(z)

�
= bjnje

�njR(z) + bj(nj�1)e
�(nj�1)R(z) + :::+ bj1e

�R(z) + bj0:

D�après le lemme (3.2.2), c�est facile d�obtenir :

(i) Si � (R; �) > 0; Alors

exp
�
(1� ")mj� (R; �) r

d
	
� jAj (z)j � exp

�
(1 + ")mj� (R; �) r

d
	
; (3.22)

(ii) Si � (R; �) < 0; Alors

exp
�
� (1� ")nj� (R; �) r

d
	
� jAj (z)j � exp

�
� (1 + ")nj� (R; �) rd

	
: (3.23)

En prenant arg z =  2 [0; 2�)�E où E de mesure linéaire nulle. Nous prouvons

que
log+

��f (s) (z)��
jzj�(H)+"

est bornée sur le rayon arg z =  : Supposons le contraire. Alors

d�après le lemme (3.2.4), il existe une suite in�nie de points zi = rie
i 0, tels que

ri !1, et (3.14), (3.15), (3.16).
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De l�équation (3.1) on peut écrire

jAs (zi)j �
����f (k) (zi)f (s) (zi)

����+ jAk�1 (zi)j ����f (k�1) (zi)f (s) (zi)

����+ ::: (3.24)

+ jAs+1 (zi)j
����f (s+1) (zi)f (s) (zi)

����+ jAs�1 (zi)j ����f (s�1) (zi)f (s) (zi)

����+ :::

+ jA0 (zm)j
���� f (zi)f (s) (zi)

����+ ���� H (zi)f (s) (zi)

���� :
Si � (R; �) > 0; alors en utilisant (3.14), (3.15), (3.16) et (3.22) dans (3.24), on

obtient

exp
�
(1� ")ms� (R; �) r

d
i

	
� rMi exp

�
(1 + ") (ms � 1) � (R; �) rdi

	
;

où M > 0 une constante. Une contradiction suit en prenant 0 < " < 1
2ms�1 :

Si � (R; �) < 0; en utilisant (3.23) au lieu de (3.22) dans (3.24), on obtient

exp
�
� (1� ")ns� (R; �) r

d
	
� rMi exp

�
� (1 + ") (ns � 1) � (R; �) rdi

	
;

on trouve une contradiction en prenant 0 < " < 1
2ns�1 : Par conséquent

log+
��f (s) (z)��

jzj�(H)+"
est bornée sur tous rayon arg z =  2 [0; 2�)� E et nous concluons que:

jf (z)j � expfr�(H)+2"g:

Alors d�après le lemme (3.2.5), � (f) � � (H) + 2" < d (0 < 2" < d� � (H)) ; une

contradiction. Donc, toute solution de (3.1) est d�ordre in�ni.
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Chapitre 4

Exposant de convergence de

f (i) � ' concernant les équations

di¤érentielles linéaires dans le

disque unité

4.1 Introduction

Considérons l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0 (4.1)

où Aj (z) des fonctions entières ou méromorphes dans le plan complexe.

Récemment Xu, Tu et Zheng ont étudié la croissance et la distribution des zeros

de f (i) � ' où f 6� 0 est une solution de l�equation (4.1) et ' est une fonction

négligeable devant f au voisinage de 1:

Théorème 4.1.1 [39] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières d�ordre

�ni avec l�une des deux conditions suivantes:

(i) max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) <1;
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(ii) 0 < � (Ak�1) = :::� (A1) = � (A0) < 1 et max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g =

� 1 < � (A0) = � ,

Alors toute solution f 6� 0 de l�equation (4.1) et pour toute fonction entière ' (z) 6� 0

satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2 (f � ') = �2 (f
0 � ') = �2 (f

00 � ') = �2
�
f (i) � '

�
= �2 (f) = � (A0) (i 2 N) :

Théorème 4.1.2 [39] Soient Aj (z) (j = 1; 2; :::; k � 1) des polynomes, A0 (z) une

fonction entière transcendante, alors pour toute solution f 6� 0 de l�équation (4.1)

et pour toute fonction entière ' (z) d�ordre �ni, on a

(i) � (f � ') = � (f � ') = � (f) =1;

(ii) �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
=1 (i � 1; i 2 N) :

Théorème 4.1.3 [39] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes

satisfaisantmax f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) et � (1; A0) = lim inf
r!+1

m(r;A0)
T (r;A0)

>

0. Alors, pour toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (4.1) et pour toute

fonction méromorphe ' (z) 6� 0 satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
� � (A0) (i 2 N) ; où f (0) = f .

Dans [8], Bouabdelli et Belaidi ont obtenus le résultat suivant:

Théorème 4.1.4 [8] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières d�ordre

p-itératif �nis avec i (A0) = p (0 < p <1) et l�une des deux conditions suivantes:

(i) max f�p (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < �p (A0)

(ii)max f�p (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < �p (A0) = � (0 < � <1) et

max f� p (Aj) : �p (Aj) = �p (A0)g < � p (A0) = � (0 < � <1),

Alors toute solution f 6� 0 de l�equation (4.1) et pour toute fonction entière ' (z) 6� 0

satisfaisant �p+1 (') < �p (A0), on a

�p+1
�
f (i) � '

�
= �p+1

�
f (i) � '

�
= �p+1 (f) = �p (A0) (i 2 N) :
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Dans ce chapitre, on s�intéresse à cette investigation mais dans le dique unité.

Avant d�énoncer nos résultats; nous donnons quelques dé�nitions et notations.

4.2 Quelques dé�nitions et Notations

4.2.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction méromorphe

et analytique dans le disque unité

Dé�nition 4.2.1 [26] Soit f une fonction analytique non constante dans le dique

unité D = fz 2 C : jzj < 1g. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respec-

tivement par

�M (f) = lim sup
r!1�

log+ log+M (r; f)

� log (1� r)
;

�M;2 (f) = lim sup
r!1�

log+ log+ log+M (r; f)

� log (1� r)
;

où M (r; f) = max fjf (z)j : jzj = rg : Si f est une fonction méromorphe sur D.

Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim sup
r!1�

log+ T (r; f)

� log (1� r)
;

�2 (f) = lim sup
r!1�

log+ log+ T (r; f)

� log (1� r)
;

où T (r; f) est la fonction charactéristique de R. Nevanlinna de la fonction f:

Tsuji a montré que si f est une fonction analytique sur D: Alors on a l�inégalité

� (f) � �M (f) � � (f) + 1:

Par exemple, la fonction f (z) = exp
�

1

(1� z)�

�
; (� � 1) ; satisfait � (f) = ��1

et �M (f) = �:
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Évidemment, nous avons

� (f) <1 si et seulement si �M (f) <1:

Remarque: Si f est analytique dans D, alors d�après la [31, Proposition 2.2.2].

on a �M;2 (f) = �2 (f) :

4.2.2 Espace de Hardy H1
q

Dé�nition 4.2.2 [27] Soit f une fonction analytique dans le disque unité D et soit

q 2 [0;1) : On dit que f est de l�espace de Hardy H1
q si

sup
z2D

�
1� jzj2

�q jf (z)j <1;
et on dit que f est de H-fonction si f 2 H1

q pour certain q 2 [0;1).

Dé�nition 4.2.3 [27] Une fonction méromorphe f dans le disque unité est dite

admissible si

lim sup
r!1�

T (r; f)

� log (1� r)
=1

et non admissible si

lim sup
r!1�

T (r; f)

� log (1� r)
<1:

4.2.3 Exposant de convergence d�une fonction méromorphe

dans le disque unité

Lemme 4.2.1 [29] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On

dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f re-

spectivement par

� (f) = lim
r!1�

logN
�
r; 1

f

�
log 1

1�r
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�2 (f) = lim
r!1�

log logN
�
r; 1

f

�
log 1

1�r

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n(t; 1
f
)� n(0; 1

f
)

t
dt+ n(r;

1

f
) log r

tel que n(t; 1
f
) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

jzj � r:

Lemme 4.2.2 [29] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On

dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction

f respectivement par

� (f) = lim
r!1�

logN
�
r; 1

f

�
log 1

1�r

�2 (f) = lim
r!1�

log logN
�
r; 1

f

�
log 1

1�r

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n(t; 1
f
)� n(0; 1

f
)

t
dt+ n(r;

1

f
) log r

tel que n(t; 1
f
) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le

disque jzj � r:

4.2.4 Le Type d�une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Dé�nition 4.2.4 [26, 32] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité

d�ordre � (f) = � (0 < � <1). On dé�nit le type de f par

� (f) = lim
r!1�

T (r; f)�
1
1�r
�� = lim

r!1�
(1� r)� T (r; f) :

Dé�nition 4.2.5 [32] Soit f une fonction analytique dans le disque unité d�ordre
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�M (f) = �M (0 < �M <1). On dé�nit le type de f par

�M (f) = lim
r!1�

T (r; f)�
1
1�r
��M :

4.3 Résultats

Pour l�étude de la croissance et la distribution des zéros de f (i)�' où f 6� 0 est une

solution de l�equation (4.1) avec des coe¢ cients analytiques et méromorphes dans

le disque unité, on établit les résultats suivants:

Théorème 4.3.1 [7] Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions analytiques

d�ordre �ni dans le disque unité D: Supposons que l�une des conditions suivantes est

satisfaite :

(1) max f�M (Aj) : j = 1; :::; k � 1g < �M (A0) <1;

(2) 0 < �M (Ak�1) = ::: = �M (A1) = �M (A0) <1 etmax f�M (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g =

� 1 < �M (A0) = � ,

alors toute solution f 6� 0 de l�équation (4.1) et pour toute fonction analytique

' (z) 6� 0 dans le disque unité D satisfait �M;2 (') < �M (A0), on obtient

�2 (f � ') = �2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �M;2 (f) = �M (A0) (i 2 N) : (4.2)

Remarque 4.3.1 Nous obtenons le même résultat du théorème (4.3.1) si quelques

coe¢ cients Aj (z) j = 1; 2; :::; k � 1, satisfaisant la condition (1) et d�autre satis-

faisant la condition (2), i.e. il existe J � f1; :::; k � 1g tels que �M (Aj) < �M (A0)

pour j 2 J et max f�M (Aj) : �M (Aj) = �M (A0)g < �M (A0).

Si nous remplacons �M (Aj) et �M (Aj) par � (Aj) et � (Aj) dans le Théorème

(4.3.1), nous ne pouvons pas obtenir le même résultat. En e¤et, nous pouvons faire

la comparaison entre [23, Theorem 3] et le résultat suivant.
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Théorème 4.3.2 [7] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions analytiques

d�ordre �ni dans le disque unité D telles que 0 < � (A0) < 1; � (Aj) = � (A0)

pour j 2 J � f1; :::; k � 1g et
X
j2J

� (Aj) < � (A0), et � (Aj) < � (A0) pour j =2 J .

alors, toute solution f 6� 0 de l�équation (4.1) satisfait � (A0) � �2 (f) � �M =

max0�j�k�1 f�M (Aj)g :

Si on remplace dans le théorème (4.3.2), la condition
X
j2J

� (Aj) < � (A0) par

max f� (Aj) : � (Aj) = � (A0)g < � (A0), on ne peut pas obtenir le même résultat,

excepté, bien evidemment, les équations di¤erentielles du seconde ordre.

Corollaire 4.3.1 [7] Soient Aj (z) j = 0; 1 des fonctions analytiques d�ordre �ni

dans le disque unité D satisfaisant � (A1) < � (A0) <1 ou 0 < � (A1) = � (A0) <

1 et � (A1) < � (A0). Alors , toute solution f 6� 0 de l�équation di¤erentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0;

satisfait � (A0) � �2 (f) � max f�M (A0) ; �M (A1)g.

Dans le théorème (4.3.1), pour k = 2, Si on remplace �M (Aj) et �M (Aj) par

� (Aj) et � (Aj) ; on peut obtenir le résultat suivant:

� (A0) � �2 (f � ') = �2
�
f (i) � '

�
= �2 (f) � max f�M (A0) ; �M (A1)g (4.3)

mais pour k � 3, le théorème (4.3.1) reste valide seulement pour la condition (1).

Théorème 4.3.3 [7] Soient Aj (z) j = 1; 2; :::; k� 1 des H-fonctions et A0 (z) une

fonction analytique non H-fonction. Alors toute solution f 6� 0 de l�équation (4.1)

et pour toute fonction analytique ' (z) 6� 0 d�ordre �ni, on a

(1) � (f � ') = � (f � ') = � (f) =1;

(2) �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
=1 (i � 1; i 2 N) :
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Théorème 4.3.4 [7] Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphes

dans le disque unité D satisfaisant max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) et

� (1; A0) = lim inf
r!1�

m(r;A0)
T (r;A0)

> 0. Alors, pour toute solution méromorphe f 6� 0 de

(4.1) et pour toute fonction méromorphe ' (z) 6� 0 dans le disque unité D satis-

faisant �2 (') < � (A0), on a

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) � � (A0) (i 2 N) ; (4.4)

où f (0) = f .

Remarque 4.3.2 En prenant ' (z) = z dans nos résultats, on déduit la distribution

des points �xes de f (i):

4.4 Lemmes pour les démonstrations des théorèmes

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes qui ne sont pas les mêmes

dans tous les cas:

E � (0; 1) est un ensemble de mesure logarithmique �nie, qui est
R
E

dr
1�r <1.

F � (0; 1) est un ensemble de mesure logarithmique in�nie, qui est
R
F

dr
1�r =1.

c > 0; " > 0; � � 0; �1 � 0; � � 0; � 1 � 0; des constantes reals.

Lemme 4.4.1 [39] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (4.1).

Posons g = f � '; alors g satisfait l�équation

g(k) + Ak�1g
(k�1) + :::+ A0g = �

�
'(k) + Ak�1'

(k�1) + :::+ A0'
�
: (4.5)

Lemme 4.4.2 [39] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (4.1).

Posons gi = f (i) � '; (i 2 N� f0g); alors gi satisfait l�équation:

g
(k)
i + U i

k�1g
(k�1)
i + :::+ U i

0gi = �
�
'(k) + U i

k�1'
(k�1) + :::+ U i

0'
�
; (4.6)
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où

U i
j =

�
U i�1
j+1

�0
+ U i�1

j �
�
U i�1
0

�0
U i�1
0

U i�1
j+1; (4.7)

j = 0; 1; :::; k � 1; U0j = Aj et U i
k � 1:

Le lemme suivant est une conséquence de [15, Theorem 3.1].

Lemme 4.4.3 Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D telle que

f (j) n�est pas identiquement nulle. Soit " > 0 une constante donnée; k et j des

entiers satisfaisant k > j � 0 et d 2 (0; 1). Alors, on obtient

����f (k) (z)f (j) (z)

���� �
 �

1

1� jzj

�(2+")
max

�
log

1

1� jzj ; T (s (jzj) ; f)
�!k�j

; jzj =2 E;

où s (jzj) = 1� d (1� jzj). Comme un cas particulier, si �1 (f) <1, alors

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � � 1

1� jzj

�(k�j)(�1+2+")
; jzj =2 E: (4.8)

Lemme 4.4.4 [23] Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unité D avec

�M (f) = �, �M (f) = � , 0 < � < 1, 0 < � < 1, alors pour tous 0 < � < � , il

existe un ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F

; on a

log+M (r; f) >
�

(1� r)�
.

Lemme 4.4.5 Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unitéD avec �M (f) =

�, 0 < � < 1, Alors pour tout � : 0 < � < �, il existe un ensemble F � (0; 1) de

mesure logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F , on a

log+M (r; f) >
1

(1� r)�
.

Preuve : D�après la dé�nition de �M (f) = �, il existe une suite croissante
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frmg ! 1� satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

log+ log+M (rm; f)

� log (1� rm)
= �:

Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour un " donné, nous avons

log+M (rm; f) >
1

(1� rm)
��" : (4.9)

Pour tout " tel que 0 < � < � � ", il existe m1 tel que pour tout m � m1�
1� 1

m

���"
> (1� r)��"�� : (4.10)

De (4.9) et (4.10), pourm � max fm0;m1g et pour tout r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
, on a

log+M (r; f) > log+M (rm; f) >
1

(1� rm)
��" >

1

(1� r)��"

�
1� 1

m

���"
>

1

(1� r)�
.

Posons F =
1S

m=m0

Im. On a

ml (F ) =
1X

m=m0

Z
Im

dr

1� r
=

1X
m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 4.4.6 Soit f (z) une fonction méromorphe dans le disque unité D avec

� (f) = �, � (f) = � , 0 < � <1, 0 < � <1, pour tout � : 0 < � < � , il existe un

ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F , on a

T (r; f) >
�

(1� r)�
.

Preuve : D�après la dé�nition de � (f) = � , il existe une suite croissante frmg !
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1�satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

(1� rm)
� T (rm; f) = � :

Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour un " donné, on a

T (rm; f) >
� � "

(1� rm)
� : (4.11)

Pour tout " tel que (0 < � < � � ") ; il existe m1 tel que pour tout m � m1; on

a �
1� 1

m

��
>

�

� � "
: (4.12)

Du (4.11) et (4.12), pour toutm � max (m0;m1) et pour r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

T (r; f) > T (rm; f) >
� � "

(1� rm)
� �

� � "

(1� r)�

�
1� 1

m

��
>

�

(1� r)�
:

Posons F =
1S

m=m0

Im. On a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r
=

1X
m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 4.4.7 Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k�1 des fonctions analytiques d�ordre �ni

dans le disque unité D satisfaisant 0 < �M (Aj) � �M (A0) = � pour tout j =

1; :::; k� 1; et max f�M (Aj) : j 6= 0g = � 1 < �M (A0) = � . Soient U i
j (j = 0; 1; :::; k)

(i 2 N) dé�nis dans (4.7). Alors, pour tout " : (0 < 2" < � � � 1), il existe un

ensemble F de mesure logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F , on a

��U i
0

�� � exp� � � "

(1� r)�

�
et

��U i
j

�� � exp� � 1 + "

(1� r)�

�
; (4.13)
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où j = 1; 2; :::; k � 1.

Preuve : Si nous voulons prouver (4.13) pour i = m 2 N � f0; 1g ; nous com-

mençons par

jA0j � exp
�
� � "=2m

(1� r)�

�
et jAjj � exp

�
� 1 + "=2m

(1� r)�

�
:

on a U1j = A0j+1 + Aj � A00
A0
Aj+1 = Aj + Aj+1

�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
(j = 0; 1; :::; k � 1) et

Ak � 1. Donc ��U10 �� � jA0j � jA1j�����A01A1
����+ ����A00A0

����� (4.14)

et ��U1j �� � jAjj+ jAj+1j�����A0j+1Aj+1

����+ ����A00A0
����� : (4.15)

D�après Lemme (4.4.3), Lemme 4.4.4 et (4.14)-(4.15), il existe un ensemble F de

mesure logarithmique in�ni tels que

��U10 �� � exp

�
� � "=2m

(1� r)�

�
� 2 exp

�
� 1 + "=2m

(1� r)�

�
1

(1� r)c
(4.16)

� exp

�
� � "=2m�1

(1� r)�

�
;

et

��U1j �� � exp

�
� 1 + "=2m

(1� r)�

�
+ 2 exp

�
� 1 + "=2m

(1� r)�

�
1

(1� r)c
(4.17)

� exp

�
� 1 + "=2m�1

(1� r)�

�
; j 6= 0;

où c > 0 est une constante.

Maintenant pour i = 2 dans (4.7), on a

��U20 �� � ��U10 ��� ��U11 �� �����(U11 )0U11

����+ ����(U10 )0U10

����� (4.18)
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��U2j �� � ��U2j ��+ ��U2j+1��
 �����
�
U2j+1

�0
U2j+1

�����+
����(U20 )0U20

����
!
; j 6= 0: (4.19)

de (4.16)-(4.19), on trouve

��U20 �� � exp�� � "=2m�2

(1� r)�

�
et

��U2j �� � exp�� 1 + "=2m�2

(1� r)�

�
: (4.20)

Par (4.20) et pour i = 3 dans (4.7), on obtient

��U30 �� � exp�� � "=2m�3

(1� r)�

�
et

��U3j �� � exp�� 1 + "=2m�3

(1� r)�

�
:

Par la même méthode jusqu�à i = m, on trouve

��U i
0

�� � exp� � � "

(1� r)�

�
et

��U i
j

�� � exp� � 1 + "

(1� r)�

�
:

Donc, la preuve du lemme est achevée.

Lemme 4.4.8 Soient Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphes d�ordre

�ni dans le disque unitéD satisfaisantmax fjHj (z)j ; j = 1; :::; k � 1g � exp
n

�1
(1�r)�

o
et jH0 (z)j � exp

n
�

(1�r)�
o
où 0 < �1 < �; � > 0 et jzj = r 2 F � (0; 1) avec F

de mesure logarithmique in�ni. Alors toute solution méromorphe f de l�équation

di¤érentielle

f (k) +Hk�1 (z) f
(k�1) + :::+H1 (z) f

0 +H0 (z) f = 0 (4.21)

satisfait �2 (f) � �.

Preuve: Soit f 6� 0 une solution méromorphe de l�équation (4.21) d�ordre �ni

� (f) = � <1. De l�équation (4.21), on obtient

jH0 (z)j �
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jHj (z)j
����f (j)f

���� : (4.22)
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D�après le Lemme 4.4.3, pour tout " donné (" > 0) il existe un ensemble E � [0; 1)

de mesure logarithmique �ni tel que pour tout z 2 D satisfaisant jzj =2 E; on a����f (j) (z)f (z)

���� � 1

(1� jzj)j(�+2+")
; (j = 1; :::; k) : (4.23)

D�après (4.22)-(4.23) et les hypothèses du Lemme 4.4.8, on obtient

exp

�
�

(1� r)�

�
� c

(1� r)k(�+2+")
exp

�
�1

(1� r)�

�
; (4.24)

où c > 0 est une constante. Comme �1 < �, alors une contradiction suit de (4.24)

quand r ! 1�. Donc, � (f) =1; et d�après Lemme 4.4.3, on obtient����f (j) (z)f (z)

���� � 1

(1� r)j(2+")
(T (s (r) ; f))j ; r =2 E: (4.25)

D�après (4.22), (4.25) et les hypothèses du Lemme 4.4.8, on trouve

exp

�
�

(1� r)�

�
� c

(1� r)k(2+")
(T (s (r) ; f))k exp

�
�1

(1� r)�

�
: (4.26)

Posons s (r) = R. On a 1� r = 1
d
(1�R) et donc (4.26) devient

�
1�R

d

�k(2+")
exp

�
(� � �1) d

�

(1�R)�

�
�M (T (R; f))k ; R =2 E: (4.27)

D�après (4.27), on conclut que

�2 (f) � �:

Lemme 4.4.9 Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k�1 des fonctions analytiques d�ordre �ni

dans le disque unité D satisfaisant max f�M (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < �M (A0) =

� <1. Soient
�
U i
j

�
(j = 0; 1; :::; k) (i 2 N) une suite de fonctions satisfaisant (4.7).

Alors, pour tout " donné (0 < 2" < � � �1), il existe un ensemble F de mesure

61



logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F , on ait

��U i
0

�� � exp� 1

(1� r)��"

�
et
��U i

j

�� � exp� 1

(1� r)�1+"

�
: (4.28)

Preuve: Si nous voulons prouver (4.28) pour i = m 2 N � f0; 1g ; nous com-

mençons par

jA0j � exp
(

1

(1� r)��"=2
m

)
et jAjj � exp

(
1

(1� r)�1+"=2
m

)
:

on a U1j = A0j+1 + Aj � A00
A0
Aj+1 = Aj + Aj+1

�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
(j = 0; 1; :::; k � 1) et

Ak � 1. Donc ��U10 �� � jA0j � jA1j�����A01A1
����+ ����A00A0

����� (4.29)

et ��U1j �� � jAjj+ jAj+1j�����A0j+1Aj+1

����+ ����A00A0
����� : (4.30)

D�après Lemme (4.4.3), Lemme 4.4.5 et (4.29)-(4.30), il existe un ensemble F de

mesure logarithmique in�ni tels que

��U10 �� � exp

(
1

(1� r)��"=2
m

)
� 2 exp

(
1

(1� r)�1�"=2
m

)
1

(1� r)c
(4.31)

� exp

(
1

(1� r)��"=2
m�1

)
;

et

��U1j �� � exp

(
1

(1� r)�1+"=2
m

)
+ 2 exp

(
1

(1� r)�1+"=2
m

)
1

(1� r)c
(4.32)

� exp

(
1

(1� r)�1+"=2
m�1

)
; j 6= 0;

où c > 0 est une constante.
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Maintenant pour i = 2 dans (4.7), on a

��U20 �� � ��U10 ��� ��U11 �� �����(U11 )0U11

����+ ����(U10 )0U10

����� (4.33)

��U2j �� � ��U2j ��+ ��U2j+1��
 �����
�
U2j+1

�0
U2j+1

�����+
����(U20 )0U20

����
!
; j 6= 0: (4.34)

de (4.31)-(4.34), on trouve

��U20 �� � exp
(

1

(1� r)��"=2
m�2

)
et

��U2j �� � exp
(

1

(1� r)�1�"=2
m�2

)
: (4.35)

Par (4.35) et pour i = 3 dans (4.7), on obtient

��U30 �� � exp
(

1

(1� r)��"=2
m�3

)
et

��U3j �� � exp
(

1

(1� r)�1+"=2
m�3

)
:

Par la même méthode jusqu�à i = m, on trouve

��U i
0

�� � exp� 1

(1� r)��"

�
et

��U i
j

�� � exp� 1

(1� r)�1+"

�
:

Lemme 4.4.10 Soient Hj (z) j = 0; 1; :::; k� 1 des fonctions méromorphes d�ordre

�ni dans le disque unitéD satisfaisantmax fjHj (z)j ; j = 1; :::; k � 1g � exp
n

1
(1�r)�1

o
et jH0 (z)j � exp

n
1

(1�r)�
o
où 0 < �1 < � et jzj = r 2 F � (0; 1) avec F de mesure

logarithmique in�ni. Alors toute solution méromorphe f 6� 0 de (4.21) satisfait

�2 (f) � �.

Preuve: Soit f 6� 0 une solution méromorphe de l�équation (4.21) d�ordre �ni

� (f) = � <1. De l�équation (4.21), on obtient

jH0 (z)j �
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jHj (z)j
����f (j)f

���� : (4.36)

D�après le Lemme (4.4.3), pour tout " donné (" > 0) il existe un ensemble E �
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[0; 1) de mesure logarithmique �ni tel que pour tout z 2 D satisfaisant jzj =2 E; on

a ����f (j) (z)f (z)

���� � 1

(1� jzj)j(�+2+")
; (j = 1; :::; k) : (4.37)

D�après (4.36)-(4.37) et les hypothèses du Lemme 4.4.10, on obtient

exp

�
1

(1� r)�

�
� c

(1� r)k(�+2+")
exp

�
1

(1� r)�1

�
; (4.38)

où c > 0 est une constante. Comme �1 < �, alors une contradiction suit de (4.38)

quand r ! 1�. Donc, � (f) =1; et d�après Lemme (4.4.3), on obtient����f (j) (z)f (z)

���� � 1

(1� r)j(2+")
(T (s (r) ; f))j ; r =2 E: (4.39)

D�après (4.22), (4.25) et les hypothèses du Lemme 4.4.8, on trouve

exp

�
1

(1� r)�

�
� c

(1� r)k(2+")
(T (s (r) ; f))k exp

�
1

(1� r)�1

�
: (4.40)

Posons s (r) = R. On a 1� r = 1
d
(1�R) et donc (4.40) devient

�
1�R

d

�k(2+")
exp

�
d�

(1�R)�

�
1� d�1��

(1�R)���1

��
�M (T (R; f))k ; R =2 E:

(4.41)

D�après (4.41), et �1 < � on conclut que

�2 (f) � �:

Lemme 4.4.11 Soit f (z) une fonction méromorphe admissible dans le disque unité

D avec � (f) = � � 0, Alors il existe un ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique

infni tel que pour tout r 2 F , on a

lim
r!1�

log T (r; f)

� log (1� r)
= �:
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Preuve : D�après la dé�nition de � (f), il existe une suite croissante frmg ! 1�

satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
rm!1�

log T (rm; f)

� log (1� rm)
= �:

Alors, il existem0 tel que pour toutm � m0 et r 2 Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

log T (rm; f)

� log
��
1� 1

m

�
(1� rm)

� � log T (r; f)

� log (1� r)
�
log T

�
1�

�
1� 1

m

�
(1� rm) ; f

�
� log (1� rm)

:

(4.42)

La limite des deux membres de (4.42), quand rm ! 1�, est égal à �; donc pour

r 2 Im, on a

lim
r!1�

log T (r; f)

� log (1� r)
= �:

Posons F =
1S

m=m0

Im. On a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r
=

1X
m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 4.4.12 Soient Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphe dans le

disque unitéD avecmax f� (Hj) ; j = 1; :::; k � 1g = �1 < � (H0) = � et � (1; H0) >

0. Alors, toute solution méromorphe f de l�équation (4.21) satisfait �2 (f) � �.

Preuve : Soit f une solution méromorphede (4.21). D�après (4.21) et le lemme

de dérivée logarithmique, on a

m (r;H0) � m

�
r;
f (k)

f

�
+m

�
r;
f (k�1)

f

�
+ :::+m

�
r;
f 0

f

�
+ (4.43)

k�1X
j=1

m (r;Hj) + log (k + 1)

� c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�
+

k�1X
j=1

m (r;Hj) ; r =2 E;
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où E � (0; 1) est de mesure logarithmique �ni et c > 0. D�après le lemme (4.4.11),

il existe un ensemble F de mesure logarithmique in�ni tel que pour tout r 2 F , on

a

lim
r!1�

log T (r;H0)

� log (1� r)
= �: (4.44)

Comme � (1; H0) = lim inf
r!1

m(r;H0)
T (r;H0)

> 0; alors du (4.44), pour " donné (0 < 2" < � � �1)

et pour tout r 2 F , on a

m (r;H0) �
1

(1� r)��"
:

D�après (4.43) et (4.44), pour r 2 F � E, on a

1

(1� r)��"
� c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�
+ (k � 1) 1

(1� r)�1+"
; (4.45)

et de (4.45), on obtient �2 (f) � �:

Par le même raisonnement de la preuve du Lemme 4.4.7 et en utilisant le Lemme

4.4.5, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 4.4.13 Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphe dans le

disque unité D satisfaisant max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g = �1 < � (A0) = � et

� (1; A0) > 0 et soit U i
j (j = 0; 1; :::; k) (i 2 N) la suite dé�nie dans (4.7). Alors,

pour " donné (0 < 2" < � � �1), on a

m
�
r; U i

j

�
� 1

(1� r)�1+"
; (j = 1; 2; :::; k � 1) ; r =2 E

et

m
�
r; U i

0

�
� 1

(1� r)��"
; r 2 F:

Lemme 4.4.14 Soient G 6� 0; Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphe

dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l�équation di¤erentielle

f (k) +Hk�1 (z) f
(k�1) + :::+H1 (z) f

0 +H0 (z) f = G (z) ; (4.46)
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satisfaisantmax f�n (G) ; �n (Hj) ; j = 0; 1; :::; k � 1g < �n (f) = �n, Alors �n (f) =

�n (f) = �n (f) ; (n 2 N� f0g) :

Preuve : Le même raisonnement de la preuve du lemme (3.5) dans [9] où G 6�

0; Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions analytiques dans le disque unité D.

Lemme 4.4.15 [23, Theorem 3] Soit n 2 N�f0g. Si les coe¢ cients A0 (z) ; :::; Ak�1 (z)

sont analytiques dans D telles que �M;n (Aj) � �M;n (A0) pour tout j = 1; :::; k � 1;

et

max f�M;n (Aj) : �M;n (Aj) = �M;n (A0)g < �M;n (A0) :

Alors toute solution f 6� 0 de l�équation (4.1) satisfait �M;n+1 (f) = �M;n (A0).

4.5 Preuve du Théorème 4.2.1

Cas (1). max f�M (Aj) : j = 1; :::; k � 1g < �M (A0) < 1. Supposons que f 6� 0

est une solution de l�équation (4.1) et ' (z) 6� 0 est une fonction analytique dans

le disque unité D satisfaisant �M;2 (') < �M (A0). Commençons par (4.2) pour

i = 0, i.e. �2 (f � ') = �2 (f � ') = �M;2 (f) = �M (A0). De [10], on a �M;2 (f) =

�M (A0) : Posons g = f � '. Comme �M;2 (') < � (A0) ; alors �M;2 (g) = �M;2 (f) :

Du Lemme( 4.4.1), g satisfait (4.5). Posons G (z) = '(k) + Ak�1'
(k�1) + ::: + A0'.

Si G � 0, alors d�après [10] , on obtient �M;2 (') = �M (A0), une contradiction; d�où

G 6� 0. Maintenant, comme �M;2 (g) = �2 (f) = �M (A0) > max f�2 (G) ; �2 (Aj)g,

alors la condition du Lemme (4.4.14) est satisfait pour n = 2, ce qui implique

que �2 (g) = �2 (g) = �2 (g). Alors, on conclue que �2 (f � ') = �2 (f � ') =

�2 (f) = �M (A0). Maintenant, démontrons (4.2) pour i � 1. Posons gi = f (i) � '.

Comme �2
�
f (i)
�
= �2 (f) = � (A0) et �2 (') < � (A0) ; alors, on a �2 (gi) =

�2 (f) = �M (A0). Du Lemme (4.4.2), gi satisfait (4.6). Posons Gi = '(k) +

U i
k�1'

(k�1) + ::: + U i
0'. Si Gi � 0, Des Lemme (4.4.9) et Lemme (4.4.10), on

obtient �2 (') � �M (A0), une contradiction avec �2 (') < � (A0); alors Gi 6� 0.

Maintenant, du Lemme (4.4.14), pour n = 2, on obtient �2 (gi) = �2 (gi) = �2 (gi)
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i.e. �2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) = �M (A0).

Cas (2). 0 < �M (A0) <1; �M (Aj) = �M (A0) pour tout j 2 f1; :::; k � 1g et

max f�M;n (Aj) : j 6= 0g < �M;n (A0) ; Soit f 6� 0 une solution de (4.1) et ' (z) 6� 0

est une fonction analytique dans le disque unité D satisfaisant �2 (') < �M (A0).

Comme précédemment, on commence par (4.2) pour i = 0, i.e. �2 (f � ') =

�2 (f � ') = �2 (f) = �M (A0). Du Lemme (4.4.15), on a �2 (f) = �M (A0) : Posons

g = f � '. On a �2 (g) = �2 (f). Comme précédemment, g satisfait (4.5).Si

G � 0, alors du Lemme (4.4.15) on a �2 (') = �M (A0), une contradiction; alors

G 6� 0. Maintenant du Lemme (4.4.14), on obtient �2 (g) = �2 (g) = �2 (g). Alors,

on conclue que �2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = �M (A0). Maintenant on dé-

montre que (4.2) pour i � 1. Set gi = f (i) � '. On a �2 (gi) = �2 (f) ; et gi

satisfait (4.6). Si Gi � 0, d�après les Lemme (4.4.7) et Lemme (4.4.8), on obtient

�2 (') � �M (A0), une contradiction avec �2 (') < �M (A0); alors Gi 6� 0. Comme

précédemment, du Lemme (4.4.14), pour n = 2, on obtient �2 (gi) = �2 (gi) = �2 (gi)

i.e. �2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) = �M (A0).

4.6 Preuve du Théorème 4.2.2

L�inégalité �2 (f) � �M découle de [28, Theorem 5.1]. D�aprés l�équation (4.1) et le

lemme de dérivée logarithmique on obtient;

m (r; A0) � m

�
r;
f (k)

f

�
+m

�
r;
f (k�1)

f

�
+:::+m

�
r;
f 0

f

�
+
k�1X
j=1

m (r; Aj)+log (k + 1) ;

et donc

m (r; A0) � c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�
+

k�1X
j=1

m (r; Aj) ; r =2 E: (4.47)

Posons
P
j2J

� (Aj) = � �; max f� (Aj) : j 2 J 0g = ��; � (A0) = � et � (A0) = �:

D�aprés (4.47), les conditions du Théorème 4.3.2 et Lemme (4.4.4), il existe un
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ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique in�ni telle que pour tout r 2 F � E,

on a

� � "

(1� r)�
� c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�
+

k � 1
(1� r)�

�+" +
� � + "

(1� r)�
; (4.48)

où 0 < 2" < min (� � � �; � � ��). De (4.48), on obtient que � (A0) � �2 (f) :

4.7 Preuve du Théorème 4.2.3

Supposons que f 6� 0 est une solution de (4.1) et ' (z) 6� 0 est une fonction analy-

tique dans le disque unité D d�ordre �ni. Du [27], on a � (f) =1. Si G � 0, alors

du [27] on a � (') = 1, une contradiction; d�où G 6� 0; et du Lemme (4.4.14), on

obtient le resultat (1). Maintenant pour i � 1, si Gi � 0, alors en prenant en compte

que Aj (z) j = 1; 2; :::; k � 1 sont des H- fonctions et A0 (z) n�est pas H- fonction

alors U i
j (j = 1; :::; k) sont non admissible et U

i
0 est admissible, (i 2 N); alors on

obtient que � (') = 1, une contradiction; d�où Gi 6� 0; et du Lemme( 4.4.14) on

obtient le résultat (2).

4.8 Preuve du Théorème 4.2.4

Soit f 6� 0 une solution méromorphe de (4.1) ' (z) 6� 0 est une fonction méromorphe

dans le disque D satisfaisant �2 (') < � (A0). Du Lemme (4.4.12), on obtient

�2 (f) � � (A0). Si G � 0, alors du Lemme (4.4.12), on a �2 (') � � (A0), une

contradiction; d�où G 6� 0; et du Lemme (4.4.14), on obtient le réultat (4.4) pour

i = 0. Maintenant pour i � 1, si Gi � 0, alors d�après les Lemmes (4.4.12 ) et

( 4.4.13 ) on obtient �2 (') � � (A0), contradiction; donc Gi 6� 0; et du Lemme

(4.4.14), on obtient le résultat (4.4).
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Conclusion

Pour étudier la croissance et l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles

linéaires dans le plan complexe C ou dans le disque unité, en générale, on se base sur

la domination d�un coe¢ cient, souvent le coe¢ cient de f , par rapport aux autres

et donc plus les croissances des coe¢ cients se rapprochent plus l�étude devient plus

di¢ cile, excepté le cas où les coe¢ cients sont des polynômes qui a été étudié par

Gundersen, Steinbart et Wang dans [20] où ils ont donné toutes les valeures possibles

de l�ordre de la croissance des solutions. La plupart des cas étudiés est le cas où

les coe¢ cients sont de même ordre; dans ce sens, on a pensé à étudier le cas où les

coe¢ cients sont de même ordre et de même type pour certaines classes d�équations

linéaires mais le problème dans sa généralité reste ouvert.

Dans cette dernière décennie, il y a une recherche active dans le disque unité

concernant cette étude. Plusieurs chercheurs essayent d�étendre certains résultats

du plan complexe au disque unité. Il est constaté qu�il y a une grande ressemblance

entre les deux cas pour certaines propriétés. Dans ce sens, nous avons étudié, dans

le quatrième chapitre, la croissance et l�oscillation des solutions et leurs dérivées de

certaines classes d�équations di¤érentielles linéaires dont les coe¢ cients sont analy-

tiques ou méromorphes dans le disque unité et une comparaison a été faite entre

le plan complexe et disque unité. Parmi les di¢ cultés qu�on trouve dans le disque

unité, contrairement en plan complexe, c�est le cas où un coe¢ cient autre que ce de

f domine les autres et en plus le théorème de Wiman-Valiron n�est pas applicable

dans le disque unité.
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