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0.1 Résumé:

L’objectif de ce travail est de contribuer au développement de la théorie d’existence
et d’unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires. Les résultats obtenus
dans ce travail sont basés sur les techniques du point fixe.



0.2 Introduction :

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans de
nombreux domaines scientifiques, tels que la médecine et ’électrochimie, voir [13]. Par
ailleurs, la théorie des EDFs représente 'un des principaux champs d’application du cal-
cul fractionnaire. Les problémes aux limites associés a ces équations se posent également en
mathématiques appliquées, voir [1],[5],[10],[11]. De plus, il est parfois préférable d’imposer
des conditions non locales, c’est-a-dire des conditions dépendant de I’ensemble du domaine
et non seulement de points spécifiques, car les mesures nécessaires a une condition non locale
peuvent étre plus précises que celles obtenues a partir d’une condition locale, voir [17]

Ces derniéres années, plusieurs chercheurs ont étudié les équations différentielles frac-
tionnaires d’ordre 6, car elles sont trés utiles pour décrire des phénoménes compliqués. Ces
équations permettent de modéliser des situations o 'histoire du systéme (la mémoire) joue
un role important. Elles sont utilisées dans différents domaines comme la physique, I'ingénie-
rie, et la mécanique. Aujourd’hui encore, beaucoup de chercheurs continuent de travailler sur
ces équations pour mieux les comprendre et trouver de nouvelles méthodes pour les résoudre.

Par exemple, Kaid et al. étudient le probléme suivant :

CDu(t) = ki Fyr(t, u® (b)) + ko Fy(t, u® () + ks F3(t, u(t)), t€10,1],
u(0) = ag,  u(l) = by, ap, bp € R,

wW(0)=ay, W(l)=0by, ai, by €R,

u'(0) =az, u'(1)=by, a9, by ER,

S

ott D? est dérivée fractionnaires d’ordre § tel que : 5 < & < 6, and u(®(t), £ € {0,2,4} sont
des dérivées classiques.
Ce mémoire comprend trois chapitres :

Le premier chapitre :

Contient les principales définitions et notations nécessaires a la compréhension du contenu
de ce travail. On rappelera les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a la
notion de I'intégration et la dérivation fractionnaire. Quelques théorémes du point fixe seront
présentés.

Dans le chapitre deux :

On considére le probléeme d’ordre fractionnaire au sens d’Hadamard suivant
ADeu(t) = f(t,u(t)), to€]le], 5<a<e6,
ulto) = [ u(s)ds, u(e) = bo,
' (ty) = aq, u'(e) = by,

u’(tg) = ag, u”’(€) = by,

tel que " D* dériveé¢ farctionnire d’ordre o au sens d’Hdamard et (a;),_; 5 et (bx);_gg sont
des constantes réels.

Pour le chapitre Trois :

On donne quelques exemples pour illustrer les résultats obtenus et ce mémoire s’achéve
par une conclusion.




Chapitre 1

Rappels

La premiére et la deuxiéme section rassemblent les définitions et les propriétés essentielles
correspondantes a la notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire, voir [2]-[4],[6]-
[9],[12],[15],[16].

Définition 1.1 On note par AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continus sur [a, b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque sommables ie :

f € AC(la,b]) == 3p € L([a,b]),
telle que

flx)=c+ /w o(t)dt.

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC™(|a,b]) U’espace des fonctions a valeurs com-
plezex f(x) ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n— 1) continus sur [a,b] telle que f™1)(x) €

AC([a,b]), c’est -a-dire :
AC™ ([a,b]) = {f :[a,b] = C et f " V(x)e ACa,b]}.
En prticulier on a AC™ ([a,b]) = AC ([a,b)]).

Définition 1.3 L’espace noté ACY ([a,b])défini par :

ACT ([0, B]) = {f:[a,,b] L C et 6" (2) € AC[a,b],6 = 22 }

T

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale 1.

1.1 Fonction Gamma

Définition 1.4 On appelle la fonction Gamma notée ', la fonction définie par l’intégrale
sutvante :



Remarque 1.1 Pour tout o € R\{0,—1,-2..} et n€N ona:

1.
I'a+1) =al(a),
2.
F'a+n)=ala+1)..(a+n—-1)T(a),
3.

I'(n+1)=nl

1.2 Fonction Béta

Définition 1.5 La fonction Béta est donnée par :

B(a,8) = / (1—w)* " u’tdu, Re(a)>0, Re(B)>0.

0

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante :

T()T(8)

B(a, B) = m,

Re(a) > 0; Re(p) > 0.

1.3 Intégration-Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’appuie sur la formule de Cauchy pour le
calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée par :

t

1
|/(t—r)a1f(7')d7'; t>0, a>0, mneN.

I"[f(t)] = 1)

Définition 1.6 L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction continue f : [a,b] — R est défini par :

Exemple 1.1 Calculons l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonc-
tion suivante :



f)y=(t-a)y’, B>-L
On a

1o [(t— )] = ﬁ / (t— )21 (¢ — a)dr.

En effectuant le chengement de variable

T=a+x(t—a),

on obtient
« _ 1 +a ! a—1
12 (=) = e — o)’ /0 (1— 2o Pds
_ L —a B+a o
— L(t_a)ﬂJraF(O‘)F(ﬂ‘i‘l)
ING) I'la+B8+1)
_ I (ﬁ + 1) (t _ a)ﬁ—l—a
S T(a+B+1)
donc C6t )
@ _ —a B+a.
I -ay] = I'(a+pB+1) (t=a)
Par exemple pour o« =1 et g =1, il vient
| NG 2
1, [(t = a)] —m(t—a)
1 2
=35 (t—a)

Et pouroz:%,ona

r (ﬁ + 1) (t _ a)ﬁ-ﬁ-%

I¢ [(t — a)ﬁ} =

r(A+8+1)
r 1 1
— (6+3) (t—a)’t2.
L (3+3)
Lemme 1.1 Soit fla;b] — R une fonction continue. Alors pour tout « >0; 3 >0 on a :
1.
I 17 L)) = 1P [f(1)],
2.

I3 (L[] = LI [F @)1



Preuve. On a

1RV =5 [ -0 R U@

= m / t {(t — )t / ' (r — ) f(2)dz| dr

-t t x t — ) (r =)V dr] dx
‘N@le“)lw ) (r— 2t dr] d

En effectuant le changement de variable 7 =t + (z — t)p et en utilisant la fonction Béta, on
obtient :
I3 (L 1f )]

~ rory [ @[ [ o - a-py -] ao
o

S — — )~ B-1 T ! _ \8-1,a-1 T
-ﬁwmmlkt>+ @) [[a-p ﬂd
o B(a,ﬁ) ! — )BT

= gy [, o

= 1 t — )P ()

- S | o @

— 1 f ().

Exemple 1.2 57 on prend

il vient

a

I [ W) =13 [ [t —a)l] = I3

D’autre part, on a :

1 110) = 1 - ) = [ - =5 (- )"

1.4 Deérivation-Riemann-Liouville

Définition 1.7 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par :
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BDR (7)) = (1 ()
1

T(n—a)dt®

t
/ (t—7)"*f(r)dr; n—1<a<n, ncN

Exemple 1.3 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre au sens de Riemann-Liouuville de

la fonction

[ =(t-a), B>-1
On a

oz -] = 4 (s [ - - o)

d -«
=2 e - )

d F(ﬁ+1) 11—«
=i (oargt 0™
_(6_O[+1)F(6+1)<t_a)ﬂ—a
B I'(—a+2) ‘
_ DD
“TG—aspl "

Par exemple, pour a = %, il vient

d 1
= 12 [e=or])

_d (T(B+1) +1
_E<F(5+§)<t_a)ﬁ >
—(6+%)F(5+1)(t—a)ﬂ2
IRNCES )

_ LB+ e
CEE N

Pour ]
01257 B:]-v

or
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Remarque 1.2 La dérivée fractionnaire d’une fonction constant au sens de Riemann-
Liouwille n’est pas nulle. On a

RLDe (] = % (ﬁ / (- T)-adT)
d
dt

l—a d ¢ l1-a
- 8 = (=ara=a -0 )
“Ta—a Y
Pour ¢c=1,o0na:
D)= g (=

Proposition 1.2 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires existent.
Alors pour tous A\, n € R, on a

1.
RED NS (1) + g (1)) = NPD ()] + 1™ DS [g(1)]
2.
RED2(FEDR (1)) £ DO (1)
3.

MDD (O)) £ Dy [ DR (0] -

Lemme 1.2 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifant *LD2 [f(t)] =0, a € |n — 1,n],
n € N*. Alors

i
L

I'(t+1)
'oa—n+i+1)

f&)="> b (t—a)* " n=[a]+1, b eR.

@
Il
o
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1.5 Dérivée-Caputo

Définition 1.8 Soit f € C"([a,b]),n € N*, on définit la dérivée fractionnaire au sens de
caputo d’ordre o = 0 de la fonction f comme suit :

Dy[f() = L [f"@)]

— o [ T = 1 <a <nm e

Exemple 1.4 Soit
f&y=@—a)f, g>-1,

pour o > 0, on a :

D[] = 27 [190)] = iy [ (=7 ey
FIO0) = 15 (= )
alors
) = oo [_DEED
D] =1 i (- )

= rip+1) t ) =) dr
_F(n—a)F(ﬁ—n—i—l)/a(t o r—a)

En effctuant le changement de variable

T=a+z(t—a),

DE (0] = 1 p g gy [, (-0 (= )™ o (= ) e a)ds
= L@G+1) —a)’ 1 — )" P
St ErEr e L AR !
_ I (ﬂ + 1) (t _ a)ﬂ—a
S I'(B—n+1) '
Pour )
6:17 05257
d’ou
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Remarque 1.3 Si f = ¢, alors

Proposition 1.3 1. Pour tout a >0, \,u € Rion a :
Dy [Mf(E) + pg(t)] = ADGLf ()] + nDg g (8)].

2. Pour tout a > 0, f : [a,b)] — R, on a :

DI [f(t)] = f.
3. -
DEfM]=0 = fO)=) alt—a)
4.
— f(a)

Lemme 1.3 Soit

Alors
DI [f()] = 17 [f($)] .t € [a,b].

1.6 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard :

Définition 1.9 Soit f une fonction continue sur |a,b] a valeurs dans R avec 0 < a <b <
oo et «a > 0. Alors, l'intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de f définie
par :
1 v ., 1 f(t)
J = — log =) 1 =2dt; <z <b
2@ = g [ ey ERa o< <o,

ot I' est une fonction Gamma d’Euler.
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1.6.1 Quelques propriétés :

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b] a valeurs dans R, \; et
X ER, Va>0ona:

Ja M f () + Aog(x)) = MJG f(2) + Aadig ().
Proposition 1.5 Soit f : [a,b] — R (log ) une fonctions continues, f € L*([a,b]). Vo, 5 €
R, ona:
JoJl fr) =
telle que a <t < z;a < s <t.

Proposition 1.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, f € LP([a,b]). Alors, pour tout
a,BERL, ona:

Jodi f(x) TP f(x)

= JuJi ().

Preuve. Nous avons

JoT f () / / (log £ (log £~ () 2 2.

Puisque a <t <z eta <s<tcequi
implique s <t < x.donc

o 76 ) = 1 ’ $0£a—10 B—-1 ds
BRI = s | G Prtos e | 2

Posons
_ log(t/s)
! log(a/s)’
il vient
’ _ tg_ dt
[ tos oy (9
a—1 A—1
= / log xz — ylog — —log s] [y log E] log <E> dy
0 s s
ot T\B-1 x
= /0 1 —y)log — ) <y log §> log(g) dy
donc

[ ooy @ = [ (@0 o



15

C’est-a-dire

g f) = ool [ oy g,

En utilise les memes techniques, on obtient
T3 I fx) = J3P f(x).
[ ]

Exemple 1.5 Soient a > 0,5 >0 et

On montre que

7z (1o )1 = s [ oy g 501

Soit le changement de variable suivant :

_ (logs/a)
(log/a)

on trouve

oo t a+p-1 1
sptog byt = BES [
- iy ey

— P(ﬁ) o E a+p-1

N F(a—l—ﬁ)(lga) o

Remarque 1.4 En particulier, si 3 =1 et a > 0. Alors, on a

Je (1) (1) = % (mg(t))a .

14+« a
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1.7 Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard :
Définition 1.10 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est définie par

Bpof(z) = o"J"“f(x)

d

= ()T ()

1 d ¥ x dt
= - 7 \n l “\n—a—1 t)—
e | s
oun—1<a<n, n=|al+1.
Proposition 1.7 Pour a« >0 et f € Cla,b], on a :

TDRIf(t) = f(1),

mais

JDRf(t) # f(1).

Exemple 1.6 Soient [ une fonction définie comme suite :
t
f(t) = (log =)t avec B>0.
a

Alors
I'(8)

I(p—a)

t
HDof(t) = (log =)' avec a>0 et (>0.
a

On a ;
Dgf(E) = 82 (log o)),

D’autre part, on a

108 57! = s log 1
donc ; I ) b
DLF0) = 5y or )
d’ot le résultat.
Remarque 1.5 En particulier, si § = 1 et « > 0.Alors la dérivée fractionnaire de

Hadamard d’une fonction constante est en général non nulle, c’est-a-dire

1 t

HDoc _ log =)~
ac F(l_Oé><Oga/)

Remarque 1.6 sointn —1<a <n et f une function vérifant

HD3+ f(t)=0.
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Si et seulement si

On a la formule suivant :
j=n ¢ a—j
("Dg.o D) f()=FO)+) ¢ (log(a> .
ot ¢j, t; € R, pour tout j € {1,2,3,...,n}.

1.8 Lien entre la dérivée fractionnire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Lemme 1.4 Pour tout y € AC§ ([a,b]), Nous avons :

n—1 52
“D2y(x) = { A (1og - }
=0 '

1.9 Théorémes des Points Fixes

oun=[a| + 1.

Les théoréemes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
I’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode de point fixe consiste a
transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probléme
transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du oint fixe que nous allons utiliser
pour obtenir des résultats d’existence variés.

1.9.1 Concepts Essentiels

Définition 1.11 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé; une application linéaire A de E
dans lui-méme est appellé un opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on
désigne par D4 tel que

Dy={x€ E:Ax € E}.

Définition 1.12 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble 2 C X est dite
borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x € Q2 on a :

| < M.

Définition 1.13 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et ¢ une application d’un élement
de X dans lui méme. On appelle point fixe de ¢ tout point x € X tel que :

YT = 2.



18

1.9.2 Principe de Contraction de Banach

Définition 1.14 Soit X un espace de Banch et f : X — X wune contraction. Alors, f
admet un point fire unique.

Définition 1.15 Soient X etY deux espaces de Banach. L’opérateur continue ¢ : X — 'Y
est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte
dans Y .

1.9.3 Théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 1.1 Soit X un espace de Banach et T : X — X on opérateur complétement
continu. Si l’ensemble
Q={reX:x=pTz, 0<p<l},

est borné, alors T' posséde au moins un poit fize.

1.9.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.2 Soit X un espace de Banach. U un fermé, conveze et non vide de X tel que
Uapplication T : U — U est relativement compact dans X. Alors, T posséde au moins un
poit fixe dans U.

1.9.5 Théoréme du point fixe d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.3 Soit Q@ C X. Alors ) est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q uniformément borné.

2. Q est équicontinu.

1.9.6 Théoréme du point fixe Krasnoselskii

Théoréme 1.4 Soient X un espace de Banach, 2 un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T' vérifient :

1. Tx+SyeQ, Vx,yel
2. S est continu et compact.

3. T est contractant.

Alors, il exsite au moins un élément z € Q) tel que Sz + Tz = z.

1.9.7 Théoréme d’Oregan

Théoréme 1.5 Soient X un espace de Banach, C C X est un convexe fermé, ainsi que
sotent ) un ouwvert dans C' et ¢ : Q — C tels que :

1. 0€Q et () est borné tel que : p = @, + 5.

2. ¢, : Q — X est continu et complétement contina.
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3. vy Q — X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante m :
[0, +00) — [0, +00) satisfaite w(x) < x, x > 0, telle que

lea(z) — o) < wllz —yll, Yo,y €

Alors,
(i) ¢ admet un point fixe; ou bien

(11) 1l existe x € 09
r=pp(xr), 0<pu<l.



Chapitre 2

Solution des équations différentielles
fractionnaires au sens de Hadamard

2.1 Introduction

Au cours des derniéres années, les problémes aux limites non classiques associés aux équa-
tions différentielles aux dérivées fractionnaires ont suscité un intérét croissant, notamment
les problémes au sens d’Hadamard.

2.2 Position de probléme :

On considére le probléme d’ordre fractionnaire au sens d’Hadamard suivant
HDou(t) = f(t,u(t)), tE€ lto,e], to>1, 5<a<é,

u(to) = [\ u(s)ds, u(e) = bo, (2.1)
U (to) = a1, u'(e) = by, |

u’(tg) = ag, u”(e) = by,

tel que ¥ D* dériveé farctionnire d’ordre o au sens d’Hdamard et (a;),_, , et (bg),_g5 sont
des constantes réels.

2.3 Solution intégrale :

Nous avons :

1 ' t oz—lf( ) g a—i
u(t) = m/l log(g) Tsds + ;Cilog(zﬁ) , ¢ €R.

En utilisant les conditions aux limites, il vient

u(ty) = m/l0log(%ﬂ)a*@ds—i—izlcz-log(to)a_i

- /1 " u(s)ds,

20
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ainsi que, on trouve

u(e)Z%a)/lel ( alf d+Zcz—bo

en dérivant la fonction u, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrale il vient

Irgy 1 ! a2f Cz Fa—i-1

encore une fois, en utilisant lse conditions aux limites

W) = s | o +ZCZ Diogita) =

ainsi que, on trouve

V) = g /lezog@“—?%dﬁ;—we‘i)
= by

Maintenant, en dérivant la fonction u deux fois, on a

u"(t) = ;) /j logé)a_g%ds s cila —i)(a—i— 1)109(0&_1._2’

MNa—2 ; {2
=1

encore une fois, en utilisant Ise conditions aux limites

to 6 . _q — 9 — .
i) = gt [ toa(2y= Bl 3O e

INa—2 t2

ainsi que, on trouve

" 1 c e 0 s3f(s *ela—i)a—i—1
u(e):—)/llog(g) %ds—i-; ( ) ):bg.

I'a—2 e?

D’aprés ces calculs, on obtient le systéme suivant, composé de six équations et de six condi-
tions

Z? Lcilog(te)* " = f1 s)ds f log( ;0 ) 1@ds,
Z?:l ¢ = by — F(a) Ji log(£) lf( )d

Lci(a—i)log(te)* "t =t <a1 — 1,(&; 0 log(%’)aﬂfg)ds) :

a—1i)= (bl fl log(£)*~ 2f ds)

)

)

S,

a—i)(a—1i— 1)l g(to)o‘ =2 t% ((12 — F(; 0 log(%)a_?)%ds) :
(a—i)(a—i—1)=¢? <b2 F(a 5 i log(&)™~ 3f ds)
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Nous utilisons la représentation du systéme sous forme matricielle afin de déterminer les
constantes recherchées, alors
6—i( 76—
@)

' Do —i+1)

Enfin

2.4 Transformation de probléme :
1. On définie 'espace de Banach :(C ([to, ¢] ,R) , ||ull =)
C ([to, e] ,R) = {u: [to,e] — R, u € C([to, e])}
muni de

| ulle= sup [u(t)].
tEto,e]

2. Considérons l'opérateur :

H : C([ty,e],R) — C([to, e], R),

(Hu)(t) = —— /1 ZOQ(E)M—f (S’g(s))ds . Z (5n_z§€%i ;:fll’)”(l))wg(t)m.

2.5 Les hypothéses :

Pour étudier les deux théorémes de Schauder et de la contraction de Banach dans le cadre
de notre probleme, nous ajoutons les hypotheses suivantes :

(Hy) La fonction f : [tg,e] x R — R est continue sur inetrvalle t € [to, €] .

(Hy) 1l existe une fonction positive a € C([to, €], R) et une constante b > 0, tels que :

|f(t,u)| < a(t) 4+ blu|, pour tout u € R et t € [to,€].

2.6 Reésultats Principaux :

Notre premier résultat repose sur le théoréme du point fixe de Schauder
Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz) soient satisfaites. Si
I'(a+1) > 0.

Alors le probléme (2.1) admet au moins une solution sur [to, €].
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Preuve. Transformons le probléme (2.1) en un probéme de point fixe. L’opérateur H est
bien défini. En effet, pour tout u € C([to, €], R), on considére ’ensemble suivante :

B, = {u € C([to, €], R) : ||ulle(io.er) < r},

avec .
_ Nlalle +T(a+ D> 12, il
I'a+1)—b ’

D’apres les hypotheses (H;) et (Hs), on peut écrire

etape 1 :H est continu.

Soit {y, } une suite dans C([to, €|, R) qui converge vers y i.e donc ||y, — y||, = 0 quand
n — 00, on va montrer que lim || F(u,) — F(u) ||o= 0 quand n — oo

pour tout t € J.

_ 1 ! a— 1f<5 yn
()0 = HDOlle = s [50s [oo() ds+zc,1og

i [ gty L) <3’y(5))ds 3 cilor(t"

() s
t t. ds
< kyosup | [ log(=)*Hya(s) — y(s)|—]
teltoe] J1 S S
log(#)”
< ky sup |=———=| |lyn — vy
s B = vl
k1

< .
= F(CY+ )Hyn yHC

Puisquel|y,, — y||o = 0 quand n — oo, nous avons :

I(Hyn)(t) — (Hy )()||c_m|lyn Ylle — 0 quand n — oo

donc H est continu.

etape 2 :F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).

En effet, il suffit demontrer que pour tout p > 0, il existe une constante strictement
positif tel que pour

chaque v € Br = {u € C([to,e],R) :|| u || oo < r} on obtient || H(u) || co < r

On a pour tout u € J



24

[(Hu)()llc(tocmy = sup |[(Hu)(t)]
tE[to,e]
1 / 1 (s, u(s))
= sup |=—= [ log(-)* "——=ds + cilog(t)*™
gy | o s |
1 Lot a(s )—i—b]u
< sup —/log—o‘1 d+ C;
te[to,e}|F(a) 1 (5) | Z|
1
< allc + bl|(u sup —/log + Ci
(I (allc + olI( ||C)te[t0,e]|r(a) 1 | Z|
log ()" -
< allc +br) sup |=——"—|+ i
(I(all >te[toe]|m+l)| >l
<||a||C+bT Z’
< r

Alors H C B, et H(B,) est uniformement borné.

Eape 03 :H transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C(J,R).
Soit t1,ty € [tg, €], t1 <ty , B un ensemble borné de C(J, R) et soit y € B,.
Alors

_ 1 " t a—1 f(S,y(S)) : a—i
[(Hy)(t1) — (Hy)(t2)lle = ts;()l?e] ’m/l lOg(;) Tds—i—;;ci log(t1)

1 by f(s,(s)) :
_m/l log(=) —ds—;cilog(b) |

S S

(IICallc + bl (ullc) [/tl t1\o1ds /tz ty _1d1
< sup log(=)*1—= — loa(2)e—122
F(Oé) teto,e€] | 1 g( S ) S 1 g( S ) S
6
+ Z ¢; (log(t1)*™" — log(t2)*™") |
=1
(Italle + bl (ullc) »
< 1 — log(ts) l (t1)*" — log(ta)*™"
S T Tary | leeth)t~loelts) |+|Zcx 05(12)" ~ log(t2)"”)

nous savons que

a _
3¢, €]ta; Lo, [log ()" —log(t2)] < lg—log(é})a it = tal,
1

nous mettons

M, = |§1og<51>a-1|,
1
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donc

351 G]t1§t2[> | 10g(t1)a - log(tz)o‘| < M, |7f1 - t2|,

et de la meme facon

a—1

3¢, €ltr; taf, [log(t)* " — log(t2)* | < | log(£,)*7?| |t1 — tal,

2
nous mettons

a—1
M2:’

log(fl)a72 ’ )
2

donc

3¢, €]t ta], | log(t)* ™ — log(ta)* ™| < My [ty — to,

nous mettons
M = maX(Ml, Mg)

Et ainsi

(Iallc + oll(ullc)

Farn) loB(t)” —log(ta)| + 3 e (log(t)" ™ — log(ta)*)|

a bl| (u : !
v ((H( !‘0(54-"1() le) +|§a|> |t1 — ta].

Quand t;__t5, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0.

I(Hy)(t) = (Hy) (L)l <

IN

Théoréme 2.2 Supposons qu’ il existe une constante k > 0 telle que

| f(t,x1) — f(t,2a)] < K|z — 23], x1,%2 € R.
S "
1
— < 1.
NCESVR

Alors le probléme (2.1) admet une unique solution sur [to, €].

Preuve. Soient x,y € C([to,¢],R) et t € [tg,€]. On a
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I(H)(t) =

(Hy)(®)lle

IN

IN

IN

sup |

te(to,e]

1

Do)

F(la)/l log( ) /(5 ds+chlog

/llog( )T 15,y s( ))d$+chlog ai|

t

t. ds
ki sup | [ log(2)® 1|96(8)—y(8)!;|

t€(to,

ki sup |

telto,

k1

I'a+

e] J1
S — x_
o F(Oé—i—l)’ H yHC

g I =l



Chapitre 3

Exemples d’application

Exemple 3.1 On considére le probleme suivant :

21og(t) u(t)]

—~

1 +1og(t)) (14 |u(t)])

te]le] =,

u(e) = log(2),

On montrer que le probléme admet une solution unique en appliquant le théoréme de la

contraction de Banach.
Dans cette exemple on a

[t u(t) =

2log(t)[u(t)]
(3 + log(t)) (1 + [u(t)])’

En plus, nous avons pour tout u,v € [0,+oc0[ et t € J :

| [t u) = f(t,0)]

<

<

2log(t)u 2log(t)v

2log(t) B

h3+bdﬂﬂl+w (1+1log(t)) (1 +v)

(3+bdﬂ)hﬁ+@ (1+y)
2log(t) |u — v|
(34 log(t)) (1 +u)(1+wv)
2log(t)
(34 log(t))
Slu—1l

3

ju— v

Ainsi, la condition (H1)est vérifiee avec k; = %, Nous vérifionsque cette condition est
satisfaite pour des valeurs appropriées de « €]5; 6]

En effet,

2
k1=§<F(a+1)

7

Alors, probléme admet une solution unique sur l'intervalle [6’ e} .

27



28

Exemple 3.2 Soit le probleme non luinéare suivant :

(1 posy(r) — #ﬁf;@) telle = J
Qu(}) = [{ut)dt, ule) =log(5),

(%)

u(t
(e) =3,

:ul
=u"(e) = 1.

On montre que [’existence de la solution par le théoréme de Leray-Schauder.

Dans cette exemple on a

2u(t)

ftu(t) = 5+ log(l)’

Nous avons :
HD>%u(t) = f(t,u(t)),

En appliquant 'opérateur J7-® sur les deux membre de ’équation

TP HDu(t) = J7S f(t ()

_ 1 18 f(s,u(s))
B F(5.8)/1 lOg(s) s ds

d’autre part, nous avons

5.8 H 5.8 & (56_2(1&2 (1, u(1)) 5.8—i
TS IDu(t) = u(t) + Fosog oot

i=1
Alors la solution générale du probléme est s’écrit comme se suite :

1 ¢ toagf(s,u(s)) : (0 (12 1))(1,u(1)) 5.8—i
u(t) = TG /1 log(g) — ds — ; T6.8—17) log(t)

D’apre les hypotheéses le probléme admet au moins une solution sur J.
Transformons le probléme en un probléme du point fixe.
Considérons l'opérateur F' : C'(J,R) —C(J,R) défini par :

Flu(z)) = ﬁ /1 zog(é)‘*-swdﬁuo(x),

avec

1 (6 ZI1Jé8))_(;“(1)%09(25)5.8—1"

=

On va utiliser le théoréme du point fixe de Leray-Schauder. La preuve est donnée en Trois
étapes.
Etapel : F' est continu.
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Soit {u,} une suite dans C(J, R) qui converge vers u i.e liril |un, —ul] = 0, on va
montrer que hrf | F(u,) — F(u)||, =0

pour tout t € J.

IP()0 = POl < pogrsuml [ too(E)™ (Flsvu(s) = fs,u(s) |5
< gy S () (/s (5) = S ()|
1
< g 1w~ )l

Puisque f est une fonction continue, nous avons alors :

lim ||F(u,)— F(u)|, =0.

n——+00 o0

D’ou la continuité de F.

Etape2 :F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).

En effet, il suffit demontrer que pour tout p > 0, il existe une constante strictement
positif tel que pour

chaque y € B,= {y € C(J,R) : |ly||., < p } on obtient || F(u)|| <7

On a pour tout u € J

F@OI < sl [ toa(yo L Das i o)
< F](\i> sup| jlog(é)“'s%HMz
< F(Q—mstg};(log(t)aHMg
M
FagD M

Alors F' C B, et F(B,) est uniformement borné.
Etape 3 : F' transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C'(J, R).
Soit 1,22 € J, 11 < 2, B un ensemble borné de C(J,R) et soit y € B,. Alors :

|F(u(as)) — Flu(a))| = \ﬁ/l log(%)4.8f(s,:(s))ds_F(la) /1 lag(%)alf(s,:(s))ds
+U0(;’E2) — ug(71)]
- % (log(2)** — log(w1)™*) + [uto(w2) — o (1)

Quand x; — x5, le membre droit de 'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, La solution au probléme existe.
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3.1 Conclusion

En raison de l'importance croissante des dérivées et intégrales fractionnaires ainsi que
de leurs nombreuses applications dans divers domaines scientifiques, nous avons choisi de
consacrer cette étude a I'analyse de 'existence et de 1'unicité de la solution d’un probléme
différentiel fractionnaire.

Nous avons étudié une équation différentielle fractionnaire de type Hadamard, pour la-
quelle nous avons démontré ’existence d’une solution en nous appuyant sur le théoréme de
Leray-Schauder, et 'unicité a ’aide du théoréme de la contraction de Banach.
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