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Introduction

On sait que les équations différentielles linéaires constitue une partie trés intéressante en ma-
thématiques qui a des applications énormes dans plusieurs domaines scientifiques & savoir la
physique, la chimie, I’astronomie, le mecanique, 1’électricité et d’autres. De I'autre coté, I’ana-
lyse complexe s’est introduit pour résoudre certains problémes épineux en mathématiques, a
savoir le fameux théoréme de Cauchy et la méthode d’intégration des résidu.

Depuis environ trois déscennies, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes fondée par le céléebre mathématicien Rolph Nevanlinna est devenue un outil indis-
pensable dans I’étude de certaines propriétés des solutions des équations différentielles dans
le domaine complexe.

En 1966, H. Wittich a démontré le résultat suivant :

Les coefficients de l’équation différentielle

™ pp (2) =N 4o (z) f =0, (0.0.1)

sont des polynomes si et seulement si toutes les solutions sont des fonctions entiéres d’ordre
fini de croissance.

On signale ici qu’il est trés connu que si les coefficients de sont des fonctions entieres
alors les solutions le sont aussi, la méme chose pour le cas des fonctions analytiques dans le
disque unité. La question qui se pose ici, qu’en est-il pour le cas o1 il existe un coefficient
transcendant (non polynéme) ? Plusieurs auteurs cherchent des conditions suffisantes qui as-
surent que toute solution f (3 0) de (0.0.1]) est d’ordre infini; (voir par exemple [2],[3],[5],[11].
Plusieurs auteurs ont étudié 1’équation différentielle particuliére suivante

S e Q) f =0 (0.0.2)

ol Q(z) est une fonction entiére d’ordre fini. Toute solution de I’équation est une fonc-
tion entiére. De plus, si fi; fo sont deux solutions méromorphes linéairement indépendantes
de (0.0.2), il y a au moins une des solutions qui doit étre d’ordre infini.

De 14, la plupart des solutions de sont ’ordre infini.



Introduction (suite)

Ce mémoire contient trois chapitre, le premier chapitre est consacré a quelques éléments de la
théorie de R. Nevanlinna, la théorie de la distribustion des valeurs des fonctions méromorphes,
qu’on aura besoin par la suite. Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la croisance des solutions
de I’équation différentielle et d’autres qui sont lieés et ont une relation avec celles étudies
en troixiéme chapitre dans le disque unité et on va voir qu’il y a des resemblenses et des
différences entre les deux cas : complexe et disque unité.



Chapitre 1

Eléments de la Théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe
ot a # 0o, alors on définit m(r,a, f) la fonction de proximité de la fonction f au point a par

m(r,a, f) = m(r, ! ):/Ozﬂanrm;dG st a # oo,

f—a re) — al
et o
m(r,00, f) =m(r, f) = / In* !f(rew)‘ do si a = oo,
0

ot In" 2z = max(0,Inx) pourx > 0 et on définit N(r,a, f) la fonction a-points de la fonction
f dans le disque |z| < r par

N(r,a, f) = N(r, ! ):/rn(t’a’f)_n<0’a’f)dt+n(0,a,f)lnrd9 si a# oo
f—a 0 t

" n(t, 00, f) —n(0, 00, f)
t

N(r,oo,f):N(r,f):/O dt +n(0,00, f)Inr df sia = oo

et

N(r,a, f) = N(r, L ):/Tn<t’a’f);n(o’a’f)dt—l—ﬁ((],a,f)lnrdGSia7éoo
0

N(r,00,f) = N(r, f) = /T n(t,00, f) = ﬁ(O,oo,f)dt +n(0,00, f)Inr df sia = oo,

0 t

ou
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n(t,a, f) désigne le nombre des zéros de ’équation f(z) = a dans le disque |z| < t, chaque
racine étant comptée avec son ordre de multiplicité ;

n(t, 00, f) désigne le nombre des poles de la fonction f(z) dans le disque |z| < t, chaque pole
étant compté avec son ordre de multiplicité ;

n(t,a, f) désigne le nombre des zéros distincts de ’équation f(z) = a dans le disque|z| < t;
et :

n(t, 00, f) désigne le nombre des poles distincts de la fonction f(z) dans le disque |z| < t.
On pose N(r,00, f) = N(r, f) et m(r,o00, f) = m(r, f).

On définit T(r, f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r, f) = N(r, ) +m(r, f)

1.2 Premier Théoréme fondamental de R.Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre
complexe a, on a

N(Tamf)"i_m(raa»f) :T(r,f)—i—e(r,a),
oue(r,a) = O(1) (r — o0).

1.3 L’ordre et I’hyper ordre de la croissance

Définition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe. On définit [’ordre
o(f) de la fonction f par

o(f) = limsup —ln GY) = lim sup —ln In M(r, f)
rstoo InT st oo Inr

et on définit Uhyper ordre oo(f) de la fonction f par

InlnT Inlnln M
oo(f) = limsupL(T’f) = lim sup nn <T’f),
r—to0 Inr P —to00 Inr

ot M(r, f) = maxy:— [ f(2)|.

Exemple 1.3.1
i) Soit f(z) = e*. Nous avons n(t, f) =0 car f n'admet pas de péles, par conséquent

N(r, f) =0.
De plus
1 27
m(r, f) = — In* |e7"°059‘ df

21 Jo
1 3 27

= —(/ (rcos@)d6’+/ (rcos0)do)
27T 0 37
r r

= —(1+1)=—.
27T( +1) s
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Donc

T(r,f) =

r
- .

log T
o(e*) = limsup oL \nJ) (r.f)
r—too  loOgT

D’ot
=1.

z

i) Soient P(2) = a,zP + ... + ag un polynéme de degré p > 0 et f(z) = e’ alors

D’ou
Par exemple

iii) Soit f(z) = exp(e?), alors

T(T, f) ~

uand r — 00).
(27‘('37”)% (a )
D’ot

o(e”) = oo.

Exemple 1.3.2

3

o9(€*) =0, og(exp(e®)) =1, og(exp(e”)) =3.

Définition 1.3.2 L’ordre d’une fonction méromorphe f(z) dans le disque unité D = {z €
C: |z| < 1}, est défini par
logt T
o(f) = limsup log” T(r, /)

1 )
r—1- 0g 1=

ou T(r, f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f, et pour toute fonction
analytique f(z) dans D, on a

Y

, log™* log™ M (r,
UM(f):hmslup & loggL( /)
r—l1l- 1—r

ou M(r, f) = max).— | f(2)].
Remarque 1.3.1 Tsuji [27, p. 205], a démontré que

o(f) Sou(f) <o(f)+1.

Par exemple la fonction g(z) = exp {ﬁ} satisfait o(g) = p— 1 et op(g) = p. Evidem-

ment, on a o(f) < oo si et selement si op(f) < 0.
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Définition 1.3.3 Soit f(z) une fonction méromorphe dans le disque unité D. f est dite
admissible si
I(r, [)

lim sup T = 09,
r—1- log

et dite non admissible si

lim sup
r—1- log

Définition 1.3.4 Soit f une fonction analytique dans D, et q € [0,00). On dit que f appar-
tient a l’espace Hardy H}° si on a

sup (1 [2")" | (2)] < oo,

zeD

On dit que f est H-fonction quand f € HJ° pour un certain q.

1.4 La mesure linéaire et la mesure logarithmique

Définition 1.4.1 Supposons que E C [1,+00), on désigne par m(E) la mesure linéaire de
lensemble E et par Im(E) la mesure logarithmique de l’ensemble E, avec

w(e) = | s

et

ot E(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Exemple 1.4.1
i) La mesure linéaire de l'ensemble E = [2,e] C [1,+00) est

+oo e
m(E) = / o (t)dt = / dt—c—2
1 2
ii) La mesure logarithmique de l’ensemble E = [2,¢e] C [1,+00) est

—+00 e
lm(E):/ XE—(t)dt:/ %:1—1112.
1 2

t

iii) La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle, m(E) = 0.
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1.5 L’indice central et le terme maximal

Définition 1.5.1 Soit f(2) = > a,2" une fonction entiére. Pour toutr > 0 la série Y a,r"
n>0 n>0
est convergente. D ot

lim |a,|r™ =0,
n—-+00

et le terme mazximal p(r, f) = {max |a,|r",n € N} est bien défini.
On définit Uindice central par v(r, P) = max{m : |ay,|r™ = |a,| r"}.

Exemple 1.5.1
1. Soit le polynome p (z) = apnz" + an_12" '+ ...+ ag, a, #0, on a

w(r,p) = |a,|r", quand r — oo,

et
v(r,p) = n.
~+00 1
2. Soit f(z) = e*. Donc le développement de f est f(z) = Z—|z" Posons a, = &. On
n! '
a 1n—0
p(r f) = max|an|r" = max-— .

1
Posons U, = |a,|r™ = — 1" Etudions la monotonie de la suite U,. On a
n!

Un+1 o r
U, n+1
Un . 4
Donc U, est décroissante si —=+ < 1, ¢’est o dire n > [r]—1, ot le crochet | | désigne
' U
la partie entier. La suite U, est croissante si 5“ > 1, c’est a dire n < [r] — 1, d’ou
1
— ]
et par suite
v(r, f) =1r].
Proposition 1.5.1 Soit f et g deuzr fonctions méromorphes. Alors
1.
p(f+g) <max{p(f).p(9)},
et

p(fg) <max{p(f),p(9)}-

2. Sip(g) <p(f), alors
p(f+9)=pr(fg)=pr(f).



Chapitre 2

Croissance des solutions de ’équation

f"+e*f +Q(2)f =0 o 0(Q) = 1.

2.1 Introduction et résultats
En 1962, Frei a établi le résultat suivant.
Théoréme 2.1.1 [10] Si l’équation
f"+ef +Cf=0 (2.1.1)

ot (C # 0) est une constante compleze, admet une solution f # 0 d’ordre fini, alors C = —k?
ow k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k, avec C = —k?, admet
une solution [ qui est polynomiale en e* de degré k.

Ozawa [25], Amemiya et Ozawa [I], et Gundersen [12] ont étudiés le cas ou (Q(z) est un
polynéme particulier. Langley prouva le résultat suivant pour le cas ot Q(z) est un polynome
général [23].

Théoréme 2.1.2 [23] Soit Q(z) un polynéme non constant. Alors toutes les solutions non
triviales de [’équation

"+Aef +Q(2)f =0 (2.1.2)

sont d’ordre infini, pour toute constante non nulle A.

Pour le cas ou @(z) est une fonction entiére transcendente, Gundersen a démontre le résultat
suivant.

Théoréme 2.1.3 [12] Si Q(z) est une fonction entiére transcendante d’ordre o(Q) # 1,
alors toute solution f # 0 de l’équation est d’ordre infini.

En 2002, Chen a étudié le cas o 0(Q) = 1 et a établi les résultats suivants
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Théoréme 2.1.4 [5] Soit A;j(z)(# 0) (j = 0,1) une fonction entiére avec o(A;) < 1.
a,b sont des nombres complexes constants telles que ab # 0 et a = cb (¢ > 1). Alors toute
solution f(# 0) de l’équation

"+ AL(2)e™ f + Ag(2)e* f =0 (2.1.3)
est d’ordre infini.
Théoréme 2.1.5 [5] Soient A;(z)(# 0), Dj(z) (j = 0,1) des fonctions entiéres avec

g(4;) <1, 0(D;) < 1. a,b deur nombres complexes constants telles que ab # 0 et arga #
argb ot a =cb (c>1). Alors toute solution f(# 0) de l’équation

f” + (Aleaz + Dl)f/ + (Aoebz + Do)f =0 (214)
est d’ordre infini.
Du Théorémes (2.1.4)-(2.1.5) et Théorémes (2.1.2)-(2.1.3) on a le corollaire suivant

Corollaire 2.1.1 Soit Q(z) une fonction entiére non constant, vérifie l'une des trois hypo-
théses suivantes :
(i) Q(z) est un polynéme non constant.

(ii) o(Q) <1 ouo(Q) > 1.
(iii) Q(z) = h(z)e ™%, o h(z) (# 0) est une fonction entiére avec o(h) < 1, est une constante
complexe non nulle.

Alors toute solution f(# 0) de est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.6 [21] Soient p(z) = ap,z™ + ..., Q(2) = bp2" + ..., (axb, # 0) des polynémes
non constants telles que arga, # argb, ou a, = cb, (0 < c < 1), hi(2) et ho(z) £ 0 sont
des fonctions entiéres avec o(h;) <n (j =0,1). Alors toute solution f(# 0) de

4 hi(2)ePD ! 4 ho(2)e?® f =0 (2.1.5)
est d’ordre infini avec oo(f) = n.

En étudiant le cas ou p(z) = az, Q(z) = bz (ab # 0), a # b ou a,b sont des nombres
complexes, on trouve le Théoéme suivant.

Théoréme 2.1.7 [5] Soient a,b des nombres complezes non nuls et a # b, Q(z) est un
polynome non constant ou Q(z) = h(2)e* ot h(z) est un polynéme non nul. Alors toute
solution f(£ 0) de l’équation

P e Q) f =0 (2.1.6)
est d’ordre infini et oo(f) = 1.

Du Théoéme (2.1.6), on trouve le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 Soient b # —1 un nombre complexe et h(z) un polynéme non nul. Alors
toute solution f(#£ 0) de l’équation

f”+e*2f'—|—h(z)ebzf:O

est d’ordre infini avec oo(f) = 1.
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2.2 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du Chapitre 2, nous présentons des lemmes nécessaires pour la démonstra-
tion des Théorémes données précédemments.

Lemme 2.2.1 Soit f(z) une fonction entiére. Si ‘f(k)(z){ est non borné sur le rayon arg z =

0, alors il ewiste une suite infinie de points z, = ¢ (n = 1,2,..), ot 17, — 00,
telle que f*)(z,) — oo et

f(j)(zn) k—j .

’f(k)(zn) <l (140(1) (G =0,..k—-1). (2.2.1)
Preuve

Posons M (r,0, f®)) = {max | f®(2)| : |2| < r, arg 2 = 6}. Alors, il existe une suite infinie de
points z, = r,e, r, — oo, telle que pour tout n, on a M (r,, 0, f*)) = }f(k)(zn)‘ — 00 quand
n — +o00. pour tout n, par (k — j) intégrations itérées le long du segment L; : 2z = rpe?, 0 <
r < |z

FO(z0) = fO0) + fUV0)35 + oo+ gz f 027+ 57 fo7 S (t)dtdod...
Par suite, en utilisant I'inégalité triangulaire et Destimation |f®(2)| < |f®(z,)| sur le
segement [, on obtient ’ A
F0 ()] = [fOO)|+ [T O)] 20l + ot gy [FEDO)] 20 e [ FB(0)] 20
D’ou, on aura pour z, — o0,

‘f D ()

G|~ (k=)
Lemme 2.2.2 [15] Soit f une fonction méromorphe et transcendante avec o(f) = o < 00,
H = {(k1.j1), (k2.j2), ..., (kg Jq)} un ensemble fini de paires d’entiers distinctes vérifiant ki >
Ji >0, pourt=1,...,q. Et soit € > 0 une constante donnée. Alors

(i) Il existe un ensemble E C [0,27) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si 1 € [0,2m)\E,

alors il existe une constante Ry = Ro(1)) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 1) et
|z| > Ry et pour tout (k,j) € H, on a

f(k)(zn>
o

(140 |z 7 (j=0,....k —1).

<

< |z| ki) e=tre) (2.2.2)

(i) il existe un ensemble E C [0,27) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z
vérifiant |z| ¢ E U [0,1] pour et tout (k,j) € H, on a
f®) (2,
75
(i) il existe un ensemble E C [1,4+00) de mesure linéaire finie,tel que pour tout z vérifiant
|z| ¢ EU[0,1] et pour tout (k,j) € H, on a

f(k)(zn)
f(j)(zn)

< |p|kmiemtre) (2.2.3)

< |z|*DeFe) (2.2.4)
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Lemme 2.2.3 On Suppose que P(z) = (a+if)z"+... (a, B sont deuz nombres réel, |a|+|[| #
0) est un polynome de degrée n > 1, et A(z)(#£ 0) est une fonction entiére avec o(A) < n.
Posons g(z) = A(2)e"®), z = re?® §(P,0) = acosnf—Bsinnf. Alors pour tout ¢ > 0, il existe
un ensemble Hy C [0,27m) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout 0 € [0,2m)\(H; U Ha),
il existe R > 0 tel que pour |z| =r > R, on a

(i) si 0(P,0) > 0, alors

exp{(1 —€)§(P,0)r"} < |g(re”)| < exp{(1+¢)d(P,8)r"}; (2.2.5)
(ii) si 6(P,0) < 0, alors
exp{(1+¢)d(P,0)r"} < ‘g(reia)} <exp{(1l —¢&)d(P,0)r"} (2.2.6)

ot Hy = {0 € [0,27);0(P,0) = 0} est un ensemble fini.

Preuve

Supposons que ¢ (z) = h (z) e ot h(2) = A (2) 1) P, 1 (2) = P(2) — (a + i) 2",
alors o (h) = s < n. Du Lemme 2.2.2, pour tout ¢ donné 0 < 2¢ < n — s, il existe un
H,; C [0,27) de mesure linéaire nulle telle que pour tout z = re? avec || suffisamment grand
et 0 €[0,27) — Hy, il y a Ry > 1 et pour |z| > Ry nous avons

% (rew)

-/ (s—1-¢/2) 2.2.7
h (re?) " ( )

En prenant la courbe intégrante C' = {z : argz = 0, Ry < |z| < r}, nous avons

Y 6
log h (re’) = / ];L((feeie)) e’dt +log h (Rpe”) . (2.2.8)

Ro
De (2.2.7)) et (2.2.8) nous obtenons

llogh (re)| < r* /2 4+ M < roF
ou M > 0 est une constante, et

|10g |h (7“6“9) H < }log h (Tei9)| < ot

D’ou
exp {—7"”5} < |h (rew)| < exp {7"”5} (2.2.9)
De }exp {(a+1ip) (Tew)n}‘ = PO o , IOUS avons
exp {O(P,0)r" — r*te} <|g (re”)| < exp {6(P,0)r" + r**} (2.2.10)

Do, de (2.2.10) il y a R > Ry telle que pour » > R le lemme 2.2.6. est vrai.

Lemme 2.2.4 [/ Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini avec ’hyper ordre o9(g) = o,
et v(r) lindice central de g, alors
loglogv(r)

lim sup Tloer o
r—00 ogr
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Lemme 2.2.5 Soient A, B deux fonctions entiéres d’ordre finie. Si f(z) est une solution de
[’équation

f"+Af'+Bf =0, (2.2.11)
Alors oo(f) < max{o(A),o(B)}.
Preuve. Supposons que max{c(A),c(B)} = o, alors pour tout ¢ > 0 et r est suffissement

grand, on a
|A| < exp{r?*c},|B| < exp{r’*c}. (2.2.12)

D’aprés la théorie de wiman valiron, il existe un ensemble E C (1,400) de mesure logarith-

mique nulle ImE < oo. On peut chiosé z qui vérifie |z| =r ¢ [0,1]UE et |f(2)| = M(r, f),

on a f(j)(z) B Uf(?“) J ] -
f(2) _( p ) (I+o(1)( =1.2), (2.2.13)

o vs(r) est lindice central de f(z). En remplacent (2.2.12) et (2.2.13) dans (2.2.11) . On

obtient

(Um) 1-o] < ) o) v explrm). 221

2| 2|

Oulzl=r¢[0,1]UE et |f(z)|=M(r,f), on a

loglogvs(r)

lim sup <o+e. (2.2.15)
00 log r
Comme ¢ est arbitraire, d’aprés (2.2.15) et le lemme2.2.4 on a o2(f) < 0. O

Lemme 2.2.6 Supposons que P(z), A(2), g(2), 6(P,0) satisfaient les hypothéses du lemme
2.2.8. Alors pour toute ¢ > 0, il existe un ensemble E C (1,400) de mesure logarithmique
ImE < oo, telle que pour tout 0 € [0,2m)\Hy (Hy = {0 € [0,27) : 6(P,0) = 0}), pour |z| =
r ¢ [0,1]UE, (2.2.5) et (2.2.0) sont vérifiés.

Preuve

Supposons que g (z) = h(2) e@t=" ot h(2) = A(2) ef13), P,_1 (2) = P(2) — (o +1if) 2",
alors o (h) = s < n. On utilise le méme démonstration utilisée dans le lemme 2.2.3 [3], on
obtient que pour tout & > 0, il existe un ensemble E C (1,+00) de mesure logarithmique
ImE < oo, telle que pour tout z satisfie z = re®, r ¢ [0,1] U E, on a

exp {—rs+5} < |h (rei9)| < exp {rs+5} .

Lemme 2.2.7 Soit f(z) une fonction entiére avec o(f) = 0o et oo(f) = a < +00; soit un
ensemble E C [1,+00) ayant une mesure logarithmique finie. Alors il existe une suite infinie
de points {z, = e } tel que |f(z1)| = M(rg, f), Ox € [0,27) limy oo O = 6y € [0,27),
r, & E, 1, — 00 et pour tout € > 0, et pour 1y, assez grand, on a

log v(ry)

lim sup —— = oo, (2.2.16)
re—oo  log Ty

exp{ry °} < v(ry) < exp{ry"}, (2.2.17)

o vy(r) est l'indice central de f(z).
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Preuve. Du lemme (2.2.4) et o2(f) =a , on a

log1
limsupw = 09(f) = a < 0.

00 logr

Il existe une suite finie de points {r,} (r, — 0o) vérifiant

log1 ;
lim sup w. (2.2.18)
00 O8 Tk
Sachant que ImE = § < oo alors il existe un point ry, € [ry, (1 + 8)r,] \E. Comme
log log v(ry) loglogv(r,)  loglogu(ry,)
log 74 log [(1+0&)r,] log 7 [1 I log(1+5)} ’
k logr;c
alors on a
, loglog v(ry)
limsup ———— =«
T —00 log Tk
D’ow (2.2.17) et (2.2.16) sont vérifices. On prend, z), = rye’* 0, € [0,2m), tel que | f(z)] =
M (7, f). 1l existe une sous suite {0y} de {04} tel que limy_.o 0y = 0y € [0, 27). O

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4

Supposons que f(z) est une fonction transcendente de avec o(f) = o < oo. D’aprés le
lemme 2.2.2, et pour tout £ > 0, il existe un ensemble £ C [0,27), de mesure linéaire nulle,
tel que si 6 € [0,27)\ Ey, alors il existe une constante Ry = Ry(f) > 1 tel que pour tout z
vérifiant arg z = 0 et |z| =7 > Ry, on a

|-
A <r?TrE, 2.3.1
e | =" 231)
Soient az = (a + B)re? | a,B des nombres réels. Posons d§(az,6) = acosnf — Bsinnd,

d(bz,0) = d(az,0)/c. Du lemme 2.2.3, on sait que pour tout € (0 < & < 1), il existe un
ensemble H; C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout 6 € [0,27)\(H; U Hs)
(Hy ={6 €[0,27) : 6(az,0) = 0} est un ensemble fini). Il existe R; > 0 tel que |z| = r > Ry,
on a

(i) si 6(az,0) < 0, alors

’Al(rew)e”ew < exp{(1— 5)%(5(%, OHr, (2.3.2)

< exp{(1—¢)d(az,O)r}. ’Ao(rew)ebrew

(i) si d(az,0) > 0, alors

< exp{(1+¢) 15(@?:, Hry. (2.3.3)

‘Al (Teiﬂ)eareie L
c

> exp{(1 —¢)d(az,O)r}. ‘Ao(mw)ebrew
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Maintenant on prend 6 € [0, 27)\(E£1UH,UH,) (E1UH;UH, sont de mesure linéaire nulles),
alors 0 vérifie d(az,0) < 0 ou d(az,d) > 0, on prend deux cas

1"Cas. 6(az,0) <0.Dua = cbh, §(bz,0) = (1/c)d(az,0) < 0. Du (2.1.3), on a
f'(z) f(2)
f"(z) (21

Si ‘ 1 (rei9)| est non borné sur le rayon arg z = 6, alors Du lemme 2.2.1, il existe une suite
finie de points {z, = 7,¢*} ot r, — oo telle que f"(z,) — oo et

fae®) | _ o S (rme”)
7| = 0 )

En remplacent (2.3.2)) et (2.3.5) dans (2.3.4)), on a, quand n — oo,

1 < |A(2)e™|

+ ’Ao(z)ebz}

(2.3.4)

ro(1 4 o(1)). (2.3.5)

1 <exp{(1 —¢)d(az,0)r,}rp(l+0o(1)) +exp {(1 — 5)%5(&2, H)Tn} r2(1+0o(1)) — 0.
Contradiction. D’ou
|f"(2n)| < M) (2.3.6)

est vérifié sur argz = 6, ot M; > 0 est une constante. On prend l'intégrale curvilinne

= {t:argt=0,0<[t| <|z|}, du (2.3.6) et

Fe) =)+ [ 1 (23.7)

0
on obtient
1f'(2)] <12 M27

out My > 0 est une constante. Analogiquement, du ( on obtient |f(z)| < M |z|> (M >0
est une constante) sur le rayon argz = 6.
2¢meCas. 6(az,0) > 0. Alors §(bz,0) = (1/c)d(az,0) > 0. Du (2.1.3), on a
f”(rew f(rew)
f’(rew f/(rez‘e) ’
Si } I (rew)} est non borné sur le rayon arg z = 6, alors d’aprés le lemme 2.2.1, il existe une

suite finie de points {z, = r,e?"}, o r, — oo telles que f'(z,) — oo et

f(rnew) <

)Al (reie)earew S

(2.3.8)

‘ AO bre

(rei®) | = ra(1 4 o(1)). (2.3.9)
En remplacent (2.3.1) , (2.3.3) et (2.3.9) dans (2.3.8). On a
exp{(1 —¢)d(az,0)r,} (2.3.10)

10

IN

Al(rn 0 )earne

< 777 pexp {(1 + s)éé(az, G)Tn} (14 o(1))

< r7texp {(1 + 5)%5(@2, H)Tn} (14 0o(1)).
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On prend ¢ tel que

c
0<2< 1 (2.3.11)
Du (2.3.10) et (2.3.11)), on a
expq (Ct 1)55(az, O)r,} <r?t(1+0o(1)),
qui mene a une contraduction. D’ou
)f’(re"e)‘ <M (2.3.12)

est vérifié sur argz = 0, o M > 0 est une constante. On utilise le méme raisonement, on
obtient que |f(z)] < M |z|* sur argz = 6.

Maintenent on démontre que la solution de ne peut pas étre un polyndéme non nul.
Supposons f(z) est une solution polynémiale non nulle de (2.1.3). On peut prendre le rayon

arg z = 0 tel que 0(az,0) > 0. Du lemme 2.2.3 et (2.1.3)), pour tout ¢ (0 < 2 < zjr—}), pour r
assez grand, on a

exp{(1 —¢)d(az,0)r}r* (1 + o(1)).

Al (T€i9>€arew

IA

< U//(reie)} + ‘AO(TeiG)ebrei"f(reie)‘

1
< 2o {(1+2) 2000z, 0)r b (1+o(1),
c
ou k = deg f. En prenant 2¢ < ;‘_—} on obtient une contraduction. D’ou, toute solution de

(2.1.3)) est d’ordre infini.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.5

On utilise le méme raisonnement utilisé dans la preuve du Théoréme 2.2.4, on peut prouver
que n’admet pas une solution polynomiale nulle.

Supposons que f(z) est une solution trascendante de avec o(f) = o < co. D aprés le
lemme 2.2.2, pour tout € (0 < 2¢ < 1 —0o(Dy)), il existe un ensemble E; € [0,27) de mesure
linéaire nulle, tel que si 0 € [0,27)\ F1, alors il existe une constante Ry = Ry(f) > 1, tel que
pour tout z vérifiant argz = 6 et |z| =7 > Ry, on a

f”(rew) 2(c—1+¢) f’(rew) (c—1+¢)
. < ‘ < . 24.1
Foren) | = ey | = 24
Soit z = re'. Alors
Re{az} = la|rcos(arga + 6). (2.4.2)

Re{bz} = |b|rcos(argh+ 0).
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Maintenent on suppose que arga # argb. Du lemme 2.2.3 et , il existe un rayon
arg z = 0 tel que 0 € [0,27)\(Ey U Hy U Hy) (o Hy, Hy sont définiés dans le lemme 2.2.3,
FE; U Hy U Hy sont des mesures linéaires nulles), et d(az,0) < 0, 6(bz,0) > 0, et pour r assez
grand, on a

’Ao(mw)ebrew + Do(rew)‘ > exp{(1—¢)d(bz,0)r}(1+ o(1)), (2.4.3)
‘Al (re®)ee” + Dl(rew)‘ (2.4.4)
< exp{(1 — €)d(az, 0)r} exp{roPI+e/2} < exp{roP1+e], (2.4.5)

D’aprés (2.1.4) et (2.4.1), (2.4.3), (2.4.4), on a

exp{(1 —€)d(bz,0)r}(1+o(1)) < |Age” + Do) (2.4.6)
< 7,2(0’7]:#6) eXp{TU(Dl)Jrs}raflJrs
<

27,2(0—1-1-& D1)+5}‘

) exp{r

(2.4.6)) est une absurde, ce qui imlique o(f) = 0.
Maintenent, on suppose que a = ¢b (0 < ¢ < 1). Alors §(az, ) = ci(bz, ). On utilise le méme

raisonnement que précident, on sait que (2.4.1) est vérifié et il existe un rayon argz = 0
satisfie d(az, 0) = cd(bz,0) > 0, et pour r assez grand, on a

|A1e?* + Dy| < exp{(1+¢)cd(bz,0)r}(1+ o(1)). (2.4.7)

D’aprés (2.1.4), (2.4.1), (2.4.3)et (2.4.7)), on obtient

exp{(1 — €)é(bz,0)r}(1 + o(1)) < |Age™ + Dy

@) E)
fG) 112
< 2721 exp{(1 + €)cd(bz, 0)r}(1 + o(1).

+ exp{(1 4 &)co(bz,0)r}(1 + o(1)) (2.4.8)

I )/E 7 |2‘ ] I o l ) ]

Ceci est une contradiction.

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.7

On prouve le cas ott Q(z) = h(z)e’ ot h(z) est un polynoéme non nul, b # a, ab # 0. le cas
ol () est un polyndme non constant, peut étre prouvé par la méme méthode.

Supposons que f est une solution non triviale de (2.1.6)). Alors o(f) = oo et o2(f) > 1, du
corollaire 2.1.1 et lemme 2.2.5. On prend deux cas.
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1¢cas. arga # argb ou a = ¢b (0 < ¢ < 1). Du Théoréme 2.1.6, on a o3(f) > 1, d’ou le
Théoeme 2.1.7 est vérifié.

2¢m¢cas. a = cb (¢ > 1). On démontre que o5(f) = 1. Pour cela, on suppose que o5(f) = a
(0 < a < 1), et on démontre que oo(f) = « est fausse.

D’apres la Théorie de wiman-valiron, on a

fI%) _ (v(r)
f(z) (Z

ou |f(z)] = M(r,f) et |z| =7 ¢ [0,1]U Ey, Ey C (1,+00) de mesure logarithmique nulle,
v(r) est l'indice centrale de f.

Du lemme 2.2.7, il existe une suite finie de points{z; = rre®® } tel que f(zx) = M(ry, f),
O € [0,27), limy_oo O = 0o € [0,27), 7 ¢ [0,1] U £y U Ey (E5 est définié dans le lemme
2.2.6) 1, — oo et pour tout € > 0, et pour 7 assez grand, on a

)] (1+0(1)(j = 1.2), (2.5.1)

1
lim sup log () = 00, (2.5.2)

rooo  lOgTy

exp{ry =} < v(ry) < exp{ri*e}. (2.5.3)

Pour 6y, supposons que a = 7., §(az,0y) = cos(p, ) = ¢, alors ils existent trois cas : (i)
d <0, (ii) 6 > 0, (ili) 6 = 0. On divise la démonstration en trois cas :
cas i. ¢ < 0. Du limg_.o, 0 = 0y, on sait que pour k est assez grand, §(bz, ;) = 0 < 0,
d(az,0r) = cd < 0, 6(=bz,0;) = =0 > 0, 0(az — bz,0x) = 0(b(c — 1),0;) = (¢ — 1)dx > 0.
Du ([2.1.8), on a
—bz f”(Z) b(c—1)z f/(Z>
—e =e + h(z). 2.5.4
7o) fla M) (254

En remplacent (2.5.1) et (2.5.3)) dans (2.5.4)), du lemme 2.2.6, pour tout € (0 < 2e < 1 — ),
et pour k assez grand, on a

exp{(1 — &)(=0x)ri} exp{2ry “}r 2(1+o(1)) (2.5.5)
— —b%M

f(z)
< exp{(1—e)(c—1)dpry} exp{retir, ! + 2!
< exp{(1—e&)(c—1)dry} exp{ri Tz,

ou m = deg h. Ceci est une contradiction du fait que 6, < 0et 0 < a < 1.
cas ii. 0 > 0. De limy_.o, 0x = 0y, on sait que pour k assez grand, §(az,0;) = o > 0,

6(—az,0;) = =01, <0, 8(a((1 — ¢)/c)z,0;) = (1 — ¢)/c)d), < 0. Du (2.1.6)), on a

_J'(z) _ efazL(z) e((1-0)/0)z
) ) + h(z) ) (2.5.6)
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En remplacent (2.5.1)) et (2.5.3]) dans (2.5.6]), du lemme 2.2.6, et pour tout ¢ (0 < 2e < 1—a),
et pour k assez grand, on a

“2’6) (1+o(1)) (2.5.7)
< expl(1 - 2)(-00n) "1+ o(0)

+r7 T exp{(1 —&)((1/c) — 1)6xrs}
< exp{(1 —&)(=dx)r ) exp{2r¢ T r 2 (1 4 o(1))

+ri T exp{(1 — e)((1/¢) — 1)dxrs},

oum =degh. Du (2.5.7) et « +2 < 1, on a
v(rg) — 0 (k—0).

Contradictions avec ([2.5.2)).
cas iii. ¢ = 0. Puisque pour tout k, Re{a r;e® } = 0 et la ligne arg z = 6, est une ligne
asymptotique de {a rze?*}, il existe un nombre K > 0 tel que quand k£ > K. On a

—1 < Re{arpe™ } < 1. (2.5.8)

1 . 1
—Z < Re{brie } < =,
. e{brre”* } .

Du (2.1.6)), (2.5.1) et (2.5.8), on obtient

2
— (m) (1+0(1)) = e¥* vlre) (14 o(1))h(z)e. (2.5.9)
Tk Tk
Du (2.5.8), (2.5.9)) et ¢ > 0, pour 7 est assez, on a
V3 (ri) (1 +0(1)) < 27“,367”;”+1U(rk)(1 +0(1)), (m =degh), (2.5.10)
v(rg) < 12r s,

(2.5.10) contredit (2.5.2). D’ou la démonstration du Théoéme 2.2.7 est achevée.



Chapitre 3

Propriétés des solutions des équations
différetielles linéaires avec coefficients
analytiques dans le disque unité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier la croissance des solutions des équations différetiels
lineéaires avec coefficients analytiques dans le disque unité. On va voir qu’il y a des similitudes
et différences entre le disque unité et le plan complexe.

En 2000, Heittokangas a établi les résultats suivants

Théoréme 3.1.1 [19] Soient A(z) et B(z) des fonctions analytiques dans le disque unité. Si
0(A) < o(B) ou A(z) est non admisible et B(z) est admisible, alors toute solution f(z) Z 0
de l’équation différetiel linéaire

"+ A(z)f'+ B(z)f =0, (3.1.1)
est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.2 [19] Soient Ag(z), ..., Ax—1(z) des coefficients analytiques dans le disque
unité de ’équation différetiel linéaire

FO 4+ A (2)f5 Y 4 Ag(2)f = 0. (3.1.2)

Soit Ay le derniér coefficient non H-fonction dans le disque unité et les coefficients Agqy1(2), ..., Ax—1(2)
sont H-fonctions. Alors ’équation admet au plus d solutions linéairement indepen-
dantes d’ordre fini.

En 1988, Gundersen a prouvé le résultat suivant.

Théoréme 3.1.3 [11] Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres. Si 0(A) < o(B) ou A(z)
est un polynome et B(z) est trascendente. Alors toute solution f(z) Z 0 de est d’ordre
infini.
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En 1962, Frei a établi le résultat suivant.

Théoréme 3.1.4 [9] Soient Ay(2), ..., Ax—1(z) des fonctions entiéres. Soit Ay le dernier co-
efficient trascendent de [’équation et Agi1(2),..., Ag—1(2) sont des polynomes. Alors
I’équation admet au plus d solutions entiéres linéairement independantes d’ordre fini.

En 2012, Hamouda a établit les résultats suivants.

Théoréme 3.1.5 [7J] Soient A(z) et B(z) # 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que p > 1 est une constante réelle, b et zy sont des nombres complexes
telles que b # 0, |20] = 1. Si A(z) et B(z) sont analytiques en zy, alors toute solution

f(z) £ 0 de l’équation différetielle

"+ AR f + B(z)e“—'ofz)“ /=0, (3.1.3)
est d’ordre infin.

Exemple 3.1.1 Toute solution f(z) # 0 de ’équation différetiel

1
f// 4 A(Z)e‘(wlz*)a f/ + B(Z)G(l_z)ﬁf — 07

est d’ordre infini. Ou o > 0, § > 0 sont des constantes reélles, on voit que, dans le cas ot
a = (3, les coefficient sont de méme ordre et de méme type.

Théoréme 3.1.6 [1]|] Soient A(z) et B(z) # 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que p > 1 est une constante réelle, a,b et zy sont des nombres complexes
telles que ab # 0, arga # argb, |z| = 1. Si A(z) et B(z) sont analytiques en zy, alors toute
solution f(z) Z£ 0 de léquation différetielle

'+ A(2)e® T f 4 B(z)eTo 9 f =0, (3.1.4)

est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.7 [1]|] Soient A(z) et B(z) # 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que p > 1 est une constante réelle, a,b et zy sont des nombres complexes
telles que ab # 0, a = ¢b (0 < ¢ < 1), |z0| = 1. Si A(2) et B(z) sont analytiques en zy alors
toute solution f(z) #Z 0 de l’équation différetielle

"+ A(Z)e%fz)“ fh+ B(z)e(zofzw f=0, (3.1.5)

est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.8 [1]|]] On considére I’équation différetielle

b
O 4 A () %Y 4 4 A(2)f 4 B(2)eGo " f =0, (3.1.6)
ot p > 1 est une constante réelle, b et zy sont des nombres complexes telle que b #* 0,
20| = 1, B(z) # 0, A1(2),..., Ax—1(2) sont des fonctions analytiques dans le disque unité
b
telle que A;j(z) est analytique en zy ou A;(z) = Bj(z)e@o—JZ)“ ou B;(z) est analytique en zy et

bj = ¢;jb (0 < ¢; < 1) ou argb; # argb pour une fois au plus. Alors toute solution f(z) # 0
de est d’ordre infini.
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3.2 Lemmes préliminaires

Pour la démonstration de ces résultats, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 [§] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D d’ordre fini o.
Soit € > 0 une constante, k et j sont des nombres entiers vérifiant k > j > 0. Supposons que
fU) £ 0. Alors il existe un ensemble E C [0,1) qui vérifie 5 1—sz < o0, tel que pour tout
z € D vérifiant |z| ¢ E, on a

1 (k—j)(o+2+¢)
<[ — .
B (1 - M)

Lemme 3.2.2 Soit A(z) une fonction analytique en zy € C. Posons g(z) = A(z)e(%%)“,
(11 > 1 est une constante réelle), a = a+if3, zg — 2 = Re™, §,(p) = acos(uyp) + Bsin(uy),
et H={p €[0,2m): d.(p) =0}, (H est de mesure linéaire nulle). Alors pour tout ¢ > 0 et
pour tout p € [0,2m)\H, il existe Ry > 0 telle que pour 0 < R < Ry, on a

(1) si 04(p) > 0, alors

1 1
exp{(1 = £)3u(9) -} < l9(2)] < expl(1+2)0a(e) 2}, (3:2.1)
(i) si §,(p) < 0, alors
1 1
expi(1+e)da(p) ot < 19(2)] < exp{(1 — €)dal0) 5o} (3.2.2)
Preuve
On a .
‘e(Z()T)“ = exp{(sa(go)ﬁ . (323)
Si zg est un zéro d’ordre m de A(z), alors il existe ¢; > 0, ¢a > 0 tel que
a < AR < ¢,
Maintenant, si zo n’est pas un zéro de A(z), alors il existe ¢} > 0, ¢ > 0 tel que
aR™ <lg(2)] < cR™, (3.2.4)
pour z au voisinage de 2.
Du (3.2.3)) et (3.2.4), on a
R exp{3u() 7.} < l9(2)] < 2B exp{da(0) ) (325)
pour z au voisinage de zj.
et 1 1
crexp{da(p) oo} < l9(2)] < cpexp{ o}, (3.2.6)

pour z au voisinage de zp. Du (3.2.5) et (3.2.6), on a (3.2.1)) et (3.2.2)).

Remarque 3.2.1 En génerale, on peut écrire 0,(p) = ccos(pup+ @), ot c > 0, ¢, € [0,27).
De cette formule il est facile a démontrer que si p > 1, §,(¢) change son signe sur n’importe
quel intervalle (¢y, p,) de mesure linéaire égal o .
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3.3 Preuve du Théoréme 3.1.5

Supposons que f Z 0 est une solution de (3.1.3|) d’ordre fini o(f) = 0 < co. Puisque p > 1,
du remark 3.2.1 il existe (¢, p,) C [0,27) tel que pour z € D et arg(zo — 2) = ¢ € (¢y, ¥s)

on a dy(¢) > 0. D’aprés (3.1.3), on a
f// f/
I f

Du lemme 3.2.1, pour tout € > 0 il existe un ensemble E C [0,1) vérifie [, ﬁdr < 00, tel
que pour tout z € D vérifie |z| ¢ E, on a

(1 = ’Z‘) (k=1,2). (3.3.2)

‘B(z)ewofzw AR L] (3.3.1)

Du lemme 3.2.2, pour tout 0 < ¢ < 1 et pour z € D et arg(zg — 2) = ¢ € (¢, p,) avec
|z0 — z| = R, il existe Ry > 0 tel que 0 < R < Ry, on a

exp{(1 — 5)51,(@)%} < [B)em|. (3.3.3)
Comme A(z) est analytique en 2, pour z au voisinage de 2
|A(z)| < M, M >0. (3.3.4)
En remplacent (3.3.2), (3.3.3) et (3.3.4) dans (3.3.1)), on a
1 1 2(o+2+¢) 1 (0+2+¢)
exp{(1 — 8)51,((,0)@} < (1 — |Z’> +M (1 — |Z|> : (3.3.5)

ouz €D, |z| ¢ Eetarg(zo—2) = € (¢1,9,) avec |20 — 2| = R, et 0 < R < Ry, on a.
Des relations metriques dans le triangle (0zz), on a |z|> = 1 4+ R* — 2R cos *

et alors 5 R
cos p* —
1-— =Rl ——— . 3.3.6
o= n (22 ) (3:3.6)

Pour z au voisinage de 2 et considérons que ¢ est fixé, alors il existe g9 > 0

tel que
2cosp* — R

1+ 2]

pour 0 < p* < 7. Dapreset -,ona

> &o; (3.3.7)

—. 3.3.8
1-— |z| € ( )

De (3.3.5) et (3.3.8]), on a

1 2(oc+2+¢)
exp{(1 —&)dp(p )—} < M ( > ., M > 1,
€0R

contradiction quand R — oc.
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3.4 Preuve du Théoréme 3.1.6

Supposons que f Z 0 est une solution de (3.1.4)) d’ordre fini o(f) = 0 < co. Puisque arga #
argb et 1 > 1, alors il existe (¢4, p,) C [0,27) tel que pour z € D et arg(zo—2) = ¢ € (¢1, ¥3)

on a 0p(p) > 0 et d,(p) < 0. D’aprés (3.1.4)), on a

fl/ @ fl
‘B( JeTam o7 +|A(2 |‘A e | |1 (3.4.1)
f f
Du lemme 3.2.1, pour tout € > 0 il existe un ensemble £ C [0, 1) vérifie [, 1—dr < 00, tel
que pour tout z € D vérifie |z| ¢ E, on a
k=1,2). 3.4.2
e (h=12) (342)

Du lemme 3.2.2, pour tout 0 < € < 1 et pour z € D et arg(zg — 2) = ¢ € (¢, p,) avec
|z0 — z| = R, il existe Ry > 0 tel que 0 < R < Ry, on a

exp{(l—e)db(@)%} <|BEyem|, (3.4.3)
et
(A(z)e@#w §exp{(1—5)5a(cp)% . (3.4.4)

En utilisant (3.4.1)), (3.4.4) et (3.3.8), on a

e N )

ouz€ D, |z| ¢ FEetarg(zo—2) =¢ € (¢, ) avec |20 — 2| = R, et 0 < R < Ry.
Contradiction quand R — oc.

3.5 Preuve du Théoréme 3.1.7

Suppose que f % 0 est une solution de (3.1.5) d’ordre fini o(f) = 0 < oo. Puisque p > 1,
alors il existe (¢;,p,) C [0,27) tel que pour z € D et arg(zo — 2) = ¢ € (¢1,¢,) on a

da(p) > 0. D’aprés (3.1.5), on a

‘B(z)e@ofz)“ (3.5.1)

<L
il

+ |A(2)] ‘A(z)e(zo%ﬂ” fT/ :

Du lemme 3.2.1, pour tout ¢ > 0 il existe un ensemble E C [0,1) vérifie [, 11 dr < oo, tel
que pour tout z € D vérifie |z| ¢ E, on a

1 k(o+2+¢)
(1—| |) (k=1,2). (3.5.2)

f’“)
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Du lemme 3.2.2, pour tout ¢ > 0 et pour z € D et arg(zo—z) = ¢ € (¢y,p,) avec |z — 2| = R
il existe Ry > 0 tel que 0 < R < Ry, on a

exp{(1 = 2)0u(¢) i} < |B2)eT T

(3.5.3)

et

\A<z>6*<zofz>“ (1 4+)6,(0) 5

e

En remplacant (3.5.2], (3.5.4) dans (3.5.1), et on prend d,(p) = cd,(p)(0 < ¢ < 1)

(3.5.4)

exp{(1 — ()} < (1R>() () et o

on prend ¢ tel que (0 < e < }—12), contradiction quand R — oo.

3.6 Preuve du Théoréme 3.1.8

Soit

b
45,(2) = By (2)e o
tel que Bj, (2) est analytique en zy et argb;, # argb,
b

A (2) = Bjm(z)e@ojzl)“ (m=2,...,5)

tel que B, (z) est analytique en zy et b;,, = ¢;,,b(0 < ¢;,, < 1), et les coefficients A, (z)
sont analytique en 2o (m = s+1,...,k — 1). Supposons f # 0 est une solution de I'eq(3.1.6)
d’ordre fini o(f) = 0 < co. Puisque argb;, # argb, alors il existe (p;,p,) C [0,27) tel que
pour z € D et arg(zo — 2) = ¢ € (p1,93) on a d(w) > 0 d,(p) < 0. On suppose que

c=max{c;, :m=2,...,5}. On a 0y, () =10, 0s(¢) < cdp(p). Du (3.1.6)), on a

(jm)
\ EY A )W”

m=s—+1

s (J1)
DI |'f ‘+|Ah >|]ff .

b

‘B(z)e(zo—z)“

(3.6.1)

En utilisant la méme démonstration précidente, du (| , on a

1

exp{(1 - 2)3u(¢) 7}

(Z2) 7 (3 s et - ente) s + (-9, (003

On prend ¢ tel que (0 < e < {5%), contradiction quand R — oco.
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Remarque 3.6.1 Considérons dans le cas ot 0 < p < 1, en générale cette méthode n’est
pas valide. Par exemple, pour l’équation différentielle

"+ AR)f + B(z)eﬁf =0,

ot A(z) et B(z) sont analytique en zy = 1. D’ou, on ne peut pas utiliser cette méthode,
puisque pour tout z € D on a 0_1(¢) < 0, ou ¢ = arg(l — z). De plus, pour [’équation
différetielle

f'+AR)f + B()ema f =0,

cette méthode est valide. Alors toute solution f % 0 de cette équation est d’ordre infini. En
générale cette méthode est valide pour 0 < p < 1 sauf dans le cas ot §y(p) < 0 pour arg zp— 5
<p<argz + 3.
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