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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le

mathématicien Rolf Nevanlinna est un outil très important dans l'étude des propriétés

des solutions des équations di�érentielles linéaires dans le domaine complexe.

Pour l'équation di�érentielle du second ordre

f
′′

+ e−zf ′ +Q(z)f = 0, (1)

oùQ(z) est une fonction entière d'ordre �ni, il est connu que toute solution de l'équation

(1) est une fonction entière et si f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes

de l'équation (1), alors au moins une des deux solutions f1 et f2 est d'ordre in�ni ([25],

P. 167-168).

D'autre part, il existe des équations di�érentielles de la forme (1) possédant au moins

une solution d'ordre �ni. Par exemple, la fonction f(z) = ez est une solution d'ordre

�ni de l'équation (1) avec Q(z) = −(1 + e−z).

Alors la question qui se pose est : Quelle condition doit-on imposer sur Q(z) pour

garantir que toute solution non nulle de l'équation (1) soit d'ordre in�ni ?.

Plusieurs auteurs Amemiya et Ozawa [1], Gundersen [21], Langley [29], frei [18] et

Ozawa [31] ont étudié ce problème.

Ils ont démontré que si Q(z) est un polynôme non constant ou une fonction entière

transcendante d'ordre di�érent à un, alors toute solution non nulle de l'équation (1)

est d'ordre in�ni.

En 2002, Chen [8] a considéré l'équation (1) mais dans le cas où Q(z) est une fonction

entière d'ordre égal à un.

3
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Dans le même article, il a considéré ce problème pour des équations di�érentielles

linéaires du second ordre de la forme

f
′′

+ h1(z)eazf
′
+ h0(z)ebzf = 0, (2)

où hj(z) (j = 0, 1) sont des fonctions entières d'ordre strictement inférieur à un, a et

b sont des nombres complexes non nuls. Ses travaux ont été plus tard généralisés pour

les équations di�érentielles linéaires d'ordre supérieur (voir par exemple ([12], [13])).

Di�érents chercheurs ([9], [20], [27]) se sont intéressés à l'étude des équations di�éren-

tielles linéaires de la forme :

f
′′

+ h1(z)eP (z)f
′
+ h0(z)eQ(z)f = 0, (3)

où P (z) et Q(z) sont des polynômes non constants, hj(z) (j = 0, 1) sont des fonctions

entières. Ces résultats ont été aussi étendus pour les équations di�érentielles linéaires

d'ordre supérieur (voir par exemple ([4], [6], [32])).

Ces dernières années, certains auteurs ([30],[34],[35]) ont étudié les équations di�é-

rentielles linéaires non homogènes du second ordre et d'ordre supérieur. Ils se sont

intéressés à la croissance et l'oscillation de leurs solutions.

Cette thèse consiste à étudier les propriétés des solutions des équations di�érentielles

linéaires d'ordre supérieur et non homogènes.

Le premier chapitre comporte quelques dé�nitions, notions et résultats de la théorie de

Nevanlinna nécessaires par la suite pour les autres chapitres.

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude de l'hyper-ordre des solutions des deux

équations di�érentielles

f (k) + hk−1f
(k−1) + ...+ h2f

′′
+ A1e

P (z)f
′
+ A0e

Q(z)f = H (4)

et

f (k) + hk−1f
(k−1) + ...+ h2f

′′
+
(
A1e

P (z) +D1

)
f
′
+
(
A0e

Q(z) +D0

)
f = H, (5)

où k ≥ 2 est un entier, hj (j = 2, ..., k − 1), P (z) et Q(z) sont des polynômes et Aj,

Dj (j = 0, 1) et H(6≡ 0) sont des fonctions entières.
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Dans le troisième chapitre, on s'intéressera aussi à l'étude de l'hyper-ordre mais pour

les solutions des équations di�érentielles de la forme

f (k) + hk−1e
Pk−1(z)f (k−1) + ...+ h2e

P2(z)f
′′

+ h1e
P1(z)f

′
+ h0e

P0(z)f = H, (6)

où k ≥ 2 est un entier, Pj(z) (j = 0, ..., k− 1) sont des polynômes, hj (j = 0, ..., k− 1)

et H(6≡ 0) sont des fonctions entières.

Le dernier chapitre est consacré aux équations di�érentielles de la forme (6) mais dans

le cas où les fonctions H et hj (j = 0, ..., k − 1) sont des fonctions méromorphes ayant

un nombre �ni de pôles.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1. ([24],[28]). Soit f une fonction méromorphe. Pour tout complexe

a, on désigne par n(t, a, f) le nombre de racines de l'équation f(z) = a situées dans

le disque |z| ≤ t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par

n(t,∞, f) le nombre de pôles de la fonction f dans le disque |z| ≤ t. Posons

N(r, a, f) =

∫ r

0

n(t, a, f)− n(0, a, f)

t
dt+ n(0, a, f) log r, a 6=∞, (1.1)

N(r, f) = N(r,∞, f) =

∫ r

0

n(t,∞, f)− n(0,∞, f)

t
dt+ n(0,∞, f) log r, (1.2)

m(r, a, f) = m(r,
1

f − a
) =

1

2π

∫ 2π

0

log+ 1

|f(reiθ)− a|
dθ, a 6=∞, (1.3)

et

m(r, f) = m(r,∞, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+ |f(reiθ)|dθ, (1.4)

où

log+ x = max(log x, 0) =

 log x, x > 1

0, 0 < x ≤ 1.

6



1.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna 7

N(r, a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| ≤ r et

m(r, a, f) est dite la fonction de proximité de f .

Dé�nition 1.1.2. ([24],[28]). Soit f une fonction méromorphe non constante. On

dé�nit la fonction caractéristique T (r, f) de la fonction f par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f) (1.5)

Exemple 1.1.1. Soit f(z) = ez. Nous avons n(t,∞, f) = 0 car f n'admet pas de pôles.

D'où N(r, f) = 0.

De plus, on a

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+ |ereiθ |dθ,

=
1

2π

∫ 2π

0

log+ |er cos θ|dθ,

=
1

2π

(∫ π
2

0

(r cos θ)dθ +

∫ 2π

3π
2

(r cos θ)dθ

)
=
r

π
.

Par conséquent

T (r, f) =
r

π
.

Exemple 1.1.2. Soit f(z) = eanz
n
, où an est un nombre complexe non nul. Posons

an = |an|eiϕ, z = reiθ. Alors

|f(z)| = e|an|r
n cos(nθ+ϕ).

Par conséquent

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+ e|an|r
n cos(nθ+ϕ)dθ.

Par un changement de variable, on a

m(r, f) =
1

2nπ

∫ 2nπ+ϕ

ϕ

log+ e|an|r
n cos(τ)dτ.

=
1

2nπ

∫ 2nπ

0

log+ e|an|r
n cos(τ)dτ.
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=
1

2π

∫ 2π

0

log+ e|an|r
n cos(τ)dτ

=
|an|rn

2π

(∫ π
2

0

cos τdτ +

∫ 2π

3π
2

cos τdτ

)
=
|an|rn

π
.

Comme f est entière, alors

T (r, f) = m(r, f) =
|an|rn

π
.

Exemple 1.1.3. Pour la fonction f(z) = eanz
n

z
, on a

T (r, f) = |an|rn
π

+O(log r), r →∞.

1.2 Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2.1. ([24],[28]) Soit f une fonction méromorphe et soit

f(z)− a =
∞∑
i=m

ciz
i, cm 6= 0,m ∈ Z, a ∈ C

le développent de Laurent de f − a à l'origine. Alors

T (r,
1

f − a
) = T (r, f)− log |cm|+ ϕ(r, a). (1.6)

où

|ϕ(r, a)| ≤ log 2 + log+ |a|.

Remarque 1.2.1. Le premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna peut être for-

mulé comme suit :

T (r,
1

f − a
) = T (r, f) +O(1), (r →∞) (1.7)

pour tout a ∈ C.

Proposition 1.2.1. ([24],[28]) Soient f1, f2, ..., fn des fonctions méromorphes et

a, b, c, d ∈ C, telles que ad− bc 6= 0. Alors

(a) T (r,
∏n

k=1 fk) ≤
∑n

k=1 T (r, fk), n ∈ N.
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(b) T (r, fn) = nT (r, f), n ∈ N.

(c) T (r,
∑n

i=1 fi) ≤
∑n

i=1 T (r, fi) + log n, n ∈ N.

(d) T (r, af+b
cf+d

) = T (r, f) +O(1), en supposant que f 6≡ −d/c.

1.3 Croissance d'une fonction méromorphe

1.3.1 Ordre et hyper-ordre d'une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.1. ([24],[28]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l'ordre de crois-

sance de f est dé�ni par

σ(f) = lim
r→∞

sup
log T (r, f)

log r
. (1.8)

Remarque 1.3.1. Si f est une fonction entière, alors l'ordre de croissance de cette

fonction est dé�ni par

σ(f) = lim
r→∞

sup
log logM(r, f)

log r
(1.9)

où M(r, f) = max|z|=r |f(z)|.

Exemple 1.3.1. Pour la fonction f(z) = ez, on a

σ(f) = lim sup
r→+∞

log r
π

log r
= 1.

Exemple 1.3.2. Pour la fonction f(z) = eanz
n
, où an ∈ C, on a

σ(f) = lim sup
r→+∞

log |an|r
n

π

log r
= n.

Exemple 1.3.3. ([24], p.7) Pour la fonction f(z) = exp{ez}, on a

T (r, f) ∼ er

(2π3r)
1
3

, r → +∞.

D'où

σ(f) = +∞.
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Pour exprimer le taux de croissance d'une fonction méromorphe d'ordre in�ni, on

rappelle la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3.2. ([24],[28]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l'hyper-ordre de

cette fonction est dé�ni par

σ2(f) = lim
r→+∞

sup
log log T (r, f)

log r
. (1.10)

Remarque 1.3.2. Si f est une fonction entière, alors l'hyper-ordre de cette fonction

est dé�ni par

σ2(f) = lim
r→+∞

sup
log log logM(r, f)

log r
. (1.11)

Propriétés 1.3.1. ([24],[28]) Soient f et g des fonctions méromorphes. Alors

1) σ(f + g) ≤ max{σ(f), σ(g)},

2) σ(fg) ≤ max{σ(f), σ(g)}.

Remarque 1.3.3. Dans 1) et 2) si σ(f) < σ(g), alors σ(fg) = σ(f + g) = σ(g).

1.4 Terme maximal et indice central

Dé�nition 1.4.1. ([28]) Soit f(z) =
∑+∞

n=0 anz
n une fonction entière. Le terme maxi-

mal de f est dé�ni par

µ(r) = µ(r, f) = max
n≥0
|an|rn (1.12)

et l'indice central de f est dé�ni par

νf (r) = ν(r, f) = max{m : |am|rm = µ(r, f)}. (1.13)

Exemple 1.4.1. Soit le polynôme P (z) = anz
n+an−1z

n−1+ ...+a0. Alors pour r assez

grand, on a

µ(r) = µ(r, P ) = |an|rn.

Par suite

νP (r) = ν(r, P ) = n.
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1.5 Exposant et hyper-exposant de convergence des

zéros d'une fonction

Dé�nition 1.5.1. ([28]) L'exposant de convergence des zéros d'une fonction méro-

morphe f est dé�ni par

λ(f) = lim
r→+∞

sup
logN(r, 1

f
)

log r
, (1.14)

où

N(r,
1

f
) =

∫ r

0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
+ n(0,

1

f
) log r (1.15)

et n(t, 1
f
) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| ≤ t.

Exemple 1.5.1. λ(ez) = 0.

Exemple 1.5.2. Pour la fonction f(z) = ez + 1, on a λ(f) = 1.

Dé�nition 1.5.2. ([28]) L'exposant de convergence des zéros distincts d'une fonction

méromorphe f est dé�ni par

λ(f) = lim
r→+∞

sup
logN(r, 1

f
)

log r
, (1.16)

où

N(r,
1

f
) =

∫ r

0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
+ n(0,

1

f
) log r (1.17)

et n(t, 1
f
) désigne le nombre de zéros distincts de f situés dans le disque |z| ≤ t.

Dé�nition 1.5.3. ([28]) L'hyper-exposant de convergence des zéros d'une fonction

méromorphe f est dé�ni par

λ2(f) = lim
r→+∞

sup
log logN(r, 1

f
)

log r
. (1.18)

Dé�nition 1.5.4. ([28]) L'hyper-exposant de convergence des zéros distincts d'une

fonction méromorphe f est dé�ni par

λ2(f) = lim
r→+∞

sup
log logN(r, 1

f
)

log r
. (1.19)
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1.6 Mesure et densité

Dé�nition 1.6.1. ([11]) On dé�nit la mesure linéaire d'un ensemble E ⊂ [0,+∞) par

m(E) =

∫ +∞

0

χE(t)dt, (1.20)

où χE est la fonction caractéristique de l'ensemble E.

Les densités supérieure et inférieure de l'ensemble E sont respectivement dé�nies par

densE = lim supr→+∞
m(E ∩ [0, r])

r
(1.21)

et

densE = lim infr→+∞
m(E ∩ [0, r])

r
(1.22)

Exemple 1.6.1. La mesure linéaire de l'ensemble E = [1, e] ∪ [5, 8] ⊂ [0,+∞) est

m(E) =

∫ +∞

0

χE(t)dt =

∫ e

1

dt+

∫ 8

5

dt = e+ 2.

Exemple 1.6.2. La densité supérieure de l'ensemble E = [1,+∞) est

densE = lim supr→+∞
m(E ∩ [0, r])

r
= 1.

Dé�nition 1.6.2. ([11]) La mesure logarithmique d'un ensemble F ⊂ [1,+∞) est

dé�nie par

ml(F ) =

∫ +∞

1

χF (t)

t
dt (1.23)

où χF est la fonction caractéristique de l'ensemble F .

Les densités logarithmiques supérieure et inférieure de l'ensemble F sont respectivement

dé�nies par

log densF = lim supr→+∞
ml(F ∩ [1, r])

log r
(1.24)

et

log densF = lim infr→+∞
ml(F ∩ [1, r])

log r
. (1.25)
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Exemple 1.6.3. La mesure logarithmique de l'ensemble F = [1, e2] ⊂ [1,+∞) est

ml(F ) =

∫ +∞

1

χF (t)
dt

t
=

∫ e2

1

dt

t
= 2.

Exemple 1.6.4. La densité logarithmique supérieure de l'ensemble F = [e,+∞) est

log densF = lim supr→∞
ml(F ∩ [1, r])

log r
= 1.



Chapitre 2

Sur l'hyper-ordre des solutions de

certaines équations di�érentielles

linéaires non homogènes

2.1 Introduction et résultats

Pour l'équation di�érentielle linéaire du second ordre

f
′′

+ e−zf
′
+Q(z)f = 0, (2.1)

où Q (z) est une fonction entière d'ordre �ni, il est bien connu que toute solution de

l'équation (2.1) est une fonction entière et la plupart des solutions de l'équation (2.1)

sont d'ordre in�ni. Mais l'équation (2.1) peut également avoir des solutions d'ordre

�ni. Par exemple, f(z) = e2z est une solution d'ordre �ni de l'équation (2.1) avec

Q(z) = −(4+2e−z). Alors quelle condition doit-on imposer sur Q(z) pour garantir que

toute solution f(6≡ 0) de l'équation (2.1) soit d'ordre in�ni ?.

Chen [8] a traité ce problème en prenant Q(z) = h(z)ebz, h(z) un polynôme non nul

et b un nombre complexe. Il a montré que si b 6= −1, alors toute solution f(6≡ 0) de

14
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l'équation (2.1) est d'ordre in�ni et σ2(f) = 1.

Il a aussi considéré dans le même article d'autres équations di�érentielles linéaires

du second ordre et il a prouvé les deux résultats suivants :

Théorème 2.1.1. ([8]) Soient Aj(z)(6≡ 0) (j = 0, 1) des fonctions entières avec

σ(Aj) < 1, a et b des constantes complexes tels que ab 6= 0 et a = cb (c > 1). Alors

toute solution f( 6≡ 0) de l'équation

f
′′

+ A1(z)eazf
′
+ A0(z)ebzf = 0 (2.2)

est d'ordre in�ni.

Théorème 2.1.2. ([8]) Soient Aj(z)(6≡ 0), Dj(z) (j = 0, 1) des fonctions entières avec

σ(Aj) < 1, σ(Dj) < 1, a et b des constantes complexes tels que ab 6= 0 et arg a 6= arg b

ou a = cb (0 < c < 1). Alors toute solution f(6≡ 0) de l'équation

f
′′

+ (A1(z)eaz +D1(z))f
′
+ (A0(z)ebz +D0(z))f = 0 (2.3)

est d'ordre in�ni.

En 2008, Wang et Laine [34] ont étudié la croissance des solutions des équations non

homogènes en relation avec les équations (2.2) et(2.3) et ils ont obtenu les deux résultats

suivants :

Théorème 2.1.3. ([34])Soient Aj(z) 6≡ 0 (j = 0, 1) et H des fonctions entières d'ordre

strictement inférieur à 1, et soient a et b des nombres complexes tels que ab 6= 0 et

b 6= a. Alors toute solution non triviale f de l'équation

f
′′

+ A1(z)eazf
′
+ A0(z)ebzf = H (2.4)

est d'ordre in�ni.
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Théorème 2.1.4. ([34])Soient Aj(z) 6≡ 0, Dj(z) (j = 0, 1) et H des fonctions entières

d'ordre strictement inférieur à 1, et soient a et b des nombres complexes tels que ab 6= 0

et b/a < 0. Alors toute solution non triviale f de l'équation

f
′′

+ (A1(z)eaz +D1(z))f
′
+ (A0(z)ebz +D0(z))f = H (2.5)

est d'ordre in�ni.

Dans [36], Xu et Cao ont étudié le problème ci-dessus pour des équations di�érentielles

linéaires d'ordre supérieur et ils ont prouvé les deux résultats suivants :

Théorème 2.1.5. ([36])Soient k ≥ 2 un entier, P (z) = anz
n + ... + a1z + a0, et

Q(z) = bnz
n + ...+ b1z + b0 des polynômes non constants, où ai, bi (i = 0, 1, ..., n) sont

des nombres complexes avec anbn 6= 0 et an 6= bn. Supposons que hi(z) (2 ≤ i ≤ k − 1)

sont des polynômes de degré inférieur ou égal à n − 1, Aj(z) 6≡ 0 (j = 0, 1) et H 6≡ 0

sont des fonctions entières véri�ant σ (Aj) < n, (j = 0, 1), σ (H) < n et ϕ est une

fonction entière d'ordre �ni. Alors toute solution f de l'équation

f (k) + hk−1f
(k−1) + ...+ h2f

′′
+ A1e

P (z)f
′
+ A0e

Q(z)f = H (2.6)

satisfait σ (f) = +∞, σ (f) = λ(f) = λ(f) = λ(f − ϕ) = +∞ et σ2(f) = λ2(f) =

λ2(f) = λ2(f − ϕ) ≤ n.

Théorème 2.1.6. ([36])Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj(z) 6≡ 0, Dj(z) (j =

0, 1) et H 6≡ 0 sont des fonctions entières véri�ant σ(Aj) < n, σ(Dj) < n, (j = 0, 1),

σ(H) < n et P (z), Q(z), hi (2 ≤ i ≤ k − 1) sont dé�nis comme dans le Théorème

2.1.5 et véri�ant anbn 6= 0 et an/bn < 0. Alors toute solution f de l'équation

f (k) + hk−1f
(k−1) + ...+ h2f

′′
+
(
A1e

P (z) +D1

)
f
′
+
(
A0e

Q(z) +D0

)
f = H (2.7)

est d'ordre in�ni.

Dans [16], El Farissi et Belaïdi ont étudié l'équation (2.7) mais dans le cas où hi(z)

(2 ≤ i ≤ k − 1) sont des fonctions entières d'ordre strictement inférieur à 1, P (z) et

Q(z) sont des polynômes de degré 1, ils ont démontré le résultat suivant :



2.1 Introduction et résultats 17

Théorème 2.1.7. ([16])Soient P (z) = az et Q(z) = bz des polynômes, où a et b

sont des nombres complexes véri�ant ab(a − b) 6= 0. Supposons que hi (2 ≤ i ≤

k − 1), Aj(z) 6≡ 0, Dj(z) (j = 0, 1) et H 6≡ 0 sont des fonctions entières véri�ant

max{σ(hj)(2 ≤ i ≤ k − 1), σ(Aj)(j = 0, 1), σ(Dj)(j = 0, 1), σ(H)} < 1 et ϕ est une

fonction entière d'ordre �ni. Alors toute solution f de l'équation (2.7) satisfait σ (f) =

+∞, σ (f) = λ(f) = λ(f) = λ(f−ϕ) = +∞ et σ2(f) = λ2(f) = λ2(f) = λ2(f−ϕ) ≤ 1.

En 2014, ils [17] ont aussi considéré ce problème et ils ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.1.8. ([17])Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj(z) 6≡ 0, Dj(z) (j =

0, 1) et H 6≡ 0 sont des fonctions entières véri�ant σ(Aj) < n, σ(Dj) < n, (j = 0, 1),

σ(H) < n et P (z), Q(z), hi (2 ≤ i ≤ k−1) sont dé�nis comme dans le Théorème 2.1.5

et véri�ant anbn 6= 0 et an− bn 6= 0. Alors toute solution f de l'équation (2.7) satisfait

σ (f) = +∞, σ (f) = λ(f) = λ(f) = λ(f − ϕ) = +∞ et σ2(f) = λ2(f) = λ2(f) =

λ2(f − ϕ) ≤ n.

Dans ce chapitre, on précise l'hyper-ordre des solutions des équations (2.6) et (2.7). On

démontre les deux résultats suivants :

Théorème 2.1.9. ([14]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que P (z), Q(z), an, bn, hi(z)

(2 ≤ i ≤ k − 1), Aj(z) 6≡ 0 (j = 0, 1), H et ϕ véri�ent les hypothèses du Théorème

2.1.5. Alors toute solution non triviale f de l'équation (2.6) satisfait σ2(f) = λ2(f) =

λ2(f) = λ2(f − ϕ) = n.

Exemple 2.1.1. Pour l'équation di�érentielle

f (5) + (z + 1)f (4) + (2z2 − 5)f (3) + (z − 6)f
′′

+ (cos z)ez
3+4f

′
+ 6e2z

3+3f = (z + 2)ez,

toute solution f est d'ordre in�ni et σ2(f) = 3.

Théorème 2.1.10. ([14]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que P (z), Q(z), an, bn,

hi(z) (2 ≤ i ≤ k − 1), Aj(z) 6≡ 0, Dj(z) (j = 0, 1) et H véri�ent les hypothèses

du Théorème 2.1.8. Alors toute solution non triviale f de l'équation (2.7) satisfait

σ2(f) = n.
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Exemple 2.1.2. Pour l'équation di�érentielle

f (4) + (z + 2)f (3) + (z − 6)f
′′

+ (3e−z
2+2 + ez)f

′
+ (4e2z

2+1 + e−z)f = cos z,

toute solution f est d'ordre in�ni et σ2(f) = 2.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1. ([36]) Supposons que k ≥ 2 est un entier, Aj(z) (j = 0, ..., k− 1) et H

(6≡ 0) sont des fonctions entières d'ordre �ni. Alors toute solution f d'ordre in�ni de

l'equation

f (k) + Ak−1(z)f (k−1) + ...+ A1(z)f ′ + A0(z)f = H (2.8)

satisfait σ2(f) ≤ max {σ (Aj) , σ (H) : j = 0, 1, ..., k − 1}.

Lemme 2.2.2. ([19]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et soient

α > 1 et ε > 0 des constantes. Alors il existe un ensemble E1 ⊂ [1,+∞) de me-

sure logarithmique �nie et une constante B > 0 qui dépend seulement de α et (i, j)

(i, j sont des entiers positifs i > j) tels que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1,

on ait ∣∣∣∣f (i)(z)

f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ B

[
T (αr, f)

r
(logα r) log T (αr, f)

]i−j
. (2.9)

Lemme 2.2.3. ([23]), p. 344] Soit f (z) =
+∞∑
n=0

anz
n une fonction entière, νf (r) l'indice

central de f , µ (r) le terme maximal, µ (r) =
∣∣aνf (r)∣∣ rνf (r). Alors

νf (r) = r
d

dr
log µ (r) < [log µ (r)]2 ≤ [logM (r, f)]2 (2.10)

est véri�ée à l'éxtérieur d'un ensemble E2 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique �nie.
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Lemme 2.2.4. ([22]) Soient P (z) = (α + iβ) zn + ...(α, β sont des nombres réels,

|α| + |β| 6= 0) un polynôme de degré n ≥ 1 et A (z) une fonction méromorphe avec

σ (A) < n. Posons f (z) = A (z) eP (z), z = reiθ, δ (P, θ) = α cosnθ − β sinnθ. Alors

pour tout ε > 0, il existe un ensemble E3 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique �nie tel

que pour tout θ ∈ [0, 2π) \H1 et pour |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞, on ait

(i) Si δ (P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} , (2.11)

(ii) Si δ (P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} , (2.12)

où H1 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (P, θ) = 0} .

Lemme 2.2.5. ([28]) Soient f (z) une fonction entière transcendante, νf (r) l'indice

central de f et δ une constante avec 0 < δ < 1
4
. Alors il existe un ensemble E4 de

mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ E4 et |f (z)| ≥

M (r, f) νf (r)
− 1

4
+δ, on ait

f (n)(z)

f(z)
=

(
νf (r)

z

)n
(1 + o (1)) (n ≥ 1 un entier) . (2.13)

Lemme 2.2.6. ([38]) Soient f (z) une fonction entière et M (r, f) =
∣∣f (reiθr)∣∣ pour

tout r. Posons θr → θ0 ∈ [0, 2π) quand r → +∞. Alors il existe une constante l0 > 0

et un ensemble E de densité logarithmique inférieure positive tels que

M (r, f)1/5 ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ (2.14)

pour tout r ∈ E su�samment grand et pour tout θ tels que |θ − θ0| < l0.
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Lemme 2.2.7. ([8]) Soient f (z) une fonction entière d'ordre in�ni et σ2 (f) = α <

+∞, E5 ⊂ (1,+∞) un ensemble de mesure logarithmique �nie. Alors il existe une suite

de points
{
zm = rme

iθm
}
telle que |f (zm)| = M (rm, f), θm ∈ [0, 2π) ,

lim
m→+∞

θm = θ0 ∈ [0, 2π) , rm /∈ E5, rm → +∞,

lim
rm→+∞

log νf (rm)

log rm
= +∞ (2.15)

et pour tout ε > 0 donné, on a pour rm su�samment grand

exp
{
rα−εm

}
< νf (rm) < exp

{
rα+εm

}
, (2.16)

où νf (r) est l'indice central de f.

2.3 Preuve du Théorème 2.1.9

Supposons que f est une solution non triviale de l'equation (2.6). D'après le Théorème

2.1.5, on a σ(f) = +∞ et σ2(f) = λ2(f) = λ2(f) = λ2(f − ϕ) ≤ n. Pour montrer

que σ2(f) = n, on suppose que σ2(f) = α < n et on prouve que σ2(f) = α est une

contradiction. D'après le lemme 2.2.2, il existe une constante B > 0 et un ensemble

E1 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique �nie tels que pour tout z véri�ant |z| = r /∈

[0, 1] ∪ E1, on ait ∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ Br [T (2r, f)]j+1 (j = 1, ..., k) (2.17)

D'après le lemme 2.2.3, il existe un ensemble E2 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E2, on ait

νf (r) < [logM (r, f)]2 . (2.18)

D'après le lemme 2.2.4, pour tout ε > 0 donné, il existe un ensemble E3 ⊂ [1,+∞) de

mesure logarithmique �nie tel que pour tout θ ∈ [0, 2π) \H2, où

H2 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (P, θ) = 0 ou δ (Q− P, θ) = 0 ou δ (Q, θ) = 0} et pour |z| = r /∈

[0, 1] ∪ E3, r → +∞, on ait
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si δ (P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣A1 (z) eP (z)

∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} , (2.19)

si δ (P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣A1 (z) eP (z)

∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} , (2.20)

si δ (Q− P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (Q− P, θ) rn} ≤
∣∣∣∣A0 (z)

A1 (z)
eQ(z)−P (z)

∣∣∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (Q− P, θ) rn} ,

(2.21)

si δ (Q− P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (Q− P, θ) rn} ≤
∣∣∣∣A0 (z)

A1 (z)
eQ(z)−P (z)

∣∣∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (Q− P, θ) rn} ,

(2.22)

si δ (Q, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (Q, θ) rn} ≤
∣∣A0 (z) eQ(z)

∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (Q, θ) rn} , (2.23)

si δ (Q, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (Q, θ) rn} ≤
∣∣A0 (z) eQ(z)

∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (Q, θ) rn} . (2.24)

D'après le lemme 2.2.5, pour toute constante donnée 0 < δ < 1
4
, il existe un ensemble

E4 de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ E4 et |f (z)| ≥

M (r, f) νf (r)
− 1

4
+δ, on ait
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f (j)(z)

f(z)
=

(
νf (r)

z

)j
(1 + o(1)) (j = 1, ..., k) . (2.25)

Comme ml(E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4) < +∞, alors ml(E \ ([0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4))

est in�nie, où E est l'ensemble dé�ni dans le lemme 2.2.6. Ainsi d'après le lemme

2.2.7, il existe une suite de points
{
zm = rme

iθm
}
tel que |f (zm)| = M (rm, f) , θm ∈

[0, 2π) , lim
m→+∞

θm = θ0 ∈ [0, 2π) , rm ∈ E \ ([0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4) , rm → +∞,

lim
rm→+∞

log νf (rm)

log rm
= +∞ (2.26)

et pour tout ε > 0 donné, on a pour rm su�samment grand

exp
{
rα−εm

}
< νf (rm) < exp

{
rα+εm

}
. (2.27)

D'après (2.26), pour un assez grand A > 2σ (H) et m su�samment grand, on a

νf (rm) > rAm. (2.28)

D'après (2.18) et (2.28) , on obtient pour m su�samment grand

M (rm, f) > exp
{
rA/2m

}
. (2.29)

D'autre part, pour tout ε donné (0 < 2ε < A− 2σ (H)) et m su�samment grand, on

a

|H (zm)| ≤ exp
{
rσ(H)+ε
m

}
. (2.30)

De (2.29) et (2.30) , il s'ensuit que

|H (zm)|
M (rm, f)

→ 0 (2.31)

quand rm → +∞.
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Pour le θ0 ci-dessus, on a trois cas : δ(P, θ0) > 0, δ(P, θ0) < 0 et δ(P, θ0) = 0.

Cas 1. δ(P, θ0) > 0. De la continuité de δ (P, θ), on a

1

2
δ(P, θ0) < δ (P, θm) <

3

2
δ(P, θ0) (2.32)

pour m su�samment grand. Pour tout ε (0 < 2ε < min {1, n− α, A− 2σ (H)}) , de

(2.19) et (2.32) , on obtient

exp

{
(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
≤
∣∣A1 (zm) eP (zm)

∣∣ ≤ exp

{
3 (1 + ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
(2.33)

pour m su�samment grand.

(a). D'abord, on suppose que θ0 satisfait η := δ(Q − P, θ0) > 0. De la continuité de

δ (Q− P, θ), on a

1

2
δ (Q− P, θ0) < δ (Q− P, θm) <

3

2
δ (Q− P, θ0) . (2.34)

Alors d'après (2.21) et (2.34) , pour le ε ci-dessus, on a

exp

{
(1− ε)

2
ηrnm

}
≤
∣∣∣∣A0 (zm)

A1 (zm)
eQ(zm)−P (zm)

∣∣∣∣ ≤ exp

{
3 (1 + ε)

2
ηrnm

}
(2.35)

pour m su�samment grand.

De (2.6) , on obtient
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∣∣∣∣A0(z)

A1(z)
eQ(z)−P (z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣+
1

|A1(z)eP (z)|

(∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
k−1∑
j=2

∣∣∣∣hj (z)
f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣H (z)

f(z)

∣∣∣∣
)
. (2.36)

En substituant (2.25) dans (2.36) et d'après (2.27) , (2.31) , (2.33) et (2.35), on a pour

m su�samment grand

exp

{
(1− ε)

2
ηrnm

}
≤ exp

{
rα+εm

}
r−1m |1 + o(1)|+

+ exp

{
−(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}[
exp

{
krα+εm

}
r−km |1 + o (1)|

]

+ exp

{
−(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}[
M1r

d1
m exp

{
(k − 1) rα+εm

}
|1 + o(1)|+ o (1)

]
, (2.37)

où M1 (> 0) est une constante et d1 est un entier. C'est une contradiction.

(b). Supposons que η := δ(Q − P, θ0) < 0. D'après la continuité de δ(Q − P, θ0) et

(2.22) , on a pour m su�samment grand

exp

{
3 (1 + ε)

2
ηrnm

}
≤
∣∣∣∣A0 (zm)

A1 (zm)
eQ(zm)−P (zm)

∣∣∣∣ ≤ exp

{
(1− ε)

2
ηrnm

}
(2.38)

De (2.6) , on obtient

∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣A0(z)

A1(z)
eQ(z)−P (z)

∣∣∣∣
+

1

|A1(z)eP (z)|

(∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
k−1∑
j=2

∣∣∣∣hj (z)
f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣H (z)

f(z)

∣∣∣∣
)
. (2.39)

En substituant (2.25) dans (2.39) et d'après (2.27) , (2.31) , (2.33) et (2.38), on a pour

m su�samment grand
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(
νf (rm)

rm

)
|1 + o(1)| ≤ exp

{
(1− ε)

2
ηrnm

}
+ exp

{
−(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}[
exp

{
krα+εm

}
r−km |1 + o (1)|

]

+ exp

{
−(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}[
M2r

d2
m exp

{
(k − 1) rα+εm

}
|1 + o(1)|+ o (1)

]
, (2.40)

où M2 (> 0) est une constante et d2 est un entier. Ce qui implique que νf (rm) → 0

quand m→ +∞. Ce qui est impossible.

(c). Supposons que η := δ(Q − P, θ0) = 0. La formule (2.14) peut être utilisée pour

construire une autre suite de points
{
z∗m = rme

iθ∗m
}
avec lim

m→+∞
θ∗m = θ∗0 tel que η1 :=

δ(Q− P, θ∗0) > 0. En e�et, on peut supposer que

δ(Q− P, θ) > 0, θ ∈
(
θ0 + 2kπ

n
,
θ0 + (2k + 1) π

n

)
,

δ(Q− P, θ) < 0, θ ∈
(
θ0 + (2k − 1) π

n
,
θ0 + 2kπ

n

)
(2.41)

avec k ∈ Z. Quand m est su�samment grand, on a |θm − θ0| ≤ l0, où l0 est une petite

constante. Choisissons maintenant θ∗m tel que l0
2
≤ θ∗m − θm ≤ l0. Alors θ0 + l0

2
≤ θ∗0 ≤

θ0 + l0.

Pour m su�samment grand, on a (2.14) pour z∗m et δ(Q− P, θ∗0) > 0. D'où

∣∣∣∣H (z∗m)

f (z∗m)

∣∣∣∣ ≤ exp
{
r
σ(H)+ε
m

}
(M (rm, f))1/5

→ 0, m→ +∞ (2.42)

et

exp

{
(1− ε)

2
η1r

n
m

}
≤
∣∣∣∣A0 (z∗m)

A1 (z∗m)
eQ(z∗m)−P (z∗m)

∣∣∣∣ ≤ exp

{
3 (1 + ε)

2
η1r

n
m

}
(2.43)
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pour m su�samment grand. En prenant maintenant l0 su�samment petit, on a

δ(P, θ∗0) > 0 de la continuité de δ(P, θ). Alors

exp

{
(1− ε)

2
δ(P, θ∗0)r

n
m

}
≤
∣∣A1 (z∗m) eP (z∗m)

∣∣ ≤ exp

{
3 (1 + ε)

2
δ(P, θ∗0)r

n
m

}
(2.44)

pour m su�samment grand. D'après (2.17), (2.36), (2.42)-(2.44), on obtient

exp

{
(1− ε)

2
η1r

n
m

}
≤M3r

d3
m [T (2r, f)]k+1, (2.45)

où M3 (> 0) est une constante et d3 est un entier. Alors σ2(f) ≥ n. Ce qui contredit

σ2(f) < n.

Cas 2. δ(P, θ0) < 0. De la continuité de δ (P, θ) et (2.20) , pour tout ε donné

(0 < 2ε < min {1, n− α, A− 2σ (H)}) , on a

exp

{
3 (1 + ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
≤
∣∣A1 (zm) eP (zm)

∣∣ ≤ exp

{
(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
(2.46)

pour tout m su�samment grand.

(a). Supposons que δ(Q, θ0) > 0. De la continuité de δ (Q, θ) et de (2.23) , pour le ε

ci-dessus et pour m su�samment grand, on a

exp

{
(1− ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
≤
∣∣A0 (zm) eQ(zm)

∣∣ ≤ exp

{
3 (1 + ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
. (2.47)

De (2.6) , on obtient

|A0 (z) eQ(z)| ≤
∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
k−1∑
j=2

∣∣∣∣hj (z)
f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣A1(z)eP (z)

∣∣ ∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣H (z)

f(z)

∣∣∣∣ . (2.48)

En substituant (2.25) dans (2.48) et d'après (2.27) , (2.31) , (2.46) et (2.47), on a pour

m su�samment grand
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exp

{
(1− ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
≤ exp

{
krα+εm

}
r−km |1 + o (1)|+

M4r
d4
m exp

{
(k − 1) rα+εm

}
|1 + o(1)|+

exp

{
(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
r−1m exp

{
rα+εm

}
|1 + o(1)|+ o(1), (2.49)

où M4 (> 0) est une constante et d4 est un entier. C'est une contradiction.

(b). Supposons que δ(Q, θ0) < 0. De la continuité de δ (Q, θ) et de (2.24) , pour le ε

ci-dessus et pour m su�samment grand, on a

exp

{
3 (1 + ε)

2
δ (Q, θ0) r

n
m

}
≤
∣∣A0 (zm) eQ(zm)

∣∣ ≤ exp

{
(1− ε)

2
δ (Q, θ0) r

n
m

}
. (2.50)

De (2.6) , on obtient∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ k−1∑
j=2

∣∣∣∣hj (z)
f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
∣∣A1(z)eP (z)

∣∣ ∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣+
∣∣A0(z)eQ(z)

∣∣+

∣∣∣∣H (z)

f(z)

∣∣∣∣ . (2.51)

En substituant (2.25) dans (2.51) et d'après (2.27) , (2.31) , (2.46) et (2.50), on a pour

m su�samment grand

(νf (rm))k r−km |1 + o(1)| ≤M5r
d5
m (νf (rm))k−1 |1 + o(1)|

+ exp

{
(1− ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
exp

{
rα+εm

}
r−1m |1 + o(1)|+

exp

{
(1− ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
+ o (1) , (2.52)

où M5 (> 0) est une constante et d5 est un entier. C'est une contradiction.

(c). Supposons que δ(Q, θ0) = 0. En suivant le même raisonnement comme dans le cas
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1(c), on peut construire une autre suite de points
{
z∗m = rme

iθ∗m
}
véri�ant

l0
2
≤ θ∗m − θm ≤ l0 avec lim

m→+∞
θ∗m = θ∗0 telle que δ(P, θ∗0) < 0 < δ(Q, θ∗0). En remplaçant

δ(P, θ0) par δ(P, θ∗0) dans (2.46) et δ(Q, θ0) par δ(Q, θ∗0) dans (2.47). Comme dans le

cas 1(c), on a aussi (2.42) pour la suite de points {z∗m}. D'après (2.48) et pour m

su�samment grand, on a

exp

{
(1− ε)

2
δ(Q, θ∗0)r

n
m

}
≤M6r

d6
m [T (2r, f)]k+1, (2.53)

où M6 (> 0) est une constante et d6 est un entier. Alors σ2(f) ≥ n. Ce qui contredit

σ2(f) < n.

Cas 3. δ(P, θ0) = 0. On divise aussi ce cas en trois cas selon le signe de δ(Q, θ0) :

(a). Supposons que δ(Q, θ0) > 0. Par un raisonnement similaire à celui du cas 1(c), on

peut choisir une autre suite de points
{
z∗m = rme

iθ∗m
}
véri�ant l0

2
≤ θ∗m − θm ≤ l0 avec

lim
m→+∞

θ∗m = θ∗0, telle que z∗m véri�e (2.42) et δ(P, θ∗0) < 0 < δ(Q, θ∗0). Comme dans le

cas 2(c), on trouve une contradiction quand m est su�samment grand.

(b). Supposons que δ(Q, θ0) < 0. D'après la de�nition de δ(P, θ) dans le Lemme 2.2.4,

on peut dé�nir

δ′(P, θ) = −nα sin (nθ)− nβ cos (nθ) ,

où an = α + iβ. Comme an 6= 0, on a δ′(P, θ0) 6= 0. Prenons z
′
m = rme

iθ
′
m qui satisfait

0 <
∣∣θ′m − θ0∣∣ ≤ l0. On sait que z

′
m satisfait (2.42) et δ(P, θ′m) 6= 0. De la continuité

de δ(Q, θ), on peut supposer que δ(Q, θ′m) < 0 < δ(P, θ′m) pour un l0 convenable,

0 < θ
′
m − θ0 ≤ l0. Alors δ′(P, θ0) > 0. C'est à dire pour un l0 convenable

1

2
δ′(P, θ0) < δ′ (P, θ) <

3

2
δ′(P, θ0), θ ∈ (θ0, θ0 + l0) . (2.54)

Comme on a choisi zm tel que |f(zm)| = M(rm, f) et θm → θ0 quand m → ∞, on a
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|f(rme
iθ0)| ≥M(rm, f)vf (rm)−

1
4
+δ pour m su�samment grand. De (2.6), on a∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

A1(z)eP (z)

∣∣∣∣
(
|f

(k)(z)

f(z)
|+

k−1∑
j=2

|hj(z)||f
(j)(z)

f(z)
|

)
+

∣∣∣∣ 1

A1(z)eP (z)

∣∣∣∣ (|A0(z)eQ(z)|+
∣∣∣∣H(z)

f(z)

∣∣∣∣) . (2.55)

D'après (2.19) et (2.24) , on a pour le ε ci-dessus et pour m su�samment grand

exp{(1 + ε) δ(Q, θ′m)rnm} ≤ |A0 (z′m) eQ(z′m)| ≤ exp{(1− ε) δ(Q, θ′m)rnm} (2.56)

et

exp{− (1 + ε) δ(P, θ′m)rnm} ≤
∣∣∣∣ e−P (z′m)

A1 (z′m)

∣∣∣∣ ≤ exp{− (1− ε) δ(P, θ′m)rnm} (2.57)

pour m su�samment large. D'après la dé�nition de l'hyper-ordre, il s'ensuit que

T (2rm, f) ≤ exp{(2rm)α+ε} (2.58)

pour m su�samment large. D'après (2.17), (2.42) , (2.55)− (2.58), on obtient pour m

su�samment grand

∣∣∣∣f ′(z′m)

f(z′m)

∣∣∣∣ ≤ exp{−(1− 2ε)δ(P, θ′m)rm
n}. (2.59)

Comme θ′m est arbitraire dans (θ0, θ0+ l0), pour m su�samment grand, on peut trouver

que ∣∣∣∣f ′(rmeiθ)f(rmeiθ)

∣∣∣∣ ≤ exp{−(1− 2ε)δ(P, θ)rnm}, θ ∈ (θ0, θ0 + l0). (2.60)

Alors pour θ ∈ (θ0, θ0 + l0), on a
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ξ(rm, θ) = rm

∫ θ

θ0

∣∣∣∣f ′(rmeiθ)f(rmeiθ)

∣∣∣∣ dθ ≤ rm

∫ θ

θ0

e−η2(θ)r
n
mdθ =∫ θ

θ0

1

η1(θ)rmn−1
e−η2(θ)r

n
md(η2(θ)r

n
m), (2.61)

où η1(θ) = (1− 2ε)δ′(P, θ) et η2(θ) = (1− 2ε)δ(P, θ).

Comme δ(P, θ) > 0 pour tout θ ∈ (θ0, θ0 + l0), on peut obtenir

0 ≤ ξ(rm, θ) ≤
2

(1− 2ε)δ′(P, θ0)rn−1m

(e−η2(θ0)r
n
m − e−η2(θ)rnm).

Donc pour m su�samment grand, on obtient

0 ≤ ξ(rm, θ) ≤
2

η1(θ0)
. (2.62)

D'après la preuve du Lemme 2.4 dans [34], on a

log |f(rme
iθ0)| − ξ(rm, θ) ≤ log |f(rme

iθ)|+ 2π. (2.63)

Il s'ensuit de (2.63) et de (2.62) que

νf (rm)−
1
4
+δ′M(rm, f) = exp{−2π−2/η1(θ0)}νf (rm)−

1
4
+δM(rm, f) ≤ |f(rme

iθ)| (2.64)

pour θ ∈ (θ0, θ0 + l0), où 0 < δ′ < δ < 1
4
. Alors, on choisit une autre suite de points

{z∗m = rme
iθ∗m} véri�ant θ∗m = l0

2
+ θ0 et (2.42) pour z∗m. De plus, d'après (2.64), on

a (2.25) pour z∗m quand m est su�samment grand. Donc de (2.25) et (2.60), on peut

déduire que νf (rm)→ 0 as m→∞. Ce qui est impossible.

Dans le cas où δ(Q, θ′m) < 0 < δ(P, θ′m) pour −l0 < θ′m−θ0 < 0, clairement ξ(rm, θ) ≤ 0

pour tout θ ∈ (θ0 − l0, θ0). De la même façon, on peut avoir

νf (rm)−
1
4
+δ′M(rm, f) = exp{−2π}νf (rm)−

1
4
+δM(rm, f) ≤ |f(rme

iθ)| (2.65)

pour θ ∈ (θ0− l0, θ0), où 0 < δ′ < δ < 1
4
. Alors on peut aussi trouver une contradiction.

(c). En�n, supposons que δ(Q, θ0) = 0, on a an = cbn, c ∈ R \ {0, 1}. Alors P (z) =
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cbnz
n + an−1z

n−1 + ... + a0, Q(z) − P (z) = (1 − c)bnzn + Rn−1(z), où Rn−1(z) est un

polynôme de degré inférieur ou égal à n− 1.

Si c < 0, on peut prendre l0 su�samment petit tel que δ(Q, θ) < 0 < δ(P, θ) de

telle façon que ou bien θ ∈ (θ0, θ0 + l0) ou (θ0 − l0, θ0). En utilisant le même raisonne-

ment que celui dans le cas 3(b), on obtient une contradiction.

Si 0 < c < 1, on obtient de façon similaire que δ(Q − P, θ) > 0 et δ(P, θ) > 0 de

telle façon que ou bien θ ∈ (θ0, θ0 + l0) ou (θ0 − l0, θ0) pour l0 su�samment petit. En

utilisant le même raisonnement que celui dans le cas 1(c), on trouve une contradiction.

En�n, si c > 1, on obtient δ(Q− P, θ) < 0 et δ(P, θ) > 0 pour ou bien θ ∈ (θ0, θ0 + l0)

ou (θ0− l0, θ0). De plus, z′m = rme
iθ′m satisfait (2.42) de telle façon que θ′m ∈ (θ0, θ0 + l0)

ou (θ0− l0, θ0). En utilisant le même raisonnement que celui dans le cas 3(b), on obtient

(2.60) et (2.64). Par un raisonnement standard de Wiman-Valiron, on peut avoir une

contradiction. On en déduit alors d'après ces trois cas que σ2(f) = n.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.10

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (2.7). On sait que σ(f) = +∞.

D'après le Lemme 2.2.1, il s'ensuit que σ2(f) ≤ n. Posons σ2(f) = α et on montre que

α = n. Maintenant, supposons que α < n. Comme ρ = max{ρ(Dj) : j = 0, 1} < n,

alors pour tout ε (0 < 2ε < n− ρ), on a

|Dj(z)| ≤ exp{rρ+ε} (j = 0, 1) . (2.66)

En suivant le même raisonnement que celui dans le Théorème 2.1.9, on peut prendre une

suite de points {zm = rme
iθm}, rm →∞, telle que lim

m→+∞
θm = θ0 et |f(zm)| = M(rm, f),

rm ∈ E \ ([0, 1]∪E1 ∪E2 ∪E3 ∪E4) et cette suite de points satisfait (2.25)− (2.27) et

(2.31) .
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Comme an/bn = c < 0, on a trois cas à discuter selon les signes de δ(P, θ0) et de

δ(Q, θ0).

Cas 1. Supposons que δ(Q, θ0) < 0 < δ(P, θ0). D'après (2.19) , (2.24) et la continuité

de δ(Q, θ) et de δ(P, θ), pour tout ε (0 < 2ε < min {1, n− α,A− 2σ (H) , n− ρ}) , on

a (2.33) et (2.50) pour m su�samment grand. De la formule (2.7), on a

∣∣A1(z)eP (z) +D1(z)
∣∣ ∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣
+

k−1∑
j=2

|hj(z)|
∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
∣∣(A0e

Q(z) +D0(z))
∣∣+

∣∣∣∣H(z)

f(z)

∣∣∣∣ . (2.67)

En combinant (2.66) avec (2.33) et (2.50), on conclut que

|A0 (zm) eQ(zm) +D0(zm)| ≤ exp{rρ+2ε} (2.68)

et

|A1(zm)eP (zm) +D1(zm)| ≥ exp

{
(1− 2ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}
(2.69)

pour m su�samment grand. En substituant (2.25), (2.31), (2.68) et (2.69) dans (2.67),

on obtient pour m su�samment grand(
νf (rm)

rm

)
|1 + o (1)| ≤ exp

{
−(1− 2ε)

2
δ(P, θ0)r

n
m

}[
exp{krα+εm }r−km |1 + o (1)|

+ M7r
d7
m exp{(k − 1) rα+εm } |1 + o (1)|+ exp{rρ+2ε

m }+ o (1)
]
, (2.70)

où M7 (> 0) est une constante et d7 est un entier. Ce qui implique que νf (rm) → 0,

m→ +∞. Ce qui est impossible.

Cas 2. Supposons que δ(P, θ0) < 0 < δ(Q, θ0). D'après (2.20) , (2.23) et la continuité

de δ(Q, θ) et de δ(P, θ), pour tout ε (0 < 2ε < min {1, n− α, A− 2σ (H) , n− ρ}) , on

a (2.46) et (2.47) pour m su�samment grand. De (2.7), on a
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∣∣A0(z)eQ(z) +D0(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
k−1∑
j=2

|hj(z)|
∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣+
|(A1(z)eP (z) +D1(z))|

∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣H(z)

f(z)

∣∣∣∣ . (2.71)

En combinant (2.66) avec (2.46) et (2.47), on conclut que

|A1 (zm) eP (zm) +D1(zm)| ≤ exp{rρ+2ε} (2.72)

et

|A0(zm)eQ(zm) +D0(zm)| ≥ exp

{
(1− 2ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
(2.73)

pour m su�samment grand. En substituant (2.25), (2.31), (2.72) et (2.73) dans (2.71),

on obtient pour m su�samment grand

exp

{
(1− 2ε)

2
δ(Q, θ0)r

n
m

}
≤M8r

d8
m exp{krα+εm } exp{rρ+2ε

m }, (2.74)

où M8 (> 0) est une constante et d8 est un entier. C'est une contradiction.

Cas 3. Supposons que δ(Q, θ0) = 0 = δ(P, θ0). Comme dans le cas 1(c) dans la preuve

du Théorème 2.1.9, on peut encore construire une suite de points {z∗m = rme
iθ∗m} avec

lim
m→+∞

θ∗m = θ∗0, telle que δ(P, θ
∗
0) < 0 et (2.42) soit véri�ée pour z∗m.

On peut supposer que

δ(P, θ) > 0, θ ∈
(
θ0 + 2qπ

n
,
θ0 + (2q + 1) π

n

)
et

δ(P, θ) < 0, θ ∈
(
θ0 + (2q − 1) π

n
,
θ0 + 2qπ

n

)
pour tout q ∈ Z. En prenant m su�samment grand, on a |θ − θm| ≤ l0. En choisissant

maintenant θ∗0 tel que l0
2
≤ θm − θ∗m ≤ l0, alors θ0 − l0 ≤ θ∗0 ≤ θ0 − l0

2
et δ(P, θ∗0) < 0.

Comme δ(Q, θ∗0) > 0, on trouve une contradiction comme dans le cas 2 ci-dessus.



Chapitre 3

L'hyper-ordre des solutions des

équations di�érentielles linéaires non

homogènes avec des coe�cients

fonctions entières

3.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ([9], [20], [27]) ont étudié la croissance des solutions de l'équation

di�érentielle linéaire du second ordre

f
′′

+ h1(z)eP (z)f
′
+ h0(z)eQ(z)f = 0, (3.1)

où P (z) et Q(z) sont des polynômes non constants, h1(z) et h0(z)(6≡ 0) sont des fonc-

tions entières avec σ(h1) < degP et σ(h0) < degQ. Gundersen [20] a montré que si

degP 6= degQ, alors toute solution non constante de l'équation (3.1) est d'ordre in�ni.

Si degP = degQ, alors l'équation (3.1) peut avoir des solutions non constantes d'ordre

�ni. Par exemple, f(z) = z est une solution de l'équation f
′′ − z3ezf ′ + z2ezf = 0.

34
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Z. X. Chen et K. H. Shon [10] ont aussi étudié la croissance des solutions des équations

di�érentielles linéaires du second ordre et ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 3.1.1. ([10]) Soient Aj(z) ( 6≡ 0) (j = 0, 1) des fonctions méromorphes avec

σ(Aj) < 1, a et b des constantes complexes tels que ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb

(0 < c < 1). Alors toute solution méromorphe f ( 6≡ 0) de l'équation di�érentielle

f
′′

+ A1(z)eazf
′
+ A0(z)ebzf = 0, (3.2)

est d'ordre in�ni.

En 2008, Wang et Laine [34] ont considéré l'équation di�érentielle linéaire non homo-

gène du second ordre

f
′′

+ A1(z)eazf
′
+ A0(z)ebzf = H, (3.3)

où Aj(z) (j = 0, 1), H sont des fonctions entières avec σ(Aj) < 1, a et b sont des

constantes complexes. Ils ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 3.1.2. ([34]) Supposons que A0 6≡ 0, A1 6≡ 0 et H sont des fonctions

entières d'ordre inférieur strictement à un, a et b sont des constantes complexes tels

que ab 6= 0 et b 6= a. Alors toute solution non triviale de l'équation (3.3) est d'ordre

in�ni.

Considérons maintenant l'équation di�érentielle linéaire non homogène

f (k) + Ak−1 (z) f (k−1) + ...+ A1 (z) f ′ + A0(z)f = H(z), (3.4)

où k ≥ 2 est un entier, Aj (z) (j = 0, 1, ..., k − 1) et H ( 6≡ 0) sont des fonctions en-

tières d'ordre �ni. Il est bien connu que toutes les solutions de l'équation (3.4) sont des

fonctions entières et si quelques coe�cients sont transcendantes, alors la plupart des so-

lutions de l'équation (3.4) sont d'ordre in�ni. Toute solution d'ordre in�ni de l'équation

(3.4) est d'hyper ordre inférieur ou égal au max {σ (Aj) , σ (H) : j = 0, 1, ..., k − 1}(voir

[36]).



36 3.1 Introduction et résultats

Une question naturelle est la suivante : Quelles conditions doit-on imposer sur Aj (z)

(j = 0, 1, ..., k − 1) et H pour que toute solution de (3.4) soit d'ordre in�ni ?.

Wang et Laine [35] ont étudié ce problème et ils ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 3.1.3. ([35]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj (z) = hj (z) ePj(z)

(j = 0, 1, ..., k − 1), où Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des polynômes

de degré n ≥ 1, a0,j, ..., an,j (j = 0, ..., k − 1) sont des nombres complexes, hj(z) (j =

0, 1, ..., k − 1) sont des fonctions entières avec σ(hj) < n (j = 0, ..., k − 1) et qui ne

sont pas toutes nulles et soit H (6≡ 0) une fonction entière telle que σ(H) < n. Si

an,j (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des nombres complexes distincts, alors toute solution de

l'équation (3.4) est d'ordre in�ni.

Dans le même travail, ils ont considéré aussi l'équation (3.4) en imposant d'autres

conditions sur les coe�cients et ils ont montré les deux résultats suivants :

Théorème 3.1.4. ([35]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj (z) = hj (z) ePj(z)

(j = 0, 1, ..., k − 1), où Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des polynômes

de degré n ≥ 1, a0,j, ..., an,j (j = 0, ..., k − 1) sont des nombres complexes, hj(z) (j =

0, 1, ..., k−1) sont des fonctions entières avec σ(hj) < n (j = 0, ..., k−1) et soit H (6≡ 0)

une fonction entière d'ordre σ(H) < n. Supposons qu'il existe deux nombres complexes

non nuls an,s et an,l tels que 0 < s < l ≤ k − 1, an,s = |an,s| eiθs, an,l = |an,l| eiθl, θs,

θl ∈ [0, 2π), θs 6= θl, hshl 6≡ 0 et pour j 6= s, l, an,j = djan,s (0 < dj < 1) ou an,j = djan,l

(0 < dj < 1). Alors toute solution transcendante de l'équation (3.4) est d'ordre in�ni.

Théorème 3.1.5. ([35]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj (z) = hj (z) ePj(z) +

gj (z) (j = 0, 1, ..., k−1), où Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, 1, ..., k−1) sont des polynômes

de degré n ≥ 1, a0,j, ..., an,j (j = 0, ..., k − 1) sont des nombres complexes, hj(z),

gj (z) (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des fonctions entières avec σ(hj) < n, σ(gj) < n (j =

0, ..., k− 1) et soit H ( 6≡ 0) une fonction entière avec σ(H) < n. Supposons qu'il existe

s, l ∈ {1, ..., k − 1} tels que hshl 6≡ 0, an,s = dse
iϕ, an,l = −dleiϕ, ϕ ∈ [0, 2π), ds > 0,
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dl > 0 et pour j 6= s, l, an,j = dje
iϕ ou an,j = −djeiϕ (dj ≥ 0) et max {dj : j 6= s, l} =

d < min {ds, dl}. Alors toute solution transcendante de l'équation (3.4) est d'ordre

in�ni.

Remarque 3.1.1. Sous les hypotyèses du Théorème 3.1.5, la solution polynômiale peut

exister. Par exemple, l'équation

f (4) + (e3z + 1)f
′′′

+ (e−2z + z)f
′′

+ (zez + 1)f
′ − (ez + 1)f = 1− z

admet le polynôme f(z) = z comme solution.

Dans ce chapitre, on continue à considérer les trois théorèmes ci-dessus en précisant

l'hyper-ordre des solutions de l'équation (3.4). On obtient les deux résultats suivants :

Théorème 3.1.6. ([15]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj (z), an,j et H véri�ent

les mêmes hypothèses du Théorème 3.1.3. Alors toute solution f de l'équation (3.4)

satisfait σ2(f) = n.

Exemple 3.1.1. Considérons l'équation di�érentielle suivante :

f (5) + (z2 + 1)e2z
4+zf (4) + (2z2 + 9)ez

4+2z2f (3) + (z3 − 6)e3z
4+z3f

′′
+

2e4z
4+5z3+4f

′
+ 5e

1
2
z4+2z3+3f = 2.

D'après le Théorème 3.1.6, toute solution f de l'équation ci-dessus est d'ordre in�ni et

satisfait σ2(f) = 4.

Théorème 3.1.7. ([15]) Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que Aj (z), an,j et H véri�ent

les mêmes hypothèses du Théorème 3.1.4 ou celles du Théorème 3.1.5. Alors toute

solution transcendante f de l'équation (3.4) satisfait σ2(f) = n.

Exemple 3.1.2. Considérons l'équation di�érentielle suivante :

f (4) + (ze−z − 5)f (3) − (e2z − 8)f
′′ − (zez + 3z + 5)f

′
+ (ez − z)f = −z2 − 3z − 5.

D'après le Théorème 3.1.7, toute solution transcendante f de l'équation ci-dessus est

d'ordre in�ni et satisfait σ2(f) = 1. On remarque que f(z) = ee
z

+ z est une solution

de cette equation avec σ2(f) = 1.
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1. ([19])Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et soient α > 1

et ε > 0 des constantes. Alors il existe un ensemble E1 ⊂ [1,+∞) de mesure logarith-

mique �nie et une constante B > 0 qui depend seulement de α et (i, j)

(i, j sont des entiers positifs i > j) tels que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1,

on ait ∣∣∣∣f (i)(z)

f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ B

[
T (αr, f)

r
(logα r) log T (αr, f)

]i−j
. (3.5)

Lemme 3.2.2. ([33]) Soit f (z) une fonction entière transcendante. Pour tout |z| = r

su�samment grand, on prend zr = reiθr un point véri�ant |f (zr)| = M (r, f). Alors il

existe une constante δr (> 0) et un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tels que

pour tout z véri�ant |z| = r /∈ E2 et arg z = θ ∈ [θr − δr, θr + δr] , on ait∣∣∣∣ f(z)

f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ 2ri (i ≥ 1 is an integer) . (3.6)

Lemme 3.2.3. ([22]) Soient P (z) = (α + iβ) zn+... (α, β des nombres réels, |α|+|β| 6=

0) un polynôme de degré n ≥ 1 et A (z) une fonction méromorphe avec σ (A) < n.

Posons f (z) = A (z) eP (z), z = reiθ, δ (P, θ) = α cos (nθ) − β sin (nθ). Alors pour tout

ε > 0, il existe un ensemble E3 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique �nie tel que pour

tout θ ∈ [0, 2π)\H, où H = {θ ∈ [0, 2π) : δ (P, θ) = 0} et pour tout |z| = r /∈ [0, 1]∪E3,

r → +∞, on ait

(i) si δ (P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} , (3.7)

(ii) si δ (P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} . (3.8)

Lemme 3.2.4. ([20]) Soient ϕ : [0,+∞) → IR et ψ : [0,+∞) → IR des fonctions

monotones croissantes telles que ϕ (r) ≤ ψ (r) pour tout r /∈ E4∪[0, 1], où E4 ⊂ (1,+∞)

est un ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit α > 1 une constante donnée. Alors

il existe r0 = r0 (α) > 0 tel que ϕ (r) ≤ ψ (αr) pour tout r > r0.
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Lemme 3.2.5. ([36]) Supposons que k ≥ 2 est un entier, Aj (z) (j = 0, ..., k − 1) et

H (6≡ 0) sont des fonctions entières d'ordre �ni. Alors toute solution f d'ordre in�ni

de l'équation (3.4) satisfait σ2(f) ≤ max {σ (Aj) , σ (H) : j = 0, 1, ..., k − 1} .

3.3 Preuve du Théorème 3.1.6

Supposons que f est une solution de l'équation (3.4). D'après le Théorème 3.1.3, il

s'ensuit que f est transcendante et d'ordre in�ni. D'après le lemme 3.2.1, il existe une

constante B > 0 et un ensemble E1 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique �nie tels que

pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1, on ait∣∣∣∣f (j)(z)

f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ Br [T (2r, f)]j+1 (0 ≤ i < j ≤ k). (3.9)

Pour tout |z| = r su�samment grand, prenons zr = reiθr un point véri�ant |f (zr)| =

M (r, f). D'après le lemme 3.2.2, il existe une constante δr (> 0) et un ensemble E2 de

mesure logarithmique �nie tels que l'inégalité∣∣∣∣ f(z)

f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ 2ri (i = 1, ..., k) (3.10)

soit véri�ée pour tout z véri�ant |z| = r /∈ E2, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − δr, θr + δr] .

Posons σ = σ (H) < n. Pour tout ε (0 < 2ε < n− σ), on a pour r su�samment grand

|H (z)| ≤ exp
{
rσ+ε

}
. (3.11)

Comme |f (z)| est continue sur |z| = r, alors il existe une constante λr (> 0) telle que

pour tout z véri�ant |z| = r su�samment grand et arg z = θ ∈ [θr − λr, θr + λr] , on

ait
1

2
|f (zr)| < |f (z)| < 3

2
|f (zr)| . (3.12)

Comme M (r, f) ≥ 1 pour r su�samment grand, il s'ensuit de (3.11) et de (3.12) que

∣∣∣∣H (z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ 2 exp
{
rσ+ε

}
(3.13)
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quand |z| = r → +∞.

Posons

H1 =
k−1
∪
j=0
{θ ∈ [0, 2π) : δ (Pj, θ) = 0} (3.14)

et

H2 = ∪
0≤i<j≤k−1

{θ ∈ [0, 2π) : δ (Pj − Pi, θ) = 0} . (3.15)

Comme an,j sont des nombres complexes distincts, il existe un unique s ∈ {0, ..., k − 1}

tel que δ1 = δ (Ps, θ) = max {δ (Pj, θ) : j = 0, ..., k − 1} pour tout

θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, où α = min {δr, λr} .

On a

δ (Ps, θ) > 0 ou δ (Ps, θ) < 0

Cas 1. δ1 > 0. Posons δ2 = max {δ(Pj, θ) : j 6= s}. Alors δ2 < δ1.

(a). Supposons que δ2 > 0. Donc 0 < δ2 < δ1. Alors d'après le lemme 3.2.4, pour

tout ε
(

0 < 2ε < min
{
δ1−δ2
δ1+δ2

, n− σ
})

, il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et

arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait

|As (z)| ≥ exp{(1− ε)δ1rn} (3.16)

et

|Aj (z)| ≤ exp{(1 + ε)δ2r
n} (j 6= s) . (3.17)

On peut réecrire (3.4) sous la forme

−As (z) =
f (k)

f (s)
+ Ak−1 (z)

f (k−1)

f (s)
+ ...+ As+1 (z)

f (s+1)

f (s)

+As−1 (z)
f (s−1)

f

f

f (s)
+ ...+ A1 (z)

f ′

f

f

f (s)
+ A0 (z)

f

f (s)
− H

f

f

f (s)
. (3.18)
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En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.17) dans (3.18), pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪ H2, on

obtient

exp{(1− ε)δ1rn} ≤M1r
s+1 exp

{
rσ+ε

}
exp {(1 + ε) δ2r

n} [T (2r, f)]k+1 , (3.19)

où M1 (> 0) est une constante. Comme la fonction caractéristique de Nevanlinna est

croissante, on peut déduire de (3.19) et du lemme 3.2.4 que σ2 (f) ≥ n et d'après le

lemme 3.2.5, on trouve que σ2 (f) = n.

(b). Supposons que δ2 < 0. D'après le lemme 3.2.3, pour tout ε

(0 < 2ε < min {1, n− σ}) , il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure logarith-

mique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈

[θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait (3.16) et

|Aj (z)| ≤ exp{(1− ε)δ (Pj, θ) r
n} < 1 (j 6= s) . (3.20)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.20) dans (3.18), pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪ H2, on

obtient

exp {(1− ε) δ1rn} ≤M2r
s+1 exp

{
rσ+ε

}
[T (2r, f)]k+1 , (3.21)

où M2 (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.21), on obtient

que σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on trouve que σ2 (f) = n.

Cas 2. δ1 < 0. D'après le lemme 3.2.3, pour tout ε (0 < 2ε < min {1, n− σ}) , il existe

un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait
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|Aj (z)| ≤ exp{(1− ε)δ1rn} (j = 0, ..., k − 1) . (3.22)

De (3.4), on obtient

−1 = Ak−1 (z)
f (k−1)

f

f

f (k)
+ ...+ As (z)

f (s)

f

f

f (k)

+...+ A1 (z)
f
′

f

f

f (k)
+ A0 (z)

f

f (k)
+
H

f

f

f (k)
. (3.23)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13) et (3.22) dans (3.23), pour tout z véri�ant |z| =

r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on obtient

1 ≤M3r
k+1 exp

{
rσ+ε

}
exp {(1− ε) δ1rn} [T (2r, f)]k+1 , (3.24)

où M3 (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.24), on obtient

que σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on a σ2 (f) = n.

3.4 Preuve du Théorème 3.1.7

Supposons que f est une solution transcendante de l'équation (3.4). D'après les Théo-

rèmes 3.1.4 et 3.1.5, on déduit que f est d'ordre in�ni. De la même manière que celle

utilisée dans la première étape de la preuve du Théorème 3.1.6, d'après le lemme 3.2.1, il

existe une constante B > 0 et un ensemble E1 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique �nie

tels que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1, on ait (3.9). Pour |z| = r su�sam-

ment grand, prenons zr = reiθr un point véri�ant |f (zr)| = M (r, f). D'après le Lemme

3.2.2, il existe une constante δr (> 0) et un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie

tels que l'estimation (3.10) soit véri�ée pour tout z véri�ant |z| = r /∈ E2, r → +∞ et

arg z = θ ∈ [θr − δr, θr + δr] .

Posons σ = σ (H) < n. Pour tout ε (0 < 2ε < n− σ), on a (3.11) pour r su�samment

grand.
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Comme |f (z)| est continue sur |z| = r, alors il existe une constante λr (> 0) telle que

pour tout z véri�ant |z| = r su�samment grand et arg z = θ ∈ [θr − λr, θr + λr] , on ait

(3.12). Comme M (r, f) ≥ 1 pour r su�samment grand, il s'ensuit de (3.11) et (3.12)

que (3.13) est véri�ée quand |z| = r → +∞.

(i) D'adord, on suppose que f véri�e les hypothèses du Théorème 3.1.4. Posons

H1 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (Ps, θ) = 0 ouδ (Pl, θ) = 0}

et

H2 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (Ps, θ) = δ(Pl, θ)} .

Pour tout θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, où α = min {δr, λr}, on a

δ (Ps, θ) 6= 0, δ (Pl, θ) 6= 0 etδ (Ps, θ) > δ (Pl, θ) ouδ (Ps, θ) < δ (Pl, θ) .

Posons δ1 = δ (Ps, θ) et δ2 = δ (Pl, θ) .

Cas 1. δ1 > δ2. Ici on divise aussi notre démonstration en trois cas :

(a). Supposons que δ1 > δ2 > 0. Posons δ3 = max {δ(Pj, θ) : j 6= s}. Alors 0 < δ3 < δ1.

Alors d'après le lemme 3.2.3, pour tout ε
(

0 < 2ε < min
{
δ1−δ3
δ1+δ3

, n− σ
})

, il existe un

ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait (3.16) et

|Aj (z)| ≤ exp{(1 + ε)δ3r
n} (j 6= s) . (3.25)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.25) dans (3.18), pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H2 ∪ H3, on

obtient
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exp{(1− ε)δ1rn}

≤M1r
s+1 exp

{
rσ+ε

}
exp {(1 + ε) δ3r

n} [T (2r, f)]k+1 , (3.26)

où M1 (> 0) est une constante. Donc en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.26), on obtient

σ2 (f) ≥ n et d'après le Lemme 3.2.5, on a σ2 (f) = n.

(b). Supposons que δ1 > 0 > δ2. Posons β = max {dj : j 6= s, l} . D'après le lemme

3.2.3, pour tout ε

(
0 < 2ε <

{
1− β
1 + β

, n− σ
})

, il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de

mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞

et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait (3.16) et

|Aj (z)| ≤ exp{(1 + ε)βδ1r
n} (j 6= s) . (3.27)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.27) dans (3.18), pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪ H2, on

obtient

exp {(1− ε) δ1rn}

≤M2r
s+1 exp

{
rσ+ε

}
exp {(1 + ε) βδ1r

n} [T (2r, f)]k+1 , (3.28)

où M2 (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.28), on obtient

σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on a σ2 (f) = n.

(c). Supposons que 0 > δ1 > δ2. Posons γ = min {dj : j 6= s, l}. D'après le lemme

3.2.3, pour tout ε (0 < 2ε < min {1, n− σ}), il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de

mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞

et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on ait

|Aj (z)| ≤ exp{(1− ε)γδ1rn} (j = 0, ..., k − 1) . (3.29)
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En substituant (3.9), (3.10), (3.13) et (3.29) dans (3.23), pour tout z véri�ant |z| =

r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H1 ∪H2, on obtient

1 ≤M3r
k+1 exp

{
rσ+ε

}
exp {(1− ε) γδ1rn} [T (2r, f)]k+1 , (3.30)

où M3 (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.30), on obtient

σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on a σ2 (f) = n.

Cas 2. δ1 < δ2. En utilisant le même raisonnement que celui du premier cas, on peut

aussi obtenir σ2 (f) = n.

(ii) Supposons maintenant que f satisfait les hypothèses du Théorème 3.1.5.

Posons ρ = max {σ(H), σ (gj) : j = 0, ..., k − 1} < n. Pour tout ε > 0 et r su�samment

grand, on a

|gj (z)| ≤ exp
{
rρ+ε

}
(j = 0, ..., k − 1) . (3.31)

Posons H = {θ ∈ [0, 2π) : cos (ϕ+ nθ) = 0} . Pour tout θ ∈ [θr − α, θr + α] /H, on a

cos (ϕ+ nθ) > 0 ou cos (ϕ+ nθ) < 0.

Cas 1. cos (ϕ+ nθ) > 0.

D'après le lemme 3.2.3, pour tout ε
(

0 < 2ε < min
{
ds−d
ds+d

, n− ρ
})

, il existe un en-

semble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H, on ait

∣∣hs(z)ePs(z)
∣∣ ≥ exp{(1− ε)ds cos (ϕ+ nθ) rn} (3.32)

et

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)d cos (ϕ+ nθ) rn} (j 6= s) . (3.33)
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De (3.31) et (3.32), pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈

[θr − α, θr + α] /H, on a

|As(z)| ≥ (1− o (1)) exp {(1− ε) ds cos (ϕ+ nθ) rn} . (3.34)

De (3.31) et (3.33), pour tout z véri�ant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈

[θr − α, θr + α] /H, on a

|Aj(z)| ≤ (1 + o (1)) exp{(1 + ε)d cos (ϕ+ nθ) rn} (j 6= s) . (3.35)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.34) et (3.35) dans (3.18), pour tout z véri�ant

|z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3, r → +∞ et arg z = θ ∈ [θr − α, θr + α] /H, on obtient

(1− o (1)) exp{(1− ε)ds cos (ϕ+ nθ) rn}

≤M1r
s+1 (1 + o (1)) exp

{
rσ+ε

}
exp {(1 + ε) d cos (ϕ+ nθ) rn} [T (2r, f)]k+1 , (3.36)

où M1 (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.36), on obtient

σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on trouve σ2 (f) = n.

Cas 2. cos (ϕ+ nθ) < 0.

On utilise le même raisonnement que celui du premier cas en remplaçant hs(z)ePs(z) par

hl(z)ePl(z) pour prouver que σ2 (f) ≥ n et d'après le lemme 3.2.5, on trouve σ2 (f) = n.



Chapitre 4

Croissance des solutions méromorphes

transcendantes de certaines équations

di�érentielles linéaires non homogènes

4.1 Introduction et résultats

Considérons l'équation di�érentielle linéaire du second ordre

f ′′ + h1(z)eP (z)f ′ + h0(z)eQ(z)f = 0, (4.1)

où P (z) et Q(z) sont des polynômes non constants, h1(z) et h0(z)(6≡ 0) sont des

fonctions entières véri�ant σ(h1) < degP et σ(h0) < degQ. Gundersen a montré dans

[[20], p. 419] que si degP 6= degQ, alors toute solution non constante de l'équation

(4.1) est d'ordre in�ni. Si degP = degQ, alors l'équation (4.1) peut avoir des solutions

non constantes d'ordre �ni. En e�et, f(z) = z satisfait l'équation f ′′−z3ezf ′+z2ezf =

0.

K. H. Kwon [27] a consideré le cas où degP = degQ et a prouvé le résultat suivant :

Théorème 4.1.1. ([27]) Soient P (z) et Q(z) des polynômes non constants tels que

P (z) = anz
n + ...+ a1z + a0, (4.2)

47
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Q(z) = bnz
n + ...+ b1z + b0, (4.3)

où ai, bi (i = 0, 1, ..., n) sont des nombres complexes, an 6= 0 et bn 6= 0. Soient hj(z)

(j = 0, 1) des fonctions entières avec σ (hj) < n. Supposons que arg an 6= arg bn ou

an = cbn (0 < c < 1). Alors toute solution non constante f de l'équation (4.1) est

d'ordre in�ni et satisfait σ2(f) ≥ n.

Dans [6], Belaïdi et Abbas ont étudié quelques équations di�érentielles linéaires d'ordre

supérieur avec des coe�cients entières et ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 4.1.2. ([6]) Soient k ≥ 2 un entier et Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, 1, ..., k−1)

des polynômes non constants de degré n ≥ 1, où a0,j,..., an,j (j = 0, 1, ..., k − 1) sont

des nombres complexes tels que an,jan,s 6= 0 (j 6= s) (1 ≤ s ≤ k− 1). Soient hj(z)(6≡ 0)

(j = 0, 1, ..., k − 1) des fonctions entières avec σ(hj) < n. Supposons que arg an,j 6=

arg an,s ou an,j = cjan,s (0 < cj < 1) (j 6= s). Alors toute solution transcendante f de

l'équation

f (k) +
k−1∑
j=0

hj(z)ePj(z)f (j) = 0 (4.4)

est d'ordre in�ni et satisfait σ2 (f) = n. De plus, si max{c1, ..., cs−1} < c0, alors toute

solution f(6≡ 0) de l'équation (4.4) est d'ordre in�ni et satisfait σ2 (f) = n.

En 2008, J. Tu et C. F. Yi [32] ont considéré aussi l'équation (4.4) et ont obtenu le

résultat suivant :

Théorème 4.1.3. ([32]) Soient k ≥ 2 un entier et Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, 1, ..., k−

1) des polynômes de degré n ≥ 1, où a0,j,..., an,j (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des nombres

complexes. Soient hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1) des fonctions entières avec σ(hj) < n.

Supposons qu'il existe des nombres complexes non nuls an,s et an,l tels que 0 ≤ s <

l ≤ k − 1, an,s = |an,s| eiθs, an,l = |an,l| eiθl, θs, θl ∈ [0, 2π), θs 6= θl, hshl 6≡ 0 et pour

j 6= s, l, an,j satisfait an,j = djan,s (0 < dj < 1) ou an,j = djan,l (0 < dj < 1). Alors

toute solution transcendante f de l'équation (4.4) véri�e σ (f) = +∞. De plus, si f est

une solution polynômiale de l'équation (4.4), alors deg f ≤ s− 1 ; si s = 1, alors toute

solution non constante f de l'équation (4.4) satisfait σ (f) = +∞.
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Dans ce chapitre, on continue l'étude de ce type de problèmes. le but de ce travail est

d'étendre les résultats ci- dessus pour des équations di�érentielles linéaires non homo-

gènes avec des coe�cients méromorphes véri�ant certaines conditions. On va montrer

les deux résultats suivants :

Théorème 4.1.4. Soient k ≥ 2 un entier, Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, . . . , k − 1) des

polynômes de degré n ≥ 1, où a0,j, ..., an,j (j = 0, ..., k−1) sont des nombres complexes.

Soient hj(z) (j = 0, ..., k− 1) et F (6≡ 0) des fonctions méromorphes ayant un nombre

�ni de pôles avec max{σ (F ) , σ(hj) : j = 0, ..., k − 1} < n. Supposons qu'il existe un

entier s ∈ {1, 2, ..., k − 1} tel que h0hs 6≡ 0 et an,j = cjan,s (0 < cj < 1) (j 6= s). Alors

toute solution méromorphe transcendante de l'équation

f (k) +
k−1∑
j=0

hj (z) ePj(z)f (j) = F (4.5)

est d'ordre in�ni. De plus, si max{c1, ..., cs−1} < c0, alors toute solution méromorphe

f(6≡ 0) de l'équation (4.5) est d'ordre in�ni.

Exemple 4.1.1. D'après le Théorème 4.1.4, toute solution méromorphe transcendante

de l'équation di�érentielle

f (5) +
1

(z + 1)
e

1
3
z4+z+2f (4) +

2

(2z2 − 1)
e4z

4+5f (3) +
1

(z − 6)
e

1
2
z4+1f

′′

+2ez
4+4f

′
+ 6e2z

4+3f = 5

est d'ordre in�ni.

Théorème 4.1.5. Soient k ≥ 2 un entier, Pj(z) =
∑n

i=0 ai,jz
i (j = 0, . . . , k − 1) des

polynômes de degré n ≥ 1, où a0,j, ..., an,j (j = 0, ..., k−1) sont des nombres complexes.

Soient hj(z) (j = 0, ..., k − 1) et F ( 6≡ 0) sont des fonctions méromorphes ayant un

nombre �ni de pôles avec max{σ (F ) , σ(hj) : j = 0, ..., k − 1} < n. Supposons qu'il

existe deux entiers s, d tels que 1 ≤ s < d ≤ k − 1, hshd 6≡ 0 et an,s 6= an,d. Soient I et
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J deux ensembles véri�ant I 6= ∅, J 6= ∅, I ∩J = ∅ et I ∪J = {0, . . . , k−1}/{s, d} tels

que pour j ∈ I, an,j = αjan,s (0 < αj < 1) et pour j ∈ J , an,j = βjan,d (0 < βj < 1).

Posons an,l = |an,l| eiθl, θl ∈ [0, 2π) (l = s, d) et α = max{αj : j ∈ I}.

Si (θs 6= θd) ou (θs = θd et |an,d| < (1 − α) |an,s|), alors toute solution méromorphe

transcendante de l'équation (4.5) est d'ordre in�ni. De plus, si f est une solution poly-

nômiale de (4.5), alors deg f ≤ s− 1.

Exemple 4.1.2. D'après le Théorème 4.1.5, toute solution méromorphe transcendante

de l'équation di�érentielle

f (4) +
1

(2z2 − 1)
e(1+i)z

2+4f (3) +
1

(z + 1)
e(

1
2
+i)z2+1f

′′

+3e(
1
2
+ 1

2
i)z2+1f

′
+ 2e(

1
6
+ 1

3
i)z2+2f = z

est d'ordre in�ni.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1. ([2]) Soient Pj (z) (j = 0, 1, ..., k) des polynômes tels que degP0(z) = n

(n ≥ 1) et degPj(z) ≤ n (j = 1, 2, ..., k). Soient Aj(z) (j = 0, 1, ..., k) des fonctions

méromorphes d'ordre �ni avec max{σ(Aj) : j = 0, 1, ..., k} < n tels que A0(z) 6≡ 0. On

note

F (z) = Ak (z) ePk(z) + Ak−1 (z) ePk−1(z) + ...+ A1 (z) eP1(z) + A0 (z) eP0(z). (4.6)

Si deg(P0(z)− Pj(z)) = n pour tout j = 1, ..., k, alors F est une fonction méromorphe

non triviale d'ordre �ni et satisfait σ(F ) = n.

Lemme 4.2.2. ([19]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d'ordre �ni

σ. Soit Γ = {(k1, j1) , (k2, j2) , ..., (km, jm)} l'ensemble de paires distinctes d'entiers vé-

ri�ant ki > ji ≥ 0 (i = 1, 2, ...,m) et soit ε > 0 une constante donnée. Alors il existe un

ensemble E1 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que si θ ∈ [0, 2π) \E1, alors il existe
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une constante R1 = R1 (θ) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z = θ et |z| ≥ R1 et

pour tout (k, j) ∈ Γ, on ait ∣∣∣∣f (k) (z)

f (j) (z)

∣∣∣∣ 6 |z|(k−j)(σ−1+ε) . (4.7)

Lemme 4.2.3. ([5]) Soient P (z) = (α + iβ) zn + ... (α, β sont des nombres réels,

|α| + |β| 6= 0) un polynôme de degré n ≥ 1 et A (z) une fonction méromorphe avec

σ (A) < n. Posons f (z) = A (z) eP (z), z = reiθ, δ (P, θ) = α cos (nθ)− β sin (nθ). Alors

pour tout ε > 0, il existe un ensemble E2 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que pour

tout θ ∈ [0, 2π) \ E2 ∪ H, où H = {θ ∈ [0, 2π) : δ (P, θ) = 0} est un ensemble �ni, il

existe une constante R2 > 1 telle que pour |z| = r > R2, on ait

(i) si δ (P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} , (4.8)

(ii) si δ (P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ (P, θ) rn} ≤
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp {(1− ε) δ (P, θ) rn} . (4.9)

Lemme 4.2.4. ([3]) Soient n ≥ 1 un entier, f (z) une fonction méromorphe ayant un

nombre �ni de pôles et supposons que

G (z) =
log+

∣∣f (n) (z)
∣∣

|z|ρ

n'est pas bornée sur un rayon arg z = θ avec ρ > 0 une constante. Alors il existe une

suite in�nie de points {zm = rme
iθ} (m = 1, 2, ...), où rm → +∞ telle que G (zm)→∞

et∣∣∣∣ f (j) (zm)

f (n) (zm)

∣∣∣∣ 6 1

(n− j)!
(1 + o (1)) |zm|n−j (j = 0, ..., n− 1) quand m→ +∞. (4.10)

Lemme 4.2.5. ([35]) Soit f (z) une fonction entière d'ordre �ni. Supposons qu'il existe

un ensemble E3 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon arg z = θ ∈

[0, 2π) \ E3, on ait

log+
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤Mrσ, (4.11)

où M (> 0) est une constante qui ne dépend que de θ et σ (> 0) est une constante

indépendante de θ. Alors σ (f) ≤ σ.
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4.3 Preuve du Théorème 4.1.4

D'abord on prouve que toute solution méromorphe transcendante f de l'équation (4.5)

est d'ordre σ (f) ≥ n. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de

l'équation (4.5) d'ordre σ (f) < n. On peut écrire l'équation (4.5) sous la forme

k−1∑
j=0

hjf
(j)ePj(z) = B (z) , (4.12)

où B(z) = −f (k) + F et hjf (j) (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des fonctions méromorphes

d'ordre �ni avec σ
(
hjf

(j)
)
< n (j = 0, 1, ..., k − 1) et σ (B) < n. On a hsf (s) 6≡ 0. En

e�et, si hsf (s) ≡ 0, il s'ensuit que f (s) ≡ 0 et donc f est un polynôme de degré inférieur

à s. C'est une contradiction.

Comme an,j = cjan,s (0 < cj < 1) (j 6= s), on obtient deg(Ps(z) − Pj(z)) = n (j 6= s).

Ainsi de la formule (4.12) et du lemme 4.2.1, on a σ(B) = n. Ce qui contredit le fait

que σ(B) < n. Alors toute solution méromorphe transcendante f de l'équation (4.5)

est d'ordre σ (f) ≥ n.

Maintenant supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l'équation

(4.5) avec σ (f) = σ < +∞. D'après le lemme 4.2.2, il existe un ensemble E1 ⊂ [0, 2π)

de mesure linéaire nulle tel que si θ ∈ [0, 2π) \ E1, alors il existe une constante R1 =

R1 (θ) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z = θ et |z| ≥ R1, on ait∣∣∣∣f (j)(z)

f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|kσ (0 ≤ i < j ≤ k). (4.13)

D'après le lemme 4.2.3, pour tout ε > 0, il existe un ensemble E2 ⊂ [0, 2π) de me-

sure linéaire nulle tel que pour tout z = reiθ, θ ∈ [0, 2π) \ E2 ∪ H1 et pour r suf-

�samment grand, les fonctions hjePj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1) véri�ent (4.8) ou (4.9), où

H1 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (Ps, θ) = 0}.

Posons ρ = max {σ (F ) , σ (hj) : j = 0, 1, ..., k − 1} et c = max {cj : j 6= s}. Comme
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F (z) est une fonction méromorphe ayant un nombre �ni de pôles, alors d'après le Théo-

rème de Factorisation de Hadamard, on peut écrire F (z) = H(z)
Q(z)

, où Q (z) est un po-

lynôme de degré degQ(z) = p ≥ 1 et H (z) est une fonction entière avec σ (H) = σ (F ).

Pour tout θ ∈ [0, 2π) \ E1 ∪ E2 ∪H1, on a

δ (Ps, θ) > 0 ouδ (Ps, θ) < 0.

Cas 1. δ (Ps, θ) > 0. Pour tout ε
(
0 < 3ε < min

{
1−c
1+c

, n− ρ
})

et tout z véri�ant arg z =

θ et |z| = r su�samment grand, on a

∣∣hs(z)ePs(z)
∣∣ ≥ exp{(1− ε)δ (Ps, θ) r

n} (4.14)

et

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)cδ(Ps, θ)r

n} (j 6= s). (4.15)

Maintenant montrons que

G (z) =
log+

∣∣f (s) (z)
∣∣

|z|ρ+ε

est bornée sur le rayon arg z = θ. Si G (z) n'est pas bornée sur arg z = θ, alors d'après

le lemme 4.2.4, il existe une suite de points {zm = rme
iθ} (m = 1, 2, ...), où rm → +∞

telle que G (zm)→∞ et

∣∣∣∣f (j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣ 6 1

(s− j)!
(1 + o (1)) |zm|s−j (j = 0, ..., s− 1) as m→ +∞. (4.16)

Comme G (zm)→∞ pour A > 0 su�samment grand, on a

∣∣f (s) (zm)
∣∣ > exp

{
A |zm|ρ+ε

}
quand m→ +∞. (4.17)

De (4.17), on a pour m su�samment grand
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∣∣∣∣ F (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ H (zm)

Q (zm) f (s) (zm)

∣∣∣∣ ≤ |H (zm)|
λ1r

p
m exp

{
A |zm|ρ+ε

} ≤ |H (zm)|
exp

{
A |zm|ρ+ε

} , (4.18)

où λ1 (> 0) est une constante. Comme σ (H) ≤ ρ, on obtient

∣∣∣∣ F (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣ ≤ |H (zm)|
exp

{
A |zm|ρ+ε

} → 0 as m→ +∞. (4.19)

De (4.5), on a

∣∣hs(z)ePs(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (s) (z)

∣∣∣∣+
∣∣hk−1(z)ePk−1(z)

∣∣ ∣∣∣∣f (k−1)(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣
+...+

∣∣hs+1(z)ePs+1(z)
∣∣ ∣∣∣∣f (s+1)(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣+
∣∣hs−1(z)ePs−1(z)

∣∣ ∣∣∣∣f (s−1)(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣

+ · · ·+
∣∣h1(z)eP1(z)

∣∣ ∣∣∣∣ f ′(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣+
∣∣h0(z)eP0(z)

∣∣ ∣∣∣∣ f(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ F (z)

f (s)(z)

∣∣∣∣ . (4.20)

En substituant (4.13)− (4.16) et (4.19) dans (4.20), on a pour zm ci-dessus

exp{(1− ε)δ (Ps, θ) r
n
m} ≤M1r

d1
m exp{(1 + ε)cδ (Ps, θ) r

n
m}, (4.21)

où M1 (> 0), d1 (> 0) sont des constantes. De (4.21) et 0 < ε <
1− c

3(1 + c)
, on obtient

exp{(1− c)
3

δ (Ps, θ) r
n
m} ≤M1r

d1
m . (4.22)

C'est la contradiction. Donc G (z) est bornée sur arg z = θ.

D'où

∣∣f (s) (z)
∣∣ ≤ exp

{
M |z|ρ+ε

}
(4.23)

sur arg z = θ, où M (> 0) est une constante. De (4.23) et (s)-fois d'intégration itérées,

on conclut que
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|f (z)| ≤ exp
{
M |z|ρ+2ε} (4.24)

sur arg z = θ.

Cas 2. δ (Ps, θ) < 0. Pour tout ε (0 < 3ε < min {1, n− ρ}) et pour tout z véri�ant

arg z = θ et |z| = r su�samment grand, on a

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1− ε)δ(Pj, θ)rn} (j = 0, ..., k − 1) . (4.25)

De (4.5), on obtient

−1 = hk−1(z)ePk−1(z)
f (k−1)(z)

f (k)(z)

+...+ hs(z)ePs(z)
f (s)(z)

f (k)(z)
+ ...+ h0(z)eP0(z)

f(z)

f (k)(z)
+

F (z)

f (k)(z)
. (4.26)

Maintenant montrons que

D (z) =
log+

∣∣f (k) (z)
∣∣

|z|ρ+ε

est bornée sur le rayon arg z = θ. Si D (z) n'est pas bornée sur le rayon arg z = θ, alors

d'après le lemme 4.2.4, il existe une suite in�nie de points zm = rme
iθ (m = 1, 2, ...),

où rm → +∞ telle que D (zm)→∞ et

∣∣∣∣f (j) (zm)

f (k) (zm)

∣∣∣∣ 6 1

(k − j)!
(1 + o (1)) |zm|k−j (j = 0, ..., k − 1) quand m→ +∞. (4.27)

Comme D (zm)→∞ pour B > 0 su�samment grand, on a

∣∣f (k) (zm)
∣∣ > exp

{
B |zm|ρ+ε

}
quand m→ +∞. (4.28)

En utilisant le même raisonnement que celui ci-dessus, de (4.28), on a pour m su�-

samment grand
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∣∣∣∣ F (zm)

f (k) (zm)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ H (zm)

Q (zm) f (k) (zm)

∣∣∣∣ ≤ |H (zm)|
exp

{
B |zm|ρ+ε

} . (4.29)

Comme σ (H) ≤ ρ, on obtient

∣∣∣∣ F (zm)

f (k) (zm)

∣∣∣∣ ≤ |H (zm)|
exp

{
B |zm|ρ+ε

} → 0 quand m→ +∞. (4.30)

En substituant (4.13), (4.25), (4.27) et (4.30) dans (4.26), on obtient quand rm → +∞

1 ≤ 0.

C'est une contradiction. Alors D (z) est bornée sur arg z = θ. Donc

∣∣f (k) (z)
∣∣ ≤ exp

{
M |z|ρ+ε

}
(4.31)

sur arg z = θ, où M (> 0) est une constante. D'après (4.31) et (k)-fois d'intégration

itérées, on obtient (4.24) sur arg z = θ.

De l'équation (4.5), on sait que les pôles de f peuvent se produire seulement par les

pôles de F et hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1). Comme F et hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f doit avoir un nombre

�ni de pôles. Ainsi d'après le Théorème de Factorisation de Hadamard, on peut écrire

f (z) = g(z)
R(z)

, où R (z) est un polynôme et g (z) est une fonction entière avec σ (g) =

σ (f) ≥ n. De (4.24), on a

|g (z)| ≤ λ2r
q exp

{
M |z|ρ+2ε} (4.32)

sur arg z = θ, où λ2 (> 0) est une constante et q = degR ≥ 1. Alors

|g (z)| ≤ exp
{
M |z|ρ+3ε} (4.33)

sur arg z = θ. Donc pour tout θ ∈ [0, 2π) \ E1 ∪ E2 ∪ H1, où E1 ∪ E2 ∪ H1 est un

ensemble de mesure linéaire nulle, on a (4.33) sur arg z = θ. Alors d'après le lemme
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4.2.5, on a σ (g) ≤ ρ + 3ε < n. Ce qui contredit le fait que σ (g) ≥ n. Ce qui montre

que σ (f) = +∞.

Supposons maintenant que max{c1, ..., cs−1} < c0. Si f est une solution rationnelle

de (4.5), alors d'après max{c1, ..., cs−1} < c0 et

f =
F

h0eP0(z)
− (

e−P0(z)

h0
f (k) +

hk−1
h0

ePk−1(z)−P0(z)f (k−1) + ...+
h1
h0
eP1(z)−P0(z)f

′
), (4.34)

on obtient une contradiction.

Maintenant, on prouve que l'équation (4.5) ne peut pas avoir une solution polynô-

miale. Posons c′ = max{c1, ..., cs−1} < c0 et soit f(z) est une solution polynômiale non

nulle de l'équation (4.5) avec deg f(z) = d. On prend le rayon arg z = θ ∈ [0, 2π) \H1,

où H1 est dé�ni comme ci-dessus tel que δ(Ps, θ) > 0. D'après le lemme 4.2.3, pour

tout ε (0 < 3ε < min{1−c
1+c

, c0−c
′

c0+c′
, n − ρ}), il existe un ensemble E2 de mesure linéaire

nulle tel que pour tout z véri�ant arg z = θ ∈ [0, 2π) \E2 ∪H1 et |z| = r su�samment

grand, on ait (4.14) et (4.15).

(i) Si d ≥ s, de (4.5), (4.14) et (4.15), on obtient pour tout z véri�ant arg z = θ ∈

[0, 2π) \ E2 ∪H1 et |z| = r su�samment grand

B1r
d−s exp{(1− ε)δ (Ps, θ) r

n} ≤ |hs(z)ePs(z)f (s)(z)| ≤
∑
j 6=s

|hj(z)ePj(z)f (j)(z)|+ |F (z)|

≤ B2r
d exp{(1 + ε)cδ (Ps, θ) r

n}+
exp{rρ+ε}
λ1rp

, (4.35)

où B1 (> 0), B2 (> 0) sont des constantes.

De (4.35), on obtient

exp{(1− c)
3

δ (Ps, θ) r
n} ≤ B3r

d2 exp{rρ+ε}, (4.36)

où B3(> 0) et d2 sont des constantes. Alors (4.36) est une contradiction.
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(ii) Si d < s, de (4.5), (4.14) et (4.15), on obtient pour tout z véri�ant arg z =

θ ∈ [0, 2π) \ E2 ∪H1 et |z| = r su�samment grand

B4r
s−1 exp{(1− ε)c0δ (Ps, θ) r

n} ≤ |h0(z)eP0(z)||f(z)| ≤
s−1∑
j=1

|hjePjf (j)(z)|+ |F (z)|

≤ B5r
s−2 exp{(1 + ε)c′δ (Ps, θ) r

n}+
exp{rρ+ε}
λ1rp

, (4.37)

où B4 (> 0), B5 (> 0) sont des constantes.

De (4.37), on obtient

exp{(c0 − c′)
2

δ (Ps, θ) r
n} ≤ B6

r
exp{rρ+ε}, (4.38)

où B6(> 0) est une constante. C'est une contradiction.

Ainsi si max{c1, ..., cs−1} < c0, alors toute solution méromorphe de l'équation (4.5) est

d'ordre in�ni.

4.4 Preuve du Théorème 4.1.5

En utilisant le même raisonnement que celui du Théorème 4.1.4, on prouve que toute

solution méromorphe transcendante f de l'équation (4.5) est d'ordre σ (f) ≥ n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l'équation (4.5) avec

σ (f) = σ < +∞. D'après le lemme 4.2.2, il existe un ensemble E1 ⊂ [0, 2π) de mesure

linéaire nulle tel que si θ ∈ [0, 2π)\E1, alors il existe une constane R1 = R1 (θ) > 1 telle

que pour tout z véri�ant arg z = θ et |z| ≥ R1, on a (4.13). D'après le lemme 4.2.3, pour

tout ε > 0, il existe un ensemble E2 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que si z = reiθ,

θ ∈ [0, 2π) \E2 ∪H2 et r su�samment grand, les fonctions hjePj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1)

véri�ent (4.8) ou (4.9), où H2 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (Ps, θ) = 0 ou δ (Pd, θ) = 0}.

Posons ρ = max {σ (F ) , σ (hj) : j = 0, 1, ..., k − 1}. Comme F (z) est une fonction mé-

romorphe ayant un nombre �ni de pôles, alors d'après le Théorème de Factorisation de
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Hadamard, on peut écrire F (z) = H(z)
Q(z)

, où Q (z) est un polynôme avec degQ = p ≥ 1

et H (z) est une fonction entière avec σ (H) = σ (F ).

Cas 1. Supposons que θs 6= θd. Posons H3 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (Ps, θ) = δ(Pd, θ)}. Comme

θs 6= θd, alors H3 est de mesure linéaire nulle. Pour tout θ ∈ [0, 2π)\E1∪E2∪H2∪H3,

on a

δ (Ps, θ) 6= 0, δ (Pd, θ) 6= 0 etδ (Ps, θ) > δ (Pd, θ) ouδ (Ps, θ) < δ (Pd, θ) .

Posons δ1 = δ (Ps, θ) et δ2 = δ (Pd, θ).

(a). δ1 > δ2. On divise aussi notre preuve en trois cas :

(i) δ1 > δ2 > 0. Posons δ3 = max {δ(Pj, θ) : j 6= s}. Alors 0 < δ3 < δ1. donc pour

tout ε
(

0 < 3ε < min
{
δ1−δ3
δ1+δ3

, n− ρ
})

et pour tout z véri�ant arg z = θ et |z| = r

su�samment grand, on a

∣∣hs(z)ePs(z)
∣∣ ≥ exp{(1− ε)δ1rn} (4.39)

et

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)δ3r

n} (j 6= s) (4.40)

Maintenant on montre que

G (z) =
log+

∣∣f (s) (z)
∣∣

|z|ρ+ε

est bornée sur un rayon arg z = θ. Si G (z) n'est pas boenée sur le rayon arg z = θ, alors

d'après le lemme 4.2.4, il existe une suite in�nie de points {zm = rme
iθ} (m = 1, 2, ...),

où rm → +∞ telle que G (zm)→∞ et (4.16) soit véri�ée. De (4.17), on a (4.18) pour

m su�samment grand. Comme σ (H) ≤ ρ, on obtient (4.19).
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En substituant (4.13), (4.16), (4.19), (4.39) et (4.40) dans (4.20), pour zm ci-dessus, on

obtient

exp{(1− ε)δ1rnm} ≤M2r
d3
m exp{(1 + ε)δ3r

n
m}, (4.41)

où M2 (> 0), d3 (> 0) sont des constantes. De (4.41) et 0 < ε < δ1−δ3
3(δ1+δ3)

, on a

exp{(δ1 − δ3)
3

rnm} ≤M2r
d3
m . (4.42)

C'est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur arg z = θ. Donc (4.24) est véri�ée

sur arg z = θ.

(ii) δ1 > 0 > δ2. Alors pour tout ε (0 < 3ε < min

{
1− α
1 + α

, n− ρ
}

) et pour tout z

véri�ant arg z = θ et |z| = r su�samment grand, on a (4.39),

∣∣hd(z)ePd(z)
∣∣ ≤ exp{(1− ε)δ2rn} < 1, (4.43)

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)αδ1r

n} (j ∈ I) (4.44)

et ∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1− ε)δ(Pj, θ)rn} < 1 (j ∈ J) . (4.45)

Maintenant on montre que

G (z) =
log+

∣∣f (s) (z)
∣∣

|z|ρ+ε

est bornée sur un rayon arg z = θ. Si G (z) n'est pas bornée sur le rayon arg z = θ, alors

d'après le lemme 4.2.4, il existe une suite in�nie de points {zm = rme
iθ} (m = 1, 2, ...),

où rm → +∞ telle que G (zm)→∞ et (4.16) soit véri�ée.

En substituant (4.13), (4.16), (4.19), (4.39), (4.43) − (4.45) dans (4.20), pour zm ci-

dessus, on obtient
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exp{(1− ε)δ1rnm} ≤M3r
d4
m exp{(1 + ε)αδ1r

n
m}, (4.46)

où M3 (> 0) et d4 (> 0) sont des constantes. De (4.46) et 0 < ε <
1− α

3(1 + α)
, on a

exp{(1− α)

3
δ1r

n
m} ≤M3r

d4
m . (4.47)

C'est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur arg z = θ. Donc (4.24) est véri�ée

sur arg z = θ.

(iii) 0 > δ1 > δ2. Pour tout ε (0 < 3ε < min {1, n− ρ}) et pour tout z véri�ant arg z =

θ et |z| = r su�samment grand, on a (4.25). En utilisant le même raisonnement que

celui du cas 2 dans la preuve du Théorème 4.1.4, (4.24) est véri�ée sur arg z = θ.

(b). δ1 < δ2. En utilisant le même raisonnement que celui du cas 1(a), on peut aussi

obtenir (4.24) sur arg z = θ.

Cas 2. Supposons que θs = θd et |an,d| < (1− α) |an,s|. Pour tout θ ∈ [0, 2π) \ E1 ∪

E2 ∪H2, où E1, E2 et H2 sont dé�nis ci-dessus, on a

δ (Ps, θ) > 0 ou δ (Ps, θ) < 0.

(a). δ (Ps, θ) > 0. Pour tout ε (0 < 3ε < min

{
(1−α)|an,s|−|an,d|
(1+α)|an,s|+|an,d| , n− ρ

}
) et pour tout z

véri�ant arg z = θ et |z| = r su�samment grand, on a (4.14),

∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)αδ(Ps, θ)r

n} (j ∈ I) , (4.48)

et ∣∣hj(z)ePj(z)
∣∣ ≤ exp{(1 + ε)δ(Pd, θ)r

n} (j ∈ J ∪ {d}) (4.49)

Maintenant on prouve que
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G (z) =
log+

∣∣f (s) (z)
∣∣

|z|ρ+ε

est bornée sur un rayon arg z = θ. Si G (z) n'est pas bornée sur le rayon arg z = θ, alors

d'après le lemme 4.2.4, il existe une suite in�nie de points {zm = rme
iθ} (m = 1, 2, ...),

où rm → +∞ telle que G (zm)→∞ et (4.16) soit véri�ée.

En substituant (4.13), (4.14), (4.16), (4.19), (4.48) et (4.49) dans (4.20), pour zm ci-

dessus, on obtient

exp{(1− ε)δ(Ps, θ)rn}

≤M4r
d5
m exp{(1 + ε)αδ(Ps, θ)r

n
m} exp{(1 + ε)δ(Pd, θ)r

n
m}, (4.50)

où M4, d5 (> 0) sont des constantes. De (4.50), on a

exp{γrnm} ≤M4r
d5
m , (4.51)

où

γ = (1− ε)δ(Ps, θ)− (1 + ε)δ(Pd, θ)− (1 + ε)αδ(Ps, θ). (4.52)

Comme 0 < ε <
(1− α) |an,s| − |an,d|

3 [(1 + α) |an,s|+ |an,d|]
, θs = θd et cos(θs + nθ) > 0, on obtient

γ = {(1− α) |an,s| − |an,d| − ε [(1 + α) |an,s|+ |an,d|]} cos(θs + nθ)

>
((1− α) |an,s| − |an,d|)

3
cos(θs + nθ) > 0.

Comme γ > 0, alors (4.51) est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur arg z = θ.

Donc (4.24) est véri�ée sur arg z = θ.

(b) δ (Ps, θ) < 0. En utilisant le même raisonnement que celui du cas 2 dans la preuve

du Théorème 4.1.4, (4.24) est véri�ée sur arg z = θ.
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De l'équation (4.5), on sait que les pôles de f peuvent seulement se produire par les

pôles de F et hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1). Comme F et hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des

fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles, alors f doit avoir un nombre

�ni de pôles. Ainsi d'après le Théorème de Factorisation de Hadamard et suivant le

même raisonnement que celui du Théorème 4.1.4, on peut écrire f (z) = g(z)
R(z)

, où R (z)

est un polynôme et g (z) est une fonction entière avec σ (g) = σ (f) ≥ n. De (4.24), on

a (4.33) sur arg z = θ. Alors d'après le lemme 4.2.5, on a σ (g) ≤ ρ + 3ε < n. Ce qui

contredit le fait que σ (g) ≥ n. Donc σ (f) = +∞.

Dans la suite, on montre que si f(z) est une solution polynômiale de (4.5), alors

deg f ≤ s− 1.

Supposons que f est une solution polynômiale de (4.5) avec deg f = b ≥ s.

(a) Supposons que θs 6= θd.

(i) Si θs 6= θd+π ou θd 6= θs+π, posons H4 = {θ ∈ [0, 2π) : δ(Ps, θ) > δ(Pd, θ) > 0}.

Alors m(H4) > 0. On peut choisir une courbe Γ = {z : arg z = θ ∈ H4}.

D'après (4.5), (4.39) et (4.40), pour tout z ∈ Γ et |z| = r su�samment grand, on

obtient

B7r
b−s exp{(1− ε)δ1rn} ≤ |hs(z)ePs(z)f (s)(z)|

≤
∑
j 6=s

|hj(z)ePj(z)f (j)(z)|+
∣∣∣∣H(z)

Q(z)

∣∣∣∣
≤ B8r

d6 exp{(1 + ε)δ3r
n}exp{rρ+ε}

λ1rp
, (4.53)

où B7(> 0), B8(> 0),d6 et λ1 sont des constantes.

De (4.53), on obtient

exp

{
(δ1 − δ3)

3
rn
}
≤ B9r

d6 exp{rρ+ε}, (4.54)

où B9(> 0) et d6 sont des constantes. C'est une contradiction
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(ii) Si θs = θd+π ou θd = θs+π, posonsH5 = {θ ∈ [0, 2π) : δ(Ps, θ) > 0 > δ(Pd, θ)}.

Alors m(H5) > 0. On peut choisir une courbe G = {z : arg z = θ ∈ H5}.

De (4.5), (4.39) et (4.43)−(4.45), pour tout z ∈ G et |z| = r su�samment grand,

on obtient

B10r
b−s exp{(1− ε)δ1rn} ≤ B11r

d7 exp{(1 + ε)αδ1r
n} exp{rρ+ε}, (4.55)

où B10(> 0), B11(> 0) et d7 sont des constantes.

D'après (4.55), on obtient

exp

{
(1− α)

3
δ1r

n

}
≤ B12r

d8 exp{rρ+ε}, (4.56)

où B12(> 0) et d8 sont des constantes. C'est une contradiction

(b) Supposons que θs = θd et |an,d| < (1−α)|an,s|. On peut prendre un rayon arg z = θ

tel que δ(Ps, θ) > 0. Alors δ(Ps, θ) > δ(Pd, θ) > 0.

De (4.5), (4.39) et (4.40), pour tout z avec arg z = θ et |z| = r su�samment grand, on

obtient (4.54). D'où la contradiction.

Alors toute solution polynômiale f de (4.5) satisfait deg f ≤ s− 1.



Conclusion

Certains chercheurs ([29], [34], [35]) se sont intéressés à l'étude des propriétés des so-

lutions des équations di�érentielles linéaires d'ordre supérieur non homogènes dont les

coe�cients sont des fonctions entières. On sait que ces solutions sont des fonctions

entières et elles sont souvent d'ordre in�ni.

Dans cette thèse, on a démontré quelques résultats concernant ces équations en donnant

des estimations précises sur l'hyper-ordre des solutions d'ordre in�ni de ces équations.

On s'est aussi intéressé dans notre travail à l'étude des équations di�érentielles linéaires

d'ordre supérieur non homogène avec des coe�cients méromorphes ayant un nombre

�ni de pôles.

De nombreux résultats ([2], [3], [5], [10]) ont été réalisés conçernant les équations dif-

férentielles linéaires avec des coe�cients méromorphes. Mais elles sont peu étudiées

car leurs solutions ne sont pas toujours des fonctions méromorphes. Par exemple, la

fonction f(z) = e
1
z + ez est une solution qui n'est pas une fonction méromorphe de

l'équation di�érentielle.

f
′′

+ (z3 + z2)f
′
+ (z + 1− 1

z4
− 2

z3
)f = (z3 + z2 + z + 2− 1

z4
− 2

z3
)ez.

Ces dernières années, plusieurs résultats ont été obtenus concernant les équations dif-

férentielles linéaires mais dans le cas où les coe�cients sont des fonctions analytiques

dans le disque unité.
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