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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le
mathématicien Rolf Nevanlinna est un outil trés important dans ’étude des propriétés
des solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Pour I’équation différentielle du second ordre

i f +Q0()f =0, (1)
ol @(z) est une fonction entiére d’ordre fini, il est connu que toute solution de I’équation
(1) est une fonction entiére et si fi et fo sont deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation (1), alors au moins une des deux solutions fi et fy est d’ordre infini ([25],
P. 167-168).
D’autre part, il existe des équations différentielles de la forme (1) possédant au moins
une solution d’ordre fini. Par exemple, la fonction f(z) = e* est une solution d’ordre
fini de 'équation (1) avec Q(z) = —(1 + e~ #).
Alors la question qui se pose est : Quelle condition doit-on imposer sur (Q(z) pour
garantir que toute solution non nulle de 1'équation (1) soit d’ordre infini?.
Plusieurs auteurs Amemiya et Ozawa [1], Gundersen [21], Langley [29], frei [18] et
Ozawa [31] ont étudié ce probléme.
IIs ont démontré que si Q(z) est un polynéme non constant ou une fonction entiére
transcendante d’ordre différent a un, alors toute solution non nulle de I'équation (1)
est d’ordre infini.
En 2002, Chen [8] a considéré I’équation (1) mais dans le cas ot Q(2) est une fonction

entiére d’ordre égal a un.
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Dans le méme article, il a considéré ce probléme pour des équations différentielles

linéaires du second ordre de la forme
f + ha(2)e '+ ho(2)e” f =0, (2)

ot hj(z) (j = 0,1) sont des fonctions entiéres d’ordre strictement inférieur & un, a et
b sont des nombres complexes non nuls. Ses travaux ont été plus tard généralisés pour
les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur (voir par exemple ([12], [13])).

Différents chercheurs ([9], [20], [27]) se sont intéressés & 'étude des équations différen-

tielles linéaires de la forme :
F 4 ha(2)e" @) '+ ho(2)e??) f = 0, (3)

ot P(z) et (z) sont des polynomes non constants, h;(z) (j = 0,1) sont des fonctions
entiéres. Ces résultats ont été aussi étendus pour les équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur (voir par exemple (4], [6], [32])).

Ces derniéres années, certains auteurs (|30],|34],[35]) ont étudié les équations diffé-
rentielles linéaires non homogénes du second ordre et d’ordre supérieur. Ils se sont
intéressés a la croissance et 'oscillation de leurs solutions.

Cette thése consiste a étudier les propriétés des solutions des équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur et non homogénes.

Le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de
Nevanlinna nécessaires par la suite pour les autres chapitres.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude de I'hyper-ordre des solutions des deux

équations différentielles
FE Ly FE D 4 hof A+ AePE 4 AR = H (4)
et
FO 4 b f D 4 b haf + (AP £ D)) f 4 (Age®P + D) f=H,  (5)

ol k > 2 est un entier, h; (j = 2,...,k — 1), P(2) et Q(2) sont des polynomes et A;,
D; (j =0,1) et H( 0) sont des fonctions entiéres.
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Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera aussi a ’étude de 'hyper-ordre mais pour

les solutions des équations différentielles de la forme
f(k) + hk_lepkfl(z)f(kfl) o+ h2€P2(Z)fN + hlepl(z)f/ + hoepo(z)f = H, (6)

ou k > 2 est un entier, P;(z) (j =0, ...,k — 1) sont des polynémes, h; (j =0,...,k—1)
et H(# 0) sont des fonctions entiéres.

Le dernier chapitre est consacré aux équations différentielles de la forme (6) mais dans
le cas o les fonctions H et h; (j =0,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes ayant

un nombre fini de poles.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 1.1.1. ([24],[28]). Soit f une fonction méromorphe. Pour tout compleze
a, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de l’équation f(z) = a situées dans
le disque |z| < t. Chaque racine élant comptée avec son ordre de multiplicité et par

n(t, 00, f) le nombre de péles de la fonction f dans le disque |z| < t. Posons

N(r,a, f) = /T nit,a,f) ;n(O, @ f)dt +n(0,a, f)logr,a # oo, (1.1)
0
N(r, f) = N(r,00, f) = /T n(t, 00, /) ; n(o’oo’f)dt—i—n(o,oo,f) logr, (1.2)
0
1 L[ 1
m(r,a, f) = m(r, F- a) = %/o log™ md@a # 00, (1.3)
et
) = mir.00, ) = 5= [ 1og? 11 (re s (1.4
’ T 2m Jo ’ '
ot
log" 2 = max(logz,0) = { gz, #>1
0, 0<x<1.



1.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna 7

N(r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < 7 et

m(r, a, f) est dite la fonction de proximité de f.

Définition 1.1.2. ([24],[28]). Soit f une fonction méromorphe non constante. On

définit la fonction caractéristique T(r, f) de la fonction f par
T(r, f)=m(r, )+ N(r f) (1.5)

Exemple 1.1.1. Soit f(z) = €*. Nous avons n(t,oo, f) = 0 car f n’admet pas de poles.
D’ot N(r, f) =0.
De plus, on a
1 [ i0
= — log™ |e"" |df
mirf) = 5= [ 1o e o,

1 2

1 % 2
= (/0 (rcose)dw/h (rcosQ)d@) - %

10g+ |6T cos@|d9’

2

Par conséquent

T(r, f) = %

Exemple 1.1.2. Soit f(z) = ™", ou a, est un nombre complexe non nul. Posons

an = |an|e®?, z =re?. Alors

£(2)] = lenl ostr0)

Par conséquent
1

2w
_ _/ log—‘r e|an|r” cos(n@-i—cp)de.
2m J,

m(r, f)

Par un changement de variable, on a

Y "
m(r, f) = Py logt elanl™ cos() g
©

1 2nm .
— 10g+ e|an|r COS(T)dT.
2nm J,
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1 2

:%O

|an|r™ 2 o |an|r™
= — / cos Tdt + / cosTdr | = ——.
2m 0 3m m

2

10g+ e|an|r” cos(T)dT

Comme f est entiére, alors

|an|7“"

T(hf) :m<7a7f) = _ -

™

n
anz
en

Exemple 1.1.3. Pour la fonction f(z) = “—, on a

T(r,f) = W + O(logr), 1 — oc.

1.2 Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1. (/24/,/28]) Soit f une fonction méromorphe et soit

o0

f(z)—a:ZCizi,cm#O,mEZ,aeC

le développent de Laurent de f — a a Uorigine. Alors

1

T(T, m

) =T(r, f) —log|cm| + ¢(r, a). (1.6)

ot

lo(r,a)| <log2+ log™ |al.

Remarque 1.2.1. Le premier Théoreme fondamental de R. Nevanlinna peut étre for-
mulé comme suit :

T, — ) =T(r, )+ O(1), ( — o0) (1.7)

f—
pour tout a € C.
Proposition 1.2.1. (/24],/28]) Soient fi, fa, ..., fn des fonctions méromorphes et

a,b,c,d € C, telles que ad — be # 0. Alors
(a) T(r. 1Ly fo) < 25 T(r, fu), neN.
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(b) T(r,f")=nT(r, f), n€N.

(c) T(r,> 0 fi) <> T(r, fi) +1logn, neN.

(d) T(r, ?ﬂg) =T(r, f)+O(1), en supposant que f # —d/c.

1.3 Croissance d’une fonction méromorphe

1.3.1 Ordre et hyper-ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1. ([2/],/28]) Soit f une fonction méromorphe. Alors 'ordre de crois-

sance de f est défini par

o(f) = lim sup M.

700 log r

(1.8)

Remarque 1.3.1. Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de croissance de cette

fonction est déﬁnZ par
log log M (1

=00 log r

(1.9)

otr M(r, f) = max;— |f(2)|.

Exemple 1.3.1. Pour la fonction f(z) = €*, on a

log =
ST _ 1,

o = lim su
(f) B s

Exemple 1.3.2. Pour la fonction f(z) = e**", ot a, € C, on a

log Lol
o(f) =lim sup I
T—+00 IOgT

Exemple 1.3.3. (/24], p.7) Pour la fonction f(z) = exp{e®}, on a

r

T(ﬂf)”w

, T — +00.
D’ou

o(f) = +oo.
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Pour exprimer le taux de croissance d’une fonction méromorphe d’ordre infini, on

rappelle la définition suivante :

Définition 1.3.2. (/24],/28]) Soit f une fonction méromorphe. Alors I’hyper-ordre de
cette fonction est défini par

, loglog T'(r, f
oo f) = TEIJPOOSUP %. (1.10)

Remarque 1.3.2. Si f est une fonction entiére, alors ['hyper-ordre de cette fonction

est défini par

) log log log M (r,
72(f) = lim_sup g glogr( f)

Propriétés 1.3.1. ([24],[28]) Soient f et g des fonctions méromorphes. Alors
1) o(f +9) < max{o(f),o(9)}.

(1.11)

2) o(fg) < max{o(f),o(g)}-

Remarque 1.3.3. Dans 1) et 2) si o(f) < o(g), alors o(fg) = o(f +g) = a(g).

1.4 Terme maximal et indice central

Définition 1.4.1. (/28]) Soit f(2) =Y.' a,z" une fonction entiére. Le terme mazi-
mal de f est défint par
p(r) = u(r, f) = max @, |r™ (1.12)

et lindice central de f est défini par
ve(r) =v(r, f) = max{m : |a,|r™ = p(r, f)}. (1.13)

Exemple 1.4.1. Soit le polynome P(2) = a 2" +a,_12" ' +...+ag. Alors pour r assez
grand, on a

) = (s, P) = fanls™
Par suite

vp(r) =v(r, P) = n.
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1.5 Exposant et hyper-exposant de convergence des
zéros d’une fonction

Définition 1.5.1. (/28]) L’exposant de convergence des zéros d’une fonction méro-

morphe [ est défini par

log N(r, 7)
Af) = ngloosup %, (1.14)
ol . 01
N(r,%) :/0 n(t,?);n( ’?) +n(0,%)logr (1.15)

et n(t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t.
Exemple 1.5.1. A(e*) = 0.
Exemple 1.5.2. Pour la fonction f(z) =e*+ 1, on a A\(f) = 1.

Définition 1.5.2. (/28]) L’exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction

méromorphe f est défini par

- . log N(r, 7)
A(f) = lim su %, (1.16)
L s h-ned)
~ _ A
N(r,?)—/o ; +n(0,f)logr (1.17)

et m(t, %) désigne le nombre de zéros distincts de [ situés dans le disque |z| < t.

Définition 1.5.3. (/28]) L’hyper-exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe f est défini par
log log N (r, %)

Aa(f) = TETOO Sup log 7

(1.18)
Définition 1.5.4. (/28]) L’hyper-ezposant de convergence des zéros distincts d’une
fonction méromorphe f est défini par

_ . loglog N(r, ;)
Aa(f) = im sup T logr

(1.19)
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1.6 Mesure et densité
Définition 1.6.1. ([11]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, 400) par
+oo
m(E) :/ xe(t)dt, (1.20)
0

ot xXg est la fonction caractéristique de ’ensemble E.

Les densités supérieure et inférieure de [’ensemble E sont respectivement définies par

- EN|0
densE = lim SuprﬁﬂoM (1.21)
r
et
E
densE = lim infT_>+oow (1.22)

Exemple 1.6.1. La mesure linéaire de l'ensemble E = [1,e] U [5,8] C [0,+00) est

+o0 e 8
m(E) = / xe(t)dt = / dt +/ dt =e+2.
0 1 5

Exemple 1.6.2. La densité supérieure de l’ensemble E = [1,+00) est

m(E N[0,r])

densE = limsup,_, =1.

Définition 1.6.2. (/11]) La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,400) est

définie par

my(F) = /1+OO XFT(t)dt (1.23)

ot Xr est la fonction caractéristique de l’ensemble F.
Les densités logarithmiques supérieure et inférieure de l’ensemble ' sont respectivement

définies par

—— : my(F N [1,7])
=1 _— 1.24
log densF' = limsup,_, , log 1 ( )
et
Fnjl
log densF = lim infTﬁerM. (1.25)

log r



1.6 Mesure et densité 13

Exemple 1.6.3. La mesure logarithmique de I'ensemble F = [1,¢e*] C [1,400) est

m(F) = /1+°° (2 = / &y

t t
Exemple 1.6.4. La densité logarithmique supérieure de ’ensemble F' = [e,4+00) est

my(F N [1,7r])

= 1.
log r

log densF' = limsup,._,



Chapitre 2

Sur ’hyper-ordre des solutions de
certaines équations différentielles

linéaires non homogeénes

2.1 Introduction et résultats

Pour I'équation différentielle linéaire du second ordre

fr+ef +Q(2)f =0, (2.1)
ou @ (z) est une fonction entiére d’ordre fini, il est bien connu que toute solution de
'équation (2.1) est une fonction entiére et la plupart des solutions de I’équation (2.1)
sont d’ordre infini. Mais I’équation (2.1) peut également avoir des solutions d’ordre

%2 est une solution d’ordre fini de I'équation (2.1) avec

fini. Par exemple, f(z2) = e
Q(z) = —(4+2e#). Alors quelle condition doit-on imposer sur Q(z) pour garantir que

toute solution f(z 0) de I'équation (2.1) soit d’ordre infini?.

Chen [8] a traité ce probléme en prenant Q(z) = h(z)e®, h(z) un polynéme non nul

et b un nombre complexe. Il a montré que si b # —1, alors toute solution f(# 0) de

14
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I'équation (2.1) est d’ordre infini et oy(f) = 1.

Il a aussi considéré dans le méme article d’autres équations différentielles linéaires

du second ordre et il a prouvé les deux résultats suivants :

Théoréme 2.1.1. (/8]) Soient A;(2)(£0) (j =0,1) des fonctions entiéres avec
og(A;) <1, a et b des constantes complexes tels que ab # 0 et a = cb (¢ > 1). Alors
toute solution f(# 0) de l’équation

f+A(2)e™ f + Ag(2)e” f =0 (2.2)
est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2. ([8]) Soient A;(z)(#£0), D;(z) (j = 0,1) des fonctions entiéres avec
o(A;) <1, 0(Dj) <1, aetb des constantes complezes tels que ab # 0 et arga # argb
oua=cb (0 <c<1). Alors toute solution f(# 0) de I’équation

11

f 4 (Ai(2)e™ + Di(2)) f + (Ao(2)€” + Do(2)) f = 0 (2.3)
est d’ordre infini.

En 2008, Wang et Laine [34] ont étudié la croissance des solutions des équations non
homogénes en relation avec les équations (2.2) et(2.3) et ils ont obtenu les deux résultats

suivants :

Théoréme 2.1.3. ([34])Soient A;j(z) 0 (j =0,1) et H des fonctions entiéres d’ordre
strictement inférieur & 1, et sotent a et b des nombres complexes tels que ab # 0 et

b # a. Alors toute solution non triviale f de l’équation
f 4+ A(2)e™ f 4+ Ag(2)e¥*f = H (2.4)

est d’ordre infini.
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Théoréme 2.1.4. ([34])Soient A;(z) Z0, D;(2) (j =0,1) et H des fonctions entiéres
d’ordre strictement inférieur a 1, et soient a et b des nombres complexes tels que ab # 0
et b/a < 0. Alors toute solution non triviale f de l’équation

"

Fo A (Au(2)e™ + Di(2) f + (Ao(2)e” + Do(2)) f = H (2.5)
est d’ordre infini.

Dans [36], Xu et Cao ont étudié le probléme ci-dessus pour des équations différentielles

linéaires d’ordre supérieur et ils ont prouvé les deux résultats suivants :

Théoréme 2.1.5. ([36])Soient k > 2 un entier, P(z) = a,2" + ... + a1z + ao, et
Q(2) = bp2™ + ... + byz + by des polyndmes non constants, ot a;,b; (i =0,1,...,n) sont
des nombres complezes avec ab, # 0 et a, # b,. Supposons que h;(z) (2<i<k-—1)
sont des polyndmes de degré inférieur ou égal a n — 1, A;j(2) #0 (j =0,1) et H # 0
sont des fonctions entiéres vérifiant o (A;) <n, (j =0,1), 0 (H) <n et ¢ est une

fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f de l’équation

FO f e fED by f 4+ AP 4 AR f = H (2.6)
satisfait o (f) = +oo, o (f) = Mf) = Mf) = AMf — @) = +o0 et ao(f) = Xo(f) =
Aa(f) = Aa(f — ) <.

Théoréme 2.1.6. ([36]/)Soit k > 2 un entier. Supposons que Aj(z) # 0, D;(z) (j =
0,1) et H # 0 sont des fonctions entiéres vérifiant o(A;) < n, o(D;) <n, (j =0,1),
o(H) < n et P(z), Q(2), hy (2 < i < k—1) sont définis comme dans le Théoréme
2.1.5 et vérifiant a,b, # 0 et a, /b, < 0. Alors toute solution f de l’équation

FO b b fED 4 hof” + (AP £ DY) f 4 (AP + Do) f=H  (2.7)
est d’ordre infini.

Dans [16], El Farissi et Belaidi ont étudié 1'équation (2.7) mais dans le cas ou h;(z)
(2 <i <k —1) sont des fonctions entiéres d’ordre strictement inférieur a 1, P(z) et

Q(z) sont des polynomes de degré 1, ils ont démontré le résultat suivant :
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Théoréme 2.1.7. ([16/)Soient P(z2) = az et Q(z) = bz des polynomes, ot a et b
sont des nombres complexes vérifiant ab(a — b) # 0. Supposons que h; (2 < i <
k—1), Aj(z) # 0, D;(2) (j = 0,1) et H # 0 sont des fonctions entiéres vérifiant
max{o(h;)(2 <i < k—1),0(4;)(j =0,1),0(D,)(j =0,1),0(H)} <1 et ¢ est une
fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f de l’équation (2.7) satisfait o (f) =
+00, 0 (f) = Mf) = Mf) = Af =) = +o0 et oz(f) = Xa(f) = Xa(f) = Aa(f—¢) < 1.

En 2014, ils [17] ont aussi considéré ce probléme et ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.1.8. ([17])Soit k > 2 un entier. Supposons que Aj(z) # 0, D;(z) (j =
0,1) et H # 0 sont des fonctions entiéres vérifiant o(A;) < n, o(D;) <n, (j =0,1),
o(H) <netP(z), Q(2), h; (2<i<k—1) sont définis comme dans le Théoréme 2.1.5
et vérifiant a,b, # 0 et a, — b, # 0. Alors toute solution f de I’équation (2.7) satisfait
o (f) = +o0, o (f) = Af) = Mf) = Mf —¢) = +oo et 0a(f) = Xo(f) = No(f) =
Ao(f =) < m.

Dans ce chapitre, on précise I'hyper-ordre des solutions des équations (2.6) et (2.7). On

démontre les deux résultats suivants :

Théoréme 2.1.9. ([14]) Soit k > 2 un entier. Supposons que P(z), Q(2), an, by, hi(2)
(2<i<k-1), Aj(z) £0 (j = 0,1), H et ¢ vérifient les hypothéses du Théoréme
2.1.5. Alors toute solution non triviale f de U’équation (2.6) satisfait oo(f) = Ao(f) =
Xa(f) =Xa(f =) =n.

Exemple 2.1.1. Pour [’équation différentielle
FO+ (1) fD + (222 = 5)f@ 4 (2 = 6)f " + (cos 2)e™ T + 6 T = (24 2)e?,
toute solution f est d’ordre infini et oo(f) = 3.

Théoréme 2.1.10. ([14]) Soit k > 2 un entier. Supposons que P(z), Q(2), an, by,
hi(z) (2 < i < k—1), Ai(2) # 0, D;(2) (j = 0,1) et H vérifient les hypothéses
du Théoreme 2.1.8. Alors toute solution non triviale f de l’équation (2.7) satisfait

o2(f) =n.
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Exemple 2.1.2. Pour l’équation différentielle
+ (z+ +(z — T Be L) 4 (e T 4 e f = cos z,
4) 92) £(3) 6 32 +2 4272+

toute solution f est d’ordre infini et oo(f) = 2.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1. ([36]) Supposons que k > 2 est un entier, A;j(z) (j =0,...k—1) et H
(£ 0) sont des fonctions entiéres d’ordre fini. Alors toute solution f d’ordre infini de
l'equation

F® 4 A () f* D 4+ AR f 4+ Ao(2)f = H (2.8)

satisfait oo(f) <max{o (4;),0(H):j=0,1,...,k—1}.

Lemme 2.2.2. ([19]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante el soient
a > 1 et e > 0 des constantes. Alors il existe un ensemble F1 C [1,+00) de me-
sure logarithmique finie et une constante B > 0 qui dépend seulement de « et (i, j)

(1,7 sont des entiers positifs i > j) tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U EY,

on ait o
f9() Tlar, f) 1 o i
’f(j)(z) <B {T (log®r)log T'(ar, f) . (2.9)
Lemme 2.2.3. (/23]), p. 844] Soit f (z) = +Zozoan,z” une fonction entiére, vy (r) lindice
n=0

central de f, 1 (r) le terme mazimal, 1 (r) = |a,, )| 7). Alors

v (1) = r-log (1) < [log (1) < [log M (r, /) (2.10)

est vérifiée a Uéxtérieur d’un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique finie.
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Lemme 2.2.4. ([22]) Soient P(z) = (a+if) 2" + ...(a, B sont des nombres réels,
la| + 8] # 0) un polynome de degré n > 1 et A(2) une fonction méromorphe avec
o (A) < n. Posons f(z) = A(2)el®), 2 = re? §(P,0) = acosnd — Bsinnf. Alors
pour tout € > 0, il existe un ensemble E3 C [1,400) de mesure logarithmique finie tel
que pour tout 0 € [0,2m) \ Hy et pour |z| =r ¢ [0,1] U E3, r — 400, on ait

(i) Sio(P,0) >0, alors

exp{(1—¢)d (P,0)r"} < |f ret ‘ <exp{(1+¢)d(P,0)r"}, (2.11)
(ii) Sio(P,0) <0, alors
exp{(1+¢)d(P,0)r"} < |f (re”)| < exp{(1—¢)5(P,0)r"}, (2.12)

ou Hy ={0€0,2m):5(P,6)=0}.

Lemme 2.2.5. ([28]) Soient f (z) une fonction entiére transcendante, ve(r) Uindice

central de f et § une constante avec 0 < § < L. Alors il eviste un ensemble E, de

Z-
mesure logarithmique finie tel que pour tout z wvérifiant |z| = r ¢ Ey et |f(2)] >

M (r, fYve(r)~it0, on ait

f(”)(z)_ v (T) ' 0 n un entier
78 _( . ) (14+0(1)) (n>1 tier) . (2.13)

Lemme 2.2.6. (/38]) Soient f (z) une fonction entiere et M (r, f) = |f (re')

pour
tout r. Posons 0, — 0y € [0,27) quand r — +o00. Alors il existe une constante ly > 0

et un ensemble E de densité logarithmique inférieure positive tels que
M (r, f)'? < |f (re)] (2.14)

pour tout v € E suffisamment grand et pour tout 0 tels que |0 — 6y] < lo.
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Lemme 2.2.7. (/8]) Soient f (z) une fonction entiére d’ordre infini et oo (f) = a <
+00, F5 C (1,4+00) un ensemble de mesure logarithmique finie. Alors il existe une suite
de points {zm, = rpem} telle que |f (zp)| = M (i, f), 0m € [0,27),

lim 9m = 90 € [0,27T), Tm % E57 Ty — +00,

m—-+00

L logyy (r)

= 2.15
Tm—>+00 IOg T'm _'_OO ( )

et pour tout € > 0 donné, on a pour r,, suffisamment grand

exp {re ) < vy (rp) <exp {ret<}, (2.16)

ot vy (1) est lindice central de f.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.9

Supposons que f est une solution non triviale de I’equation (2.6). D’aprés le Théoréme
2.1.5, on a o(f) = +oo et oa(f) = Aao(f) = Xa(f) = Xa(f — ¢) < n. Pour montrer
que oo(f) = n, on suppose que oo(f) = a < n et on prouve que oy(f) = « est une
contradiction. D’apreés le lemme 2.2.2, il existe une constante B > 0 et un ensemble
E; C [1,400) de mesure logarithmique finie tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢
[0,1] U EY, on ait

<Br[T@r, )T G=1,..,k) (2.17)

‘f(j)(z)
/()

D’aprés le lemme 2.2.3, il existe un ensemble Ey C (1, +00) de mesure logarithmique

finie tel que pour tout |z| =r ¢ [0,1] U Es, on ait
vy (r) < [log M (r, f)*. (2.18)

D’aprés le lemme 2.2.4, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E3 C [1,+00) de
mesure logarithmique finie tel que pour tout 6 € [0,27) \ Ha, ou
Hy, ={0€10,2n) : 6 (P,#) =00ud(Q— P,0) =00ud(Q,0) =0} et pour |z| =1 ¢

[0,1] U E3, r — 400, on ait
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si 0 (P,0) >0, alors

exp{(l—¢)o(P,0)r"} < |A1 (2) eP(Z)‘ <exp{(1+¢)d(P,0)r"}, (2.19)

sid(P,0) <0, alors

exp{(1+¢)d(P,0)r"} < |Ai(2) eP(z)‘ <exp{(l—¢)d(P,0)r"}, (2.20)

si0(Q— P,0) >0, alors

exp{(1—¢)6(Q—P,0O)r"} < 'ﬁ‘; 8 Q) PE| <exp{(1+¢)6(Q— P,6)r"},
(2.21)
si0(Q— P,0) <0, alors
exp{(l+¢)0(Q—P,0)r"} < ‘i? EgeQ(Z)_P(Z) <exp{(1—2)0(Q— P,0)r"},
(2.22)
si 0 (Q,0) >0, alors
exp {(1—)5(Q.0) 1"} < Ao (2) @] <exp{(1+2)6(Q.0)r"},  (2.23)
si0(Q,0) <0, alors
exp{(1+¢)d(Q,0)r"} < |Ag(2) eQ(Z)} <exp{(1—¢)d(Q,0)r"}. (2.24)

1

1> 1l existe un ensemble

D’aprés le lemme 2.2.5, pour toute constante donnée 0 < § <
E, de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ Ey et |f (2)| >

M (r, f) ve(r)~5+9, on ait
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€) J
[7E) (”fy)) (1+0(1) (j=1,..k). (2.25)
Comme ml(El U Ey U E3 U E4) < +00, alors ml(E \ ([0, ]_] UF,UEyU E3 U E4))
est infinie, ol £ est I'ensemble défini dans le lemme 2.2.6. Ainsi d’aprés le lemme
2.2.7, il existe une suite de points {z, = r,e"} tel que |f (zm)| = M (rm, f), Om €

0,27), lim 6, =60y €[0,27), r,, € E\ ([0,1]UEyUEyU E3U Ey), 1y — 400,

m——+00

= 2.26
rm—+oo  logry, oo ( )

et pour tout € > 0 donné, on a pour r, suffisamment grand

exp {rm ) <wvy(rp) <exp{rote}. (2.27)

D’aprés (2.26), pour un assez grand A > 20 (H) et m suffisamment grand, on a

Vi (1) > 170 (2.28)
D’aprés (2.18) et (2.28), on obtient pour m suffisamment grand
M (1, f) > exp {7";;‘/2} : (2.29)

D’autre part, pour tout € donné (0 < 2¢ < A — 20 (H)) et m suffisamment grand, on

a

|H (2,)| < exp {rglf+e} (2.30)

De (2.29) et (2.30), il s’ensuit que

|H (zm)]

Vi (s ) — 0 (2.31)

quand 7r,, — +o00.
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Pour le 6, ci-dessus, on a trois cas : 6(P,0y) > 0, §(P,6p) < 0 et 6(P,0y) = 0.
Cas 1. §(P,6p) > 0. De la continuité de 6 (P, ), on a

1
S0(P.60) < 5(P,0,) < ;5(13, o) (2.32)

pour m suffisamment grand. Pour tout € (0 < 2¢ < min{l,n —a, A—20(H)}), de
(2.19) et (2.32), on obtient

3(1+¢)

exp { u S sep, eo)r:;} < | Ay (2) €76 < exp { 5(P, eo)r:;} (2.33)

pour m suffisamment grand.

(a). D’abord, on suppose que 6 satisfait n := 0(Q — P,6) > 0. De la continuité de
5(Q— P,0), on a
1 3

Alors d’apreés (2.21) et (2.34), pour le ¢ ci-dessus, on a

(1—e¢) Ao (2m) Q) —P(em)
~ 7 n < | Zm Zm
eXp{ 2 T]Tm ~ Al (zm)e

<o {205l )

pour m suffisamment grand.

De (2.6), on obtient
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k—1

2

1 *)(2)
()P (‘ 7 ) - B

En substituant (2.25) dans (2.36) et d’aprés (2.27), (2.31), (2.33) et (2.35), on a pour

) (4
hj(2) ff(£)>

i ‘ ]}{8

.

m suffisamment grand
1
o {85 s < e {11 o)+

(1-¢)
2

—{—exp{— (S(P,Qo)?”z.b} [exp{kr%ﬂ}r:ﬂﬂl—{—o(l)ﬂ

+ exp {— (1 ; 5)5(P, QO)TZL} [erfri exp {(k: -1) rﬁfe} 1+o(1)]+o0 (1)} . (2.37)

ou M; (> 0) est une constante et d; est un entier. C’est une contradiction.

(b). Supposons que 1 := §(Q — P,6y) < 0. D’aprés la continuité de §(Q — P, 6,) et

(2.22), on a pour m suffisamment grand

3(1+¢e) Ao (Bm) Qeam)—Plem)
< m m
o {25 <[

< exp { < S ’5)777{;} (2.38)

De (2.6), on obtient

1 f(k>(z) i " f(j)(z)
AP ( ) +; hi (2 5 ) (2.39)

En substituant (2.25) dans (2.39) et d’aprés (2.27), (2.31), (2.33) et (2.38), on a pour

i ‘ i{g))

m suffisamment grand
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(M) [T+ o0(1)] < exp { < ; EW’?‘}

m

+exp {— ( ; 8)(S(P, 00)7’7’;‘1} [exp {krﬁif‘g} rFll+o (1)]]

+ exp {— (1 ; 8)5(1[’, 90)7“7’%} [Mgr;ff exp {(kz -1) rfffg} 114+ o(1)| + 0(1)} . (2.40)

ot My (> 0) est une constante et dy est un entier. Ce qui implique que v¢(r,) — 0

quand m — +o0. Ce qui est impossible.

(c). Supposons que 7 := §(Q — P,0y) = 0. La formule (2.14) peut étre utilisée pour

. . . SO * .
construire une autre suite de points {zfn = rme“’m} avec lim 6} = 6 tel que n; =
m—r—+0o0

d(Q — P,65) > 0. En effet, on peut supposer que

5Q—P.0) >0, 0¢c (00+2k7r,00+(2k;+1)7r)’

n n

2.41
)T et (2.41)

5(Q—P,¢9)<O, 06 <00+(2/€—1)7T 00+2/{37T>

avec k € Z. Quand m est suffisamment grand, on a |0,, — 6| < [y, ou [y est une petite
constante. Choisissons maintenant 6, tel que %0 <6 — 0, <ly. Alors 0y + %0 <g; <
0o + lo.

Pour m suffisamment grand, on a (2.14) pour z}, et §(Q — P, 65) > 0. D’ou

o(H)+e
H (2 exp 3 Tm
‘ f((jg)) < (M({r f))l/}B 0, m — 400 (2.42)

et

1 - A * * *
exp {( 5 °) 7717‘21} < ’ 0 (%) eQzm) = P(z) 5

Ay (25,)

<o {X 5t e
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pour m suffisamment grand. En prenant maintenant [y suffisamment petit, on a

d(P,65) > 0 de la continuité de 6(P,0). Alors

1-— . 1
exp {( 5 )5(P ;) } |Aq (25, (Zm)‘ < exp {wﬂfﬂ 98)7{;} (2.44)
pour m suffisamment grand. D’aprés (2.17), (2.36), (2.42)-(2.44), on obtient
1—
o {55 et | < Mtz on, 1+, (2.49

ou M; (> 0) est une constante et ds est un entier. Alors oo(f) > n. Ce qui contredit

oo f) < n.

Cas 2. §(P,0y) < 0. De la continuité de ¢ (P,0) et (2.20), pour tout € donné
(0 <2 <min{l, n—a, A—20(H)}), on a

exp{w&P B)r } | Ay (2n) €76 Sexp{(1;€)5(P,80)rgl} (2.46)

pour tout m suffisamment grand.

(a). Supposons que 6(Q,0) > 0. De la continuité de 6 (Q,0) et de (2.23), pour le ¢

ci-dessus et pour m suflisamment grand, on a

exp{(l e)s 5(Q, 0y)r } | Ap () 2G| gexp{w(s@,eg)r;}. (2.47)

De (2.6), on obtient

) Q) f®(2) , f9(2)
’AO ( ) ’ < f(Z) + = h] ( f(Z)
)P ) f/(z H (z)
+|A1(2)e"?)| ) ' (2.48)

En substituant (2.25) dans (2.48) et d’aprés (2.27), (2.31), (2.46) et (2.47), on a pour

m suffisamment grand
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exp { (1 ;€>5(Q,90)r7’;‘1} < exp {krite} rFI1+o0(1)] +

Myr&exp {(k — 1) r&t} 1+ o(1)] +

exp { (1 ; 5)5(]3, 90)7“:;} rolexp {ret |14 o(1)] + o(1), (2.49)

ou My (> 0) est une constante et dy est un entier. C’est une contradiction.

(b). Supposons que 6(Q,0y) < 0. De la continuité de ¢ (Q,0) et de (2.24), pour le €

ci-dessus et pour m suflisamment grand, on a

exp {3 (12+ £)s (@, 0o) r:;} < |4 (2) 2G| < exp { (1 ; s (Q,6) r;} . (2.50)

De (2.6), on obtient

f(j)(z)
f(2)

£ .

f(2)

+ |A1(z)ep(z)| ’%

hj(2)

k—1
33
=2

| Ag(2)e?) | + ‘% : (2.51)

En substituant (2.25) dans (2.51) et d’aprés (2.27), (2.31), (2.46) et (2.50), on a pour

m suffisamment grand

(Wr(rm)) r 1L+ 0(1)] < Moris (v (rn))* ™ [1 4 o(1)]

+ exp { (1 ; 6)(5(P, Ho)rﬁl} exp {rfﬁs} T;l 114 o(1)] +

exp{(lgg)(S(Q,Ho)rfn} +o(1), (2.52)

ou Ms (> 0) est une constante et ds est un entier. C’est une contradiction.

(c). Supposons que §(Q, 0y) = 0. En suivant le méme raisonnement comme dans le cas
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1(c), on peut construire une autre suite de points {z:n = rmemn} vérifiant
b <9r, — 0, <lpavec lim 67 =0 telle que 0(P,6;) < 0 < §(Q,6;). En remplagant

m—-+00

d(P,6y) par 0(P,6;) dans (2.46) et 6(Q,0y) par §(Q,6;) dans (2.47). Comme dans le
cas 1(c), on a aussi (2.42) pour la suite de points {z} }. D’aprés (2.48) et pour m

suffisamment grand, on a

exp { s ; 8)5(@ 93)7’%} < Mgryp[T(2r, /), (2.53)

ou Mg (> 0) est une constante et dg est un entier. Alors oo(f) > n. Ce qui contredit

Jg(f) <n.

Cas 3. §(P,6p) = 0. On divise aussi ce cas en trois cas selon le signe de §(Q, 6p) :

(a). Supposons que §(Q, 6p) > 0. Par un raisonnement similaire a celui du cas 1(c), on
peut choisir une autre suite de points {z;, = r, e} vérifiant & < 6% — 6,,, < Iy avec
ml_i}r}rlooejn = 0, telle que z, vérifie (2.42) et 6(P,05) < 0 < 6(Q, 65). Comme dans le

cas 2(c), on trouve une contradiction quand m est suffisamment grand.

(b). Supposons que §(Q,6y) < 0. D’aprés la definition de (P, ) dans le Lemme 2.2.4,

on peut définir
8 (P,6) = —nasin (nf) — nf cos (nd) ,

/

ol a, = o+ if. Comme a, # 0, on a §'(P,0) # 0. Prenons z,, = r,_e?n qui satisfait

0

/

0 < — 6| < lp. On sait que 2, satisfait (2.42) et 6(P,0.) # 0. De la continuité

m

de §(Q,0), on peut supposer que §(Q,0..) < 0 < &6(P,0.) pour un [y convenable,

0<6, — 0 <l Alors §(P,60y) > 0. C’est a dire pour un Iy convenable

1
SO (P.60) < 7 (P.6) < ;6’(P, 60), 0 € (60,00 + o) (2.54)

Comme on a choisi z,, tel que |f(zm)| = M(rm, f) et 0, — 6y quand m — oo, on a



2.3 Preuve du Théoréme 2.1.9 29

| f(rmet®)| > M(rp,, f)vf(rm)’%” pour m suffisamment grand. De (2.6), on a
FOG), L5 ) L)
Iy
(’ f(Z) ‘+j:2| J(Z)H f(Z) | +
’ 1

A (2)eP® (|A0(Z)6Q(z)| + ’% ) (2.55)

D’aprés (2.19) et (2.24), on a pour le ¢ ci-dessus et pour m suffisamment grand

< ’

A(z)eP®

exp{(1+¢)5(Q,0,)rm} < |Ag (2),) e?m)| < exp{(1 —¢)8(Q,0,)rn}  (2.56)

et

—P(z)

Al (Z, )

m

exp{— (142)8(P.0, )0 ) < ‘ <exp{—(1-8)8(POYm)  (257)

pour m suffisamment large. D’aprés la définition de 'hyper-ordre, il s’ensuit que

T (2, f) < exp{(2rm)*"°} (2.58)

pour m suffisamment large. D’aprés (2.17), (2.42), (2.55) — (2.58), on obtient pour m

suffisamment grand

f (zm) < exp{—(1—2¢)d(P,0,,)rn"} (2.59)
fGE) 1 e '
Comme ¢/ est arbitraire dans (6o, 0o+ o), pour m suffisamment grand, on peut trouver
que
M <exp{—(1—2¢)0(P,0)ry}, 0 € (6y,00+ lo) (2.60)
f(rmew) = p ) mJ 0,Y0 0/ .

Alors pour 0 € (6y,6¢ + ly), on a
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f/ (Tmei6>

0o

0
g <rp, / e o =

o

0
1 - T n
/9 (@)1 2O d (i (0)r7,), (2.61)

ou n(0) = (1 —2e)d'(P,0) et n2(0) = (1 — 2¢)0(P,0).
Comme 6(P,6) > 0 pour tout 6 € (6y, 0y + ly), on peut obtenir

2

0=8m0) < A5 BT

—n2(0o)ryy, _ 6—772(9)7%)_

Donc pour m suffisamment grand, on obtient

2
0< E(r, 0) < . 2.62
<& ) m(6o) (262)
D’aprés la preuve du Lemme 2.4 dans [34], on a
log | f(rne’™)| = &(rm, 0) < log |f(rme)| + 2. (2.63)

Il ’ensuit de (2.63) et de (2.62) que

v (rn) T M (1, f) = exp{—2m—2/m(00) v (1) T M (1, f) < | f(rime®)| (2.64)

pour 6 € (0y,0p +1p), o 0 < § <6 < i. Alors, on choisit une autre suite de points
{z;, = rpen} vérifiant 6, = & 4 6 et (2.42) pour z7,. De plus, d’aprés (2.64), on
a (2.25) pour z!, quand m est suffisamment grand. Donc de (2.25) et (2.60), on peut
déduire que v¢(r,,) — 0 as m — oo. Ce qui est impossible.

Dans le cas ot 6(Q, 0,,) <0 < 6(P,0,,) pour —ly < 0/, —6y < 0, clairement &(7,,,,6) <0

pour tout 0 € (g — ly, 0p). De la méme fagon, on peut avoir
Vp(rm) 5 M (v, f) = exp{=2m}vp(rn) 3 M (v, ) < |f(rme)] (2.65)

pour 0 € (6p—lo,6p), 000 < <6 < }l. Alors on peut aussi trouver une contradiction.

(c). Enfin, supposons que §(Q,0) = 0, on a a, = cb,, c € R\ {0,1}. Alors P(z) =
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Chp2™ + an_ 12"+ o+ ag, Q(2) — P(2) = (1 — ¢)bp2™ + Ry_1(2), out R,,_1(2) est un

polynome de degré inférieur ou égal a n — 1.

Si ¢ < 0, on peut prendre [y suffisamment petit tel que 6(Q,0) < 0 < §(P,0) de
telle facon que ou bien 0 € (6y, 0y + ly) ou (6p — lo, 6p). En utilisant le méme raisonne-

ment que celui dans le cas 3(b), on obtient une contradiction.

Si 0 < ¢ < 1, on obtient de fagon similaire que 6(Q — P,0) > 0 et 6(P,6) > 0 de
telle fagon que ou bien 6 € (6, 0y + ly) ou (6y — Iy, 0p) pour [y suffisamment petit. En

utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas 1(c), on trouve une contradiction.

Enfin, si ¢ > 1, on obtient 6(Q — P,0) < 0 et 6(P,0) > 0 pour ou bien 6 € (6y, 0y + lo)
ou (6y —ly,0p). De plus, 2/, = r,e?n satisfait (2.42) de telle facon que 0’ € (6, 6y + o)
ou (0y—1o, 0p). En utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas 3(b), on obtient
(2.60) et (2.64). Par un raisonnement standard de Wiman-Valiron, on peut avoir une

contradiction. On en déduit alors d’aprés ces trois cas que oa(f) = n.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.10

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (2.7). On sait que o(f) = +o0.
D’aprés le Lemme 2.2.1, il s’ensuit que o9(f) < n. Posons o9(f) = « et on montre que
a = n. Maintenant, supposons que a < n. Comme p = max{p(D,) : j = 0,1} < n,

alors pour tout € (0 < 2e <n —p), on a
[Dj(2)] < exp{r"*} (j=0,1). (2.66)

En suivant le méme raisonnement que celui dans le Théoréme 2.1.9, on peut prendre une
suite de points {2, = e}, 7, — oo, telle que ml—i>r£oo0m =0Oet |f(zm)] = M(rm, f),
rm € E\ ([0,1]U Ey1 U Ey U E5 U Ey) et cette suite de points satisfait (2.25) — (2.27) et
(2.31).
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Comme a,/b, = ¢ < 0, on a trois cas a discuter selon les signes de §(P,6,) et de

5(Q, bo).

Cas 1. Supposons que §(Q,0) < 0 < §(P,6y). D’aprés (2.19), (2.24) et la continuité
de 0(Q,0) et de 6(P,0), pour tout ¢ (0 < 2¢e <min{l,n —a,A—20(H),n—p}), on
a (2.33) et (2.50) pour m suffisamment grand. De la formule (2.7), on a

el ) - f'(2) f(k)(z)
0+ 2ol |75 < [
k-1 :
(5 f(j)(z) £Q() 5 H(z)
) L2+ fanee + Dygey) + [ 22 (2.67
En combinant (2.66) avec (2.33) et (2.50), on conclut que
|Ag (2m) €9C™) 4+ Do(2,,)] < exp{rf**} (2.68)
et
A1 (2)e"C™) § Dy(zm)] = exp { L=2)5p eo)rfn} (2.69)

pour m suffisamment grand. En substituant (2.25), (2.31), (2.68) et (2.69) dans (2.67),

on obtient pour m suffisamment grand

() s o) < e { S0 paudes b fesping oy o )
4 M expl(k = D7 YL+ o (D] + ep{rt @} +o(0], (270)

ot M7 (> 0) est une constante et d; est un entier. Ce qui implique que v¢(r,) — 0,

m — +o00. Ce qui est impossible.

Cas 2. Supposons que §(P,6y) < 0 < 6(Q,6p). D’aprés (2.20), (2.23) et la continuité
de §(Q,0) et de §(P, ), pour tout € (0 < 2¢ < min{l,n —a, A—20(H),n—p}), on
a (2.46) et (2.47) pour m suffisamment grand. De (2.7), on a
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| Ag(2)e?® + Dy(z)| < 'f;k()i)z) +§|hj(z)y ‘f;:()S) +
(A1(2)e™ + Dy(2)] J}((j)) - ’? (f; . (2.71)
En combinant (2.66) avec (2.46) et (2.47), on conclut que
A1 (2m) €7 + Dy (2)] < exp{r#t%} (2.72)
et
| Ao (2m)e?™) + Do(2m)| > exp { a ;25) 5(Q, 90)7«;} (2.73)

pour m suffisamment grand. En substituant (2.25), (2.31), (2.72) et (2.73) dans (2.71),

on obtient pour m suffisamment grand

e {U525Q 00 < ol Y el ™), 7

ou Mg (> 0) est une constante et dg est un entier. C’est une contradiction.

Cas 3. Supposons que 6(Q,0y) = 0= 6(P,0y). Comme dans le cas 1(c) dans la preuve

du Théoréme 2.1.9, on peut encore construire une suite de points {z, = r,,e=} avec
hIJIrl 0%, = 65, telle que d(P,05) < 0 et (2.42) soit vérifiée pour z;,.

m——+00

On peut supposer que

0 2 0 2 1
5(P,6) > 0, QE(O+ . 0+ 20+ M)

n n

et

5(P.0) <0, 0 e (90+(2q—1)7r 90+2q7r)

n " on
pour tout ¢ € Z. En prenant m suffisamment grand, on a |§ — 0,,| < ly. En choisissant

maintenant 65 tel que %0 < O, — 0, <y, alors Oy — lp < 05 < 0y — %0 et d(P,05) < 0.

Comme §(Q, 65) > 0, on trouve une contradiction comme dans le cas 2 ci-dessus.



Chapitre 3

L’hyper-ordre des solutions des
équations différentielles linéaires non
homogénes avec des coefficients

fonctions entiéres

3.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ([9], [20],[27]) ont étudié la croissance des solutions de 1'équation

différentielle linéaire du second ordre
F 4+ ha(2)e" D f 4 ho(2)e?P) f =0, (3.1)

ou P(z) et Q(z) sont des polyndémes non constants, hy(z) et ho(z)(z 0) sont des fonc-
tions entiéres avec o(hy) < deg P et o(hg) < deg@. Gundersen [20] a montré que si
deg P # deg @), alors toute solution non constante de I’équation (3.1) est d’ordre infini.
Si deg P = deg @, alors I’équation (3.1) peut avoir des solutions non constantes d’ordre

fini. Par exemple, f(z) = z est une solution de 'équation f* — z3e*f + 2%e*f = 0.

34
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Z. X. Chen et K. H. Shon [10] ont aussi étudié la croissance des solutions des équations

différentielles linéaires du second ordre et ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. ([10]) Soient A;(z) (£ 0) (j =0, 1) des fonctions méromorphes avec
og(A;) <1, a et b des constantes complexes tels que ab # 0 et arga # argb ou a = cb

(0 < ¢ < 1). Alors toute solution méromorphe f (£ 0) de 'équation différentielle
f+A(2)e™ f + Ag(2)e” f =0, (3.2)
est d’ordre infini.

En 2008, Wang et Laine [34] ont considéré I’équation différentielle linéaire non homo-

gene du second ordre

fo A(R)e [+ Ao(2)e f = H, (3-3)

ot Aj(z) (j = 0,1), H sont des fonctions entiéres avec o(A4;) < 1, a et b sont des

constantes complexes. Ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 3.1.2. ([34]) Supposons que Ay # 0, Ay # 0 et H sont des fonctions
entieres d’ordre inférieur strictement a un, a et b sont des constantes complexes tels
que ab # 0 et b # a. Alors toute solution non triviale de l’équation (3.3) est d’ordre
Considérons maintenant 1’équation différentielle linéaire non homogéne

FO 4+ A () fE Y b+ AL(2) 4 Ao(2)f = H(2), (3.4)

ot k > 2 est un entier, A;(z) (j = 0,1,...,k — 1) et H(#0) sont des fonctions en-
tieres d’ordre fini. Il est bien connu que toutes les solutions de I’équation (3.4) sont des
fonctions entiéres et si quelques coefficients sont transcendantes, alors la plupart des so-
lutions de I'équation (3.4) sont d’ordre infini. Toute solution d’ordre infini de I’équation
(3.4) est d’hyper ordre inférieur ou égal au max{o (4;),0(H):j=0,1,....k — 1}(voir
[36]).
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Une question naturelle est la suivante : Quelles conditions doit-on imposer sur A; (2)

(=0,1,....,k — 1) et H pour que toute solution de (3.4) soit d’ordre infini?.

Wang et Laine [35] ont étudié ce probléme et ils ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. ([35]) Soit k > 2 un entier. Supposons que A;(z) = h;(z) el
(j =0,1,....k—=1), ot Pj(z) = D" jaijz" (j = 0,1,....k — 1) sont des polynomes
de degré n > 1, agj,...,an; (j = 0,....k — 1) sont des nombres complezes, hj(z) (j =
0,1,....k — 1) sont des fonctions entiéres avec o(h;) < n (j = 0,....,k — 1) et qui ne
sont pas toutes nulles et soit H (£ 0) une fonction entiére telle que o(H) < n. Si
an; (7=0,1,....k — 1) sont des nombres complezxes distincts, alors toute solution de

Iéquation (3.4) est d’ordre infini.

Dans le méme travail, ils ont considéré aussi I’équation (3.4) en imposant d’autres

conditions sur les coeflicients et ils ont montré les deux résultats suivants :

Théoréme 3.1.4. ([35]) Soit k > 2 un entier. Supposons que A;(z) = h;(z) el
(j =0,1,....k—=1), ot Pj(z) = D" jaijz" (j = 0,1,....k — 1) sont des polynomes
de degré n > 1, agj,...,an; (j = 0,....,k — 1) sont des nombres complezes, hj(z) (j =
0,1,...,k—1) sont des fonctions entiéres avec o(h;) <n (j =0,...,k—1) et soit H (% 0)
une fonction entiére d’ordre o(H) < n. Supposons qu’il existe deux nombres complezes
non nuls a5 et a,; tels que 0 < s <1 < k—1, ays = |ans| €%, an; = |ang| e, b,
0, € 10,2m), 05 # 0;, hshy #Z 0 et pour j # 5,1, anj = d;jans (0 < d; <1) ouay; = d;jan,

(0 < d; < 1). Alors toute solution transcendante de l'équation (3.4) est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.5. ([35]) Soit k > 2 un entier. Supposons que A; (2) = h; (z)el1®) +
g; (2) (1=0,1,...,k=1), ou Pj(z) = > 1" ai;2" ( =0,1,....k—1) sont des polynomes
de degré n > 1, agj,..., anj (j = 0,....,k — 1) sont des nombres complezes, h;(z),
gj (2) ( =0,1,....k — 1) sont des fonctions entiéres avec o(h;) < n, o(g;) <n (j =
0,...k—1) et soit H(#0) une fonction entiére avec o(H) < n. Supposons qu’il existe
s, 1€ {1,...k —1} tels que hshy # 0, a, s = dse'?, a,; = —die™?, p € [0,27), ds > 0,
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d; > 0 et pour j # 8,1, an; = d;e" ou a,; = —d;e" (d; > 0) et max{d;:j # s,l} =
d < min{ds,d;}. Alors toute solution transcendante de l’équation (3.4) est d’ordre
Remarque 3.1.1. Sous les hypotyéses du Théoreme 3.1.5, la solution polynémiale peut

exister. Par exemple, [’équation

"

FOHE+D)f (@ +2)f + e+ D)f —(E+1)f=1-2
admet le polynome f(z) = z comme solution.

Dans ce chapitre, on continue a considérer les trois théorémes ci-dessus en précisant

I'hyper-ordre des solutions de ’équation (3.4). On obtient les deux résultats suivants :

Théoréme 3.1.6. ([15]) Soit k > 2 un entier. Supposons que A; (2), a, ; et H vérifient
les mémes hypothéses du Théoréme 3.1.3. Alors toute solution f de [’équation (3.4)
satisfait oo(f) = n.

Exemple 3.1.1. Considérons l’équation différentielle suivante :

3

1O 4 (2% + 1)e2z4+2f(4) + (2224 9)€z4+2z2f(3) (- 6)e3z4+2 n
264z4+5z3+4f’ + 5e%z4+223+3f -9
D’apres le Théoreme 3.1.6, toute solution f de I’équation ci-dessus est d’ordre infini et
satisfait oo f) = 4.

Théoréme 3.1.7. ([15]) Soit k > 2 un entier. Supposons que A; (2), a, ; et H vérifient
les mémes hypothéses du Théoreme 3.1.4 ou celles du Théoréme 3.1.5. Alors toute

solution transcendante f de l’équation (3.4) satisfait oo(f) = n.
Exemple 3.1.2. Considérons [’équation différentielle suivante :
fO 4 (ze = 5)fO) — (e —8)f — (26" +32+5)f + (¢ —2)f = —2* — 32 — 5.

D’apres le Théoreme 3.1.7, toute solution transcendante f de I’équation ci-dessus est
d’ordre infini et satisfait oo(f) = 1. On remarque que f(z) = e + z est une solution

de cette equation avec oa(f) = 1.
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1. ([19])Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et soient o > 1
et € > 0 des constantes. Alors il existe un ensemble Ey C [1,4+00) de mesure logarith-
mique finie et une constante B > 0 qui depend seulement de « et (i, )

(i,7 sont des entiers positifs i > j) tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E},
on ait

<B

{M (log® ) log T'(aur, f) - ) (3.5)

‘M
f@(2)
Lemme 3.2.2. ([33]) Soit f (z) une fonction entiére transcendante. Pour tout |z| =r
suffisamment grand, on prend z, = re’ un point vérifiant |f (2,)| = M (r, f). Alors il
eriste une constante &, (> 0) et un ensemble Ey de mesure logarithmique finie tels que

pour tout z vérifiant |z2| =r ¢ Ey et argz =6 € [0, — 6,0, + 0,], on ait

‘ f(2)

< 2r' (i > 1 is an integer) . (3.6)

fO(z)
Lemme 3.2.3. (/22]) Soient P (z) = (o + i) 2"+... (o, B des nombres réels, |a|+]| 8] #
0) un polynome de degré n > 1 et A(z) une fonction méromorphe avec o (A) < n.
Posons f (z) = A(2)el®), 2 = re?, § (P,0) = acos (nd) — Bsin (nb). Alors pour tout
e > 0, il existe un ensemble E3 C [1,4+00) de mesure logarithmique finie tel que pour
tout 6 € [0,2m)\ H, ou H = {6 € [0,27) : 6 (P,0) = 0} et pour tout |z| =1 ¢ [0, 1]U Ej,
r — +00, on ait

(i) 5i 6 (P,0) > 0, alors

exp{(1—2)3(P,0) 1"} < |f (reé?)| < exp {(1+¢) 3 (P,6) "}, (3.7)
(i) sid(P.0) <0, alors

exp{(1+¢)0(P,0)r"} < |f (re?)| < exp{(1 — )5 (P,0)r"}. (3.8)

Lemme 3.2.4. (/20]) Soient ¢ : [0,+00) — IR et ¢ : [0,400) — IR des fonctions
monotones croissantes telles que ¢ (1) < 1 (r) pour tout r ¢ E4U[0,1], oo E4 C (1,+00)
est un ensemble de mesure logarithmique finie. Soit a > 1 une constante donnée. Alors

il existe ro = 1o () > 0 tel que v (r) < ¢ (ar) pour tout r > ry.
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Lemme 3.2.5. (/36]) Supposons que k > 2 est un entier, A;j(z) (j =0,...k —1) et
H (#0) sont des fonctions entiéres d’ordre fini. Alors toute solution f d’ordre infini

de Uéquation (3.4) satisfait oo(f) < max{o (A;),0(H):j=0,1,..,k—1}.

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.6

Supposons que f est une solution de I’équation (3.4). D’aprés le Théoréme 3.1.3, il
s’ensuit que f est transcendante et d’ordre infini. D’aprés le lemme 3.2.1, il existe une
constante B > 0 et un ensemble E; C [1,+00) de mesure logarithmique finie tels que

pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U £y, on ait

f9(2) j+1 .
7O (2) ‘ <Br[Trf)7 (0<i<j<k). (3.9)

Pour tout |z| = r suffisamment grand, prenons z, = re'

» un point vérifiant |f (z,.)| =
M (r, ). D’aprés le lemme 3.2.2, il existe une constante 6, (> 0) et un ensemble Ey de

mesure logarithmique finie tels que I'inégalité

Fio
7o)

soit vérifiée pour tout z vérifiant |z| =r ¢ Ey,r — +ooetargz =60 € [0, — §,,60, + 5] .

<2r (i=1,..,k) (3.10)

Posons o = o (H) < n. Pour tout € (0 < 2¢ <n — o), on a pour r suffisamment grand

|H (2)] <exp{r7™}. (3.11)

Comme |f (z)| est continue sur |z| = r, alors il existe une constante A, (> 0) telle que
pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand et argz = 0 € [0, — A\, 0, + \,.], on
ait

1 3

SN < @I <217 G (312)

Comme M (r, f) > 1 pour r suffisamment grand, il s’ensuit de (3.11) et de (3.12) que

< 2exp {r’*} (3.13)

‘H (2)
f(z)
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quand |z| =7 — +o0.
Posons

Hy — ’;g; (9 €0,27) : 8 (P;,0) = 0} (3.14)

et

0<i<j<k—1
Comme a,, ; sont des nombres complexes distincts, il existe un unique s € {0, ...,k — 1}
tel que &y = 6 (Ps,0) = max{d (P;,0):j=0,....k — 1} pour tout
0elf—a,b,+a]/H UH,, ot a=min{d,\}.
On a
d(P;,0) >0o0ud(Ps,0) <0

Cas 1. §; > 0. Posons 6, = max{d(P;,0) : j # s}. Alors 65 < d;.

(a). Supposons que d; > 0. Donc 0 < §y < d;. Alors d’aprés le lemme 3.2.4, pour

tout e <0 < 2¢ < min { g;g;,n — cr}), il existe un ensemble E3 C (1, 400) de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U B3, 7 — 400 et

argz =0 € [0, —a,0, + ] /Hy U Hy, on ait

|As (2)| > exp{(1 — &)} (3.16)

et

|45 (2)] < exp{(1+€)dar"} (j # 5) .- (3.17)

On peut réecrire (3.4) sous la forme

(k) (k=1) (s+1)
—A,(2) = % + Ap_1 (2) ffT + .+ Agi (2) ffT
(s—1) / H
+A571 Z) f f f{s) 4+ ...+ Al (Z) f?% + AO (Z) f{s) — Tf{s) (318)
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En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.17) dans (3.18), pour tout z vérifiant
|z| =r ¢ [0,1]]UFEUEy,UE;3, r— +ooetargz =60 € [0, —«,0,+a| /H; U Hy, on
obtient

exp{(1 —&)01r"} < Myr**exp {r7*}exp {(1 + ) o™} [T(2r, /)", (3.19)

ou M (> 0) est une constante. Comme la fonction caractéristique de Nevanlinna est
croissante, on peut déduire de (3.19) et du lemme 3.2.4 que o3 (f) > n et d’aprés le

lemme 3.2.5, on trouve que oy (f) = n.

(b). Supposons que ds < 0. D’apreés le lemme 3.2.3, pour tout

(0 <2e <min{l,n —o}), il existe un ensemble F3 C (1,+00) de mesure logarith-
mique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U E3, r — 400 et argz = 0 €
0, —a,0, +«a] /Hy U Hy, on ait (3.16) et

14, ()] < exp{(1 - )3 (P,.0)r"} <1 (j #5). (3.20)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.20) dans (3.18), pour tout z vérifiant
|z| =r ¢ [0,1]]UFE,UEy,UE;s, r— +ooetargz =60 € [0, —«,0,+a| /H; U Hy, on
obtient

exp {(1 — &) 611"} < Myr**exp {r7*<} [T(2r, /)", (3.21)

ou M, (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.21), on obtient

que oz (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on trouve que o3 (f) = n.

Cas 2. 0; < 0. D’aprés le lemme 3.2.3, pour tout € (0 < 2¢ < min{1,n — o}), il existe
un ensemble E3 C (1, +00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant

2| =7r ¢ [0,1]UE;, r— F+ooetargz =6 € [0, —a,0, + o] /H; U Hy, on ait
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A (2)] < exp{(1 —)dyr™} (j=0,...k—1). (3.22)

De (3.4), on obtient

(k=1) (s)
’ H
Fo A (z)%%%—flg (z)%+7%. (3.23)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13) et (3.22) dans (3.23), pour tout z vérifiant |z| =
ré¢[0,1]UEUFE,UFEs r— 4+ocetargz =60 € [0, —a,0, + a] /H; U Hy, on obtient

1< Myr** exp {r7% Y exp {(1 — ) 67"} [T(2r, £)]*F, (3.24)

ou Mj (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.24), on obtient

que o3 (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on a oy (f) = n.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.7

Supposons que [ est une solution transcendante de I’équation (3.4). D’aprés les Théo-
rémes 3.1.4 et 3.1.5, on déduit que f est d’ordre infini. De la méme maniére que celle
utilisée dans la premiére étape de la preuve du Théoréme 3.1.6, d’apreés le lemme 3.2.1, il
existe une constante B > 0 et un ensemble F; C [1, +00) de mesure logarithmique finie
tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ey, on ait (3.9). Pour |z| = r suffisam-

ment grand, prenons z, = re®

" un point vérifiant | f (z.)| = M (r, f). D’aprés le Lemme
3.2.2, il existe une constante 6, (> 0) et un ensemble E, de mesure logarithmique finie
tels que lestimation (3.10) soit vérifiée pour tout z vérifiant |z| = r & Ey,r — +00 et
argz =0 € [0, — 0,,0, + 0,].

Posons o = 0 (H) < n. Pour tout ¢ (0 < 2¢ <n — o), on a (3.11) pour r suffisamment

grand.
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Comme |f (z)] est continue sur |z| = r, alors il existe une constante A, (> 0) telle que
pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand et argz = 6 € [0, — \,, 6, + A\,], on ait
(3.12). Comme M (r, f) > 1 pour r suffisamment grand, il s’ensuit de (3.11) et (3.12)

que (3.13) est vérifiée quand |z| = r — +o0.

(i) D’adord, on suppose que f vérifie les hypothéses du Théoréme 3.1.4. Posons

Hy ={0€]0,2m):0(Ps,0) =00ud (P,0) =0}

et
Hy={0€10,27):6(P,,0) =5(P,0)}.

Pour tout 0 € [0, — a, 0, + o] /H; U Hy, ott @« = min {0,, A\, }, on a

5(Py,0) £0, 6(P,0) % 0 etd (P,,0) > & (P, 0) oud (P,,0) < (P.0).

Posons 6; = 6 (Ps,0) et 93 = 0 (P, 0) .

Cas 1. §; > 0. Ici on divise aussi notre démonstration en trois cas :

(a). Supposons que 6; > d > 0. Posons d3 = max {§(F},0) : j # s}. Alors 0 < 3 < d5.

61—903
014937

Alors d’apreés le lemme 3.2.3, pour tout & (0 <2< min{ n— a}), il existe un
ensemble F3 C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant

|zl =7 ¢[0,1]UEs, r— +ocetargz =60 € [0, — ,0, + ] /H, U Hy, on ait (3.16) et

145 ()] < exp{(1+ )™} (j #5). (3.25)
En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.25) dans (3.18), pour tout z vérifiant
|zl =r ¢ [0,1]]UE, UEy;UFE3, r— +ooetargz =6 € [0, —a, 0, + ] /Hy U H3, on
obtient
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exp{(1 —¢&)or"}
< Mir*Texp {r7"} exp {(1 +¢) 63"} [T'(2r, A (3.26)

ou M (> 0) est une constante. Donc en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.26), on obtient

oy (f) > n et d’aprés le Lemme 3.2.5, on a 09 (f) = n.

(b). Supposons que §; > 0 > do. Posons § = max{d; : j # s,1}. D’aprés le lemme

1-p
3.2.3, pourtout € [ 0 < 2e < ¢ ——
b ( {1 Iy

mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E3, r — 400

N — O’}), il existe un ensemble F3 C (1, +00) de

et argz =0 € [0, — o, 0, + | /H, U Hy, on ait (3.16) et

14 (2)] < exp{(L+ )80} (G #5). (3.27)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.16) et (3.27) dans (3.18), pour tout z vérifiant
|zl =r ¢ [0,1]]UE,UEyUE;3, r— +ooetargz =6 € [0, —a,6, + o] /H, U Hy, on
obtient

exp{(l —e)dr"}
< Mor*texp {r7} exp {(1 + &) B} [T(2r, )", (3.28)

ou My (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.28), on obtient

oo (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on a o3 (f) = n.

(c). Supposons que 0 > d; > do. Posons v = min{d; :j # s,l}. D’aprés le lemme
3.2.3, pour tout € (0 < 2¢ <min{l,n —c}), il existe un ensemble E3 C (1,+o00) de
mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Es3, r — +00

et argz =0 € [0, — a,0, + o] /H; U Hy, on ait

|A; (2)] <exp{(1 —e)y&ir"} (j=0,....,k—1). (3.29)
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En substituant (3.9), (3.10), (3.13) et (3.29) dans (3.23), pour tout z vérifiant |z| =
ré¢[0,1]UEUE,UE;s, r— +ocoetargz=0¢€ [0, —a,0, +a] /Hy U Hy, on obtient

1< Myr"*exp {17+ } exp {(1 — ) yorr™} [T (2r, £)]*, (3.30)

ou Mj (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.30), on obtient

oy (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on a oy (f) = n.

Cas 2. 0; < 65. En utilisant le méme raisonnement que celui du premier cas, on peut

aussi obtenir oy (f) = n.

(ii) Supposons maintenant que f satisfait les hypothéses du Théoréme 3.1.5.
Posons p = max{c(H),0(g9;) : 7 =0, ...,k — 1} < n. Pour tout € > 0 et r suffisamment

grand, on a

9; (2)| <exp{r**} (j=0,...,k—1). (3.31)

Posons H = {0 € [0,27) : cos (¢ +nb) = 0}. Pour tout 0 € [0, — «, 0, + «| /H, on a

cos (¢ +nfh) > 0 oucos (¢ + nh) < 0.

Cas 1. cos (¢ + nf) > 0.

D’apreés le lemme 3.2.3, pour tout e <0 <2< min{jjg,n — p}) , il existe un en-

semble F3 C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant

|z| =r ¢ [0,1]UE;3, r— +ocetargz =0 € [0, — «,0, + a| /H, on ait

‘hs(z)eps(z)‘ > exp{(1 — €)ds cos (¢ +nb) r"} (3.32)

et

‘hj(z)epj(z)| <exp{(l+¢e)dcos(p+nb)r"} (j #s). (3.33)
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De (3.31) et (3.32), pour tout z vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U E3, r — 400 et argz = 6 €
0, —a,0,+a] /H, on a

|As(2)] > (1 —o(1))exp{(1 —¢&)dscos (¢ +nbd)r"}. (3.34)

De (3.31) et (3.33), pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U E3, r — 400 et argz = 0 €
0, —a,0,+a] /H, on a

|A;(2)] < (14 0(1))exp{(1 +¢)dcos(p+nb)r"} (j #s). (3.35)

En substituant (3.9), (3.10), (3.13), (3.34) et (3.35) dans (3.18), pour tout z vérifiant
|zl =7 ¢ [0,1]UE,UEyUE3, 1 — 400 et argz =0 € [0, — «,0, + ] /H, on obtient

(1—0(1))exp{(1 — &)ds cos (¢ + nb) r"}
< Mir*™H (14 0(1)) exp {r"™ } exp {(1 + €) d cos (¢ + nb) r"} [T (2r, I (3.36)

ou M; (> 0) est une constante. Alors en utilisant le lemme 3.2.4 et (3.36), on obtient

o9 (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on trouve oy (f) = n.

Cas 2. cos (¢ +nb) < 0.
On utilise le méme raisonnement que celui du premier cas en remplacant hy(z)e™* par

hi(2)ef?) pour prouver que o, (f) > n et d’aprés le lemme 3.2.5, on trouve o5 (f) = n.



Chapitre 4

Croissance des solutions méromorphes
transcendantes de certaines équations

différentielles linéaires non homogeénes

4.1 Introduction et résultats

Considérons I’équation différentielle linéaire du second ordre
4 hi(2)eP@ 1+ ho(2)e?® f =0, (4.1)

ou P(z) et Q(z) sont des polynomes non constants, hi(z) et ho(z)(Z 0) sont des
fonctions entiéres vérifiant o(hy) < deg P et o(hy) < deg Q. Gundersen a montré dans
[[20], p. 419] que si deg P # deg @, alors toute solution non constante de I’équation
(4.1) est d’ordre infini. Si deg P = deg @), alors I’équation (4.1) peut avoir des solutions
non constantes d’ordre fini. En effet, f(2) = z satisfait 'équation f” —z3e* f' +2%e* f =
0.

K. H. Kwon |27] a consideré le cas ou deg P = deg () et a prouvé le résultat suivant :
Théoréme 4.1.1. ([27]) Soient P(z) et Q(z) des polyndomes non constants tels que
P(z) = ap2" + ... + a1z + ao, (4.2)

47
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Q(2) = by2" + ... + b1z + by, (4.3)

ot a;,b; (i =0,1,...,n) sont des nombres complezes, a, # 0 et b, # 0. Soient hj(z)
(7 = 0,1) des fonctions entiéres avec o (h;) < n. Supposons que arga, # argb, ou
a, = cb, (0 < ¢ < 1). Alors toute solution non constante f de l’équation (4.1) est

d’ordre infini et satisfait oo(f) > n.

Dans [6], Belaidi et Abbas ont étudié quelques équations différentielles linéaires d’ordre

supérieur avec des coefficients entiéres et ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 4.1.2. ([6]) Soient k > 2 un entier et Pj(z) = > 1 ja;;2" (j =0,1,...,k—1)
des polyndmes non constants de degré n > 1, ot agj,..., an; (j = 0,1,...,k — 1) sont
des nombres complezes tels que a, ja, s #0 (j # s) (1 <s < k—1). Soient h;(2)(# 0)
(j =0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres avec o(hj) < n. Supposons que arga, ; 7
arg ty,s OU Anj = Cjans (0 < ¢; < 1) (j # s). Alors toute solution transcendante f de
l’équation

k—1

o)y Zhj(z>epj(z)f(j) -0 (4.4)

=0
est d’ordre infini et satisfait oo (f) = n. De plus, si max{cy,...,cs_1} < co, alors toute

solution f(# 0) de l’équation (4.4) est d’ordre infini et satisfait oo (f) = n.

En 2008, J. Tu et C. F. Yi [32] ont considéré aussi I'équation (4.4) et ont obtenu le

résultat suivant :

Théoréme 4.1.3. ([32]) Soient k > 2 un entier et Pj(z) = > ja; ;2" (j =0,1,...,k—
1) des polynomes de degré n > 1, ou agj,..., an; (j =0,1,...,k — 1) sont des nombres
complexes. Soient h;(z) (7 = 0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres avec o(h;) < n.
Supposons qu’il existe des nombres complexes non nuls a, s et a,; tels que 0 < s <
1 <k—1, ans = |ans| €%, an; = |ani| €, 05, 6, € [0,27), 05 # 0;, hshy £ 0 et pour
J # 8,1, an; satisfait a,; = dja,s (0<d; <1) ou an; = dja,,; (0<d; <1). Alors
toute solution transcendante f de l’équation (4.4) vérifie o (f) = +oo. De plus, si f est
une solution polynémiale de l’équation (4.4), alors deg f < s—1; si s =1, alors toute

solution non constante f de léquation (4.4) satisfait o (f) = +o0.
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Dans ce chapitre, on continue 1’étude de ce type de problémes. le but de ce travail est
d’étendre les résultats ci- dessus pour des équations différentielles linéaires non homo-
génes avec des coefficients méromorphes vérifiant certaines conditions. On va montrer

les deux résultats suivants :

Théoréme 4.1.4. Soient k > 2 un entier, Pj(z) =Y " ja;;2" (j =0,...,k—1) des
polynomes de degré n > 1, otv ag j, ...,an; (j =0,...,k—1) sont des nombres complexes.
Soient hj(z) (j=0,....,k—1) et F' (#£0) des fonctions méromorphes ayant un nombre
fini de poles avec max{o (F),o(h;) : j =0,....,k — 1} < n. Supposons qu’il existe un
entier s € {1,2, ...,k — 1} tel que hohs Z 0 et a,; = cja,s (0<c; <1) (j #s). Alors

toute solution méromorphe transcendante de ’équation
fO 43"y (2) PO D = F (4.5)

est d’ordre infini. De plus, si max{cy,...,cs_1} < ¢, alors toute solution méromorphe

f(Z0) de léquation (4.5) est d’ordre infini.

Exemple 4.1.1. D’apres le Théoreme 4.1.4, toute solulion méromorphe transcendante

de l’équation différentielle

£ 4 ;e§z4+z+2f(4) +

42445 £(3) 12441 ¢
G 1) e 4+ e f

(222 - 1)
+2e5 4 g2 B f = 5

est d’ordre infini.

Théoréme 4.1.5. Soient k > 2 un entier, Pj(z) =Y 1 ja;;2" (j =0,...,k —1) des
polynomes de degré n > 1, ot ag j, ..., a,,; (7 =0, ...,k —1) sont des nombres complezxes.
Sotent hj(z) (j = 0,...k — 1) et F (#£0) sont des fonctions méromorphes ayant un
nombre fini de poles avec max{o (F'),o(h;) : j = 0,....,k — 1} < n. Supposons qu’il

eriste deux entiers s,d tels que 1 <s <d <k —1, hshqg Z0 et aps # angq. Sotent I et
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J deux ensembles vérifiant [ #£0, J £ 0, INJ =0 et TUJ ={0,...,k—1}/{s,d} tels
que pour j € I, an; = ajans (0 <oy <1) et pour j € J, an; = Bjanq (0 < f; < 1).
Posons a,; = |an| e, 0, € [0,2m) (I = s,d) et « = max{c; :j € [}.

Si (0s # 04) ou (05 = 05 et |ana|l < (1 — ) lays|), alors toute solution méromorphe
transcendante de 'équation (4.5) est d’ordre infini. De plus, si f est une solution poly-

nomiale de (4.5), alors deg f < s — 1.

Exemple 4.1.2. D’apres le Théoréeme 4.1.5, toute solution méromorphe transcendante

de l’équation différentielle

1

(14+4)2%+4 £(3)
e S ——
/ (z+1)

4, (3+0)22+1 ¢
A Y Y ‘ /

+3e(%+%i)22+1f/ + 26(%+%")Z2+2f =z

est d’ordre infini.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1. ([2]) Soient P; (z) (j = 0,1, ...,k) des polynomes tels que deg Py(z) =n
(n>1) et degPi(z) <n (j =1,2,...,k). Soient A;(z) (j =0,1,...,k) des fonctions
méromorphes d’ordre fini avec max{o(A;) : j=0,1,....,k} <n tels que Aog(z) 0. On

note
F(2) = A (2) B3 4 Ap 1 (2) 1) 4 4 Ay (2) B 4 Ay (2) P, (4.6)

Si deg(Po(z) — Pj(2)) = n pour tout j = 1,....k, alors I est une fonction méromorphe

non triviale d’ordre fini et satisfait o(F) = n.

Lemme 4.2.2. ([19]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini
o. Soit I' = {(k1,71) , (k2,J2) s vy (km, jm)} U'ensemble de paires distinctes d’entiers vé-
rifiant k; > j; > 0 (i = 1,2,...,m) et soit € > 0 une constante donnée. Alors il existe un

ensemble Ey C [0,2m) de mesure linéaire nulle tel que si 6 € [0,27) \ Ey, alors il existe
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une constante Ry = Ry (0) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 6 et |z| > Ry et

pour tout (k,j7) € T, on ait

f® (2)
01 (2)
Lemme 4.2.3. ([5]) Soient P(z) = (a+1if8)z" + ... (o, sont des nombres réels,

< ‘z’(k—j)(a—l—i-s) . (47)

la| + 8] # 0) un polynome de degré n > 1 et A(z) une fonction méromorphe avec
o (A) <n. Posons f (z) = A(2)eP®), z =re?, §(P,0) = acos (nh) — Bsin (nd). Alors
pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour
tout 0 € [0,2m) \ B UH, oo H = {0 €[0,2r) : 6 (P,0) = 0} est un ensemble fini, il
existe une constante Ry > 1 telle que pour |z| =1 > Ra, on ait

(i) 5i 6 (P,0) > 0, alors

exp{(1—2)3(P,0) 1"} < |f (re®)| < exp {(1+¢) 3 (P,0) "}, (4.8)
(ii) si 6 (P,0) < 0, alors

exp{(1+¢)5(P,0)r"} < |f (re?)| < exp{(1 —¢)5(P,6)r"}. (4.9)

Lemme 4.2.4. ([3]) Soient n > 1 un entier, f (z) une fonction méromorphe ayant un

nombre fini de pdles et supposons que
log® | f™ (2)]

2"

n’est pas bornée sur un rayon argz = 6 avec p > 0 une constante. Alors il existe une

G(z)

suite infinie de points {2, = rme®} (m=1,2,...), ot 1, — 400 telle que G (2,,) — 00
et
f9 (2m) 1

< .
fO (zm) |~ (0 =)
Lemme 4.2.5. ([35]) Soit f (z) une fonction entiére d’ordre fini. Supposons qu’il existe

(1+0(1)) lzm*™ (j=0,....,n —1) quand m — +oo. (4.10)

un ensemble B3 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon argz = 0 €
0,27) \ Ej3, on ait

log™ | f (rew)| < Mr?, (4.11)
ot M (> 0) est une constante qui ne dépend que de 0 et o (> 0) est une constante

indépendante de 0. Alors o (f) < 0.
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4.3 Preuve du Théoréme 4.1.4

D’abord on prouve que toute solution méromorphe transcendante f de I’équation (4.5)
est d’ordre o (f) > n. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de

I'équation (4.5) d’ordre o (f) < n. On peut écrire I’équation (4.5) sous la forme

k—1
SRR = B (2), (4.12)
=0

ou B(z) = —fB) L F et hjf(j) (7=0,1,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes

d’ordre fini avec o (h; fW) <n (j =0,1,...,k — 1) et 0 (B) <n. On a hyf®) # 0. En
effet, si hy f(®) = 0, il s’ensuit que f =0 et donc f est un polynome de degré inférieur
a s. C’est une contradiction.

Comme a,,; = cjans (0 < c¢; <1) (j # s), on obtient deg(Ps(2) — Pj(2)) =n (j # s).
Ainsi de la formule (4.12) et du lemme 4.2.1, on a o(B) = n. Ce qui contredit le fait
que o(B) < n. Alors toute solution méromorphe transcendante f de I’équation (4.5)

est d’ordre o (f) > n.

Maintenant supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation
(4.5) avec 0 (f) = 0 < +00. D’apreés le lemme 4.2.2, il existe un ensemble £ C [0, 27)
de mesure linéaire nulle tel que si 0 € [0,27) \ Ej, alors il existe une constante Ry =
Ry () > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 6 et |z| > Ry, on ait

‘ fU)(2)
fO(z)

D’aprés le lemme 4.2.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0,27) de me-

<o (0<i<j<k). (4.13)

sure linéaire nulle tel que pour tout z = re?, § € [0,27) \ Ey U H; et pour r suf-
fisamment grand, les fonctions hjefi®) (j =0,1,....,k — 1) vérifient (4.8) ou (4.9), ot
Hy ={0€0,27):6(P,,0) = 0}.

Posons p = max{o (F),o(h;):j=0,1,...,k—1} et ¢ = max{c;:j # s}. Comme
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F (2) est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles, alors d’aprés le Théo-

H(z)
Q(z)

lynome de degré deg Q(z) = p > 1 et H (2) est une fonction entiére avec o (H) = o (F).

réme de Factorisation de Hadamard, on peut écrire F'(z) = , ou @ (2) est un po-

Pour tout 6 € [0,27) \ Ey U E; U Hy, on a

d (Ps,8) > 0 oud (Ps,0) < 0.

Cas 1. 0 (Ps,0) > 0. Pour tout € (O < 3¢ < min {ﬁ,n — p}) et tout 2 vérifiant arg z =

0 et |z| = r suffisamment grand, on a

’hs(z)eps(z)’ > exp{(1 —¢€)o0 (Ps,0)r"} (4.14)

et

‘hj(z)epj(z)| <exp{(1+¢e)ed(Ps,)r"} (j # s). (4.15)

Maintenant montrons que

log™ | f® (2)|
=

G (z)

|z
est bornée sur le rayon argz = 6. Si G (z) n’est pas bornée sur arg z = 6, alors d’aprés
le lemme 4.2.4, il existe une suite de points {z,, = r,,e?} (m =1,2,...), ol r,, = +00

telle que G (z,,) — oo et

f(j) (Zm) 1
‘ﬂ”@m)g(s—ﬁ

Comme G (z,,) — oo pour A > 0 suffisamment grand, on a

i (T4+o0)|zm|”™ (j=0,...,5—1) asm — +oo0.  (4.16)

£ )| > exp {A 2]} quand m — +o0. (4.17)

De (4.17), on a pour m suffisamment grand
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) |H (zm)| [H (zm)|
< (418
’f s) ' ’Q zm (zm) - Aff%exp {A|Zm|p+€} — exp {A’Zm|p+5} ( )
o A; (> 0) est une constante. Comme o (H) < p, on obtient
[H (2m)]
— 0 as m — +oo. 4.19
Vicrem| B vy )
De (4.5), on a
Py(z 2) .y FE()
VLS(Z ‘ = ‘f(s + |h’f 1 kol ‘ ‘ FO(2)
FeI () P f0()
o+ |hs Poia(z hs— a-1(2)
+ +| 11(2)e ‘ ‘ 702) —l—} 1(2)e | 702)
h ez Z) Z> Z> 4.2
e e[ T+ ke | B+ 20
En substituant (4.13) — (4.16) et (4.19) dans (4.20), on a pour z,, ci-dessus
exp{(1 —¢€)d (Ps,0)r"} < Myr® exp{(1 + &)cé (Ps,0)r™}, (4.21)
ou M; (> 0), dy (> 0) sont des constantes. De (4.21) et 0 < e < 3(1; 7 on obtient
c
1—
exp{( 5 6)5 (P, 0)r"} < Myrdr, (4.22)
C’est la contradiction. Donc G (z) est bornée sur arg z = 6.
D’ou
}f(s) (z)‘ < exp {M |z|’°+s} (4.23)

sur arg z = 6, ou M (> 0) est une constante. De (4.23) et (s)-fois d’intégration itérées,

on conclut que
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|f (2)] < exp {M |2} (4.24)

sur arg z = 6.

Cas 2. §(P;,0) < 0. Pour tout € (0 < 3¢ <min{l,n — p}) et pour tout z vérifiant

arg z = 0 et |z| = r suffisamment grand, on a

|h;(2)e"P)| < exp{(1 —€)d(P;,0)r"} (j=0,....k—1). (4.25)

De (4.5), on obtient

-1 = hk;—l(z)€Pk—l(Z)f(k_1)(Z)

f®(z)
) (2 z F(z
+oo + hy(2)eD ) JJ;(’“)EZ)) + oo Rg(2)eP) f{k()(i) + f(’f)((,z)' (4.26)
Maintenant montrons que
D (5= 0

|Z|p+s
est bornée sur le rayon arg z = . Si D (z) n’est pas bornée sur le rayon arg z = 0, alors
d’aprés le lemme 4.2.4, il existe une suite infinie de points z,, = r,e? (m =1,2,...),

ou 7, — +oo telle que D (z,,) — oo et

() ,
‘;m im; S - i (oM lznl™ (j=0...k —1) quand m — too. (427)

Comme D (z,,) — oo pour B > 0 suffisamment grand, on a

Fa (2m)| > exp {B|zm|" "} quand m — +o0. (4.28)

En utilisant le méme raisonnement que celui ci-dessus, de (4.28), on a pour m suffi-

samment grand
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Fom) | ’ H (2n) \H (2,)]
'f(k) (Zm> B Q (Zm) f(k) (Zm) ~exp {B ’zm’p"‘e}' (4'29)
Comme o (H) < p, on obtient
F(2n) \H (2]
0 (o) | = exp (B a7} - duend = oo (4.30)

En substituant (4.13), (4.25), (4.27) et (4.30) dans (4.26), on obtient quand r,, — 400

1 <0.

C’est une contradiction. Alors D (z) est bornée sur arg z = 6. Donc

‘f(k) (z){ < exp {M |z|p+5} (4.31)

sur argz = 6, ou M (> 0) est une constante. D’aprés (4.31) et (k)-fois d’intégration

itérées, on obtient (4.24) sur argz = 0.

De 'équation (4.5), on sait que les poles de f peuvent se produire seulement par les
poles de F et h;(z) (j =0,1,...,k —1). Comme F et hj(z) (j =0,1,...,k — 1) sont des
fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f doit avoir un nombre

fini de poles. Ainsi d’aprés le Théoréme de Factorisation de Hadamard, on peut écrire

f(z) = ]g%(é)), ol R (z) est un polynéme et g (z) est une fonction entiére avec o (g) =

o(f) >n.De (4.24), on a

g (2)] < Agr?exp { M |27} (4.32)

sur arg z = 0, ot Ay (> 0) est une constante et ¢ = deg R > 1. Alors

|9 (2)] < exp {M ||} (4.33)

sur argz = 6. Donc pour tout 6 € [0,27) \ £y U Ey U Hy, ot By U Ey U Hy est un

ensemble de mesure linéaire nulle, on a (4.33) sur argz = 6. Alors d’aprés le lemme
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425 0on a o (g9) < p+ 3e < n. Ce qui contredit le fait que o (g) > n. Ce qui montre

que o (f) = +oo.

Supposons maintenant que max{ci,...,cs_1} < ¢o. Si f est une solution rationnelle

de (4.5), alors d’aprés max{cy, ...,cs_1} < ¢o et

F e o) hi— h /
f= R ( e k) 4 %epk—l(z)_PO(z)f(k_l) + .+ h_(l)eP1(Z)—Po(Z)f ), (4.34)

on obtient une contradiction.

Maintenant, on prouve que l’équation (4.5) ne peut pas avoir une solution polyno-
miale. Posons ¢ = max{cy,...,cs_1} < ¢g et soit f(z) est une solution polynémiale non
nulle de I'équation (4.5) avec deg f(z) = d. On prend le rayon arg z = 6 € [0,27) \ Hy,

ou H; est défini comme ci-dessus tel que 6(F;,0) > 0. D’aprés le lemme 4.2.3, pour

tout £ (0 < 3 < min{i7%, Eg;g,n — p}), il existe un ensemble E, de mesure linéaire
nulle tel que pour tout z vérifiant arg z = 6 € [0,27) \ Ex U H; et |z| = r suffisamment

grand, on ait (4.14) et (4.15).

(i) Sid > s, de (4.5), (4.14) et (4.15), on obtient pour tout z vérifiant argz = 6 €
[0,27) \ Es U Hy et |z| = r suffisamment grand

Bir"* exp{(L — £)5 (P, 0) 1"} < |hy(2)e™ O fO(2)| < 3 |1y (2)e D fO (2)] + |F(2)]

i#s
pte
< By’ exp{(1+¢)c6 (P,,0) 1"} + m;{#, (4.35)
1
ou By (> 0), By (> 0) sont des constantes.
De (4.35), on obtient
(1 B C) n da pte
exp{ S5 (P,,0)1"} < Byr® exp{r*}, (4:36)

3

ou Bs3(> 0) et dy sont des constantes. Alors (4.36) est une contradiction.
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(ii) Si d < s, de (4.5), (4.14) et (4.15), on obtient pour tout z vérifiant argz =
0 € [0,27) \ Ex U Hy et |z| = r suffisamment grand

s—1
Byr*~ exp{(1 = £)eod (P, 0) 1"} < [ho(2)e D[ f(2)] < Y [hye" f9(2)] + |F ()|
j=1
pte
< Byr*2exp{(1 + )¢5 (P,,0) r"} + “I’A{#, (4.37)
1
ou By (>0), Bs (> 0) sont des constantes.
De (4.37), on obtient
/
— B
exo{ D5 Py ) < By, (4.38)
r

ot Bg(> 0) est une constante. C’est une contradiction.
Ainsi si max{cy, ..., cs_1} < ¢, alors toute solution méromorphe de I’équation (4.5) est

d’ordre infini.

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.5

En utilisant le méme raisonnement que celui du Théoréme 4.1.4, on prouve que toute

solution méromorphe transcendante f de 'équation (4.5) est d’ordre o (f) > n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (4.5) avec
o (f) =0 < +oo. D’aprés le lemme 4.2.2, il existe un ensemble E; C [0, 27) de mesure
linéaire nulle tel que si 6 € [0,27)\ £y, alors il existe une constane Ry = Ry () > 1 telle
que pour tout z vérifiant arg z = @ et |z| > Ry, on a (4.13). D’aprés le lemme 4.2.3, pour
tout € > 0, il existe un ensemble F, C [0, 27) de mesure linéaire nulle tel que si z = re®,
0 € [0,27) \ By U Hy et r suffisamment grand, les fonctions h;ef®) (j =0,1,....k — 1)
vérifient (4.8) ou (4.9), o Hy = {0 € [0,27) : § (Ps,0) = 0 ou 0 (Py,0) = 0}.

Posons p =max{o (F),o(h;):j=0,1,...,k — 1}. Comme F (2) est une fonction mé-

romorphe ayant un nombre fini de poles, alors d’aprés le Théoréme de Factorisation de
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_ H()
Qe

et H (z) est une fonction entiére avec o (H) = o (F).

Hadamard, on peut écrire F' (z) , ol @ (z) est un polynéme avec deg@ =p > 1

Cas 1. Supposons que 04 # 0,. Posons H3 = {0 € [0,27) : § (Ps,0) = §(Py,0)}. Comme
s # 04, alors Hj est de mesure linéaire nulle. Pour tout 0 € [0,27) \ E3 U Ey U HyU Hy,

o6 a

0 (Ps,0) #0, §(Py,0) # 0 etd (Ps,0) > 06 (Py,0) oud (Ps,0) < §(Py,0).
Posons 6; = § (Ps, 0) et 0y = 0 (Py, 0).

(a). 61 > d2. On divise aussi notre preuve en trois cas :

(i) 91 > 62 > 0. Posons 035 = max{d(P;,0) : j # s}. Alors 0 < 63 < dy. donc pour

tout ¢ <0 <3< min{gi;‘gi,n—p}> et pour tout z vérifiant argz = 0 et |z| = r

suffisamment grand, on a

‘hs(z)eps(z)‘ > exp{(1 —¢€)or"} (4.39)

et

|hj(2)e" )] < exp{(1+ )5} (j # 5) (4.40)

Maintenant on montre que

g |9 (2)]

G (2) |Z|p+5
est bornée sur un rayon arg z = 6. Si G (z) n’est pas boenée sur le rayon arg z = 6, alors
d’aprés le lemme 4.2.4, il existe une suite infinie de points {z,, = r,,e?} (m =1,2,...),
ot r, — 00 telle que G (z,,) — oo et (4.16) soit vérifiée. De (4.17), on a (4.18) pour

m suffisamment grand. Comme o (H) < p, on obtient (4.19).
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En substituant (4.13), (4.16), (4.19), (4.39) et (4.40) dans (4.20), pour z,, ci-dessus, on
obtient

exp{(1 —)dr™} < Mor® exp{(1 +¢)dsr™}, (4.41)
ou M, (> 0), d3 (> 0) sont des constantes. De (4.41) et 0 < e < 3(‘5(;115;3), on a
9 — 06
exp{wr;ﬁ} < Mor. (4.42)

C’est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur argz = . Donc (4.24) est vérifiée

sur arg z = 0.

1—
(ii) 01 > 0 > d9. Alors pour tout € (0 < 3¢ < min{1+a,n—p}) et pour tout z
«

vérifiant arg z = 0 et |z| = r suffisamment grand, on a (4.39),

!hd(z)epd(z)’ <exp{(1—¢€)dr"} < 1, (4.43)
‘hj(z)epj(2)| <exp{(l+¢e)aor"} (j€l) (4.44)

et
!hj(z)epj(z)‘ <exp{(l—¢e)d(P;,0)r"} <1 (jeJ). (4.45)

Maintenant on montre que

log" £ (2)]
o ‘Z|p+€

G (2)
est bornée sur un rayon arg z = 6. Si G (z) n’est pas bornée sur le rayon arg z = 6, alors
d’aprés le lemme 4.2.4, il existe une suite infinie de points {z,, = r,,e?} (m =1,2,...),
ou r, — 400 telle que G (z,) — oo et (4.16) soit vérifiée.

En substituant (4.13), (4.16), (4.19), (4.39), (4.43) — (4.45) dans (4.20), pour z,, ci-

dessus, on obtient
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exp{(1 —&)dyr" } < Mar® exp{(1 + &)ad,r™ }, (4.46)
1—
ou Mj (> 0) et dy (> 0) sont des constantes. De (4.46) et 0 < & < —a’ on a
3(1+ )
1—
exp{ =Ygy < s (4.47)

C’est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur argz = . Donc (4.24) est vérifiée

sur arg z = 0.

(iii) 0 > 1 > J5. Pour tout £ (0 < 3¢ < min {1,n — p}) et pour tout z vérifiant arg z =
6 et |z| = r suffisamment grand, on a (4.25). En utilisant le méme raisonnement que

celui du cas 2 dans la preuve du Théoréme 4.1.4, (4.24) est vérifiée sur arg z = 6.

(b). 01 < d2. En utilisant le méme raisonnement que celui du cas 1(a), on peut aussi

obtenir (4.24) sur argz = 0.

Cas 2. Supposons que 05 = 0y et |a,q4] < (1 — @) |ans|. Pour tout 6 € [0,27) \ £y U
E> U Hy, ou Eq, E5 et Hy sont définis ci-dessus, on a

d(Ps,0) > 0o0ud(Ps,0) <0.

(1=0)|ans|~|an.d|
(- a)lans|+]ana|’
vérifiant arg z = 0 et |z| = r suffisamment grand, on a (4.14),

(a). 6 (Ps,0) > 0. Pour tout € (0 < 3¢ < min{ n— p}) et pour tout z

}hj(z)epj(z)| <exp{(1+¢e)ad(Ps,)r"} (j€l), (4.48)

et

‘hj(z)epj(z)‘ <exp{(1+¢e)d(Py,0)r"} (j € JU{d}) (4.49)

Maintenant on prouve que
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_log" [f¥ (2)]

pte

G (z2)

||
est bornée sur un rayon arg z = 6. Si G (z) n’est pas bornée sur le rayon arg z = 6, alors
d’aprés le lemme 4.2.4, il existe une suite infinie de points {z,, = r,,e?} (m =1,2,...),
ou 7, — 400 telle que G (z,,) — oo et (4.16) soit vérifiée.
En substituant (4.13), (4.14), (4.16), (4.19), (4.48) et (4.49) dans (4.20), pour z,, ci-

dessus, on obtient

exp{(1 —&)d(Ps,0)r,}

< Myr® exp{(1 4 &)ad(Ps, 0)r™ } exp{ (1 + £)6(Py, 0)r™ 3, (4.50)

ou My, ds (> 0) sont des constantes. De (4.50), on a

exp{yry,} < Muryy, (4.51)

ol

v =(1-2)8(P,0) — (1+)3(Ps,0) — (1 +£)ad(P,,0). (4.52)

(1—-a) |an,S| - ’an,d’
3[(1+a) |ans| + |an,dl]

Comme 0 < e < , 05 = 04 et cos(0s + nf) > 0, on obtient

v = A=) Jans| = fanal = [(1+ @) |an,s| + |an,qll} cos(b; + nb)
(

1-— n,s| — n
> (1=a) \a?; | = lan.al) cos(fs + nd) > 0.

Comme v > 0, alors (4.51) est une contradiction. Alors G (z) est bornée sur arg z = .

Donc (4.24) est vérifiée sur arg z = 6.

(b) 6 (Ps,0) < 0. En utilisant le méme raisonnement que celui du cas 2 dans la preuve

du Théoréme 4.1.4, (4.24) est vérifiée sur arg z = 6.
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De 'équation (4.5), on sait que les poles de f peuvent seulement se produire par les
poles de F et h;(z) (j =0,1,...,k —1). Comme F et hj(z) (j =0,1,...,k — 1) sont des
fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles, alors f doit avoir un nombre

fini de poles. Ainsi d’aprés le Théoréme de Factorisation de Hadamard et suivant le

méme raisonnement que celui du Théoréme 4.1.4, on peut écrire f (z) = fz(é)), ou R (z)
est un polynome et g (z) est une fonction entiére avec o (g) = o (f) > n. De (4.24), on
a (4.33) sur arg z = 6. Alors d’aprés le lemme 4.2.5, on a 0 (g) < p+ 3¢ < n. Ce qui

contredit le fait que o (g) > n. Donc o (f) = +oc.

Dans la suite, on montre que si f(z) est une solution polynémiale de (4.5), alors
deg f < s—1.
Supposons que f est une solution polynomiale de (4.5) avec deg f = b > s.
(a) Supposons que 65 # 0,.
(i) Sif, # O4+mouby # 0,4+, posons Hy = {0 € [0,27) : §(Ps,0) > 6(Py,0) > 0}.
Alors m(H,) > 0. On peut choisir une courbe I' = {z : argz = 6 € H,}.
D’aprés (4.5), (4.39) et (4.40), pour tout z € I et |z| = r suffisamment grand, on
obtient
BrrP~exp{(1 — £)0;r"} < |hy(2)el*@ f)(2)]

(=) £ H{(z)
< hi(2)efi®) £0) (4 —l—‘
< Sl )] +
J#s
pte
< Byr® exp{(1 4 £)dgr} P (4.53)
)\17”7)
ot B7(>0), Bs(> 0),ds et A; sont des constantes.
De (4.53), on obtient
5 — 0o
exp {%r”} < Byr® exp{rf*e}, (4.54)

ou By(> 0) et dg sont des constantes. C’est une contradiction
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(ii) Sifs = 04+ ou by = O+, posons Hy = {0 € [0,27) : 6(Ps,0) > 0> §(Py,0)}.
Alors m(Hs) > 0. On peut choisir une courbe G = {z : argz = 0 € Hs}.
De (4.5), (4.39) et (4.43) — (4.45), pour tout z € G et |z| = r suffisamment grand,

on obtient
Byor?™* exp{(1 —e)dr"} < Byr® exp{(1 + &)ad;r"} exp{r**e}, (4.55)

ot Byp(> 0), B11(> 0) et d; sont des constantes.

D’aprés (4.55), on obtient

1—
exp {( 3 a)51r"} < Byor® exp{r-}, (4.56)

ou Bya(> 0) et dg sont des constantes. C’est une contradiction

(b) Supposons que 05 = 0, et |a, 4| < (1—a)|ans|. On peut prendre un rayon arg z = 6
tel que §(Ps,0) > 0. Alors 6(Ps, 0) > §(Fy,0) > 0.

De (4.5), (4.39) et (4.40), pour tout z avec arg z = 6 et |z| = r suffisamment grand, on
obtient (4.54). D’ou la contradiction.

Alors toute solution polynomiale f de (4.5) satisfait deg f < s — 1.



Conclusion

Certains chercheurs ([29],[34],[35]) se sont intéressés a 1’étude des propriétés des so-
lutions des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur non homogénes dont les
coefficients sont des fonctions entiéres. On sait que ces solutions sont des fonctions
entiéres et elles sont souvent d’ordre infini.

Dans cette thése, on a démontré quelques résultats concernant ces équations en donnant
des estimations précises sur I’hyper-ordre des solutions d’ordre infini de ces équations.
On s’est aussi intéressé dans notre travail a I’étude des équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur non homogeéne avec des coefficients méromorphes ayant un nombre
fini de poles.

De nombreux résultats ([2],[3], [5], [10]) ont été réalisés congernant les équations dif-
férentielles linéaires avec des coefficients méromorphes. Mais elles sont peu étudiées
car leurs solutions ne sont pas toujours des fonctions méromorphes. Par exemple, la
fonction f(z) = e + e est une solution qui n’est pas une fonction méromorphe de

I’équation différentielle.

" / 1 2 1 2
f+E+Af +(z+1—-=—-)f=E+2+2+2— = —

zZ
—)e”.
24 28 24 23)

Ces derniéres années, plusieurs résultats ont été obtenus concernant les équations dif-
férentielles linéaires mais dans le cas ou les coefficients sont des fonctions analytiques

dans le disque unité.
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