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jectif de cette these est de présenter des résultats sur les inégalités intégrales au sens
de Riemann-Liouville et de Hadamard, avec leurs applications aux équations différen-
tielles (EDFs) fractionnaires.

On établit des généralisations vis a vis la théorie de I'intégration pour certaines classes d’opé-
rateurs fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Hadamard et Riemann-Liouville par rapport
a une fonction h croissante et positive sur (a, b].. Certianes applications sont aussi données.

On utilise 'opérateur intégral de Riemann-Liouville pour établir des nouveaux résultats sur les
inégalités de type Chebyshev avec poids. D’autres inégalités d’ordre fractionnaire sont également
prouvées et certains résultats classiques de la litterature se déduisent comme des cas particuliers.

Dans ce travail, on s’intéresse aussi a I'application des inégalités intégrales fractionnaires pour
étudier des problemes aux limites d’équations différentielles de type Hadamard. Ainsi, on répond,
d’une part, a la question d’existence de solutions en utilisant le lemme de Schaefer, et d’autre part
a la question d’unicité de la solution par le théoréme du point fixe de Banach "associé a 'inégalité
de Holder".

MZM
L/ﬁée objective of this thesis is to present some results on integral inequalities in the sense

of Riemann-Liouville and Hadamard, with some applications to fractionnal differential
equations (FDEs, for short).

We establish new generalizations of integration for certain classes of mixed fractional opera-
tors of coupled order of Hadamard and Riemann-Liouville type with respect to an increasing and
positive function h on (a, b] and applications.

We use the Riemann-Liouville integral fractional operator to establish new results on weighted
inequalities of Chebyshev type. Other fractional inequalities are also presented, and then, certain
classical results can be deduced as special cases.

In this work, we are also interested in the application of fractional integral inequalities to study
some boundary value problems of differential equations of Hadamard type. Thus, we answer, on
one hand, the question of the existence of solutions using Schaefer lemma, and on the other hand,
the question of uniqueness of solution by the Banach fixed point theorem associated with Holder

inequality.
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Introduction

Le domaine du calcul fractionnaire a récemment évolué pour devenir un sujet de recherche
intéressant. En fait, les dérivées et les intégrales fractionnaires constituent un outil puissant pour
étudier de nombreux domaines de recherche en sciences fondamentales et celles de I'ingénieur,
tels que les systémes dynamiques, la théorie du controle, 'aérodynamique, I'économie, la visco-
élasticité, etc ... [10, 46,49, 50, 58].

La théorie des inégalités intégrales est un outil important car elle intervient dans ’étude des
équations différentielles fractionnaires. On cite la théorie d’existence de solutions pour les mo-
deles différentiels fractionnaires ; elle a en effet attiré I'attention de nombreux chercheurs. Pour
plus de détails, le lecteur peut consulter [1,4,5,9, 23,60, 75, 78].

Une autre approche de la dérivée fractionnaire de type Hadamard ( 1892, voir [38]) est aussi
présente dans nos travaux car elle est importante en applications. Cette approche differe des
approches de Riemann-Liouville et de Caputo car la définition de la dérivée de Hadamard contient
une fonction logarithmique voir [44,45].

En 1993 [64], Samko, Kilbas et Marichev ont introduit I'intégration fractionnaire par rapport

a une autre fonction h donnée par :

J&S ()= = [T[h(x)=h()]* ' (¢) f (1) dt.

F()

Autre classe d’opérateurs fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Riemann-Liouville donnée

par :

(Jiew™f) G 9= o e [ G0 = e

a été introduite dans le travail [64]. (Puis, dans [17], on verra que Bezziou et al. ont généralisé
cet opérateur en remplacgant le noyau de l'intégrale par une autre fonction...)

En 2011, Katugampola [43] a donné la généralisation suivante :

[Fedy [P edey.. [ Ef (6)de, = (Sﬁgggnf;[x”l—t”l]"_l tf (t)dt, ne N* .

Pour a > O et s € R\ {—1}, I'intégrale fractionnaire s—Riemann-Liouville, d’apres [43] est donnée
par :

sTQa S Ime rx s s a1

Jif )= [ [t = [T e f (e

7
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Dans [55], Mubeen et Habibullah ont introduit I'intégrale fractionnelle k—Riemann-Liouville sui-

vante :
JOf (%) = =2 fx[x—t]%_lf(t)dt a>0,x>a
kv q k(o) Ja ’ )

\ oo uk
ouk>0etl}(a)= fo e Fu*tdu, a>0.
Récemment, Sarikaya et al. [67] ont élaboré une autre approche pour l'intégration fraction-

naire de (k,s)—Riemann-Liouville. La définition associée est donnée par :

_ G4k px i1
WA () =St (st — e+ 1)F e () dt.

a

De nombreux chercheurs se sont intéressés a la théorie des inégalités fractionnaires et a leurs
applications. Pour plus de détails, on se réfere a [6,8,11,24,27,29,31,53,61,65,66]. En se ba-
sant sur les résultats mentionnés au dessus, on va présenter quelques généralisations des inégalités
fractionnaires.

D’abord, on considére la fonctionnelle de Chebyshev :
1
b—a

Dans [59], l'auteur a prouvé que T(f,g) = O pour certaines conditions et que si f est une

fab g(x)dx.

T(,8) = s [ () ()dx = [ f(x)dx

fonction bornée par des nombres réels m et M et g est une fonction absolument continue bornée

avec g’ € L*° ([a, b]), alors on a I'inégalité suivante :

70,80 < 2 (M =m) gl

Récemment, Cerone et Dragomir [21] ont prouvé que si f et g sont absolument continues sur

[a,b] avec f’, g’ € L*°([a, b]), alors I'inégalité

1 2
TG < S 1 Moo llglleo (b —a)
est vérifiée.
K. M. Awan et al. [8] ont prouvé un résultat important : Si ¢ est une fonction absolument
continue sur [a, b] et p est une fonction positive et intégrable sur [a, b], avec (¢')*> € L' ([a, b]),
alors on a l'inégalité fractionnaire suivante :

1
P2(b)

T(¢,$,p) < [ B(x) (¢ (x)dx

ol P(x) = faxp(t)dt et P(x) = P(x) fab tp(t)dt — P(b) f; tp(t)dt. Pour plus de détails, on cite
les travaux [25,26,29,31,34,51,71].

L'objectif principal de cette these est d’établir certiaines inégalités avec poids de type Che-
byshev, en utilisant les intégrales de Riemann-Liouville. Ainsi, d’autres classes des inégalités de

Chebyshev sont également obtenues.

Theése de Doctorat en Mathématiques 8 UMAB
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Donc de nouveaux, on revient a présenter quelques travaux de recherche qui ont motivé la
partie de notre travail dans sa dimension différentielle. On commence par [3] ot les auteurs ont

étudié 'existence et 'unicité de solutions pour le systeme couplé avec des conditions aux limites :

[ Deu(t) = f(t,u(t),v(t)), te(le), 1<a<2,

{ DPy(t) = g(t,u(t),v(t)), te(le), 1<p<2,

| u(1) =0,u(e) =I"u(o,),v(1)=0,v(e) =I"u(o,)

ouy>0,1<0,<el<o,<e DY et désignent la dérivée et I'intégrale fractionnaire de
Hadamard, respectivement. Les fonctions f, g : [1,e]R? — R sont données.
L’auteur W. Yang [76], a étudié les solutions positives pour le systeme singulier fractionnaire

de Hadamard par l'utilisation du théoreme de point fixe de Guo-Krasnoselskii suivant :

[ Deu(t) + AF(t,u(t),v(1)) =0, t € (1,e),A >0
DPy(t)+ Ag(t,u(t),v(t)) =0, t €(1,e),A>0

u(1)=vP(1)=0, 0<j<n-—2,

u(e) =av(§), v(e)=bu(n), &mne(le)

ol A,a, b sont des paramétres avec 0 < (logn)* ' (log&)’™! < 1,a,p € [n—1,n] pour n > 3,
D%, DP sont les dérivées fractionnaires de Hadamard et f, g sont des fonctions continues.

Au moyen de l'alternative non linéaire de Leray-Schauder et du théoreme de point fixe de
Krasnoselskii, W. Yang [77] a étudié I'existence des solutions positives pour les équations diffé-

rentielles de Hadamard suivantes :

[ Deu(t) + AF(t,u(t),v(1)) =0, t € (1,e),A >0
DPy(t)+ Ag(t,u(t),v(t)) =0, t €(1,e),A>0

u(1)=vP(1)=0, 0<j<n-—2,

| u(e)= ,ufle v(s)E, v(e) = vfleu(s)%

ou A, u, v sont des constantes réelles telles que 0 < u < 8, 0 < v < a. Les parametres a, 3 €

(n—1,n] sont deux nombres réels avec n > 3. Les fonctions f et g sont des fonctions continues

Theése de Doctorat en Mathématiques 9 UMAB
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changeant de signe. Motivés par les travaux mentionnés ci-dessus, on étudie dans cette thése un

systeme intégro-differentiel couplé de type Hadamard suivant :

[ Deu(t) = f(t,u(t), v(£),D*v(), t €[L, T, T>1,1<a<2,
DPy(t) = g(t,u(t),v(t),Du(t)), t€[1, T, T>1,1<p <2,

u(1)=0,D%wu(T)=1°"(u(T)—v(&)),0;,>0,1<E<T,

| v(1)=0,D%2v(T) =12(v(T)—u(&)),0,>0,1<E<T

ou f,g € C([1, TIR3,R).

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres

Dans le premier chapitre, on rappele les définitions et les propriétés de certaines fonctions
spéciales. On présente aussi des notions correspondentes a I'intégration et la dérivation d’ordre
fractionnaires au sens de R-L et Hadamard ainsi que quelques théorémes de point fixe (qui seront
données a la fin de ce chapitre).

Le deuxieéme chapitre est réservé a nos premiers résultats, qui concernent la généralisation des
opérateurs intégraux fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Hadamard et de type Riemann-
Liouville, avec aussi des applications.

Le troisieme chapitre est consacré a l'application des résultats obtenus dans le papier [15]
pour établir quelques inégalités fractionnaires.

Au quatrieme chapitre, on exposera un travail d’un systeme couplé d’ équations différentielles
fractionnaires au sens de Hadamard. En effet, aprés avoir donné la solution générale, on utilise
le théoréme de point fixe de Schaefer et le théoréme de point fixe du Banach associé a I'inégalité
de Holder pour démontrer l'existence et I'unicité d’une solution du systeme fractionnaire.

Cette thése s’achéve par une conclusion et quelques perspectives.

Theése de Doctorat en Mathématiques 10 UMAB



chapitre 7

Préliminaires Sur le Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, on commence par donner les éléments nécessaires et quelques résultats qui
seront utiles dans la suite de notre travail. Les premiéres sections rassemblent les définitions et
les propriétés correspondentes aux deux fonctions Gamma et Béta d’Euler, aussi aux intégrales et
les dérivées d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Hadamard. Ces rappelles
peuvent étre retrouvées avec plus de détails dans les références [12,39,52,63,67]. La derniére
section est consacrée a la présentation de quelques théoremes classiques de point fixe et aux
inégalités de type Holder [30,33,70].

1.1 Intégration d’Ordre Arbitraire

1.1.1 Notations

On note
N : Ensemble des nombres entiers naturels.
N *: N\ {0}
R : Ensemble des nombres réels.
|||l oo : Norme infinie, ||x||o, = sup {|x (t)|;t €[a, b]}.
||l : Norme de I'espace de Banach E.
C ([a, b],R) : Espace des fonctions continues sur [a, b]
AC ([a, b],R) : Espace des fonctions absoluments continues sur [a, b].

AC"([a,b],R) : Espace des fonctions dont les dérivées n-emes sont absoluments continues sur

11
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[a,b].

L'([a, b],R) : Espace des fonctions intégrables sur [a, b] . i.e fab If (x)|dx < o0.

Lzl’([l, T1,R) : Espace des fonctions % intégrables sur [1, T]. i.e flT |f (x)lz% dx < oo pe(0,1).
r DY @ La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Riemenn-Liouville.

uD? : La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Hadamard.

J? : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville.

J : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de k—Riemann-Liouville.

*J : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de s—Riemann-Liouville.

J& ¢ Intégrale fractionnaire a gauche au sens de (k,s) —Riemann-Liouville.

gy - Intégrale fractionnaire a gauche au sens de k—Riemann-Liouville par rapport a la
fonction h.

oy ¢ Intégrale fractionnaire a gauche au sens de s—Riemann-Liouville par rapport a la fonction
h.

wan : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de (k,s)—Riemann-Liouville par rapport a la fonc-
tion h.

I? : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de Hadamard.

«I. : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de k—Hadamard.

*I? : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de s—Hadamard.

1 - Intégrale fractionnaire a gauche au sens de (k,s) —Hadamard.

kI Z h
*17, - Intégrale fractionnaire a gauche au sens de s—Hadamard par rapport a la fonction h.

: Intégrale fractionnaire a gauche au sens de k—Hadamard par rapport a la fonction h.

1%, : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de (k,s) —Hadamard par rapport a la fonction h.

J((;;)a 2) Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type Riemann-Liouville d’ordre couplé.
kJ(alyaZ) .

(¢, @) -
(ar,a3) .
SJ(a,a) :
(ag,a9) ,
§<J(a,11) o

kJ((;;)a ;) : Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type k—Riemann-Liouville d’ordre couplé par

rapport a la fonction h.

Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type k—Riemann-Liouville d’ordre couplé.
Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type s—Riemann-Liouville d’ordre couplé.

Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type (k,s) —Riemann-Liouville d’ordre couplé.

s plapas) |
J(a,a),h *

rapport a la fonction h.

Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type s—Riemann-Liouville d’ordre couplé par

;{J((;;)a ;) : Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type (k,s) —Riemann-Liouville d’ordre couplé
par rapport a la fonction h.

I ((:L)a 2) . Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type Hadamard d’ordre couplé.

kI((ZL;‘ 2) Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type k—Hadamard d’ordre couplé.

1 ((Zla)a 2) Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type s—Hadamard d’ordre couplé.

ol ((al’)“ 2) Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type (k,s) —Hadamard d’ordre couplé.

Theése de Doctorat en Mathématiques 12 UMAB
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(ar,a3) ,
kl(a,a),h :

a la fonction h.

sylanas) |
I(a,a),h *

a la fonction h.

Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type k—Hadamard d’ordre couplé par rapport
Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type s—Hadamard d’ordre couplé par rapport

;{I((Zla)a fl) : Intégrale fractionnaire mixte a gauche de type (k,s)—Hadamard d’ordre couplé par

rapport a la fonction h.

1.2 Fonctions Spéciales

Dans ce paragraphe, on présente deux fonctions qui sont trés utilisées dans I'intégration frac-

tionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "la fonction" fac-
torielle. Elle est donneé par la définition suivante :
Définition 1.2.1: [63]
La fonction Gamma notée I' est définie par I'intégale suivante :
I'(a)= f0+°° e “u*tdu, a>0 (1.1)
Propriétés Pour tout a > 0 et n € N*, on a
(1)
Il'a+1l)=al(a), (1.2)
(ii)
I'a+n)=a(a+1)...(a+n—1)T'(a), (1.3)
(iii)
'(n)=(n-1)!. (1.4)
1.2.2 Fonction Béta
Définition 1.2.2: [45]
La fonction Béta est définie par :
B(oc,ﬁ):fo1 (1-w)*'uP'duy, a>0, >0. (1.5)

Theése de Doctorat en Mathématiques 13 UMAB
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Proposition 1.2.1

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B(a,B)= Fr(é’gi(ﬁﬁ)), Va, f; a>0, >0 . (1.6)

1.3 Intégration Fractionnaire

1.3.1 Intégration Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1: [11, 45]

L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0, pour une fonction continue

f :[la,b] — R est définie par :

JEf(O]= 5 [, (t—0)* " f(n)dT; t>a, a>0,
(1.7)

JO[f (O)]=f(t).

-¢"Remarque
L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’'une fonction intégrable f sur [a, b] est une

généralisation de I'intégrale suivante :

[Fdty [ deye. [ () dt, =2 [ e—1)" 7 f (T)dT, neN. (1.8)

Exemple

fg Considérons la fonction

f()=(t—a)l, t>a, p>-1. (1.9)

Theése de Doctorat en Mathématiques 14 UMAB



Intégration Fractionnaire (:’@ Chapitre 1. Préliminaires Sur le
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En utilisant le changement de variable x = = et la définition de la fonction Béta, on a

J;‘[(t—a)ﬁ]
= L [N (t—a—x(t—a)* " (x (t—a)) (e —a)dx

(1.10)
= i (6= 1 (1—x)* " xPdx = &5 (t—a)’**B(a, f +1)
— a T(r(+1) __ _T(E+1) a
= ﬁ (t—a) I‘(a+/5:1) = r(a+g+1) (t—a)*".
Alors
Je[e—af]=& [, (=) (r—a)f dr. (1.11)
Pour a =1 et =1, I’égalité (1.10) implique
JH(t—a)] =13 (t—a) =3 (t—a)’ (1.12)
etpoura =1, ona
()] = TB+D o \B+Y _ T(B+D) o p+d
JE(t—a)f]= BT (t—a)’*2 = ) (t—a)’*2. (1.13)
1.3.2 Semi-Groupe et Propriété de J
Théoréme 1.3.1: [45, 64]
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors pour tout a, 3 > 0 on a
JE[IELF (1] =T [f ()] (1.14)
et
Je[t L 1] = s Lo tF 0]] - (1.15)
Preuve.
Par définition, on a
Je[I2 1 (0]]
= [o =) IP[f (D)]d7
(1.16)

= rar [, (=0 [ (r =) f () de]dr

= rar@ Jo f O] =0 (=)' dr]de.
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Calcul Fractionnaire

On utilise le changement de variable p = <= et par la fonction Béta, on obtient
Je[IPUf (0]

=t Jo O [, =t —=(x=0)p) " ((x =) p)* " (x —t)dp | dt

S a+p— 1 a— _
= orm J. £ O[c=0"7 [[(1—p)* 7 pPdp | dt (1.17)
= sl [T (e — )P f (D) de

= mfj (x = )P () de = TP £ (0)].

O
Sif(x)=x—aeta=p =§, alors
TP 1] =d2 [ [ —a)]] =02 [ s (x — )P ! | = S (x —a)” . (1.18)
On a aussi
JHPLf )] = x—a)]= [  (t—a)dt =3 (x—a)’. (1.19)
1.3.3 Intégration Fractionnaire au Sens de Hadamard
Définition 1.3.2: [45, 64]
Lintégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre a > 0, pour une fonction continue f :
[a,b] — R avec a > 0 est définie par :
ILf (D)= g [, log" (D) f (D &5 t>a, a>0,
(1.20)
RIf@OI=f(t).
Exemple
fg Soit f la fonction définie par :
fe)=log’(t), p>-1. (1.21)
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Calcul Fractionnaire

Pour calculer I?f (t), on utilise la définition 1.3.2, on obtient

I%log’ (L) = ﬁ fat log®™" (£)log’ (£) L . (1.22)
Par le changement de variable x = 112::11232 et la fonction Béta il résulte que
I710g” (7)
= ) Jo [log () —xlog(£)]"" xlog” () log (&) dx
r(a) log™*? () fol (1—x)*"'xPdx (1.23)
= iy log™" (£) B (@ p +1) = i log™" (£) Tarprmy
= log” ™ ().
Pour a =1 et f =1, d’apres la formule (1.23), on obtient
I;log(5) = i3 log” (1) = 310g (7) - (1.24)
Sia= %, on a
I2logh (L) = %log/“% (L) . (1.25)
1.3.4 Semi-Groupe et Propriété de I*
Théoreme 1.3.2: [45, 64]
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors pour tout @, 3 > 0 on a
1[I0 1] =15 [f (0)] (1.26)
et
[ )= 2 [1g1f 1] - (1.27)
Preuve. On a
15 (I8 [ (0])
=g Ja [og()]" 12 1F (0]
(1.28)
= @) fax log*™ f log’ ' (£)f (&)L
= e Ju £ (O([1og™ (2)108"7 (5) %) -
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Calcul Fractionnaire

log( I)

Par le changement de variable p = Toa( - ) et la définition de la fonction Béta, on trouve
t

¢ (I8 [f (0)])
b [ 0 1o8(2)— (e (2)) T [0 (2) o] o (2) ) 2

= rar Jo £ () (log™ 7 (%) [, (1= p)* 7 pPldp ) &

(1.29)
= i Jo og™ P () F (O F
= F(al-'rﬁ) fax log**P~! (%)f (t)%
=1 (D],
U
Exemple
:5 Si f (x) =log(§) eta=pf= %, alors on a
112 1f 1] = 1217 [tog (£)1] = 12 [y (10g )] = 3 (tog £)° (1.30)
et
1P [f ()] =1 [logX] = [“[log*]1dt = 1 (logX)" . (1.31)

Définition 1.3.3: [55]

L'intégrale fractionnaire k—Riemann-Liouville d’ordre a > 0, de la fonction continue f sur

[a, b] est définie par :

Wo (f ()= @ f;(t — ) f (1)dr. (1.32)

Définition 1.3.4: [45]

Soient f € C([a,b]) et h € C!(a, b) croissante et positive sur (a, b]. Lintégrale fraction-

naire k—Riemann-Liouville d’ordre a > 0, de f sur [a, b] par rapport a h est définie par :

4 ()= ik [L (RO~ () (1) f (D) d - (1.33)
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Définition 1.3.5: [67]

Soit f € C([a, b]). Lintégrale fractionnaire (k,s)—Riemann-Liouville d’ordre a > 0, de f

est définie par :

WEf ()= () (e — o) T s () d e (1.34)

kTi(a) Ja

ou k>0, seR\{-1}.

1.4 Dérivation Non Entiére

Il ya plusieurs appproches de la dérivée fractionnaire, parmis celles-ci, on a les dérivées frac-

tionnaires de Riemann-Liouville et de Hadamard.

1.4.1 Dérivée Fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1: [45, 64]

Soit f € C([a, b]). La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0, de

f sur [a, b] est définie par :

WDELf (O] = 35 (72 LF (0])

F(nl_a) ;:n fat (t—7)" "' f(r)dr, n—1<a<n, neN* (1.35)

d)’l
LI (t), a=n.

Exemple

fg Soit f la fonction définie par f (t) = (t — a)ﬂ avec 3 > —1, la dérivée fractionnaire d’ordre

a au sens de R-L de f est donnée par :

Wi =)= (1 [(e=a)])

=4 (s [l = (r—a) d7) (1.36)

_d (_1(p+D) 1—a+p) _ _T(B+1) p—a
Tdr (F(ﬁ—a+2) (t—a) ) = farn (L —a) .
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Calcul Fractionnaire

Sia= %, alors la formule (1.35) implique que

pi[(t—af]=£ (1 [(c—a)])

-t (@pli -0 -0 dr) (1.37)

d [T+ /3+%) (B+3)re+v) . (p-1
({Ep o) =Ty -,
1

Pour a = 5, et 3 =1, on trouve

wDi (=)= & (1 [(e—a))

:%(r@;—%) fat (t—T)_% (T—a)dT) (1.38)

= & (fB -0 = G-t

“¢Remarque

La dérivée fractionnaire d’'une fonction constante au sens de R-L n’est pas nulle. On a

RLDa[C]_E(Il a[c]) dt(F(l a)f (t_T) dT)

(1.39)

_ d c 1-a) __ c —a
—dt ((1—a)I‘(1—a) (t - a) ) ~ (- (t _a) ,0<a<l.

Sic=1, alors

WD) =g (t—a) ™, 0<a<1. (1.40)

Proposition 1.4.1

[45, 64] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de R-L existent.
Alors pour n’importe quels A, uy € R, on a
(1), DZ[Af +ug] existe et

JDEAf () +ug(0)]=A DLf ()] +u, DI[g(1)] . (1.41)

(2)
DAL DPLF(O]]# DEPLF (D] - (1.42)

(3)
WDe[ DELF (D] # D[, DELF(D]]. (1.43)
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Lemme 1.4.1:
Soit f une fonction définie sur [a, b] vérifiant DS [f (t)] = 0. Alors

f(t)—Zb D (@) n=[a]+1 (1.44)

iT(a—n+i+1)

otaen—1,n[,neN"etb;,i=0,...,n—1 sont des constantes arbitraires.

1.4.2 Dérivée Fractionnaire de Hadamard

Définition 1.4.2: [44]

Soit f € C([a, b]). La dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre a > 0 de f sur

[a, b] est définie par :

LDELF (0] =(e4:)" (1 LF (0])

ft(log( ))nalf( & pn—l<a<n, neN, (1.45)

a T

Exemple
=4 Soit f (t) =1log” (£) avec f >—1,0na
(D [log” (£)] = e (137 [1og” (3)])
t5; (o Ja log ™ (£)1og” (5) &)

e (st ()

(1.46)

tr(B+1)

= T(f—arD) log’ ™ (ﬁ)
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Pour a = % et d’apres (1.45), on obtient

= e (i o tog t (2)1og? (5) %) (1.47)

_d (0B+)) g prlre\) _ t(B+I)TB+) . gLy
=1y (r(ﬁ+3)log (a))_ r(p+3) log (a)

Sia= % et f =1, on trouve

=4 (zj [log(£)]) =t (ng;) log? (1)) (1.48)

-¢"Remarque
| La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Hadamard n’est pas nulle.

On a
Dilel =g (1)) =t (rosm [olog () &)
(1.49)
= t%(u—a)cmlogl_a (é)) r(1 a) log™ ( )
-@’-Remarque
Si on prend ¢ = 1, on obtient
D] = iy log ™ (%) - (1.50)

Proposition 1.4.2

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de Hadamard existent.
Alors:  (1).Pour tout A, u € R, ;DI[Af (t) + ug (t)] existe et

uDEIAS () +pg ()] = A, DE[f ()] +u, D [g(£)] - (1.51)
2)
wDE[ L DPLF(D1]# ,DEPLF ()] - (1.52)
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(3)
2D DELF(01]# ,DF[,DALF (D]] - (1.53)

Lemme 1.4.2:

Soient f une fonction définie sur [a, b] vérifiant DZ[f (t)] =0, a € Jn—1,n[ et n € N*. Alors

n—1 . .
F) =2 b= log™ ™ (£),n=[a]+1 (1.54)
i=0

I'(a—n+i+1)

ou b;, i =0,...,n—1 sont des constantes arbitraires.

Dans la section qui va suivre, on présente quelques théoremes de point fixe qui seront a utiliser

dans le quatrieme chapitre.

1.5 Quelques Théoremes de Point Fixe

Les théoremes de point fixe nous permettent de transformer un probléme différentiel frac-
tionnaire en un probléme de la forme suivante Tx = x. Ces théorémes fournissent des conditions
suffisantes pourque notre probleme fractionnaire admette une solution.

Définition 1.5.1

Soient (X, ||.|[x) un espace vectoriel normé et (x, ),y une suite de X. On dit que (x,), oy €st

une suite de Cauchy si

Ve>0,dN, >0, Vn>N,, Vm > N,, ||x1, —X,llx < €. (1.55)

Définition 1.5.2

On dit que X est un espace complet pour la norme ||.|| si toute suite de Cauchy dans X est

convergente dans X. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.5.3

Soit X un espace normé. Un sous-ensemble Q2 C X est dit borné s’il existe M > 0 tel que

pour tout x € Q on a
x|l <M. (1.56)

Définition 1.5.4

On dit que Q est une partie compacte de X si toute suite de points de 2, on peut extraire

une sous-suite qui converge vers un élément de Q.
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Définition 1.5.5

Une partie 2 de X est dite relativement compacte si son adhérence est compacte.

Définition 1.5.6

Soit © un sous ensemble de X = C([a,b],E), Q est équicontinue si pour tout £ > 0, il

existe 0 > 0O tel que

|t, —t,| <6 =|T(t;)—T(t;)| <e, pour tout t,,t, €[a,b] et T € Q. (1.57)

Définition 1.5.7

Soit (X, |.|lx) un espace vectoriel normé. Une application T de X dans X est dite contrac-

tante s’il existe un nombre positive x € ]0, 1[, telle que pour tout x,y € X, on a

IT =Ty <xllx—=ylix - (1.58)

Définition 1.5.8

Soient X un espace vectoriel normé de norme ||.|| et T une application d’'un ensemble X

dans lui méme. On appelle point fixe de T tout point x € X tel que

Tx=x. (1.59)

Définition 1.5.9

Soient X et Y deux espaces de Banach. L'opérateur continu T : X — Y est completement

continu s'il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte dans Y.

Théoréme 1.5.1

(Théoréme du Point Fixe de Banach [37])
Soient X un espace de Banach et T : X — X est un opérateur contractant. Alors il existe un

point fixe unique x € X tel que Tx = x.

Théoréeme 1.5.2

(Théoréme d’Arzela-Ascoli [ 77])
Soit 2 un ensemble de X. Alors 2 est relativement compact dans X si et seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées

1. Q est uniformément borné.
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| 2. Q est équicontinu.

Théoréme 1.5.3

(Théoréme du Point Fixe de Schaefer [37,41])
Soient X un espace de Banach et T : X — X un opérateur completement continu. Si 'en-

semble
Q={xeX:x=uTx, 0<u<1} (1.60)

est borné, alors T posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.5.4

(Inégalité de Holder [20])
Soient p € (0,1), p’ 'exposant conjugué de p i.e. p+p’ = 1.Si f € L ([a,b],R) et
g€ LV ([a,b],R) alors fg € L' ([a,b],R) et ona

p/

[Pifglde < ([P1f @ de) (g @17 de) - (1.61)
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chapitre 2

Intégrales Fractionnaires
Mixtes d’Ordre Couplé

Ce chapitre est consacré a I'étude de quelques classes d’opérateurs intégraux mixtes de type

Hadamard d’ordre couplé. Pour plus de détails, on cite [13,17,45,48].

2.1 Approche Fractionnaire Mixte de Type Hadamard

Définition 2.1.1: [13]

Soient f € L'(([a,b])*,R) et h une fonction croissante et positive sur (a,b] avec
h € C'((a,b),R). Lintégrale fractionnaire mixte de type Hadamard d’ordre couplé a =

(a;,a,) € (0, 00)? par rapport & h, est définie par :

( §2‘2§’i’f)(x y)
h(x) h() %2t W(ow' () (2.1
f f (log h(t)) (log h({)) RO f(t,r)dtdr. :

HF( i)

Dans tout ce qui suit, on considére la fonction h positive et croissante sur (a,b] avec h €

26
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Type Hadamard Fractionnaires Mixtes d’Ordre

Couplé

C'((a,b),R).

On démontre que l'opérateur intégral mixte de type Hadamard d’ordre couplé I((al’aZ) a un
a,a),h
sens.

Théoréme 2.1.1: [13]

Lopérateur intégral mixte de type Hadamard d’ordre couplé (a,, a,) € (0, 00)* de la fonc-

tion f € L'(([a, b])*,R) par rapport a la fonction h, (Ifzz;‘;)f)(tl, t,) existe pour tout

(t1,£5) € ([a, b)) et (102F ) (81, 1) € L' (([a, ), R).

Preuve.

On considére I'application suivante : T : ([a, b])* — R, définie par :

Ty (ty,t5,7T1,7T2)

_| 2 h(e) Y%L (x)
- Lgl ((log h(n)) h(m) .

( 2 h ai—1
(&) )" " (T (22)
il;ll((log h(m) eh) ),a <1,<t;<b,as1,<t;<Dh
= et
\O ,a<t;<7t;<b,alt,<1,<h.

On voit que T; est mesurable sur ([a, b])*, alors on a

fab fab [fab fab ili((log Z((iii)))ai_l }}11/((77:)))]:(T1,Tz)dT1dT2]dt1dt2

<['[ If(tl,tz)l[

ty tq 2 h(fi) ai—l h/(Tl-)
fa a il;Il((lOgh(Ti)) 1CH) d7,dT,

]dtld t, (2.3)

< [7 [ (1o 50)" (1og54) ™ If (1, )l d,
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< ﬁ (log M) [ [¥|£ (£, )] dtydt

i

h(b) a2
_(l gh(a)) 1A N (o p17.m) < ©°-

— 2
MNa
i=1

D’ot, Papplication T, f est intégrable sur ([a, b])*, par les théorémes de Tonelli et Fubini, on

déduit que
fab fab Ty (ty, b2, T4, T2) f (t3, £5) dt4d s, 2.4)

est dans l'espace L' (([a, b])?, R). Donc, ( ((Zla)a;)f) (t,, t,) existe pour tout (t,,t,) € ([a, b])*.
]

-‘@’-Remarque
Sia=(0,0)eta> 0, alors, on a

((aa)hf)(x y)=f(xy). (2.5)

On donne quelques propriétés de I'intégrale mixte de type Hadamard d’ordre couplé par rap-

port a la fonction h.

2.1.1 Semi-Groupe et Commutativité

Théoréme 2.1.2: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])*, on a

I(O:l a),h ( (aa)hf)(tl’ tZ) _( 31+,1/3)hf)(t17 tz)
(2.6)

- I(/fla)h ( (aa)hf)(tl’tz)

pour tout a = (ay,a,), = (f1,2), ar,ay B, B, >0et 0 <a<ty,t, <Db.
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Type Hadamard Fractionnaires Mixtes d’Ordre
Couplé

Preuve.

Ona

I(Ortl a)h( (a,a), hf) (ty,t5)

— [ H (logh(r)))a 1’;1((5))( (aa)f)(Tl’Tz)dT dr,

l'IF(a)

t rty 2T h(t;) a;—1 W (7)) | 1
I1 (lo . ) L
Hr(a)f a i [UO8R))  hGe) | Fre

[fﬁ @ o 1((1 gh(r))ﬁi_1 }111/((:)

25 (ror)drdr, [dnds,

2.7)

— ti (2 B/ (r ' (ry) (
= ri,15)
1'[ I(a)T(B,) f f h(r1)h(ry) f 172

e\% 1 prer T B1—1 T B2—1
(102 11 (108 23)" " 43 (1og23)" " (10gh23)" ") azde, ],

Par le changement de variables suivant :

[y — logh(z1)-logh(ry)

= Togh(t,Joghtr)? A ST1<T1 < = b

{ et (2.8)

__ logh(ty)—logh(ry)
Y = Togh(t)Togh(y) » A ST2 < Ty <[ = b

on peut écrire

NBi—1 1
[o 0 i (log M) (1og 1) 522 de e

2 i ai+[3’i—1 1 1 o — _ ay— 3
=1L (log3) [, [, A=) xP 11— y)* ! yPldxdy (2.9)

1

. 2 h(t;) a;+pi—1 2
= 11 (log{3)" ™ 1B (a;, )

avec
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Fractionnaires Mixtes d’Ordre
Couplé

B(ay,By) = [, (1—x)""xPldx, B(ay, By) = [, (1—y)= " yPdy.

De (2.8), (2.9) et la fonction Béta, on obtient

I, a)h( (a,a), hf) (ty,t5)

t1 rty h(t) a;+pi—1 h(r)]
= H [ r,ro)dr,dr
HF(a)F([a’)f ( ) h(r;) f(ry,r)drdr, (2.10)

- ( (O:I+aﬁ) hf) (tl’ tZ) = ( I(IZZ) hf) (th tz) .
D’ou le Théoréme 2.1.2. -

2.2 D’Autres Propriétés

Proposition 2.2.1

[13]Pour f (x,y)=1,ona

(1621 (e, y) = -

T (a;+1)
i=1

(l"g 283) (1 0g Z%) » 0,0 > 0. (2.11)

Preuve.

Par la définition 2.1.1, on a

(1) G,y

L (logi5)™ (logdts) Ky dnar,

nr( D (2.12)
_ N h(y) \*27%27
" )[(1 gh(rl)) ]tlza[(logh(tz)) ]Q:a'
Dot I'égalité (2.11) est démontrée. O
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Couplé

D’Autres Propriétés

Maintenant, on présente une relation entre la fonction Béta d’Euler et I'intégrale mixte de type

Hadamard avec le produit de la fonction log

Théoréme 2.2.1: [13]

Siaq,a,, B, B, > 0. Alors, on a
Bi-1 fire) 2 pi-1
(a1,05) ( h(ri)) L = ( h(ri))o‘f+ -
I(a a)h |:i1;ll 108 h(a) ] lgll"(ai+ﬁi)i1;ll 108 h(a) (213)
i=1
ou0<ac<tyt,<bh.
Preuve.
Par la définition 2.1.1, on a
( __ logh(t;)—logh(t;)
X = logh(il)—logh(al) ,0<a< T1<h
{ et (2.14)
__ logh(ty)—logh(t,)
\ V= logh(iz)—logh(;) ,0<a<7,<ty

avec (t1,t,) € (Ja, b])*, on peut écrire

(ana) | 4 n(e) \Pi
Loayn [}31 (logm)
_ ot 2 h(t) ) VPt w)
B nr(a)f o i [(log h(f)) (log h(a)) ey | 47147
( h(tl))a i+Bi—1 (2.15)
10g Fay 11 1 g -1 _p—
= Jo Jo =) Pt (= y)=7 yP dxdy
iglr(ai)
2 h(ep) %A1
I (log ha) ) 2
= = IIB(a;, p;
Ar) i1 (o )
31 UMAB
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ou
B(ay,By) = [, (1—x)""xPldx, B(ay, By) = [, (1—y)= " yPdy.

La preuve est donc réalisée. ]

2.2.1 Relation Entre °J ((al’)a}zl) et I((al’az)
a,a),h

Proposition 2.2.2

[13] Soient f une fonction continue sur ([a, b])* et SJ (“1 aZ) f est s—mixte intégrale fraction-
naire de type Riemann-Liouville d’ordre (a;, a,) de f par rapport a la fonction h.
Alors

lim (JEH ) (1, 6) = (1802 ) (£, 15) (2.16)

s——1+

ouseR\{-1}eta;,a,>0,a>0.

Preuve.

Ona
lim (G ) (6, t2)

s——1+

= lim SRR P (R (1) A (2)) B (R (2))S (2, 1) dryd

1+ " T(a)T(ay)

SR+ () Y %L s ,
= dim L [ [ (SN e () (1) £ (7, 7,) dTd

s——1% n I'(a;)

S V—RS T (7. a;—1 s ,
=L o n] im (BEE ()R ()] (5, 7,)dTd

n I‘(a ) s——1%

DR {CH
T ) h(;))f(fp T,)dT,dT,

=L [ [ 11 (1081

HF(a)

= (12 ) (t1,1,).
(2.17)
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D’ou, la proposition. ]

2.3 Opérateurs Mixtes de Type k—Hadamard d’Ordre Couplé

Définition 2.3.1: [13]

L'intégrale fractionnaire mixte de type k—Hadamard d’order (a;,a,), a;,a, > 0, de la

fonction continue f sur ([a, b])* par rapport a la fonction h, est définie par :

(kI f ) G )
= (Il ) o) (2.18)

a_Z_ /7 /7
[ f7 (tos i) (tog ) s e

kzl'Il"(a)

ou k> 0.

2.3.1 Existence

Proposition 2.3.1

[13]Lopérateur intégral mixte de type k—Hadamard d’ordre couplé (a;,a,) € (0,00)* de
la fonction f € L*(([a, b])*,R) par rapport & la fonction A, ( I(“1 aZ)f) (tq,t,) existe pour

tout (ty, t,) € ([a, b])* et ( I((S‘;)“;)f) (t1,t5) € L' (([a, b])%, R), ot k > 0.

Preuve.
Soit T, : ([a,b])* = R, ot
T, (ty,t5,71,75)

_| 2 he) VL ()
- Lgl ((1°g )" N

(2.19)
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%

([ 2 214
.Hl((l()gh(ti))k h(m):aﬁfl<t1§b;a5’fz<t25b
1=

h(t;) h(t;)

= 1 et

L 0 ,a<t;<t;<b,aslt,<7,<bh.

Lapplication T, est mesurable sur ([a, b])*, alors on a

1002 B (s t) 59 ) o e, |ata,

<[ |f(t1,t2)|[ ((1 ghm)"i"—lf;l’((_g)dﬁdrz]dtldrz

Sﬁ [rfr H( h(a)) |f (t1, t2)ldtyd ey (2.20)
Slzll(logﬁgfg)a [2[21F (61, £l dyd

< £ (log Zéiﬁ)alz% 1 o1 o p120) < ©°-

=1

D'ot, T,f est intégrable sur ([a, b])*, par les théorémes de Tonelli et Fubini, on a

b rb
fa fa Ty (ty,t5,T1, T2) f (1, t5)dt dt,

est dans l'espace L! (([a, b])?, R). Donc, ( I(O‘1 aZ)f) (t,, t,) existe pour tout (¢, t,) € ([a, b])*.
]

On continue avec les propriétés de cette classe d’opérateurs. On démontre le théoreme sui-

vant :
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Théoréme 2.3.1: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])*. Alors

_ +B
kI(O;’a)}h( k(a, a)hf)(tbtz) ( (O;a)hf)(tbtz)
(2.21)

_ 1B
Tk I(a,a),h ( (a a), hf) (t1,t5),

Pour tout a = (ab a2))[5 = (ﬂl: ﬁZ)J al’aZ,ﬂli [‘32 >0et0<a S tl: tZ S b

Preuve.

On a

B
kI(Oél,a),h (kl(a,a),hf) (th tz)

_ bty 2 he) ) E L R
=— [, aigl((logh(m) h(7,) ((aa)f)(fl’fz)dfldT2

kZHF(a)

5] ty 2 h(t) -1 h/(T ) 1
kZHF(a)f a i:l( gh(f) h(t;) 3

k2 1 (B)

(2.22)

[5.
T T 2 h(r) ) F 1 R
_fa . il;[1 (logh(rl_)) o) f(ry,ry)dridr, |[dt dT,

tr (b2 B (r)h'(ry)
= r,r
k4HF(/5)f Ja s ()

o

5 By,
1707 B ((on ) (g 36) 69 )t anar,

Appliquant le changement de variables :

f __ logh(t1)—logh(r,)

= Togh(t,)—logh(ry) * 4 <<t <t;<b

{ et (2.23)

__ logh(ty)—logh(ry)

\ YV = Togh(ty)logh(ry) * 4 Srp<T,<t,;<b
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on obtient

o

i Bi
ty ty 2 h(l‘i) T—l h(Tl-) ?—1 h/(’ti)
frl frz il;ll ((log h(fi)) (108 h(ri)) ch) dt.,dr,

3 - 2_y b
:i131(logh(t)) fo fo (1- x) 1(1—)/)" ly*Ftdxdy (2.24)

ai+/3i

-1 2
= k (log Zg 3) il;llBk (a;, B:)-

D’apres (2.23), (2.24), on peut écrire

kI&:a),h ( k' (a,a), hf) (tIJ tz)

aithi
ty [ty 2 h(e)\ " F ()
= e A —— [ [0 ((log o) T )f (ry,r;)drdr, (2.25)
= ( Z;:g hf) (t1,t5).
D’ot la preuve du théoréme. ]
2.3.2 Propriétés de I ((al’;l i)
Proposition 2.3.2
Sif=1etk>0,alors
o1 a2
(ay,az) _ 1 h(x)\* h()\*
( I(a a)h 1) (X’ _}’) - _illfk(aﬁl) (log h(a)) (10g h(a)) > A, Ay > 0. (226)
Preuve.
Gréace a la définition 2.3.1, on a
(a1,a2)
(11 (x, y)
(2.27)
L h(y) L (eh'(ts)
~ T [ J2 (1og53) (log h(fz)) Atehe) 401dt2
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t1=x

ay =
[(1 gies) ]t . [(log :((ty))) ]t -

- 2

Loy )

D’oui la proposition. O
Si f = h, on donne le théoréme suivant :
Théoréeme 2.3.2: [13]
Sia=(a,a,),p =(B1,B5), a;, s, B1,B5>0,a>0et k> 0. Alors, on a
Bi 2 a4 +Bi
(anay) [ 2 ( h(ti))T OB 2 ( h(ti))T_l
I IT (lo =5 0 2.28
k*(a,a),h (i:l & k@) él['k(ai"‘ﬁi)i:l ) ( )
ou0<ac<tyt,<bh.
Preuve.
On utilise le changement de variables :
( __ logh(t;)—logh(t;)
- logh(tll)—logh(al) a4 = T1<h <b
{ et (2.29)
__ logh(ty)—logh(t,)
| Y = Toghteyoghta) »A S Ta <1ty < b
ot (ty,t,) € (Ja, b])*, on obtient
Bi
(a1,a) [ 2 h(e)\
kI (a lﬂ) ’ (11;11 (log h(a) ) )
— f“ftz (log )%_1 (log h(“))%_l dt,dt
k2 n T(a;) ) h(a) e
ai+p; (230)
ﬁ(log%)Tﬂ 1 r1 “1 B1 ) Ba
== [o Jo Q=) x* (1 —y)* 7 y* tdxdy
kziglrk(ai)
2 W)\ E
iE log ha) 2
= 1( 2 ) .H Bk (ais ﬂl)
Mh(e) 0=l
37 UMAB
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Le théoréme est démontré. O

On démontre le résultat suivant :

Proposition 2.3.3

[13]Supposons que 3J ((;Z)a ¢ est (k,s)—mixte intégrale fractionnaire de type Riemann—
Liouville d’order a = (a;, @), a;, a, > 0, de la fonction continue f sur ([a, b])* par rapport
a la fonction h). Alors

lim (302 f) (6, 85) = (2 F ) (61, 85) (2.31)

s—>—1+

ouk>0etseR\{-1}.

Preuve.
On a

lim (82 ) (8, t5))

s——1%

= lim (SH) frl ( hHl (t)— hstt (7; )) hs (Ti)h/(fi))f(TlaTZ)dfldTZ

s——1+ k2nr(a) @ Ja =1

o

1 s+1lcye y_p,5+1 T +-1 s /
= lim i [ [ ((M) B (r ) (7)) f (71, 75) dyd,

o

1 s+l \_ps+l T =+-1 s ,
= ftf I 1[ lim (%)k ()R (v)1f (t4,7,)dT,dT,

k2 H Tie(at;) s——1%

o

=L [0 0 (log f3) " BEDF (1, 75) dyds

k2 n (Ti(a)

= (2 F ) (11, 15)).
(2.32)

D’ou, la proposition. ]
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2.4 Intégrale Mixte de Type s—Hadamard d’Ordre Couplé

Définition 2.4.1: [13]

L'intégrale fractionnaire mixte de type s—Hadamard d’order (a,, a,), @;,a, > 0, de la fonc-

tion continue f sur ([a, b])* par rapport a la fonction h), est définie par :

( )
(C1ev ) (1, 5)

(s+1)2“’1“"2 ftl f2 1'[ ((10g5+1 h(t;)—log" ! h(x, )) (2.33)

l'II"(al
log® (7K' (7,)
LMD £ (), 7,)dT,d T,

olis € R\ {—1}.

2.4.1 Existence de I'Intégrale Mixte de Type s—Hadamard d’Ordre Couplé

Maintenant on présente le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1: [13]

Si f € L'(([a,b])*,R), alors ( I “2)f)(t1,t2) existe pour tout (t;,t,) € ([a,b])* et

( ((ZZ;Xi)f)(tbtz)GL (([a,b]) ,R),avec a;,a,>0etseR\ {—1}.

Preuve.

Soit I'opérateur Ts : ([a, b])* — R, tel que

T3 (t1,t5,7T1,7T2)
(2.34)
= \‘ ((logs"l‘l h (t ) logs+1 h (Ti))ai_l %)J
i=1 , .

These de Doctorat en Mathématiques 39 UMAB



Intégrale Mixte de Type (:’@ Chapitre 2. Intégrales
s—Hadamard d’Ordre Couplé Fractionnaires Mixtes d’Ordre
Couplé

(2 +1 +1 %=1 log’ h(zh'(z;)
T ((log™ R (£) —log™* h(r)))" " REAEALED),
_{ poura<t;<t;<b,as7,<t,<b

et

L O, alt;<1,<b,ast,<71,<bh.

On sait que T; est mesurable sur ([a, b])*, alors on a

IR TN (COR I R o

f(ry,T)dTd7,]dtdt,

J‘afz atl ilfll [((10g5+1 h (ti) _ logs+1 h (Ti))“i_l)

<[ If(tl,tz)l(

log® h(t)h'(7;)
—h ]d’rld’rz

)dtld t (2.35)

b rb 2 s a
<= [, [, [ (log™ h(e)—log™ h(a))™ If (t;, t2)l dtydt,

<—2— (log* h(b)—log" h (@)™ [ ["If (t,, )l dt,dt,

- (s+1)* 11 a;
i=1

a;+as

< ——(log"" h(b)—log"" h(a))

. £ 1] 2 5) < 0.
(s+1)2_£11ai f L1(([a,b])*R)

D'oty, T,f est intégrable sur ([a, b])*. Donc,

b rb
fa fa T5(ty, tn, 1, To) f (t, t5) dtyd e,

est dans I'espace L! (([a, b])?, R). Donc, (SI((ZZ’;‘i)f) (t,, t,) existe pour tout (t,, t,) € ([a, b])*.
]

Théoréme 2.4.2: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])*. Alors,

B _ a+f _ s7B
SI(O;’a)’h (sl(a’a),hf) (tlx t2) - ( SI(a,a)’hf) (tb tz) - sl(a’a),h ( SI(O;’a)’hf) (tlz tz) (236)
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OﬁSER\{_l}Ja:(alaaZ)’ﬁ :(ﬁlzﬂZ)J alaaZ,ﬁlzﬁZ >0et0<ac< tl: t2 < b.

Preuve.

En utilisant la définition 2.4.1, on obtient

31(0(‘1 a)h( (a.a), hf) (t, t5)

CS H(log5+1h(t) log™ h (7))

1'[1"(a)

log® (7K' (7,) B
: h(TTi) s )(SI(a,a)f)(Tl,Tz)dTldrz

= U 6 ((log ™ h(t) —log ™ (7))

l'IF(a) a

log’ h(Ti)h/(Ti)) (s+1)>P1P2
h(7;) 2
DT(B)

(2.37)
|:faT1 aT2 ili ((logSH h(t)—log™"h (ri))ﬁi_l

log® h(ry)h'(r;)
= if(rrl)) - )f(rl’rz)drldrz]dTlde

_ (s+1)um2Pif ftl

log® h(r)R'(r;)
H AT LT
é]r(ai)r(/ji) a f“ i=1 h(r;) ey S (r,12)

Ty j=

[f “ ( log" ' h(t;)—log™*'h (Ti))ai_l

og® h(t;)h'(7; s g bt
g WEDHE1) (107 ;) —log™ R (r)" )

log’ h(r)h'(r;)
= h(rri) = f (r1,15) dTld’rz] dridr,.
Par le changement de variables

( ¥ = log**t h(7;)—log** h(r;)
 log*t ! h(t)—log* T h(ry)

a<r<1t,<t;<bh,

{ et (2.38)

__ log™ h(7y)—log™ ! h(ry)
L Y = Tog T h(ty)—log  h(ry) °

a<ry,<1,<ty;<b
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on peut écrire
frl 2 .1'[ [ (log"* h(t;)—log"" ' h (Ti))ai_l

ry =1
(log™" k(7)) —log™"h (rl-))ﬁi_1 —logs(hf(ir)?)/(m ] dt,dt,

a;+pi—1

_ i§1(1085+1 h(t;)—log"*! h(ri))
- (s+1)?

(2.39)
J5 [y Q=) X (1= y)= yPldxdy

a;+p;i—1

2
11 (log™! h(t;)-log™ h(ry))
== (s+1) B(ay, $1)B(ay, Bs).

D’ot, par (2.37),(2.39) et par la fonction Béta, on remarque que

p
I, a)h(sl(a a), hf)(tl’ t5)

(s+1)2 ay—ag—P1=P2 r~ty 1 s+1 Ss+1 a;+B;—1
_ og " h(t;)—log " h(r;)

H [ T(e)T(6:) f i=1 (( 8 8 )
(2.40)

log® h(rh' (1)
E WD) £ (1, 75) drydry

= (1878 f ) (1, 12).

La preuve est terminée. O

Proposition 2.4.1

[13]Sif (t;,t;)=1etseR\{—1}. Alorson a

( ) H(log5+1h(t) 1og5+1h(a))
(121 (o, y) = ¢ (2.41)

(s+1)“1+"‘2 H r(a +1)

Preuve.
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On peut écrire
(aq,a )
((riem21) (x, )

(s+1)2‘“1_a2ff logSHh(X) 102§s+1h(t1))al_1

I 1"k(Ot )

1 1 as—1 log® h(t1)R'(t7) log® h(t)H'(t5)
(log™*' h(y) —log'" h(t,))™ eI eI 4 gy,

-1 s+1 s+1 t1=x
= e Lo RGO —log ™ ()" I

[(log™" h(y)—log™ h(£)) " 122

On obtient (2.41).

Théoréme 2.4.3: [13]

(2.42)

Soient a = (ay, ay), B = (B1,2), ar, 4z, f1,, >0 ets €R\ {—1}. Alors,on a

s7la1,an S S Bi—1
I((a a), h) (i: (log h(t)—log™'h (a)) )

2 (2.43)
I F(ﬁ‘) 2 B
— (logs+1 h (t ) logs+1 h (a))a1+ﬂz 1
H I‘(a +B,)i=1
ou0<a<ty,t,<h.
Preuve.
Par le changement de variables
( _log h(ty)—log" 1 h(7;)
X = T hieos Thia) *A S T1<t1 < b
{ et (2.44)

_ 1085+1 h(fz)—logs+1 h(ty)
\ Y = Tog T h(ty)og T h(a) ’

a<1,<t,;<b

These de Doctorat en Mathématiques 43 UMAB



Opérateur Mixte de Type (:’@ Chapitre 2. Intégrales
(k,s)—Hadamard d’Ordre Couplé Fractionnaires Mixtes d’Ordre
Couplé

ou (ty,t,) € (Ja, b])?, ona

sI((Zla;lz) (i_ (logs+1 h (t ) 10g5+1 h (a))ﬂl )

S tzl‘[[(log”lh(t) log™ h (7)™ PEEMCD (1og** h(7,) —log h () |dydr,

Hr() a

2 @Bl
11 (log™ h(t)—log™  h(a)) P B B
_ albd OB TOY g et el (1 )y iddy

I T'(a;)
i=1

2 aj+pi—1
_ 11 (log™* h(t;)—log" " h(a)) *

B(ay,B1)B(ay,B,).

aytag 2
(s+1) _1'[11"(ai)
i=

(2.45)

D’ot la preuve est achevée. ]

2.5 Opérateur Mixte de Type (k,s) —Hadamard d’Ordre Couplé

Dans cette section, on introduit 'opérateur mixte de type (k,s) —Hadamard d’ordre couplé.

Définition 2.5.1: [13]

Lintégrale fractionnaire mixte de type (k,s)—Hadamard d’order a = (a,, a,) et a;, a, > 0,

de la fonction continue f sur ([a, b])* par rapport a h est définie par :

( )
()£ ) (14, 1,)

= (1o A ()~ log A (r) (2.46)

kznrk(a) a Ja =1
log® h(t:)h'(7;)
g EWED) £ (74, 7,)dT,d T,

ouk>0etseR\{—1}.

Maintenant on montre le résultat suivant :
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Théoréme 2.5.1: [13]

Supposons que f € L! (([a, b])* ,R) ,k>0,s € R\{—1}. Alors (il("; Q) hf) (ty,t,) existe pour

tout (t;,,) € ([a, b)) et (318 ) F ) (t1,85) € L' (([a, b])*, R), @ = (o, @), @y, @, > 0.

Preuve.
On considére l'application T, : ([a, b]* - R, avec

2 s < %4_q o TR (7
Ty (tq,t,T1,T2) = {1:[1 ((log h(t)—logt h(t))" %)J
i= ! +
( 2 % ’
11 ((log ™ h(e) — log " h(r) * " BEACHED),
= (2.47)
={ a<t,<t;<ba<t,<t,<b
et
\O, a<t;<1t,<b,ast,<7,<bh.
T, est mesurable sur ([a, b])*, alor on a
2 a4 _
S0 (02 02 1 (Gognced -0+ ns) )
LI f (1), 7,)d T d T, ) deydey
b rb b rb 2 S s L1
< [ 1F el |f) J) 1 ((og™ h(e) —log ™ h (7))
MDY doyd T, |ditydt, (2.48)
b b 2 s s +
<7 07001 (o™ B ()= tog ™ h(@) ) If (61, )l sy
< -1 (log" h(D)—log" h(@) * [ []1f (t2, )l dtydr,
I a
< ﬁ# (logs+1 h (b) _ logs+1 h (Cl))T ||f||L1(([a,b])2,R) < 0Q.
45 UMAB
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D’otl, lapplication T,f est intégrable sur ([a, b])*. Alors, on déduit que

[P 10T, (0, T2) £ (61, ) dtydts, (2.49)

est dans I'espace L' (([a, b])*, R). Donc, ( I(O‘1 az)f) (t,, t,) existe pour tout (¢, t,) € ([a, b])*.

O
Théoréme 2.5.2: [13]
Soit f une fonction continue sur ([a, b])* ets € R\ {—1}. Alors,
B
2o (I8 o F ) ()
(2.50)
0‘+/3 _ sB
( k (aa)f)(tl) tz) kI(aa) (;(I(O:I’a)f)(tlytz):
pour tout a = (aq,a,), B =(B1,,), a;,a, B, >0et0<a <t t, <b.
( ) ( ) , OetO <b
Preuve.
D’apreés la définition 2.5.1, on a
iI& a) (k (@ a)f) (t1,t5)
= e g 1 ((log ™ h(e) —log R (r) T
K2 nr (a) ¢ 7% i=1
log® ()R’ (7y)
R(r,) )(k (a, a)f)(fl’fz)dfldf2 (2.51)

= G g 1 ((log ™ h(e) —log R ()T

kzl'll“k(a) @ i=1

o B
log’® h(Ti)h/(Ti)) (s+1) k
h(Ti) kz.illrk(ﬁi)
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[faﬁ f:z iljl ((logerl h(t;)—log ' h (rl-))%_1

log® h(r)h'(r;)
%)'f (r1>r2)dr1dr2:|dT1de

ﬂL1+f12+/31+/52
t log h(r)h'(r1)

= G [ [

ket 1'1 [ Ti(a)Ti(B7)

log’ h(ry)h'(r5)
: h(riz) 2 f(ry,m)

( (log™*" h(t;)—log"*" h (Ti))T_l

[N

log’ h(Ti)h/(Ti))
h(t;)

2 &_1
((1ogs+1 h(t;)—log™ " h(r))" )d’rldfz] dr,dr,.

Par le changement de variables
+1 s+l
log_hry)dog _h(n) g <y <7,<t;<bh

( .. _
~ log't! h(tl)—logsH h(ry) ’
< et (2.52)
__log*t h(Ty)—log h(ry)
LY ™ TogT h(tj)_logm h(rzz) QST <T;SHSh
on peut écrire
t —1 log* h(7;)h
[0 1 ((log ™ h(t) —log ™ h(r)) M)
2 s+1 s+1 %—1
I (log h(t;)—log h(ﬁ)) dt,dT,
i=1
2 ;[51472
B igl(log”lh(tl—)—logs+lh(r,-)) k (2.53)
- (s+1)?
1 1 21 B 2 _1 Ba_
Jo Jo =) x T (A= y)F Ty dx
i (log"*! n(t;)—log™*! h(ri))%ﬁi_z
== (s+1)2 szk (al)/sl)Bk (a2: [32)
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avec 1 “ 5
By (ay, 1) = %fo (1-x)F7" x*ldx

et

1 %2 1 Pa_
Bi(ag ) =1 [, 1—y)T "y ¥ dy.
D’ou, par (2.51),(2.53), on obtient

B
il(il,a) ( iI(a,a)f) (t,t5)

tag L+ (2.54)
— (S+1)4_a1a2# J‘t J‘t lg[ ((10 s+1h(t )_10 s+1h(r ))aizﬁi—Z
k4£[1rk(ai)rk(ﬁi) @ di=1 & ' 8 '
log’ h (r;)h' (r;)
)f (ry,ry)drydry = ( ;{I(T(Sf) (t1,65).
h(r;) ’
O
Proposition 2.5.1
[13]Sif (t;,t,)=1etseR\{—1}, alorson a
2 a4
11 [ (log**! h(t;)—log** h(a)) * )
(a1,a3) 121(
I (x,y) = e ) (2.55)
(k (a,a),h )( .y) (5+1)%_§1Fk(ai+1)
Preuve.
On utilise la définition 2.5.1. On peut écrire
(ag,a2)
(1) G,y )
2—a1—a =4 _
= BP0V (log™* R (x) —log™ LR (6))
k20 ) 74 74
ag_ / ,
(log™ h(y)—log™" h(t,)) " REAGIE I gy, g1, (2.56)

t1=x

= | (log™ A () —log ™ h(t,)) " |

1
(s+1) & .lek(ai) t1=a
i=

L=y

[(og* R () —Tog™ (1)) |

to=a
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Donc la preuve de (2.55) est terminée. ]

Théoréme 2.5.3: [13]

Soient a = (a;,a,), B = (B1,B5), a1, Ay, Br, By > 0 et pour k > 0,s € R\ {—1}. Alors, on a

a,a 2 s s B 4
| i (o™ ne)—tog ™ n@) ) |

, (2.57)
I Tk(ﬁi 2

== ((log”lh(t) log”lh(a))ﬁﬁl 2)

H 1—‘I<(O‘1+ﬁ )l 1

avec0<a<ty,ty, <b.

Preuve.

On applique la définition 2.5.1 et en utilisant le changement de variables suivant :

_ 1°8s+1 h(fl)—logﬁl h(tq)
T log™ h(ty)—log" ' h(a) ’

a<1,<t;<bh

{ et (2.58)

— log"*! h(tz)—log”l h(ty)
L Y = Tog T h(ty)dog T h(a) "4 S T2 <2 S b,

avec (t,,t,) € (Ja, b])*, on obtient

Bi
iI((ZZ;LZ)[i: ((log”lh(t) log‘“a)k 1)]

(s+1) J‘atl ty _H |: logs+1h(ti)_logs+1h(Ti))Tl_l

kznr(a)

(2.59)

og’ h(t)R'(1; s B Bi
: gSth(rl%l( J (log"" h(t;) —log™* " h(a))" ]drldrz

2 ai+hi
.Hl(log”l h(t;)—log™ h(a)) ~ F
p—

2
I T(a;)
i=1
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Jo [o =0 xB1( =)y R ldxdy

2 ai+B; 9
_gl(log”l h(t;)—log" h(a)) ¥

ajtay 2 Bk (ala ﬁl)Bk (a2: /52)
G+1) F - r(a)

ou . " ,

By (a1, 1) = ¢ fo (1—x)% "x* dx

et

1 2 1 b

By (ay, By) = %fo (1-y)*ly*'dy.

La preuve est terminée. ]
“¢Remarque

1. Sionprends € R\ {—1} et k =1 dans la formule (2.46), on obtient (2.33).

2. Sion prend s =0 et k = 1 dans la formule (2.50), on obtient (2.6).

3. Sion prend s =0 et k > 0 dans la formule (2.50), on obtient (2.21).

4. Sionprend s € R\ {—1} et k =1 dans la formule (2.55), on obtient (2.41).

5. Si on prend s = 0 et k = 1 dans la formule (2.57), on obtient (2.13).

6. Si on prend s = 0 et k > 0 dans la formule (2.57), on obtient (2.28).

2.6 Applications

On applique l'intégrale mixte (k,s) — Hadamard sur I'inégalité inverse de type Minkowskii.
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Théoréme 2.6.1: [13]

Soient a; > 0,4, > 0,q > 0,p = 1,k > 0,s € R\ {—1}. Supposons que f et g sont deux

fonctions positives définies sur ([a, b])* . Si pour tout t,,t, € [a, b],

O<ms< I <M, g(t,t,)#0 (2.60)
alors X X
(a1,a2) P (ar,a2) P
L1l par (e, 05) | + [L102 g (8, 1) |
(2.61)
1
MI(mi42)+1 [s 1(a1,a5) »
S @rMOam) |:;<I(a,la),i21 (f1+87) (t1, tz)] :
Preuve.
On considere la quantité définie par
sGEr®) (p e T 1)
k™~ (a,a),h 152> %15 %2
PO ) a_, (2.62)
— (s+1% k I ((logs+1h(ti)_logs+1h(,ri))? 1085h’57i?h (Ti)).
@ G (a) =1 =0
De (2.59), on peut écrire
(ME+1)° fP9(7,7,) S MP(fI+ gD (74, 7,) (2.63)
pour tout 7, € [a,t;] et T, €[a,t,].
On utilise (k,s) —Hadamard integration, on trouve
P oA 2 a_
Ml E [0 [ 0T ((101;;5+1 h(t)—log™ R (1))
kzigll"k(ai) =1
/ Bi
I (10g:™ h () —log™ h(@) )71 (7, 7,)d e d
(2.64)

Py aytag
qp Tk
< M (s+1)

2
kzll'lll"k(ai)
i=

1 2 2 s s “Tl_
. ;1.131((108“h(ti)—log“h(fi)) '

/ Bi
g HEME) (1og™ h(t,) —log ' h ()" ) (F9+ g9 (1, 7,) d7,d7,
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ce qui équivaut a
(M4 1) LA (0, 6) < MO GIESD (£ 4+ 8°)' (11, 62). (2.65)

Donc

(s ) = s (U 006 () (266
D’autre part, on a

(1+56) &% (71,72) < 5 (F + 8 (71, 72) (2.67)

pour tout (74, 7,) € (a,t;](a, t,].
De la méme maniere, on peut obtenir I'estimation suivante :

(41 LG8 (71, 72) < T (F+ 87 (7, 72). (2.68)
Par conséquent

(e o) = g (U 00+ 87 () (269
En combinant les inégalités (2.67) et (2.69), on obtient 'inégalité (2.61). O
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chapitre 3

Inégalites Pondérées de Type Chebyshev

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’'intéresse a la fonctionnelle de Chebyshev avec poids. On prouve quelques
inégalitées intégrales fractionnaires liées a I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

On rappele alors la fonctionnelle de Chebyshev [22] définie par :

T(f,g:p):= [, pCO) [ (pf ) )dx — [ (pf) (x)dx [ (pg) (x)dx 3.1)

avec f et g sont deux fonctions intégrables sur [a,b] et p : [a,b] — R* est une fonction

intégrable sur [a, b].

3.2 Estimations Avec Poids
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Théoréeme 3.2.1: [15]

Soient ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue et p : [a,b] — R" une fonction

intégrable. Si (¢’)?> € L' ([a, b],R), alors pour tout a > 0, on a I'inégalité suivante :

JEp(bWEpd*(b) — (J2pd (1))’ < [ H(x) (¢'(x))* dx (3.2)
ou
H(x) := 505 [(J2bp(b) [T (b—)*p(t)dt) —Jp(b) [T t(b—t)*'p(t)dt]. (3.3)
Preuve.
Ona:
Jep(b)ipfg(b)—Jipf(b)J;pg(b)
(3.4)
= si [ [7(b—5)* (b~ )* " p(s)p() [(f () — £ (1)) (g(s)— g(£))]dsdc.
C’est-a-dire
Jep(b)Jipfg(b)—Jipf(b)J pg(b)
(3.5)
o Jo [ (=531 (b — )" p)p() [(F(5)— F () ([ g'(x)dx)] dsdr.
Et comme a <t < x <s < b, on peut écrire
Jep(b)Jipfg(b)—Jipf(b)J pg(b)
(3.6)
= ok Lo L[S =0 p(@) ([0 =) (f(5)— £(£)) p(s)ds ) dt | (g'(x)) dx
On remplace f(x) = x dans (3.6), on obtient
JEp(b)J?b(pg)(b)—JIbp(b)J pg(b)
= o o [ =0 p(0) ([ (b —5)* (s — Op(s)ds ) dt | (g'(x)) dx (3.7)
= [, HO)g (x)dx
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avec

H(x) = 5 [ (b= ) p(e) ([} (b—5)*" (s — )p(s)ds ) dt

= s L[ s(b =) p(s)ds (b — 0)*p(t)de — (b —s)* " p(s)ds [ t(b—t)* " p(t)dt |

stz L(2bp(b) [ (b — ) p(t)dt) — Jep(b) [ t(b—t)* I p(t)dt].

(3.8)
D’autre part, on a
JEp(b)Ep$*(b)— (Jepd (b))
b b
= oo [2 (b =) (b — = p(s)p() [b(s) — $(O)] dsdt (3.9)
b b o ()12
= s [ [, (=) (b= )" p()p(e)(s — 1) | L2 [ dsde,
par conséquent,
Jep(b)epp?(b)— (Jip (b))
(3.10)
b b — — *(¢/(0))dx T2
= st [ [P (b= )b — )% p(s)p(£)(s — £)? [W(’T))] dsdt.
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a ff (¢’(x))dx de (3.10), on trouve
JEp(b)Epg?(b)— (JEpd (b))
t 1 s 2 % 2
< i [P [P b =5 (b — 0% p(s)p(e)(s — £ [”5 1) o) & } dsdt (31D
b rb S ’
= 5o [ [ (b= (b—0)*p(s)p(t)(s — ) ([, (¢'(x))* dx)dsdt.
Alors, d’apres (3.7) et (3.11), on obtient (3.2). ]
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“¢Remarque
Si on prend a = 1 dans le théoreme 3.2.1, on obtient un résultat similaire au lemme 2.1 de

la référence [8].

Corollaire 3.2.1

[15] Soit ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue. Si (¢’)*> € L!([a, b],R), alors

pour tout a > 0, on a

e e p2(b) — (J2p (b))’

(3.12)
b x —)* X a— ’
< o [ [ (2B [T (b — 05 tde) — L [T (b — £)* M d | (¢(x)) dx.
Preuve.
On prend p(x) =1, x € [a, b] dans H(x) de (3.8), on obtient la quantité suivante :
Hy(x) = 505 [ (026 [ (b — )% 'de) — &2 [“ e(b— 1) Ndt | (3.13)
Par le théoreme 3.2.1, on déduit (3.12). O

“¢Remarque
Si on prend a = 1 dans le corollaire 3.2.1, on obtient un résultat similaire au corollaire 2.2
de [8].

Notre deuxieéme résultat est donné par le théoréme suivant
Théoréme 3.2.2: [15]

Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions absolument continues sur [a,b] et p : [a,b] — R*.
Si(f')?,(g)?>eL'([a,b],R), alors pour tout & >0, on a

[P (B Epf g(b) — (J2pf () (g (D))
(3.14)

NI

< ([P HO G dx) ([ HE (g0 dx)
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Preuve.
En utilisant I'inégalité fractionnaire pondérée de Cauchy-Schwarz avec double intégrale, on peut

écrire

[2p(b)2pf g(b) — (42D f (1)) (g (B))]

NI—=

< s (7 [7(0 =) (b — ) p()p(6) (F(s) — £ (1)) dsd)
(3.15)

[

(J2 [ =11(b =y p(s)p(6) (8(6) — g (0))* dsde)

NI

< [Japb)epf2b) — (Ipf (0)) ] [J2p(b)2p?(b) — (Jepe(b))]

comme (f')? et (g")? € L' ([a, b],R), alors d’apres le théoréme 3.2.1, on obtient (3.14). [

Une version non pondérée pour le résultat ci-dessus peut étre donnée comme suit :

Corollaire 3.2.2

[15] Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions absolument continues sur [a, b]. Si (f')?,(g')* €

L'([a, b],R), alors pour tout a > 0, on a

D=

Geeaf g(b)—Jaf (bWzg(®)| < ([ HiGo (/G dx)” ([ Hy (/) dx)

(3.16)
ol H, est donnée par (3.13).
Preuve.
On a
(r?;ii“;J:fg(b)—J:f(b)J:g(b)\
< ([7H, () (Fe*dx) ([ H (g/(x0)) dx)” (3.17)

< (5z [, [02b [ (b= 0y tde) = 825 [ 7 e(b— 0 2de | (F/(x)) dx)”
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D=

(st [, (b [ (=0 de) = G2 [ (b — 0 de ] (¢/(x))* dx)

X

< ortey (Jo [0 7 (0= 0y de) = 25 [ e(b— 0 e ] (/) dx)’

[

([ Lo —oae) = Gah [ eb— 0 de (/) dx)

D’ou, le corollaire 3.2.2 est démontré. O

-@’-Remarque
| Sionprend a =1 dans le corollaire 3.2.2, alors on obtient le corollaire 2.4 de [8].

3.3 D’autres Résultats

Théoréme 3.3.1: [15]

Soient g une fonction croissante sur [a, b], f une fonction absolument continue sur [a, b]
et p une fonction positive et integrable sur [a,b] . Si f’ € L*°([a, b],R), alors pour tout

a>0,ona

7p(B)I2pf g(b) =T f (D) pg(B)| < IIf llos [2 H(x)g'(x)dx. (3.18)

Preuve.

Puisque, on a
|7¢p(b)Iepf g(b) —Jpf (b)I2pg(D)]

2 [l (b—5)*(b— )" p(s)p(t) (3.19)

1
T 2r%(a)

[(f ()= f(£)) (g(s)—g(t))]dsdt],
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par conséquent, on peut écrire

|72p(b)2pf g(b)—Jopf (b)I2pg(D)|
< s [ [P (b =) (b — ) p(s)p(¢) (3.20)

‘(f(szi{(f)) I(s —t) (g(s) — g(0))| dsdt.

Et comme f’ € L*° ([a, b],R), cela donne que

[7p(b)Jepf g(b) —Jpf (b)I pg(Db)|

< Wles 17 (X0 —5)a=1(b— )" p(s)p(¢)(s — )

(fab g’(x)dx) dsdt (3.21)

= Ul [(J2bp(b) [(b— )% 'p(t)dt) —J%p(b)
X b /
[t =0 p()de] ([, ¢'(x)dx).
D’ou, 'inégalité (3.18) est démontrée. O

“¢Remarque
| Pour a =1 dans le théoréme 3.3.1, on obtient le théoréme 2.5 de [8].

Corollaire 3.3.1

[15]Soient g une fonction croissante sur [a, b] et f une fonction absolument continue. Si

f’" €L ([a,b],R), alors pour tout a > 0, on a

s Iefe(b)—Jof (b)J;"g(b)) <11 'lloo ([ Hi(2)g'(x)dx) (3.22)

ou H, est donnée par (3.13).
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“¢Remarque
| Sia=1dansle corollaire 3.3.1, alors on obtient le théoréme 2.6 de [8].

En utilisant deux fonctions absolument continues, on établit le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2: [15]

Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions absolument continues et g croissante sur [a, b] . Si

f’,g € L*°([a, b],R), alors pour toute fonction positive p définie sur [a, b], on a

J2p(b)J2pf g(b) —Jpf (D)2pg(B)| < IIf lleollg’lloo [, H(x)dx. (3.23)

Preuve.

Il est facile de voir que

Jep(b)JEpf g(b)—Jipf (b)Jpg(b)|
<11 lloo [1 H(x)g'(x)dx (3.24)

/ / b
< 1f loollg' oo J, HG)dx.

-@’-Remarque
| Sia=1dansle théorém 3.3.2, alors on obtient le théoréme 2.7 de [8].

Corollaire 3.3.2

[15] Soient fetg : [a,b] — R deux fonctions absolument continues et g croissante sur
[a,b].Sif’, g’ € L°°([a, b],R), alors pour toute fonction positive p définie sur [a, b], on a

I'inégalité suivante :

b g f g(b)—JF (D)Ag(B)| < IIf lloollg oo [, Hi(x)dx. (3.25)
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chapitre 4

Systemes Différentiels de Type Hadamard

4.1 Introduction

Létude des systemes couplés d’équations différentielles fractionnaires soumis a des condi-
tions aux limites est I'un des plus importants champs d’applications. En effet de nombreux phé-
nomenes se modélisent par des équations différentielles fractionnaires. Ces applications peuvent
étre consultés dans les références [1,4,5,8,9,18,31,35,41,46,47,55,56,59, 60,70].

Ce chapitre est consacré a I'’étude d’existence et d’unicité des solutions du systeme d’équations

différentielles fractionnaires au sens de Hadamard suivant :

[ Deu(t) = f(t,u(t), v(£),D*v(D), t €[L,TL,T>1,1<a<2,

DPy(t) = g(t,u(t),v(t),Du(t)), t€[1, T, T>1,1<p <2,
1 (4.1)
u(1)=0,D%u(T)=1°"(u(T)—v(&)),0;,>0,1<E<T,

| v(1)=0,D%2v(T) =1°2(v(T)—u(&)),0,>0,1<E<T

ot D! est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre [ € {a, 3, p,q,0,,0,} avec

0<q,0,<a,0<p,0,<petli=1,2désignent les opérateurs intégraux fractionnaires de
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Résutats Préliminaires et (!@ Chapitre 4. Systemes Différentiels
Hypotheses de Type Hadamard

Hadamard d’ordre o, o, respectivement et f, g : [1, T]R® — R sont deux fonctions données véri-
fiant certaines hypotheses qui seront précisées plus tard et X = C ([1, T ], R) est 'espace de Banach

des fonctions continues de [1, T] dans R muni de la norme ||.||, ||x|| =sup{|x (t)| : t €[1,T]}.

Dans la section 4.2 de ce chapitre on présente la solution intégrale de systeme fractionnaire
couplé (4.1) avec les conditions aux limites sous lesquelles on peut montrer I'existence et 'unicité
des solutions. Ensuite, dans la section 4.3, on prouve 'existence des solutions de notre probleme
en appliquant le théoréme de Schaefer. On consacre la section 4.4 a I'unicité de solution du pro-

bleme (4.1) en utilisant le théoreme de point fixe de Banach.

4.2 Résutats Préliminaires et Hypotheses

Dans la présente section, on donne quelques lemmes qui seront utilisés dans les démonstra-

tions des résultats de ce chapitre.

Lemme 4.2.1:
[45] Soient p >0, p ¢ Netn=[p]+1etf €AC"(1,T) . Léquation différentielle fractionnaire
suivante

DPf(t)=0, n—1<a<n,neN* (4.2)

admet une solution sous la forme

F(t)= Zc (log )" 4.3)

oucg,eR,i=1,2,..,n,etn—1<p <n.

Lemme 4.2.2:
[45] Soient p > 0,p ¢ Netn=[p]+ 1. Alors pour f € AC"(1,T),on a

IPDPF (£) = f (£) + ici (log t)° 4.4)

oucg,eER,i=1,2,..,nandn—1<p <n.
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Lemme 4.2.3:
[45] Soit 3 = a > 0. Alors, on a

1*(logt)P™! F(Fﬂ(fg) (logt)P** et D*(logt)" ™ F(F/gﬁl) (log )P, (4.5)

On démontre le résultat suivant :

Lemme 4.2.4:
[14]Soient ¢ et v deux fonctions telles que ¢, € C([1,T],R). Alors le systéme

[ Du(t)=p (1), te[L,T,T>1,1<a<2,

DPv(t)=v(t), te[1, T, T>1,1<p <2,
3 (4.6)
u(1)=0, Dou(T)=1°(u(T)—v(£)),0,>0,E€(1,T)

\ v(1)=0, D>v(T)=1°2(v(T)—u(§)),0,>0,E (1, T)

admet une solution donnée par :

(log -1 (S) (lOg t)afl F(/j+o_2)l—u(ﬂ_02)(logE)ﬁ+a']71
“0=; LONEEI [T(B—03)(10g TYPF7271—1(B+0,)(log TP 2 [r(f+01)
(log T)ﬁ+02 1 (10g§)ﬁ70271 0s) £ (log g)a+0'2—1 o0s)
[f 1 ( Moy T ) s BT ey s 98 (4.7)

T (og L) (10g D) () £ (1085)" " g
+f1( - s )y gy ds

[(atoy) I'(a—0oy) 1 T(B+oq) s
et

s (102%&)/571 Y(s) (log )P [(a+0,)T(a—o)(logE)*+o21

v(t) = || “E—ds — l(e=0, il
S A | Mo og Y™™ 1 —T(a+o,)log ) 71 JT(at0,)

a—01— Bt+oq1-1
T (log%)‘“"l—l (log%) e w(s) é(logé) P(s)
[f 1 ( Maton  — Taon ) s )i “Tpronp s 48 (4.8)

T(B+0,) T(B—o3) 1 I(a+oy) s

T ((0g D)2 (0g D) Y yio) £ (og£) o)
+f1( - Sods— | ey ds
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ol
— F(a)[l"(a—o'l)(log T)**17 T (a+0;)(log T)* o171 ]

Al I'(a+o)(a—0o1)
(4.9)
_ [(@)T(B+0)T(B=0,)(log ) HFHo1+022
[T(B—02)(log T)P*727 T (B+0,)(log T)P 727! [T (a+0,)I (B+07)
et
Al — T(B)[T(B—02)(log T)P 727 T (B+0,)(log T)P 727"
27 I(B+02)T(f—03)
(4.10)
_ [(B)(a+0(a=0;)(logE)* PHortoa2
[T(a—01)(log T)* 17— (a+01)(log T)* 17 [I(B+0 )T (a+0y)
Preuve.
Gréace aux lemmes 4.2.1 et 4.2.2, le probleme (4.1) est équivalent au systéme suivant :
[ u(t)=1%0 ()= ¢, (log )" — ¢, (log £)*">
{ et (4.11)
| v(0) =14 () —d, (log t)° ™ —d, (log 1)*~2,
ol ¢y, ¢y, d; et d, € R. D’apres les conditions u(1) =0etv(1)=0onac,=d, =0.
Et par le lemme 4.2.3, on obtient
_ 1 I(B+0)T(B—0,)(logg)P+o17! B+o B0
S { [r(B—03)(log T)P*727 T (f+05)(log )P =727 r(B+o1) 17279 (1) = 177722 (T)
4.12)
—[*402 (E)] +1* 1 (T) — 1719 (T) — IP*o19p (£) }
et
_ 1 T(a+0)T(a—04)(log)* 727" ato __ja——0C
d1 Y { [F(a—al)(log T)**917 I (a+0;)(log T)“_gl_l]r‘(a+az) [I P (T) I P (T)
(4.13)
—1P* 7 ()] +1P+2p (T) = IP~724p (T) = 14720 (8)}
Substituant les constantes ¢, d,, c, et d, dans (4.11), on obtient (4.7) et (4.8).
D’ot le lemme 4.2.4 est démontré. O

Maintenant, on introduit I'espace suivant :

X ={u|uec([1,T],R) et DiueC([1,T],R)}
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I'espace de Banach des fonctions continues u et DIu de [1, T] dans R muni de la norme

II.Il, telle que ||ully = max |u(t)| + max |D%u(t)],ou0<q< a.
te[1,T] te[1,T]

De la méme facon, on peut définir I’espace de Banach suivant :

Y={v|veC([1, T],R) eteD’veC([1,T],R) }

qui sera muni de la norme ||.||, telle que ||v||y = max |v(t)|+ max |DPv(t)|.
te[1,T] te[1,T]

Alors, pour tout (x,y) € XY; (XY est le produit cartésien des espaces X et Y) tel que

XY= {(x,y): (x,y) € [C([1, TLR)F et [I(x, ¥)llxy = llxllx + llylly }

ol (XY, ||(x,y)||XY) est un espace de Banach.

On a aussi besoin de définir la boule

By ={(u,v) € [C([1, T],R)}*: [I(w, V)llxy = llullx + IIvlly <R}.

On introduit les quantités suivantes :

=L T(B+0,)T(f—0y)(log &)*HAro1+oa—1
1= 1A [T(F—0)(log T2 —T(p+0,)(log TVP 721 [[(p+o )T (@to,+1)

(logT)**°1 | (logT)* 1 a—1 |, T(a)(logT)* 1!
o T F(a—aﬁ-l)] ((log )"+ T(a—q) )

(log T)*
I'(a+1)

(log 7)1

+ I'(a—q+1)°

+

_ 1 I(B+0,)I(B—05)(log&)P 17! ((logﬂ’”"z
Y2 = 1A |r(B—02)og TYP*O27 —I(B+0,)(log T)P 727 T (B+0,) \T(B+o2+1)

(log )2 (log&)F*o1 a—1 | T(a)(logT)* 1!
+F(/3—Gz+1))+F(ﬁ+01+1)]((logT) T T )

— 1 [(a+0)l(a—0;)(log )72~} ((108 T)** 1
V3= |As| |1"(a—(71)(10gT)“+01_1—1"(a+01)(10gT)“_Ul_l|1"(a+02) I(a+o,+1)

(logT)* 1 (log&)*+2 B—1 , I(B)(logT)FP*
+r(a—ol+1))+r(a+az+1>]((1°gT) R (. )

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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=1 [(a+0,)T(a—cy)(log £)*HFHo1toa—1
747 1851 | Tra—0,)008 ¥ T T(aro, log T *1 [F(@+o )T (B+a,+1)

(logT)°*72 | (logT)P2 B—1  L(B)(log T\~
G * f(haym | ((og T + HEGEEN—) (4.17)
(logT)’ | (logT)’?
RETCES R (=rsy
et
Yo = min{l - [ml (r1+73)+(n; +n3) (Yz + Y4)] )
(4.18)
1— I:(mz +m3)(y1+73)+ny (Yz + Y4)]}
telles que m;,n; > 0,i =1,2,3.
On impose les hypotheses suivantes
(H1) : Les fonctions f, g : [1, T]R® — R sont continues.
(H2) : 1l existe deux réels positifs K; et K,, tels que :
If (&,u(t),v(e),DPv () <Ky, |g(t,u(t),v(t),Du(t))| <K, (4.19)
pour tout (u,v) € Bi.
(H3) : 1l existe des réels positifs my,n, > 0et m;,n; >0i=1,2,3
tels que, pour tout t € [1, T] et (x1,x,,Xx3) €ER3, on a
3 3
I (630,50, X)] S mo+ D milxl, 18 (6%, 20, %) S 1o+ D melx].  (4.20)
i=1 i=1
(H4) : 1l existe deux fonctions positives a € L7 ([1,T],R"),0c €(0,1)
ethelLr ([1,T],R*),p €(0,1), telles que :
3
|f (£, 1, x2,x3) — f (£, ¥1, Y2, ¥3)| < a (t)z lx; — il (4.21)
i=1
et
3
18 (£, %1, %5, %5) — 8 (6,71, Y2, ¥3) < b () DI, — v (4.22)
i=1
Theése de Doctorat en Mathématiques 66 UMAB



Premier Résultat : Existence de (!@ Chapitre 4. Systemes Différentiels
Solutions de Type Hadamard

avec x;,y; €R,i=1,2,3.

4.3 Premier Résultat : Existence de Solutions

On définit 'opérateur A: XY — XY par :

Alu,v)(t) =AW, v)(t), Ay(u,v)(t), t€[1,T] (4.23)

tel que, pour tout t € [1, T]

A (u,v)(t)
f (10g)"™ Fls.u(s).0(5),07v(s)) ds — Uog)” { T(B+0)T(B—03)
1 T(a) s Ay T(B—03)(log T)P 927 1(B+0,)(log T)P 0271

(log&)P o171 [ fT ((log%)ﬁ+02_1 (1og%)ﬁ_02_1) gleu(t)v()Du(D) 5
1 S

r(B+07) T(B+o,)  T(B—0y) (4.24)
€ (105) ™ fear©.006) T((Qog D)™ (g D) Flous)ve).0Pv(s))
o fl I(a+o,) s ds |+ f1 T(a+o,)  T(a—0q) s ds
g\Bto1—1
_ (¢ (log £) g(t,u(t),V(t),un(t))d
f 1 T(B+oy) s $
et
Ay (w,v) (1)
f (o)™ g(tu(®).v(e).D%u(t) 7o (logt)’™ I(a+o)(a—0;)
Low ‘ B2 | [Ta—o)og )1 —T(ator)log ) 1 ']
(logé)aH’Z 1 f (logg)aﬂrlfl _ (log%)“*"lfl f(s,u(s),V(S):Dpv(s))d
F(CH-O'Z) 1 F(a+0’1) F(a—o‘l) S S (4.25)

1 T(B+oy) 1 T(B+oy)  T(B—0oy)

£ (055" gteuov(0).0%u()) T ((ogD)" 2 (10g D)"Y glea(ov(0).D%u()
_f s ds +f S ds

1 I(at+o,)

£ (1og2)" 27 £ s (s s)DPV(s)
—f , dsy.
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4.3.1 Conditions Suffisantes d’Existence

Théoréme 4.3.1: [14]

Soient A; # 0 et A, # 0. Supposons que les hypothéses (H1),(H2) et (H3) sont vérifiées. Si

my (y1 +7v3) + (g +n3) (Yz + Y4) <let (my+ms3)(y;+7vs3)+n, (Yz + Y4) <1, (4.26)

alors le systéme (4.1) admet au moins une solution sur [1, T].

Preuve.
Tout d’abord, on montre que I'opérateur A est completement continu. (Notez que par (H1) im-

plique l'operateur A est continu). On procede en trois étapes :

Etape 1

Soit (u,v) € Bg. Donc par (H2), on peut écrire

Ay (u,v) (1)

t (log%)m_1 |f (s,u(s),v(s),DPv(s))|
= 1 IN(a) $ ds

+ sup

(log)* ™! { I(B+0)T(B—05)(logg)P+o17
te[1,T]

] |T(B—02)(log T *727 1 (B+0,)(log T) 727" |T(B+0)

[ fT ((log§)ﬁ“’21 N (log§)ﬁ”“) [8(Lu V(DD 4
S

1 I(f+05) I(f—0o2)

(4.27)

£ (10g8)" [ (s.uls)v(s).DPv(s))]
+ f1 I(a+o,) s ds

T (((og L) (10g D) Y [f(suls)v(s),0Pv(s))]
+f1( Ia+oq) + I(a—oq) s ds

£ (0g5)" " gt (0).0%(e)
+ f 1~ T(BtoD) s ds
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e (r e ogmy [(B+0,)T(B—0)
=11 T(a) s [Aq] [T(B—02)(log T)P 27 —1(B+0,)(log T)P 727

(log)*1t & (g £)""7 4 T (og D)™ (10g 1) g
teron )i Teran s )T L (Tt e )€

Ky(log T)* ™ [(B+0,)T(B—05)
|41 [F(B—03)(log T)P 727 (B +0,)(log T)P 72|

+

(ogeytoit o7 (((log 1) (10gT)" "\ gy | € (10g5)" T g
fl + S + !

r(B+o1) T(B+o,) I(f—os) 1 T(B+oq)
(logT)* |, (logT)*™* I(B+0,)I(f—03)
<K { I'(a+1) + |Ay] [( |r(B—02)(log TYP*727 !~ (B+0,)(log TP 7271 |

(10g€)a+ﬁ+01+02_1 ) n (logT)a+01 (log T)a—ol ]}

I(f+ol(a+o,+1) F(a+o,+1) ' T'(a—o;+1)
4 Ka(log )t I(B+0,)T(B—0>)
A4 [F(B—02)(log T)P727 1T (B+0,)(log T)P 27|

(logg)fto1t ((logr)ﬁ*"z (logT)ﬁ*"Z) (log&)F*o1 ]
r(B+o,) I(B+o,+1) I(B—oy+1) r(B+o,+1) |

Avec les mémes arguments et d’apres le lemme 4.2.3, on obtient

|D9A; (w, v) (0)]
<K (logT)*4 + T'(a)(log T)* 91 T(B+0,)T(B—05)
— 1 ] r(a—q+1) AT (a—q) |1"(/5—02)(10g T)ﬁ+02—1_1-.(ﬁ+0_2)(10g T)ﬁ_gz_l |
(logg)*P*o1to271 | (logT)**71 | (logT)* 1
T(B+o)T(at+oy+1) ' T(ato;+1) ' T(a—0q+1) :|} (4.28)
+K I'(a)(log T)* 47! F(ﬁ+02)1“(/5—02)(logg)’”"l‘l
27 1A @=9) | r(p—0,)(log TV o2 —T(B+0)log T2 1[I(f+o,)

((logT)ﬁ“’z (1ogT)ﬁ—"2) (log&)f*o1 ]
I'(B+o,+1) I'(B—oy+1) r(B+o,+1) |°

Par conséquent, cela implique

A, (w, v)llx
= sup |A; (w,v)(¢)|+ sup [D?A; (u,v)(t)]
te[1,T] te[1,T] (429)
<. 1L I(B+0,)I(f=0,)(log &) Pror+o2 (log T)**1
= L 1Al \|r(B—02)og TYP 727 -1 (B+05)(log T)F 727 [T (at0,+ DT (B+0,) — Tla+oi+1)
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+ (log T)* 71 ) ((log T)a—l + T'(a)(log T)a_q_l) + (log T)* + (log T)* ™4 }

F(a—o;+1) I'(a—q) I'(a+1) I'(a—q+1)
+ X T(B+0,)I(B—05)(log&)P o171 ( (log T)F*2
1211 [ |r(B—0,)0g T)P+72 7 —I(B+02)(log TP ~27 ! [(B+0y) \T(B+02+1)

(log T)ﬂ_(’2 (log 5)/5“’1 a—1 T'(a)(log T)% 41
+F(/3—Uz+1)) +r(/3+al+1)] ((logT) T T ) < ©o.

D’autre part, on voit que

Ay (u, v) ()]

< . UogT)" I(a+0,)M(a=0,)(log§)* 727! ((1ogr)“+"l
i VY |r(a—01)(log T)**71 7 —T(a+0;)(log T)* 17} [I(a+0,) \T(a+or+1)

(4.30)
+

(logT)* 1 (log§)*+2 (logT)F | (logT)F!
F(a—01+1)) + F(a+02+1):| + K2 { T(f+1) [A,]

I(a+01)I(a—01)(log &)* P12~ (log T)P*92 (log T)P 02 :|}
|r(a—01)(og T)** 17 —T(a+0,)(log T)* °17 [I(a+0,)I(B+0,+1)  T(B+or+1) © T(f~0,+1)

et

|DPA, (1, v) (t)]

<K I(B)(log T)P P! [(at+01)l(a—0cq)(log§)*72~" ((logT)‘“"1
=1 |A,IT(B-p) |r(a—01)(og T)** 717 —T(a+0cy)(log T)* 17 [[(a+0,) \T(a+tor+1)

(4.31)

(logT)*™°1 (log&)*+2 (log T)PP | T(B)(logT)# P!
+r(a—ol+1)) + r(a+oz+1)] +K, {r(/s—p+1) T 1A

I(a+0,)I(a—0;)(log §)*+F+o1toa-1 (logT)P*92  (logT)P 2 ) }
|F(ot—crl)(logT)‘7”"71_1—F(ot-b-a1)(logT)G‘_‘Tl_1 |F(a+02)F(ﬁ+al+1) T(f+oy+1) [(f—oy+1) :

D’ot, on peut écrire

||A2 (U,V)“Y

< K [(at+01)T(a—0q)(log £)**72 ! (log £)* 72" ((log T)**
= 1A, |1"(a—01)(log T)**17 T (a+0;)(log T)“_Ul_lll"(a+crz) I(ato,+1)

(4.32)

(logT)* ™1 (log&)*+72 B—1 , T(B)(logT)P P!
+r(a—al+1))+r(a+oz+1)]((logT) T =T )

+K 1 F(a+ol)1“(a—gl)(1ogg)a+ﬁ+ol+oz—1
2 122l [ [r(a~01)(log T)** 717! ~T(a+01)(log T)* 17 | [(ato3)T (B +01+1)
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(log T)P*2 (k»gT)ﬁ*UZ]( p-1 r(/s)aognﬁfpﬂ)
F o t G- |\ 108 T) T + =g —

4 Uog T)P 4 (og )P

T(A+1) r(/&—p+1)} <0

et par conséquent, on a

1A @, v)llxy

<k | L I(B+0,)I(B—0,)(log &) Pro1+o2
= "L 1Al | [r(B—o4)1og TYPFO2 I (B+0,)T(at0,+1)(log T)P 727 [ (a+0,+1)T(B+07)

(log T)**91 (log T)* 91 a—1 , T(a)logT)* 4! (log T)* (log T)* ™4
+1"(a+01+1) F(a—01+1):| ((log T) + T'(a—q) ) + I'(a+1) + I'(a—q+1)

+ 1 I(a+0,)(a—0;)(log£)* 727! ( (log T)*+91 (logT)*™ 71 )
[A,] |F(a—01 Y(log T)**9171—T'(a+0; )(log T)* 171 |F(a+a’2) I(ato,+1) I(a—oq+1)

(log&)*+2 B—1 , T(B)(logT)P P! }
+r(a+02+1):|((1°gT) LA 7 )

(4.33)

o e [(B+0,)T(B—0,)(log &) 717"
2 121l | |r(B—02)(10g TYP*727 1 (B+0,)(log TYP 727 [T(B+01)

(log 7)P*72 (logT)ﬁ’“Z) (log &)+ ]( a-1 r(a)(logﬂ“*ﬁ)
(r(ﬁ+oz+1) -, ) T rpre |\ 108 T + =10y

L1 I(a+0,)l(a—0;)(log&)* P ro1toal (log T)P*o2
|4, |F(a—al Y(log T)*t9171_T(a+0;)(log T)* 9171 | T(at+oy)T(B+o;+1) T(f+o,y+1)

(logT)P~02 B-1 , T(B)(logT) P! (logT)* | (logT)PP
+r(ﬂ—a2+1)]((logﬂ MR )+F(/3+1)+r(/5—p+1)}

< (1 +73)K + (r2+74) Ky < 00.

Cela montre que I'opérateur A est uniformément borné.
Etape 2

Ensuite, on prouve que A est équi-continu. Soient t,,t, € [1,T] (t; < t,) et (u,v) € Bg. Alors,
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on a

1Ay (u,v) (t2) —A; (w,v) (t)]

tr (log )" —(10g 2)* I (s.u(s).v(5),0Pv(s) £ (108 2)"" |FGu)v(:).0"v())]
</ ) s ds+ [ ) s ds

4 Uogty)" —(log 1)) { F(B+0,)U(B—02)(log )P +1!

1] |r(B—02)(log T *72 7 —1(B+0,)(log T) 727! |T(B+0)

fT (0g )27 | (og Y™ fg(eauomopntue 4
1 T(B+0,) T(f—03) s S

£ (log %)awrl |f (s,u(s),v(s),DPv(s))|
+ S ds

1 TI(atoy)

T (((og L) (10g D)"Y [f(suls)v(s),0Pv(s))]
+f1( I(a+oq) + Ia—o) s ds

£ (0g5)" " gttt (0.0 ()
+J, T(B+o1) s ds

K (log t)* ' —(log £1)* "
< r(a-lrl) [(log t,)* — (log t,)*] + %= |A1|Og 1

T(B+0)T(B—03)(log &)’ +o171 [ ((logr)ﬁ*"z (k»gT)ﬁ*"Z)
[P(B—04)(log TYP+o2 7 —I(B+0,)(log TP 72T (B+0,) L 2 \T(B+02+1) T T(f—02+1)

(log )" (IogT)**"1 | (logT)*~1 (log &)P*1
+K1 T(a+toy+1) +K1 [F(a+o‘1+1) + F(a—01+1):| + K2 F(ﬂ+01+1)}

et

|DIA; (u,v) (ty) — DA, (u, v) (t,)]

K “q a—q ()] (log t5)* 4 —(log t;)* 47" ]
SF(“—;+1)[(1°gt2) —(log )]+ A, T(a—q)

[(B+0,)T(B—0,)(log&)P 717" [ ((logr)ﬁ*"f1 (1ogr)ﬁ*"2)
[T(B—04)(1og TYP o2 —I(B+0,)(log TP 72 |T(B+0,) LT 2 \ T(B+o2+1) 7 T(f—02+1)

(10g )" (IogT)**"1 | (logT)*~1 (log &)P 1
+K1 T(a+oy+1) +K1 [F(a+01+1) + F(a—01+1)] + K2 F(ﬁ+0'1+1)} :

(4.34)

(4.35)
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Avec les mémes arguments que précédemment, on peut écrire

1Ay (u, v) (t2) — Ay (u,v) (t)]

K. B B Uogty)’—(loge)"!
< F(/a‘-zi-l) [(log tz) - (10g tl) ] + 2 A, :
I'a+o)(a—0o)
{ I'(a—01)(log T)**°1 7 T (a+04)(log T)* 7171 (4.36)

(logg)**o2! [ ((mg T)*1 | (logT)* 71 ) (log&)P+o1 ]
I'(a+oy) Kl I(ato;+1) ' T(a—o;+1) +K2F([5+01+1)

(log T)P*72 | (logT)P~2 (log&)*+2
+ KZ [F(ﬁ+02+1) + r(/&—az+1)] + Kl F(a+02+1)}

et
|DPA, (u, v) (ty) — DPA, (u, v) (t9)]

(4.37)
e p—p p—p7 , (B (ogt) P ~(log ;)P *]
< -y (ogta)" " — (log 1,7 ]+ AP

{ (a+0,)l(a—0;)(log&)*+727! [ ((logT)“*"l (logT)”l)
I'(a—o;)(og T)* 17 —I(a+0;)(log T)* 17T (a+o,) L L \Tla+o1+1) ' T(a—01+1)

(log&)P*o1 (log T)P*72 | (logT)P~2 (log&)*+2
+K2 F([s’+01+1):| + K2 [F(ﬁ+02+1) + F(ﬁ—02+1)] + Kl F(a+02+1)} .

D’ol les second membres de (4.34),(4.35),(4.36) et (4.37) tendent vers zero lorsque t; — t,
indépendamment de (u,v) € Bg. Alors, en utilisant les étapes 1,2 et par le théoréeme d’Arzela-

Ascoli, on conclut que 'opéreteur A est completement continu.

Etape 3

Il nous reste a démontrer que 'ensemble défini par :

FS)={(u,v)eXY | (u,v)=AS(u,v),0 < A <1} (4.38)

est borné.
Soit (u,v) € £(S), (u,v) = AA(u,v). Pour tout t € [1, T ], en utilisant (H3), on a

u(t) = A4, (u,v)(t), v(t)=AA,(w,v)(¢)
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alors,
u ()]

log T)* logT)*!
< A(mo +my [u(£)] +my |v (£)] +my [DPy (0)]) { S22 4 L)

(log T)**1 | (logT)* 71 [(B+0,)I(f—0,)(log §)**F*o1o27
[ S (pro, (4.39)

Flatoy+1) © Tla—o1+1) © |r(B—03)(log T) 27 —I(B+0,)(log T) 727! |I(B+0 )T (a+0,+1)

(logT)*! [ L(B+oII(B—0y)
+A [ + 1y 1 ()] + 1y [v (6)] + g | D (£)[] L2 { Koo

(log&)Ffto1~1 ((logT)ﬂ“’z (1ogT)”—“2) (log&)P*e1
|r(B—02)(og T 727 -1 (B+0,)(log TP ~7271 | \T(f+0,+1) © T(f—0p+1) I(B+o,+1)

et

|DTu (t)]

logT)*™ | T(a)logT)* 9! [ (logT)*™°1
< A(mo +my [u(0)] +my |v (6)] +my | DPy (6)]) { S8l - Hedlog T [ Cop D™ 2L

4 Qos T2 LB +0,)0(B—02)(log )P o121 ] }

T(a—01+1) " |r(B—03)(log T)P*27 —I(B+0,)(log T) 727! [F(B+0 )T (a+0,+1)

(4.40)

[(a)(log T)*™4 " ['T(B+0)T(f~0)
+A 1 + 1y ] + 1y |v] + g | DIu|] QBT [ [(Pog(Poo

(logg)fto1t ((logT)ﬂ“’z (1ogT)ﬂ—"2) (log&)P*or
[T(B—02)(10g TYP+7271—T(B+0,)(log T)P 027! | \T(B+02+1) © T(B—02+1) T(B+o,+1) |*

On a, aussi

v ()]
log T)*~! [ I'(a+o0;)I(a—
< A(mo +my [u (£)] + my |v (£)] + my | DPy (1)) S50 — [ Heteuleco)

(log&)*to2~! ( (logT)**1 | (log T)* °1 ) (log&)**o2 ]
|r(a—01)(log T)** 717 —I(a+0cy)(log T)* °171| \I(a+oy+1) © T(a—oy+1) [(a+o,+1)

02 TYP (4.41)
FA (g + 1y [u (O] + g [y (O] + g [DTu (6)]) { 612

+ (log T)P1 [ (log T)P*o2 (log T)P~02 T(a+o)(a—0,)

[A,] T(f+oy+1) T(f—oy+1) |F(a—al)(log T)**17_I(a+0;)(log T)“_C’l_ll

(lOg §)a+ﬁ+01+02—1
T(a+o)T(f+o,+1) ] } ’
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|DPy ()]

I(B)(log T)’ P! [ T(at+o,)I(a—0)
< A(mo + my [ul + my [v] + my | DPy]) LENeE D [ Iy

(log&)*+o2t ( (log T)*+1 (logT)*°1 ) (log £)*+2 j|
|1"(a—01)(10g T)**17 T (a+0;)(log T)a_al_ll [(at+o;+1) * T(a—0o;+1) T(at+oy+1)

(logTY™P | T(B)logT)P P~ ( (log T)P+2
2 (g + g Jul + iy [v] + g [Du]) { Gk + HGE D (e

4+ QogT)” 22 N(ato)(a—0y)(log £)°F+71+927 )}

I(B—0oy+1) |F(a—01)(log T)**917 _r(a+0;)(log T)* 017! |F(a+02)1“([3+01 +1)

Cela, implique
Allully = sup |u(6)[+ sup [DUu(t)]

te[1,T] te[1,T]

< A(meyy + lully [myy, + (g +n3) yol +ngys + [VIly [(my + m3) vy +nu751)
<mgyy + lullx [myy; + (ny +n3) vol + gy, +VIly [(my + ms) vy +nyy,]
et
[[v[ly = sup |v(t)|+ sup [DPv(t)
te€[1,T] te[1,T]
<A (moYs + [lullx [les + (ny +n3) Y4:| +noys +vIly [(mz +ms3)ys+ n2Y4D

< myys + |lullx [les +(n; + n3))/4] +noy4 +[VIly [(mz +my)ys+ n2Y4:| .

Par conséquent, on obtient

Yo Ulully + 1vIly) < lully {1 —[my (ry +13) + (g + 1) (2 +74) 1}
+vlly {1 = [y +ms) (yy +13) +1a (v2 +74) ]}

<my(y;+73)+ng (Yz + Y4)

avec v, est définie par (4.18). Ainsi,

(r1+r3)mo+(ratra)n
Ity )y < Cmerliztradte o,

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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On conclut par le théoréme de Leray-Shauder que 'opérateur A admet au moins un point fixe

qui est une solution du systeme (4.1). ]

4.4 Deuxieme Résultat : Existence d’une Solution Unique

Maintenant, on considére les quantités suivantes :

v _ 1 F(ﬁ+0‘2)r([j—0'2) (logg)a+ﬁ+o’1+a‘2—o—l ( 1—o )1—0‘
L7 1Al | |r(B—o5)(log TV o2 —r(B+0,)(log T)P 7271 |  T(ato)I(f+o1) \ator—0

+(logT)“+°1_G( 1-o )1_0 +(logT)a_gl_U( 1-o )1_0]

Ia+o;) a+o,—0 Ia—0o) a—o1—0

((10g T)a—l + F(a)(logT)“_q_l) + (logT)* ¢ (1—_0)1—0 + (logT)* 17 ( 1-o )1_0

I'(a—q) I'(a) a—o I'(a—q) a—q—0o
(4.47)
4+ I(at+01)I(a—01) (log&)*+o2! (logT)’””l_"( 1—o )1_0
18] [ |r(a—0c1)(og T)* 17 —I(a+0)(log T)* 717 | T(a+oy) T(a+o1) ato;—o
+(10gT)a—a'1—o ( 1-o )1—0’ + (10g€)a+g2_0 ( 1—o )1—0’
I'a—oq) a—01—0 Ia+os,) a+o,—0
p—1 r(ﬁ)(logT)”—P—l)
((log I+ =55
et
v, — L T(B+0,)I(B—05)(log&)P 171 (1ogr)ﬁ+f’z—ﬂ( 1—p )1—9
27 1Al | |r(B—02)(0g TYP 27 -1 (B+0,)(log T)P~027 [T(B+01) I(B+o3) B+oy—p
+(logT)ﬁ*"fP( 1-p )H’ +(log£)ﬂ“’rp( 1-p )H’
I(f—o3) p—o—p T(B+o4) B+oi—p
a—1 , T(a)(logT)* ! )
((logT) g
(4.48)
4L I(a+o)(a—01) (logg)“ﬁ*“l“’f'ﬂ( 1—p )1“’
[A,] |F(a—al)(logT)“+01_1—F(a+01)(logT)“_Ul_l| T(at+oy)T(B+oq) pftoi—p

+(logr)ﬁ“’f“( 1-p )1“’ (1ogT)ﬁ*“2*P( 1-p )1‘P
T(f+o,) Btoy—p T(f—o3) B—oa—p

B—1 , T(B)(logT)F P! (log T * (1=p \1™P | (logT)’>* ( 1-p 7P
((logT) R ) )+ () (ﬁ—p) R ) (ﬂ—oz—p) '
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En utilisant le principe de contraction de Banach associée a I'inégalité de Holder, on donne le

résultat suivant :

4.4.1 Conditions Suffisantes

On démontre le théoréme suivant

Théoreme 4.4.1: [14]

Soient A; # 0 et A, # 0. Supposons que (H1) et (H4) sont vérifiées. Si
lallVy+1BllV, <1 (4.49)

avec ||a|| = (flT Ia(s)lé ds)a et ||b]| = (flT Ib(s)I% ds)p , alors le systeme couplé (4.1) a
une solution unique définie sur [1, T ].

Preuve.
Soient (u;,v;) € XY,(i=1,2)ett €[1,T]. De (H1) et (H4),0on a

|A; (uq,v1) () —Aq (uy, v5) (£)]

a—1
log ¢ — — —
< sup. [N (olg(sa)) OAORHORINORHORLANOR:ZHOIER

(logt)*™! { T(B+0)T(f—0y) (log &) o171

+ sup [Aq] |r(B—02)(log TP 27 —1(B+0,)(log TIP 271 T(f+07)

te[1,T]

T (((0g D)2 (08 D) T bs)luy(s)—un(s) vy (5)—va(s) D%, (5)—Duy ()
[fl( Thro T Th—o03) s ds (4.50)

£ (10g £)" 7 a(0)luy ()6 Hv1 ()—va () HDP v, (5)—DP v (5)])
+f1 D 1 2 1 sz 1 p) ds

4 (7 (log )™ (1og 1) Y as)(luy ()=t () +1v, (5)—vp () 1DP v, (5)-DPvy(s)) d
I T(ato,) T(a—07) 5 5

B+o1—1
+f§ (log £) - b(s)(Juy (5)—up(s)|Iv (5)=va($)I+1 Dy (5)=DTup (5)1) 7 ¢
1 T(f+oq) s :
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Par I'inégalité de Holder, on trouve

|A; (uq,v1) () —Aq (g, v,) ()]

< sup (luy (€) —uy (6)] + vy (£) = vy ()] + [DPvy (£) = DPvy (2)])

te[1,T]
— 1-o
1 T T\i% ds T 1.3
[ (17 00 ) 7 (o as)
+ (logT)*! [(B+0,)T(f—0,) (log&)Ptor-t
|Aq] |r(B—02)(log T *727 -1 (B+0,)(log T)F 0271 T(f+07)

1

at+og— 1-o 1 o
r(%gz)(ff (10g§)% d—) (flTla(S)IEdS)
1 T T Mfrfgl ds b 1 T T %1{1 ds b
+ F(Tol)(L (log §) ?) + ey (fl (log 1) ?)
(Ji la@)® ds) ]}

(4.51)
+ sup (luy (£) —uy (O] + vy (£) = vy ()] + [DTuy () — DIy (£)])
te[1,T]
(log T)** [(B+0,)T(B—0,)(log €717
14| |T(B—03)(log TYP 727 —I(B+0,)(log TP 727" [T(B+01)

T B+o,—1 1-p
1 T\ 1—p d
|:F(ﬁ+az) (fl (log ?) P Ts)

T bonl P T 1 P
Sy (fl (log$) ' %) :|(f1 |b(s)|7 ds)

B+o,—1

1-p
et (140059 ) (1o e |

—o 1o a—o
< (lluy =l + vy = vl llall { o5 (52) "7 (log T)

4 (og )+t T(B+0)T(B—03) (log&)f o1t
[A] [r(B—02)(log TYP*27 —1(B+0,)(log T) 7271  T(B+01)
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1-o a+o1—0 1-o
1 1—o a+oy,—0 (log T)*™1 1—o
T'(a+oy) ( a+oy—0 ) (log ‘5) 2 ) + I(a+oq) ( ato;—o )

+ f@o (%)H (log T)a_al_a]}

+ 1611 (llug —ugll+|lv; —v, D(og T)** T(B+0,)T(B—05)
144] [F(B—02)(10g TYP*727T—1(B+7,)(log T)P 72|

Qog&)*17t (4 1-p 7P B+oy—p
NGRSy (r(ﬁ+02)(/3+0'2—P) (logT)

_ 1-p pta1—p _ 1-p
1 1-p p—oa—p (log&)™™1 1-p
BCES (/5—02—9) (log T) ) G (/ml—p) ] :

On a aussi

|DIA; (uy,vy) (t) — DA, (uy, v,) (1)

1 1-o 1o a—q—o
< llall Qs = wll+ vy =, | 7y (555 (log T)

+

[(a)(og T)* 7 P(B+0,)T(B—0)(log &)F 17!
[AT(@=q)  \ Jr(6—0,)0og TV 2T (p+o)(log TV 2 [(f+oy)

1-o ato1—0 1—-o
1 1—o a+oy—0 (log T)*"91 1-o
T(a+os) (a+az—a ) (log g) ’ ) + I'(a+oq) ( ato,—o )

1-o
+ F(aio'l) ( a—loff—a ) (log T)a_al_a] (452)

T'(a)(log T)* 91

FIBI g =yl + [y — v, 1) e D

[(B+0,)T(B—0,)(log €717
|T(B—02)(log TYP 727 —I(B+0,)(log T 727" |T(B+04)

(logT)ﬁ+02_p( 1-p )1—P+(10gT)ﬁ—02—P( 1—p )1_P
T(f+0o,) B+oy—p I(f—0s) f—oy—p

1-p
1 1—p p+o,—
tiggtoy (pros)  (og&) p]
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Par conséquent,

||A1 (ub V1) —A; (u,, V2)| |X

1 T(f+0)T(f—0))
< (lus = wll+ v =val) lal{ 3 | (i 2 s

(logg)a+[5+01+027071 1—o 1—o (log T)aﬂ)lfa 1—o 1-o
I(a+0,)(B+07) ( a+0y,—0 ) + I(a+o;) ( a+o,—0 )

+(logT)a_01_G ( 1—o )1_Ui| ((log T)a—l + F(a)(logT)“_q_l) + (log T)* @ (1__0)1—0

Ia—o) a—o1—0 I'(a—q) I'(a) a—c
(4.53)
(ogT)* % ( 1-0 77
T e ( a—q—o ) }
_ _ el C(f+02)T(f—02)
+(||u1 u2|| + ||v1 vz”) |A1| [ |F([3—02)(10gT)ﬁ+‘7271—F([3+0'2)(10gT)ﬁ7‘7271|
(log&)P o171 (" (log T)P+o27F ( 1—p )1_p 4 (og T)f~o2p ( 1—p )l_p
I(f+oq) I(B+0os,) B+oy—p I(B—o3) B—oy—p
Qog&)f*1P ( 1-p 7P a1 I(a)(logT)* "
ey (o) | ((ogm)™™ + HOET—).
Donc,
1A, (g, vy) () — Ay (uy, v5) (8)]
_ _ lall I'(a+o)I'(a—0)
S (”ul u2|| + ||v1 Vzll) |A2| [('r(a_al)(logT)a+011_1—-(a+o.1)(logT)a011|
(log{)‘“’"z_l (logT)aH—a'l—o 1-o 1—o (logT)a—al—o 1-o 1—o
I'a+o,) ( I'a+oq) ( a+o,—0 ) + I'a—oq) ( a—01—0 )
logd)™ o2 ( 1-g 7 p-1_ I(B)ogT)P#!
* Taron (a+02—0) ((log I "+ =16 )
(4.54)

1 I'(a+o)T(a—o7)
ey = |+ v =D 1181 { | e

(10g§)a+ﬁ+01+027p71 ( 1_,0 )1—p (log T)ﬁ+027p ( 1_P )1—p
I'(a+oy)l(B+01) pft+or1—p I(B+o3) Bt+os—p

I(f—o3) \p—0s—p r(f—p) r(p) B—p

| (og )P 07" ( 1-p )H’
I'(f—p) B—p—p
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et

IDPA, (uy,v,) (t) — DPA, (uy, v,) (t)]

< (luy — || + [l — v, |[) 12

I(B)(log T)P P M(a+o,)T(a—0y)
|12,/T(B=p) [F(a—01)(log T)**717 —T(a+ o, )(log T)* 17|

I'(a+oy) I'(a+o;) \a+to;—0 I'(a—0oy) a—01—0

(log&)**o2~ ( 1 ( 1—o )1_0 (10g T)a+01—0 + (logT)OHTrU( 1—o )1_0)

1-o
1 1-o at+oy—0
+ T(a+o,) (a+02—0) (log g) 2 ]

(4.55)
1—p
1 1— e
+ (e —ll + v = vl 1B i (5525 ) Qog T 7"
+ T(B)(log T)F 1 I(a+0,)l(a—0;)(log&)*+727!
[A2IT(B—p) I(a+0,)|T(a—0q)(log T)* 17— (a+01)(log T)* 717 |
_ 1-p _ 1-p
1 1-p B+os—p 1 1-p Bt+os—p
(r(/&wl) () logd) ) + ey (Foy)  (ogT)
1—p
1 1—p a—01—0
ity (o) (0gT) ] :
Par conséquent,
[|Ay (uy, v1) — Ay (g, vo)lly
_ _ llall [(a+0)l(a—0;)(log&)*+72~!
< (s =l + vy = vol}) | sl )
(10g€)a+0271 (logT)a‘H)'l*D' ( 1—0 )1—0' + (10gT)a7017U ( 1—0 )1—0’
I'(a+oy) I'(a+o;) at+o1—0 I'(a—o;) a—01—0
(4.56)

+ (1ogg)“+"2-“( 1o )1_0]((10gT)/5—1 + F(ﬂ)(logT)ﬁ—p—l)

T(a+os,) a+oy—0 r'(—p)

1 I'(a+0,)T(a—o)(log&)*to21
iy = |+ vy =D 1181 { | (el O

(log g)a+[5+0'1+02*p71 ( 1-p )1_p (log T)[j+0270 ( 1—p )1—p
T(a+o)T(B+01) \ B+o1—p I(f+02) B+oy—p

aogT)’Hz*P( 1-p )1“’ ( p-1 r(/&)(logT)f’*P*) (log 1)°° ( 1-p )H’ (logT)ﬁ*P*P( 1-p )H’
R Ty e Qg T)" + )T 10 \sv) T 16w \Fousp :
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D’ou,

[|A(uy,vy) —A(u,, V2)||Xy

1 T(f+0y)l(f—02)
< Ul = oll+ v =volD llall { 2 | (s 2 s

(10g€)a+ﬁ+01+02_‘7_1 1—o 1-o + (log T)a+01—a' 1—o 1-o
Ia+o)T(B+0,) a+o,—0 I'(a+oq) a+o,—0

4 (Jog)* 7177 ( 1-o 0)1_0] ((logT)a—l " r(a)(logT)“*‘lfl) 4 (ogT)*” (1__0)1—0

T(a—oq) a—oq,— T'(a—q) I'(a) a—o
+ (log T)* 7 ( = )1_0 + 1 I(a+o)T(a—0;) (log g)a+02—1
I'(a—q) a—q—o [A,] |F(a—0‘1)(log T)a+0171—1—'(a+0'1)(10g T)a70'171| T(atoy)

(logT)(Hgl_a( 1—o )1—U+(logT)(x—o'1—o'( 1—o )1—0’
I(a+oq) a+o—0 I'(a—0oq) a—01—0

(logg)™2 7 ( 1—g 17O p—1 , T(B)(logT)’#~}
T Taroy) (a+oz—o) ((logT) R (=) ) (4.57)
1 T(Bf+0)T(f—03)
+ ey = |+ v = oD 181 | il

(log&)f+o1t (1ogT)ﬁ*“2*P( 1-p )1—9 +(1ogﬂﬁ*02*f>( 1-p )1"’
r(f+o4) T(B+o3) B+or—p I(f—os) pf—o2—p

B+o1— _ 1_P _ a—q—1
4 (l0g8) 1P( 1-p ) i|((logT)a 1 De)(logT)*! )

I(f+o1) B+o1—p I'(a—q)
41 [(a+0)I(a=07) (logg)*+F+o1 o270 1 ( 1-p )H’
[A,] |F(a—01)(log T)**917_T(a+0;)(log T)“70171| I(a+o)I(B+01) B+o1—p

(logT)/”UZ*‘T( 1—p )l—P (logT)ﬁfaz*p( 1—p )1—/3 ( p-1 F(ﬁ)(logT)ﬁ—p—l)
Y oy \Frows) T reon \Forp (log T)™ " + g5

+(10gT)ﬁ—P (]___p)l_P n (logT)ﬁ—P—P ( 1—p )1—P
r(p) B—p I'(f—p) p—o2—p ’

En tenant compte de (4.49), on obtient

||A(u1,v1)—A(u2,v2)||XY < luy —u2||X + v _V2||y . (4.58)

Donc A est une application contractante. Le systeme (4.1) admet un point fixe unique. O
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Exemple 1

Considérons le systeme non linéaires de type Hadamard

([ Dhu(e) =40 — 20 4 2O L 1og(p +1), r € [1,e]

4
3 D3
D2v(t) = SLSl(ﬂtz3 + 20e:«(/t% + 41;2(—t3 thte [1,e],

\ (4.59)
u(l1)=0, D%u(e) =]z (u(e)—v(%)),

| v(1)=0, D%v(e)zlé (v(e)—u(%))

01‘1 a= %;/3 2:0-1 = O-Z - Q:P q - 37f(t U(t) V(t) DPV(t)) 44et - ;(g??

4
D3y(t) u(t) v(t) D3u(t)
+55.en Tlog(t+1), g(t,u(t),v(t),Du(t)) = 5555 + oyrs s T 6
3 3

telles que : |f (t,uy, Uy, us)| < my + Zm lw;l, g (t,uq, up,uz)| < np+ Don; uyl
avec my=1.3133,m; =8. 360910_ 5 m, =0.02,m; =4.10111073 1_01— e
n; =9.09461073,n, = 4.78481073,n; = 0.02439. On constate que

y; =2.1571,y,=5.5533,7, =3.5929107°,y, = 3.2927.

On voie que

my (y1+73) + (g +n3) (vo+74) =031424 < 1

et

(my +my) (7, +73) +ny(y2+74) =9.43161072 < 1.

D’apres le théoreme 4.3.1, le problem (4.59) admet au moins une solution sur [1,e].
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Exemple 2

Considérons le systeme différentiel suivant :

[ DZu() =gk ("L + X9 1 DSy (1)) + ¢, €[, €]

Sle e+1

1 (4.60)

1

u(1)=0, Diu(e) =12 (u(e)—v(ve)),

Dy (0) = 5 (M + 22+ 220 )~ 3t e [L,e],

| v(1)=0, D= 2 v(e

T (v -u(ve)

12 W
ona, a= -~ ﬁ (€+) 1_%902: el:P:%Jl_ E 1/_ % :%
1 (ue) v |
et f (t,u(t),v(t),DPv(t)) = (4 +D sv(t))+t,
t u(t) v(t) DT % D7 u(t)
g (6u(t),v(t), un(t))_m( 420 4 Du )—Bt

ona |f (t’ulauZJ u3)_f (t, V1, V2, V3)| < a(t) Z |ui _Vil )

lg (t,uq,uy,us) — g (t, vy, vy, v3)| < b(t)z lu; —vil, telles que : a (t) = ==, b (t) = ==
avee A = —0.11100, A, = —0.18790, v, =51.197.73, V, = 26.51

etllall =} |a(s)|5ds) =4.7595107, ||l = |b(s)|Pds) =2.03681072.

Par conséquent,

lall v, + 1b]| v, = 0.71784 < 1.

Toutes les conditions du théoréme 4.4.1 sont vérifies. Cela nous permet de conclure que le

systéme (4.60) admet une solution unique sur [1,e].

Conclusion et Perspectives

L'objectif de cette these est la généralisation des inégalités intégrales d’ordres non entier et
I’étude d’un systeme des équations différentielles d’ordre arbitraires au sens de Hadamard.
On a donné quelques résultats sur la généralisation des opérateurs intégraux fractionnaires,
on a démontré aussi certaines propriétés telles que : semi-groupe et la commutativité pour les
classes suivantes : I'intégrale fractionnaire mixte de type Hadamard, I'opérateur mixte k—fractionnaire
et les intégrales mixtes s et (k,s)—fractionnaires de type Hadamard par rapport a une fonction h
croissante et positive sur (a, b]. On a également généralisé certaines classes d’inégalités intégrales
classiques de type Chebyshev avec poids par les opérateurs fractionnaires de Riemann Liouville.

Ces résultats se sont les généralités des travaux de Awan Pecaric et Rehmen de 2015.
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On a appliqué les inégalités fractionnaires pour étudier une classe de systéme couplé d’ordre
arbitraire, et en particulier : fournir une réponse a la question d’existence et d’unicité de la solution
d’équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux limites au sens de Hadamard.
En effet, apres avoir donné la représentation du probleme, on a établit des conditions suffisantes
assurant l'existence et I'unicité de solution du systéme considéré.

A l'issue de cette petite contribution dans le calcul fractionnaire, des perspectives sont ou-
vertes : A l'aide de ces nouveaux intégrales, on peut étudier et présenter des nouvelles estimations
pour les variables aléatoires continues avec fonctions de densité a plusieurs variables. On peut
aussi envisager la question d’existence et d’'unicité pour pas mal de classe d’équations fractionaires

de type Hadamrd. Voila donc queleques chemins a suivre.
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