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Résumé

L'objectif de cette étude est de déterminer les trois premiéres fréquences de résonance d'un pipe
ligne transportant un fluide, en considérant différents facteurs physiques influents tels que la
longueur de la pipe, son €paisseur, la masse volumique du fluide, ainsi que diverses conditions
de fixation ou des conditions aux limites. Pour ce faire, nous avons développé un programme
sous MATLAB permettant de simuler ces fréquences en fonction des parametres mentionnés.

Cette étude démontre que les fréquences de résonance des tuyaux dépendent principalement de
trois facteurs : (1) la longueur, avec une relation inverse (doublement de la longueur = division
par 4 des fréquences), (2) 1'épaisseur, suivant une loi cubique (augmentation de I mm pouvant
¢lever les fréquences de 30%), et (3) la densité du fluide (fluide 20% plus dense = baisse de 15-
20% des fréquences). Les conditions de fixation ont un impact majeur : les configurations
encastré-libre présentent les fréquences les plus basses (jusqu'a 4 fois inférieures), tandis que
l'encastré-encastré donne les plus hautes (+60-80% par rapport a encastré-libre), et I'encastré-
appuy¢ se situe entre les deux (+30-40%). Ces variations résultent directement des différences
de rigidit¢ globale et de distribution des contraintes, comme confirmé par nos simulations
numériques. Ces résultats quantitatifs permettent une prédiction précise du comportement
vibratoire pour des applications industrielles critiques.

Les mots clés : Interaction fluide-structure, fréquences de résonance, méthode des éléments
finis.
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Abstract:

The objective of this study is to determine the first three resonant frequencies of a fluid-carrying
pipeline, considering various influencing physical factors such as pipe length, thickness, fluid
density, and various fixation or boundary conditions. To do this, we developed a MATLAB
program to simulate these frequencies based on the aforementioned parameters.
This study demonstrates that pipe resonant frequencies depend primarily on three factors:
(1) length, with an inverse relationship (doubling the length = dividing the frequencies by 4),
(2) thickness, following a cubic law (a 1 mm increase can raise frequencies by 30%),
and (3) fluid density (a 20% denser fluid = a 15-20% decrease in frequencies).

The mounting conditions have a major impact: the flush-free configurations have the lowest
frequencies (up to 4 times lower), while the flush-flush gives the highest (+60-80% compared
to flush-free), and the flush-supported is in between (+30-40%). These variations result directly
from the differences in overall stiffness and stress distribution, as confirmed by our numerical
simulations. These quantitative results allow an accurate prediction of vibration behavior for
critical industrial applications.

Keywords: Fluid-structure interaction, resonance frequencies, finite element method.
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Introduction Générale

Dans les systemes industriels modernes, le probléme des vibrations et de la résonance dans les
conduites transportant des fluides se pose comme 1’un des défis d’ingénierie les plus complexes
et les plus impactant pour la sécurité des structures. Ce phénomene ne se limite pas a de simples
vibrations mécaniques transitoires, mais s’¢tend aux phénomenes de résonance destructrice qui
se produisent lorsque les fréquences des forces motrices générées par 1’écoulement du fluide
coincident avec les fréquences naturelles de la conduite.

Dans les centrales nucléaires par exemple, le phénoméne de résonance dans les tuyaux de
refroidissement peut provoquer des contraintes répétées conduisant a des fissures dans les
soudures, comme ce fut le cas lors de I’accident célebre de la plateforme "Piper Alpha", ou ce
phénomene contribua a la catastrophe de fuite radioactive. Quant aux plateformes pétrolieres
offshores, I’effet de résonance sur les conduites d’extraction peut provoquer des vibrations
violentes entrainant des déplacements aux points d’ancrage atteignant 15 cm, mettant en danger
I’intégrité de toute la plateforme.

Le mécanisme physique de ce phénomene réside dans le fait que la vitesse d’écoulement du
fluide dans la conduite influence directement les fréquences de résonance, créant des forces
dynamiques variables dans le temps. Lorsque la vitesse d’écoulement approche la vitesse
critique, le systtme commence a absorber 1’énergie de 1’écoulement du fluide, ce qui amplifie
considérablement 1’amplitude des vibrations. Des €tudes ont montré qu’une augmentation de
10% de la vitesse d’écoulement au-dela de la limite de sécurité peut multiplier par trois
I’amplitude des vibrations, ce qui explique les catastrophes industrielles récurrentes dans les
systemes de conduites haute pression.

Pour résoudre ce probléme complexe, plusieurs stratégies pratiques se sont développées, basées
sur le contrdle intelligent de la vitesse d’écoulement. Une méthode innovante consiste a utiliser
des systémes de controle actifs s’appuyant sur des accélérometres couplés a un contréleur PID
précis qui ajuste en temps réel la vitesse des pompes pour maintenir les fréquences hors de la
plage de résonance. Des études récentes ont également démontré que 1’ajout d’absorbeurs de
vibrations au milieu de la conduite peut réduire I’amplitude des vibrations jusqu’a 60%,
particulierement lorsqu’ils sont réglés sur les fréquences critiques prédéterminées par
modélisation aux éléments finis.

Dans ce contexte, cette recherche apporte une contribution qualitative dans le domaine de
I’analyse dynamique des conduites transportant des fluides. Le premier chapitre aborde les bases
théoriques des vibrations et de la résonance dans les systémes continus, en mettant I’accent sur
les conditions aux limites conduisant a I’amplification des amplitudes vibratoires. Le deuxie¢me
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chapitre est consacré a une explication approfondie de la méthode des éléments finis pour
analyser a la fois les cas statiques et dynamiques, en soulignant comment modéliser 1’effet de la
vitesse d’écoulement sur les fréquences naturelles. Le troisiéme chapitre présent, le quatrieme
chapitre présente une application pratique compléte utilisant des logiciels avancés comme
MATLAB, ou plusieurs scénarios opérationnels sont analysés pour déterminer les plages de
vitesses slres évitant le phénomene de résonance, tout en tenant compte de certaines conditions
de fixation et paramétres influengant les fréquences de résonance de ces conduites.

Les conclusions pratiques de cette recherche consistent en une méthodologie intégrée permettant
aux ingénieurs de :

e Prévoir avec précision les fréquences de résonance en fonction des caractéristiques de
la conduite et des conditions d’écoulement

e Déterminer les plages de vitesses critiques a éviter opérationnellement

e Concevoir des systemes de controle préventif efficaces contre les phénomenes de
vibration et résonance

e Ameéliorer la durée de vie opérationnelle des systemes de conduites et réduire les colits
de maintenance

Ce travail scientifique vise finalement a fournir des solutions pratiques applicables dans divers
domaines industriels, des systemes de transport pétrolier et gazier aux centrales énergétiques et
complexes chimiques, ou la sécurité des systemes de conduites constitue un facteur crucial pour
garantir la durabilité opérationnelle et la sécurité publique.



Chapitre I : Généralité sur les vibrations

Chapitre I : Généralite

sur les vibrations



Chapitre I : Généralité sur les vibrations

Généralité sur les vibrations

2.1 Introduction

Dans le domaine du génie mécanique, les vibrations ne sont pas simplement des phénomenes
passagers, mais plutot la base fondamentale sur laquelle repose la fabrication, le fonctionnement
et la maintenance des machines. Qu'il s'agisse de la précision des turbines ou de la stabilité des
ponts grandioses, la compréhension des phénoménes vibratoires fait la différence entre
efficacité et panne, entre durabilité a long terme et usure rapide. C’est pourquoi I'étude des
vibrations est un domaine essentiel a maitriser, nécessitant 1'exploration de tous ses aspects
multidimensionnels. L'analyse vibratoire se divise en deux branches principales les vibrations

des systémes discrets et les vibrations des systemes continus.

Dans ce chapitre, nous commencerons par ¢tudier les systémes discrets, en examinant, les
systemes libres (amortis et non amortis), et les systémes forcés, avec une analyse de la réponse
aux forces et une étude dynamique. La deuxiéme partie sera consacrée a I'étude des systémes
continus soumis a trois types de sollicitations (Traction, Flexion et torsion). L'objectif de cette
partie sera de dériver les formules mathématiques permettant de déterminer analytiquement

les fréquences de résonance

2.1 Régimes vibratoires

On distingue les régimes vibratoires suivants :
Régime libre (pas de force extérieure) : si f(t) =0 ;
Régime forcé : si f(t) # 0 ;

Régime permanent : ce régime est le régime forcé, apres disparition des termes transitoires,
provoqué par une force périodique. Il n’est pas influencé par les conditions initiales. Quand
le systéme est conservatif (¢ = 0), il n’existe pas de régime permanent a proprement parler.
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2.1 Les systémes discontinus

1.3.1 Régime libre conservatif (non amorti) ou oscillateur harmonique

Un régime libre est conservatif sic = 0, ainsi I’équation du mouvement devient :
mx(t) + kx(t) =0 (1.1)
Introduisant la notation suivante :

(1.2)

Avecw la pulsation propre (naturelle) du systeéme conservatif.

La solution de 1’équation est du type :
x(t) = Acos(wyt) + Bsin(wyt) (1.3)
Or que cette derniere peut étre mise sous la forme suivante:
x(t) = Xcos(wyt — @) (1.4)

X = VA? + B? (1.5)

avee: {(p = atan2(A,B)

L’équation (1.9) montre clairement que le déplacement de la masse est un mouvement
harmonique de pulsationw,, de fréquence f, et de périodeT,. Ainsi, le systéme est appelé
oscillateur harmonique.

1 2m (1.6)

Si

XoEst la position initiale (x(t = 0) = x,) et
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XoEst la vitesse initiale (x(t = 0) = X;),

Alors :

P! 1.7
B=x, et A="2 (L.7)

To

002 B 004 008 o088 {‘)1 0:12
temps (s)

Figure 1.1. Réponse du régime libre conservatif (w, = 100s™1, m = 10kg, k = 100000 N/m,
Xo = 2mm, X, = 100 mm/s).

1..2 Régime libre amorti (dissipatif)

Dans ce cas, I’équation du mouvement aura I’expression suivante :
mx(t) + cx(t) + kx(t) =0 (1.8)
Si on posef = ﬁ, et on divise surm, 1’équation devient :
X(t) + 2Bx(t) + wi3x(t) =0 (1.9)
La solution de cette équation différentielle s’écrit :
x(t) = De™ (1.10)
En remplacant dans I’équation, on obtient :

(r? + 2Br + w})De™ =0 (1.11)

Or que cette équation est toujours vérifiée si et seulement si :

-10 -
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r’+2fr+w3=0 (1.12)
Les racines de cette équation sont :

(1.13)
ri2=—-pf=% 32—w5=—ﬂiw0\/}’2—1

c

Avecy = le facteur d’amortissement ou I’amortissement relatif. Il est a remarquer quef =

2wom

Ywo.

Il est clair que Les racines r; , dépendent de I’amortissement relatify. Ainsi, on distingue les

trois cas suivants :

1..2.1 Amortissement critique (y = 1)

Dans ce cas :
C=Cy =2wym (1.14)
Ouc,, est I’amortissement critique. Ainsi, on trouve :
ri2=—f=—wg (1.15)
Et la réponse du systéme s’écrit :
x(t) = (kq + kpt)e @0t (1.16)
Aveck; et k, des constantes qui sont déduites des conditions aux limites :

kl =x9 et kz = wogXg + J'ro (1.17)

-11 -
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X(t) [mm]

0.5

002 0.04 0.06 008 0.1 012
temps (s)

Figure 1.2 Réponse du régime libre critique (wy = 100s™%, m = 10kg, k = 100000 N/m,
Xo = 2mm, X, = 100 mm/s).

1..2.2 Amortissement sous-critique (y < 1)

Les racines données par I’équation pour un amortissement sous-critique sont complexes :
rl‘z = —ﬁ + iwa (1.18)

Avecw, = wg/ 1 — y? la pseudo-pulsation en amortissement sous-critique.
Ainsi, la réponse dans ce cas a I’expression suivante :
x(t) = (kzsin(wqt) + kycos(w,t))e Pt (1.19)
Avecks et k, des constantes qui dépendent des conditions aux limites :
_ wWoXg + 560

ksy=——— et ky=x
3 w, 4 0

On peut écrire cette réponse sous la forme condensée suivante :
x(t) = Xe Ptcos(w,t — P) (1.20)

Avec :

X = ’k% + k3 et ¢ = atan2(ks, k,)

_12 -
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I1 est utile d’utiliser la notion du décrément logarithmiqueA, ainsi :

1 x(t) 1.21)
A4=5n <x(t + nTa)>

AvecT, = Z)—n la pseudo-période.

Le décrément logarithmique n’est fonction que de I’amortissement relatif :

2 .
A= 14 (1.22)
1-—y?
Et réciproquement :
_ A (1.23)
Vam? + A?

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
temps (s)

Figure 1.3 Réponse du régime libre sous-critiques (wo, = 100s™1, m = 10kg, k =
100000 N/m, ¢ = 100kg/s, x; = 2 mm, x5 = 100 mm/s).

1..2.3 Amortissement sur-critique (y > 1)

La réponse du systéme sur-critique est :

x(t) = (kssinh(wyt) + kgcosh(wpt))e 7wot (1.24)

-13 -
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Avecwy = wg+/Y? — 1etks, k¢ des constantes qui dépendent des conditions aux limites.

L’allure de cette réponse est comparable a celle de la réponse du systéme critique. Cependant,
le retour vers la position d’équilibre est plus rapide en raison du facteur d’amortissement plus

important.
; Réponse d'un systeme amorti pour différents cas
—Amortissement faible (v < 1)
0.8 —Amortissement critique (v = 1)
Amortissement fort (v > 1)

0.6 -\

=

N

: 0.4

S

§ 0.2

% ok — e

Q
-0.2 |
-0.4

-0.6" I L L I ! L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Temps (s)

n

Figure 1.4 : Comparaison entre les trois réponses d’un systéme amorti.

1.1.1 Excitation (Régime) Harmonique

Nous allons traiter le cas particulier, trés important, celui du régime permanent, provoqué par
une force extérieure pure apres disparition des termes transitoires.

Dans ce cas, I’excitation (la force extérieure) est harmonique et I’équation du mouvement
s’écrit :

mx(t) + cx(t) + kx(t) = Fycos(0t) (1.25)

e Qest la pulsation de la force harmonique.

- 14 -
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e Fgest I’amplitude de la force harmonique.

La solution permanente (solution particuliére) a 1’expression suivante :

x(t) = Acos(0t) + Bsin(6t) (1.26)

En introduisant x(t) et ses dérivées dans 1’équation (1.25), on obtient :

_ Fo(k—6*m) 5 - Fo0c (1.27)
~(k—62m)?2 +6%c?’ (k- 6?>m)? + 6%c?

A

En combinant les deux fonctions harmoniques (Acos(0t) etBsin(0t)), la solution donnée par
(1.26) devient :

x(t) = Xcos(6t — @) (1.28)

Avec :

F B 0
X =A% +B?= 0 , tan(@) =-—= e (129)
V (k- 02m)? + 022 4

Ou:
X Est ’amplitude de la réponse.
@ Est le déphasage de la réponse par rapport a I’excitation.
Il est commode, pour étudier les variations de X et ¢ en fonction de@, d’introduire :
La pulsation propre de 1’oscillateur conservatif : wy.
L’amortissement relatif :y.

Et de définir encore les quantités suivantes :

- 15 -
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: . L ]
La pulsation relative de la force extérieure : 2 = —
0

Le déplacement statique dii & une force extérieure statique : Xy = 70

Le facteur d’amplification dynamique : p = %

L’injection de ces valeurs dans 1’équation (1.29) conduit a :

1 2y
= , tan(p) = (130
\/(1_92)24_4),292 1-0

u

Il est a remarquer que dans 1’équation (1.30)X est maximum si la dérivée de u par rapport a 22
est nulle.

» Q=0 (1.31)
—=0=<{ou
Qe Q=1-2y2

: . : 2 o
Le point £2 = Oest un point commun est maximum pour y = \/2—— et la deuxiéme valeur

(,/ 1- Zyz)) qui annule la dérivée définie la pulsation de résonance d’amplitude w, qui a

I’expression suivante :

Wy = Wo/ 1- Zyz (132)

- 16 -
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-=-0
-l-02
senn 0.4
-—0.7071

1

Figure 1.5 : Facteur d’amplification dynamique (p) en fonction de la pulsation relatif ()

pour cinq valeurs de y.

0 05 1 15 2 25 3

Figure 1.6 : Le déphasage (¢) en fonction de la pulsation relatif (Q) pour cinq valeurs de y.

Remarque : I1 est important de noter que par principe la résonance apparait par définition quand
0 = wo (fréquence naturelle du systéme non-amorti), ce qui correspond a un déphasage (@) de
90°. Toutefois, pour un systéme amorti wo ne correspond pas exactement a la fréquence ou la
réponse en régime est maximale (la réponse est maximale pour 8 = w2).

2.1 Les systémes discontinus

1. Généralités

Parmi les €léments constituant une structure, on trouve fréquemment des éléments de type
poutre, plaque et coque. Les solutions analytiques permettant de déterminer leur comportement

-17 -
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n’existent que rarement. Dans le cas ou la recherche de la solution analytique est trés pénible, il
est préférable d’utiliser systématiquement des méthodes numériques.

L’amortissement n’est pas pris en compte et la réponse n’est traitée qu’en régime permanent.

4.1 Vibrations dans les milieux élastiques 1D
Les ondes longitudinales sont des ondes de traction-compression dans la direction x.

Une barre peut vibrer en torsion : la vibration est caractérisée par un déplacement angulaire
(mouvement de rotation) autour de I’axe longitudinal de la barre.

Dans la plupart des cas, les poutres sont destinées a reprendre les actions de type flexion. D une
facon générale, toute section de la poutre est soumise a un moment de flexion et un effort
tangentiel.

Figure 1.7 : Types de vibrations des systémes continus

1.2 Différents types d’équations du mouvement

Afin de mener une étude vibratoire, on est amené a tenir compte des limites de la modélisation
des structures simples liées a la géométrie et au matériau. Ces limites peuvent se résumer dans
le cas des poutres :

Poutre rectiligne ; Longueur finie L ; Section constante S < L.
Homogene ; Linéaire et isotrope ; Non dissipatif.

En fonction du type de sollicitation, on peut considérer trois types de vibrations :
Vibrations longitudinales ;

Vibrations de Torsion ;

- 18-
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Vibrations de flexion

En général, les équations différentielles d’ordre 2 (vibrations longitudinales et de torsion) ou
d’ordre 4 (vibrations de flexion) sont :

1 0%f(x,

S8 — g

c; ot (1.33)
1 0%f(x,t) ’
P T g(x,t)

4.2 Equations de mouvements des poutres (arbres)

1.4.2.1 Mouvement longitudinal

Lorsque la barre est en vibration longitudinale, I’¢élément dx, situé a 1’abscisse x, est soumis a
un mouvement vibratoire u(x, t) sous 1’action de la force extérieure f(x, t). L’onde vibratoire se
déplace le long de la barre suivant I’équation de propagation (1.33).

i, 1)

e i e e e i e e el e i e i i e e

[ [ ulxl)
| | [

b dx

-—

1. Figure 1.8 : Poutre en vibration longitudinale.
Hypothéses

Poutre droite : Longueur L > e, 1 (e : épaisseur, 1 : largeur)
Section constante S

Matériau isotrope : p, E,v non dissipatif

Distribution de forces f(x, t)

Petites perturbations

Grandeur étudiée : déplacement longitudinal local u(x, t)
Meéthodes :

Pour écrire et résoudre les équations du mouvement, deux méthodes peuvent étre utilisées :
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M¢éthode locale : Elle utilise le Principe fondamental de la dynamique (PFD). Elle est adaptée
aux structures simples.

Meéthode énergétique ou variation elle : Elle utilise le théoréme d’Hamilton et les variations
énergétiques en introduisant les conditions aux limites. Elle est adaptée aux structures
complexes.

Equation du mouvement
On écrit I’équilibre dynamique d’une section de longueur dx :
Masse : pSdx

Déplacement : u(x, t)

2

L1, . 0°u
Accélération : —
at2

Force a gauche : —F

. ) a
Force a droite : F + é dx

X
A 0%u
<« deXﬁ
F «<— S|—> F+ OFdx
> U(X,t) ax
—  l—dx
> X

Figure 1.9. Equilibre dynamique d’une section de longueur dx

On a donc :

sd *u _ F+F+aFd + f(x,t)d (139
P e = ox X S D
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0*u OF (1.35)
PSF—a+f(x.t)

Traction/Compression pure :

)
F=o5=Es 562”—6(E5£)+ (x, ) 10
=0S=ESol PSeE= T ik
Comme E et S constants :
Paz = E52 Sfx, n note c—p c= 5
Finalement :
0%u 0%u 1 (1.38)
2
otz © ox2 pSf(x' 2

Le mouvement est défini par :
u : déplacement axial ;
F : force agissant sur le plan de section droite ;
S : aire de la section droite ;
E : module de Young ;
p : Masse volumique.

¢ =C¢élérité du son ou vitesse des ondes longitudinales. [c] = m/s

1..1.2 Mouvement de torsion

Equation du mouvement - Paramétres
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Le mouvement est défini par :
6 : Angle de torsion ;
M: Couple de torsion ;
Ig : Inertie de masse par rapport a 1’axe et par unité de longueur ;
I, : Inertie polaire de la section droite ;

G: module de Coulomb ou de torsion

[ Enx1)
il

dx

|-|-e

Figure 2.0. Poutre en vibration de torsion.

Hypothéses :
Poutre droite : Longueur L (>> e, 1), Section constante S

Matériau isotrope : p, E,v G (module de torsion), non dissipatif
Petites perturbations + gravité non prise en compte
Grandeur étudiée : déplacement angulaire local 6 (x, t)
On écrit I’équilibre dynamique d’une section de longueur dx :
Moment d’inertie : pl,dx

Déplacement : 6(x, t)

1r s 826
Accélération : —

at?
Moment a gauche : —M

\ . a
Moment a droite : M + % dx
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920
ot?

MC CM+<?_de
ox

—J |<— dx

y pl.dx/x

Figure 2.1 : Equilibre dynamique d’une section de longueur dx
2

0°0 oM
p[deF =-M+M+ de (139)

. , . . de
Torsion pure : Le couple et I’angle de torsion sont reliés par : M = GI,. -

20 0(61,%) (1.40)
ply = =
ot? 0x
Comme G et I, sont constants :
226 _ 6620 (1.41)
Potz = " ox2

G

Onnotec’? =~ c= |-
p

L’équation aux dérivées partielles de mouvement s’écrit, alors, pour une section constante :

0%0 _ ,0%0 _ (1.42)

otz ¢ oxz
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1..1.3 Mouvement transversal (de flexion)

Equation locale du mouvement pour une poutre

Parameétres

1t L A

TRy

X
| -

|

X dx

= -

Figure 2.2 : Poutre en vibration transversale
Poutre droite :
Section constante S = largeur X hauteur = [ X e,

LongueurL(>> e, 1),

. . le3
Moment quadratique de section I; = f—z

Matériau isotrope : p, E,v non dissipatif

Variables :

Distribution de forces transverses f(x, t)

Petites perturbations + gravité non prise en compte

Grandeur étudiée : déplacement transverse local (fléche) v(x, t)
Hypothéses

Hypothese d’Euler-Bernoulli : L’inertie de rotation des sections est négligée.

Conséquence : les sections droites restent perpendiculaires a la ligne neutre.

///

-4 -



Chapitre I : Généralité sur les vibrations

Figure 2.3 : Représentation d’une poutre en flexion

Rotation des sections :

8(x) = Z—Z (1.43)

On écrit I’équilibre dynamique d’une section d’épaisseur dx :
Masse : pSdx

Déplacement (fleche) : v(x, t)

2

1z . 0°v
Accélération : —
ot2

Effort tranchant a gauche : T

Effort tranchant a droite : T + g—i dx

Yy 2
A T 2 )(?)f”
v (a,t) | ot
ON
A C M —+ >
T l 1T + 0T da
o - 0

Figure 2.4. Equilibre dynamique d’une section d’épaisseur dx
Le mouvement est défini par :
V : fléche ;
1 : Pente due au moment fléchissant ;
T : effort tranchant ;
C : moment fléchissant ;
I : inertie de section ;

a : facteur de forme. Il est de I’ordre de 1’unité pour des sections usuelles.
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L’application des théorémes généraux de la dynamique conduit a :

4 0%v 7 aTd (1.44)
poOX 5z = ox ¥
d o _ C+C+6Cd Td (145)
pldx5a = ox XTI

Ce_f d?v (1.46)

B ]dxz
_dc (1.47)

“ax 1
%v(x,t) . . 0%v (1.48)

aT = inertie, Am = 'DdeW

En dérivant I’équation (1.46) 2 fois par rapport a X, on obtient :

o*v 0%v (1.49)

o =17 P 5

Supposons que E et J sont des constants, 1’équation (1.49) aura la forme suivante :

o'v SazvﬁaZerE] o'v 0 (1.50)
oxt P or2 T 9z T psaxt

Ej

Equilibre dynamique d’une section d’épaisseur dx

Equilibre dynamique d’une section d’épaisseur dx

1.3 Fréquences, modes et orthogonalités

Les sections droites des poutres sont supposées constantes lors de la recherche des fréquences
et modes propres. Les équations du mouvement libre sont résolues par la méthode classique de
séparation des variables. Par ailleurs, I’équation aux dérivées partielles de la torsion étant
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formellement identique a celle du mouvement longitudinal, le mouvement de torsion n’est pas
traité dans ce document.

1..3.2 Mouvement longitudinal libre
Solution libres = Solutions de 1’équation du mouvement lorsque f(x,t) = 0

Posons :

(x,8) = p(0)f (6) (1.51)

L’équation de mouvement s’écrit :

0’u  Ed*u _ 0 (1.52)
otz pox?
Reportant (1.50) dans (1.51):
d’f(t) E d?¢(x) _ (1.53)
D@ g~ [ 57 =0

La séparation de la fonction de la variable d’espace de celle de la variable du temps conduit a :

E 1 d*¢ 1 d*f(t)
pp(x)dx? f(t) dt?

(1.54)

= A(x, t) = —w?

Le premier membre de (1.53) est indépendant de t mais le second est indépendant de x. Leur
égalité implique que la fonction A(x,t) qui figure dans le troisiéme membre soit, a la fois,
indépendante de x et de t. C’est-a-dire égale a une constante (—w?) appelée pulsation propre
w = 2nf ou freprésente la fréquence propre en Hz.

Afin que les solutions restent bornées dans le temps, il s’en suit que :

d2f () (1.55)

T + w?f(t) =0
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dZ
d(fc(zx) F L) =0

Les équations (1.54) et (1.55) ont comme solution:

f(t) = Asin(wt) + Bcos(wt)

¢(x) = Csin <w\/§x> + Dcos <w\/§x>

La forme générale de la solution stationnaire en modes libres s’écrit alors :

u(x,t) = (Asinwt + Bcoswt) <Csin <a)\/§ x> + Dcos (w\/g x))

Conditions aux limites
Deux cas simples de conditions aux limites peuvent étre considérés :

Bord libre : aucun effort a I’extrémité F = 0

Ju
S ES—=0
0x
Mouvement indéterminé (u = ?)
=) ou _ 0, vt
dx

Encastrement : Section extréme bloquée : u =0
Effort indéterminé (F = ?)
Su=0,Vvt

_28 -
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e Poutre encastrée — encastrée

e Poutre encastrée — libre

x=0 x=L
|
;

e Poutre libre — libre

Il
—

x=0 ¥

Figure 2.5. Les conditions aux limites d’une poutre

Cas de la poutre encastrée-libre :

Les pulsations w sont déterminées par I’application des conditions aux limites. Dans le cas
d’une poutre encastrée-libre (E-L), quelque soit I’instant t, on aura :

Encastrement enx = 0

u(0,6) = 0, vt & ¢p(0)f(£) =0 & D = 0 © $(x) = Csin (w\/éx)

Libre en x = L (d’apres la loi de Hooke)

_de() o ou(L,t)
N(L, t) = ESWf(t) =0 x

=0 ¢'(L)=0

La fonction f(t) ne peut étre nulle quelque soit t, la premiére condition entraine D=0 et la

(oo

Afin d’éviter la solution identiquement nulle, il faut que:

seconde :
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ofo )

. . n |E
Et les fréquences sont données pour w,, = (2n — 1) Z\/;n =12,..
Les modes associés a w,, définis a une constante pres, s’écrivent:

¢n(x) = sin ((Zn -1) %x> (1.60)

Pour les vibrations longitudinales, tout solide déformable posséde une infinité de degré de
liberté.

La plus petite fréquence

- [z (1.61)
n=1:>a)1zi E:>a)n=w1(2n—1)

En mouvement libre, la solution générale de I’équation aux dérivées partielles s’écrit donc :

© T (1.62)
u(x, t) = Z(Ansina)nt + B, cosw,t) sin| (2n — 1) ST
n=1

Les constantes A,, et B, sont déterminées a partir des conditions initiales.

Figure 2.6. Modes longitudinales de la poutre encastrée-libre
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Dans les autres cas, tels que poutre (E- E) ou (E - L) aux deux extrémités, les calculs
s’effectuent de la méme facon. Les solutions sont présentées dans le tableau 1.
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Tableau 1. Pulsations et déformées modales en vibrations longitudinales

E-L X
Y oG- E g (x) = sin ((Zn—l)ﬂ>
n 2L p
n=1,2,3...
E-E . (nmx\ _
nr |E dn(x) = sin (T)ﬂ—f,

On =" p 2,3...
L-L nr |E ¢dn(x) = cos (?)nZL

= D 23..

Q= =

Figure 2.8. Modes longitudinales de la poutre libre-libre
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Relations d’orthogonalité :

Compte tenu des résultats précédents, I’équation de mouvement ci-dessous s’écrit :

Sazu 0 (ES 6u> (1.63)
Pooer = ax "7 ax
d d¢ o .
Tx (ES E) = —pSw?¢ (Pour simplifier 1’écriture ¢p = ¢(x))

Puisque cette équation est vérifiée pour les couples (w;, ¢;) et (wj, [0) ]-) :
d ( do;
dx dx

(1.64)

) = —pSwip;
(1.65)

P\ _ 2
dx <ES dx | pSW;¢j

Si les extrémités de la poutre ont comme abscisses 0 et L, on multiplie (1.64) par¢; et (1.65)
parg; :

fOL¢j%( Ci;il) dx = —w? fOLp Seip;dx (1.66)
] bi g <ES d¢1>dx— —w? prS(p .} dx (1.67)

. . . d .
En supposant des conditions aux limites courantes: libre (ES d—f = 0) ou encastrée (¢ = 0),

I’intégration par parties de (1.66) et (1.67) conduit a :

L L 1.68
f dd) dd)] dx = —wl-zj; pSip;dx (1.65)
JLES P8P g - j Shubd (1.69)
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En retranchant (1.68) de (1.69) :

L (1.70)
(wf - wiZ)J pSpipidx =0
0
Puisque w; # w;
L (1.71)
| pstuyax=o
0
A partir de (1.68)
L de;do; 1.72
0 dx dx

Les expressions (1.71) et (1.72) sont les conditions classiques d’orthogonalité.

Par ailleurs, en multipliant les deux membres de (1.64) parg;, et en intégrantde 0 a L :

L g de,; 5 L 5 (1.73)
Ld)ia(ES dx)dx——a)ifop5¢idx

L’intégration par parties avec des conditions aux limites courantes, libre ou encastrée entraine:

L dp;\? 1.74
foES(E) dx (1.74)

Jy pSp2dx ™M

Les intégrales k; et m; sont la raideur et la masse modales associées aux modesi.

1.4.4.2 Mouvement de flexion

Posons :

v(x, t) = ¢(x)f (1) (1.75)
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Soit:

£l o*v N Sazv —o (1.76)
axt P T

Par remplacant de (1.75) dans (1.76) on obtient :

d*p(x) d2f (t) (1.77)
El t S =0
(O +pSP () —
Par séparation des variables :
ElI 1 d*¢ 1 d?f(t) 5 (1.78)
- = — =(Cte=w
pS ¢p(x) dx* f(t) dt?
Dans ce cas, la constante doit étre prise égale a+w?. Il en découle:
d?f(t 1.79
dft(z)+a)2f(t)=0 (1.79)
(1.80)
d*¢(x) pS |,
La solution de (1.79) est:
f(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) (1.81)
Les solutions de (1.80) sont cherchées sous la forme ¢(x) = e
L’équation caractéristique :
. PS5 (1.82)
T £l ) 0

L’équation (1.82) a comme racines : r =3, -5, i, -i58
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) (1.83)
= [

Pour chaque valeur def3, ¢(x) peut se mettre sous la forme :

Avec

¢(x) = Csinfx + Dcosfx + Esinhfix + Fcoshfix (1.84)

Les pulsations w sont déterminées par 1’application des conditions aux limites. Les conditions
les plus courantes sont:
Libre (L) : T=0, C=0
Encastrée (E) : v=0,9 =0

Appuyée (A) : v=0,C=0 (1.85)

Dans le cas d’une poutre encastrée libre et en supposant que I’extrémité encastrée soit ax = 0,

et ’extrémité libre ax = L, on a compte tenu deZ—i =T,(1.84)et(1.85):

D+F =0 (1.86)
C+E =0

—Csinf L — DcosfL + EsinhfL + FcoshfL =

—CcosfL + DsinfL + EcoshfBL + FsinhfL =10

Les solutions, outres que les solutions identiquement nulles, impliquent que le déterminant du
systeme (1.86) soit nul.

Les calculs conduisent a :

1 + cosfLcoshBL =0 (1.87)
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Les solutions de cette équation ont la forme : 5,,L = X,, et les pulsations, compte tenu de
(1.83) s’écrivent:

[— (1.88)
Xz |EI +|pS W 4’E1
wn:L—z p_S' Pn=kn=+Vo El’ Cf:Ep Cr =Vo p_S

Les premiéres valeurs de X2 pour les conditions aux limites les plus courantes sont présentées
dans le tableau 2

Xt X3 X3 X3 Xg
EL 1+chxcosx=0 3.516 22.03 61.69 120.9 199.8
AA sinx=0 9.869 39.47 88.82 157.9 246.7
EE 1—chxcosx=0 22.37 61.67 120.9 199.8 298.5
LL 1—chxcosx=0
EA tgx =thx 15.41 49.96 104.2 178.2 272.0
LA tgx =thx
Relations d’orthogonalité
d? d?¢ (1.89)
— | El— | = pSw?
dx? < dx2> pSw¢
(Cette équation est vérifice pour les couplesw;, ¢y, etw;, ¢;. Il en découle :
d? < d2¢i>
— | EI = pSw?;
2 2 1V
dxf\ - dx (1.90)
d? dzd)j 2
o (E’ dx? ) = P39,
(1.91)
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En intégrant deux fois par parties dans le cas des trois conditions aux limites courantes: L, E,
A:

L d2¢-d2¢' L (1.92)
J. El dle dx2] dx = wlzf pSp;p;dx
0 0 (1.93)
L d2¢i d2¢] L
El dx = -2-[ So;p:d
j(‘) dx2 dxz X (l)] 0 p ¢l¢] X

Commew; # wj, la soustraction de (1.93) et (1.92) conduit aux conditions d’orthogonalités:

L (1.94)
[ pstiyax =0
0 (1.95)
Lo 4204
El Ldx =0
fo dx? dx2
De méme que précédemment, on démontre que :
L a2\ (1.96)
2 _fo El(dxz) dx_ k;
Z = =t

fOLpSgbizdx m;

Avec k; et m; sont la raideur et la masse modales du modei.

Conditions aux limites

1. Enx; =0

2.
v(0,t) =0
% 0,0=0
ax, -7

Encastrement (déplacement +pente)

3. v(0,t)=0

0%v
El.—(0,t) =0
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Appui (déplacement +moment fléchissant)
0 0%v
—\|Elr=—|(0,t) =0
6x1< f 6x12>( )

Libre (Effort tranchent cisaillent + M. fléchissant)

0%v
El.—(0,t) =0
T 9x2

9 (5.1.2%) 0,0 =0
ox, \ Toaxz) T
Liaison guidée

ov

—(0,t) =0

dx,
Remarque : Tant qu’on traite des vibrations libres, le phénomene de résonance n’intervient
pas. La résonance intervient uniquement en vibrations forcées lorsque la fréquence

d’excitation par la force coincide avec 1’'une des fréquences propres de la structure

Résume

Ce chapitre traite des vibrations des systémes continus, un sujet fondamental en mécanique
des structures. I1 s'intéresse aux €léments comme les poutres ou les barres, qui peuvent vibrer
selon trois modes principaux : longitudinal, en torsion ou en flexion. L’analyse repose sur
des modéles physiques simplifiés, avec des matériaux supposés homogenes, isotropes et non
dissipatifs. Lorsque les équations analytiques deviennent trop complexes, on utilise des
méthodes numériques, notamment la méthode des éléments finis. Le chapitre présente
¢galement les concepts essentiels de fréquences propres et de modes propres, qui décrivent
la fagon naturelle dont une structure vibre.
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Chapitre 11

Géneéralité sur la méthode des éléments finis

2.1 Introduction

La méthode des ¢léments finis (MEF) constitue 1'un des outils numériques les plus importants
pour modéliser les vibrations dans les structures continues, offrant une solution précise et
efficace a des problémes souvent complexes pour les méthodes analytiques classiques. Cette
approche repose sur la subdivision du systéme continu en un nombre fini d'éléments
interconnectés, facilitant ainsi la formulation matricielle des équations gouvernantes du
mouvement. Dans le contexte des vibrations, la MEF permet de calculer les fréquences
naturelles et les modes propres en résolvant un probleme aux valeurs propres dérivé des matrices
de masse et de rigidité. Elle permet également d'étudier différents cas tels que la traction, la
flexion et la torsion, contribuant ainsi a une meilleure compréhension de la réponse dynamique
des structures. Grace aux progres en calcul numérique et aux outils de simulation, cette méthode
est devenue incontournable pour analyser des structures complexes et optimiser leur conception
face aux charges vibratoires. Ce chapitre vise donc a présenter l'application de la méthode des
¢éléments finis dans la modélisation des vibrations, en mettant l'accent sur la détermination des
fréquences de résonance dans différents types de sollicitations (traction, flexion et torsion).

Détail mathématique de la méthode des éléments finis (MEF)
2.2 Equations aux dérivées partielles (EDP) [5]

Les équations aux dérivées partielles constituent le fondement mathématique des problémes
résolus par MEF. Elles expriment la relation entre les variables physiques (déplacement,
contrainte, température) et leurs dérivées spatiales et temporelles.

Exemples courants en ingénierie:

2.2.1 Kquation de diffusion thermique:

aT .
— = aV?T 2.0)
Jt
2.2.2 Equation d’élasticité linéaire (équation de Navier-Stokes simplifiée):
d%u 2.1)

2.2.3 Equation d’onde vibratoire:
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0%u 2.2)

Principal défi: La résolution analytique de ces équations est difficile (voire impossible) pour
des géométries complexes, d’ou l’utilisation de la méthode des éléments finis pour leur
résolution numérique.

2.3Formulation faible
La transformation des EDP en forme intégrale facilite leur résolution numérique.
Etapes:
2.3.1 Multiplication par une fonction de pondérationw(x):

Jw-(V-a+f)dQ=0 (2.3)
0

2.3.2 Intégration par parties: Pour réduire I’ordre de dérivation

(exemple pour I’équation de la chaleur):

f w-V2TdR —» — .f Vw - VT df2 + conditions aux limites 24)
0 Q
2.3.3 Introduction des conditions aux limites:
Conditions de Dirichlet: valeurs fixes des variables
Conditions de Neumann: valeurs des dérivées
Exemple: Formulation faible pour I’équation de diffusion:
2.5)

oT
fw—d!)+aij-VTd(2=af w- VT -ndrlr
0 at n a0

2.4 Fonctions de forme et interpolation [6]

Les fonctions de forme relient les valeurs nodales aux valeurs internes de 1’é1ément.
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2.4.1 Propriétés fondamentales:

3 Interpolation:

nt (2.6)
u(x) = Z N; (x) - u
i=1
Ou:
3.2 N;(x) : fonction de forme pour le nceud i
3.3 u; : valeur du déplacement au nceud i
Propriété de Kronecker Delta :
1 sii=j 2.7
Ni(x) = 85 = {0 sii#j
Types de fonctions de forme:
2.4.2 Eléments linéaires (1D): Pour un élément barre a deux nceuds:
X X
M =1-7, M) =7 (2:8)

2.4.3 Eléments quadrangulaires (2D): Pour un élément quadrilatéral a 4 nceuds

(Q4):

1
N(Em =71 £HA£m) (2.9)

ou &, n sont des coordonnées naturelles [—1,1]
2.4.4 Eléments triangulaires (2D): Pour un élément triangulaire & 3 nceuds (T3):

N(x,y) = a; + bzl-):l+ c;y (2.10)
A étant I’aire du triangle
Résumé des relations entre ces concepts
1. Le probléme physique est décrit par des EDP

2. Transformation en formulation faible pour faciliter la résolution numérique
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3. Approximation des solutions avec des fonctions de forme dans chaque ¢lément
4. Assemblage des éléments pour obtenir le systéme global résolu numériquement
Exemple appliqué: Analyse d’une poutre sous charge

1. Equation originale (EDP):

d* 2.11
Bl = () -

2. Formulation faible:

L d4w L 2.12
j;v-Eldx4dx=.I;v-q(x)dx (2.12)
Apres intégration par parties:
L d?v d?*w L . o (2.13)
f El—— ——dx= f v - q(x) dx + conditions aux limites
o dx?% dx 0

3. Utilisation des fonctions de forme: Pour un élément poutre a deux nceuds (chaque
nceud ayant un déplacement w et une rotationd):
W(x) = N1 (x)Wl + N2 (x)91 + N3 (X)WZ + N4(x)92 (2.14)
Ou N; sont des fonctions d’Hermite
2.5 La méthode de Galerkin [7]

La méthode de Galerkin est une approche variationnelle pour résoudre des équations
différentielles partielles (EDP). Elle est largement utilisée dans le cadre de la méthode des
¢léments finis (MEF) et repose sur une approximation du probléme dans un sous-espace de
dimension finie.

2.5.1 Formulation Variationnelle

Avant d’appliquer la méthode de Galerkin, on transforme I’EDP en une formulation faible.
Prenons I’exemple de I’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet homogenes :

—Au=f dans cR% u=0sur oM. (2.15)
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En multipliant par une fonction test v € H}(£2) et en intégrant par parties, on obtient :

fVu-Vvdx = ffvdx vv € H} (D). (2.16)
0 n

2.5.2 Discrétisation par Galerkin
On cherche une solution approchée u;, dans un sous-espace V,, € Hj (2) de dimension finieN.
Espace d’approximation V,

On choisit une base {¢, ..., px} de V,, (par exemple, des €éléments finis de Lagrange). La
solution approchée s’écrit :

N (2.17)
up(x) = Z U;j ¢j(x)-
j=1
Probléme discret
La méthode de Galerkin conduit a :
a(uh, (pl) = L(d)l) Vi = 1, ., N, (2.18)
Ou:
a(up,vp) = jVuh Vv, dx, L(vy) = vah dx. 2.19)
0 0
2.5.3 Systéme Linéaire
Le probléme discret se réécrit sous forme matricielle :
AU =F, (2.20)

Avec :

3 A= a(d)j, (;bl-) (matrice de rigidité),
4  F; = L(¢;) (vecteur de charge),

5 U= (uy,..,uy)T (inconnues nodales).

2.54 Convergence
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L’erreur || u — uy, |41 est controlée par le meilleur approximant dans Vj, :

lw—up < C inf Il w— vy, . .21)
VHEVH

Pour des éléments finis de degrék, siu € H**1(Q2), on a :

Il u—up < CR*u| ke 2.22)
2.6 Méthode des éléments finis (dans le cas de vibration) [8]

Les étapes principales pour appliquer la méthode des éléments finis a I’¢tude des vibrations
sont les suivantes :

2.6.1 Discrétisation du modéle en éléments finis

La structure continue (poutres, poteaux, etc.) est divisée en plusieurs petits ¢léments
interconnectés

Le type d’élément (barre, plaque, volume...) est choisi selon la nature du probléme
2.6.2 Choix des fonctions de forme

Utilisation de fonctions d’interpolation pour représenter le champ de déplacement

Ces fonctions relient les déplacements nodaux aux déplacements internes de I’élément

Formulation des matrices élémentaires

Matrice de rigidité [K,] dérivée par le principe de 1’énergie potentielle

Matrice de masse [M,] (cohérente ou concentrée)

Matrice d’amortissement [C,] si nécessaire

Assemblage des matrices globales

Combinaison des matrices élémentaires en matrices globales[K],[M] [C]

Application des conditions aux limites

2.6.3 Formulation et résolution des équations du mouvement

{u} + [CH{u} + [K]{u} = {F(©)} (2.23)
Pour les vibrations libres (sans amortissement ni force extérieure) :
{i}+ [Kl{u} =0 (2.24)
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En supposant une solution harmonique{u} = {¢}e®?, on obtient le probléme aux valeurs
propres :

([K] - w?[MD){¢} = 0 (2.25)
Calcul des fréquences propres et modes propres
Résolution du probléme aux valeurs propres
Extraction des fréquences naturelles w,, et modes propres {¢,, }
Tri des fréquences par ordre croissant
2.6.5 Analyse de la réponse dynamique (optionnelle)
Intégration temporelle directe pour les systémes non-linéaires
Analyse spectrale pour les systémes linéaires sous chargement périodique
2.6.6 Interprétation et validation des résultats
Comparaison avec solutions analytiques ou expérimentales
Etude de convergence du maillage
2.7 Etude de vibration longitudinal (cas de traction) en utilisent MEF
2.7.1 Hypothéses
Elément de poutre 1D de longueurL.
Matériau ¢€lastique linéaire (loi de Hooke :0 = E¥¢).
Déplacements axiaux u(x) décrits par une interpolation linéaire.

Petites déformations.

2.7.2 Déplacements Nodaux et Fonctions de Forme

Déplacements nodaux :

u=[1], obuy et t les dépl ( ds1et2 (2.26)
= lup]> O U1 etuy sontles déplacements aux nceuds 1 et 2.
Interpolation linéaire :

u(x) = Ny(x)u; + No(x)u,, (2.27)
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avec les fonctions de forme :

Ny(x) =1- % N, (x) = ; (2.28)

2.7.3 Relation Déformation-Déplacement

Déformation axiale €(x) :

du(x) d

€(x) = dx E(Nllh + Naup) = [—% %] [Z;] =B-u, (2.29)

. 1 1 ) .., )
ouB = [— i Z] est la matrice des dérivées des fonctions de forme.

2.7.4 Energie de Déformation et Matrice de Rigidité

Energie de déformation U :

1 L 1 L 2.30
U=—f EAede=—uT(J EABTde>u. (2.30)
2 0 2 0

Matrice de rigidité K :

. 1 (2.31)
7 EA -
K=jEABTde=EAj t [_1 1]dx=—[1 1].
0 o | 1|l L L Ll-1 1
L
2.7.5 Relation Efforts-Déplacements
_ Fi1 EAr1 —171w4 (2.32)
F=K-u = Fz]_T[—1 1”uz]'

2.8 Matrice de Masse pour un Elément de Poutre

2.8.1 Hypotheses

Mémes hypothéses que pour la rigidité, avec une masse volumiquep.
2.8.2 Energie Cinétique

Energie cinétique T :
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T_lfL 2 ou(x, t) Zd
2, P ot x
Approximation du déplacement :

u(x,t) = Ny (x)uy () + Ny (x)uy (o).

Vitesse :

— = N4t + N,
u U,.
ot 1“1 292

2.8.3 Matrice de Masse Cohérente

Formulation :

1 L
T:E“TU pANTNdx>l'1, ot N =[N; Nl
0

Calcul :

e

M= pA
g J [N 2Ny
2.8.4 Matrice de Masse Diagonale (Lumped)

Approximation : Concentrer la masse aux nceuds :

_PAL11 0

M201'

2.9 Exemple : Poutre en traction divisée en 3 points (2 éléments)

2.9.1 Données du probléme

Longueur totale : L = 2m (2 éléments deL, = 1m)
Section : A = 0.01 m?
Module de Young : E = 200 X 10° Pa

Masse volumique : p = 7800 kg/m3
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2.9.2 Matrices élémentaires

Matrice de rigidité élémentaire K, :
EAr1 -1
Ke=1. 1 7
e
Matrice de masse élémentaire M,, :

:pALe[z 1
6 11 2

J=2x10°[ 1 ]

1

Sl !

2.9.3 Assemblage des matrices globales

Matrice de rigidité globale K :

1 -1
K=2x10°|-1
0o -1
Matrice de masse globale M :
210
M=13(1 4 1
0 1 2

0

x

1

2.9.4 Résolution du probléme aux valeurs propres

On résout:

(K- w*M)u=0

Equation caractéristique:

1 -1 0
det<2x109 -1 2 -1|-w?x13

0 -1 1

5. Résultats
Mode w (rad/s) f (Hz)
1 (Rigide) 0 0
2 (Fondamental) 1.54 x 10* 2450
3 (Harmonique) 3.08 x 10* 4900
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1 4 1
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Interprétation physique

Le mode 1 (w = 0) correspond au mouvement de corps rigide
Le mode 2 est le premier mode de vibration flexible

Le mode 3 montre un nceud vibratoire au centre

Applications pratiques

Eviter les résonances dans les structures

Validation des mode¢les éléments finis

Conception de systemes vibrants

2.10 Etude de vibration transversal (cas de flexion) en utilisent MEF

On considére une poutre

2.10.1 D’Euler-Bernoulli a 2 nceuds avec :
Longueur : L
Module de Young : E
Moment d’inertie : [

Variables nodales : v,, 8; (nceud 1) et v,, 8, (nceud 2)

2.10.2 Dérivation des Fonctions de Forme

Equation de la déformée
La fleche v(x) est interpolée par un polyndme cubique :

v(x) = a + bx + cx? + dx3 (2.45)
Conditions aux limites :

Enx=0:v(0) =v;=a

Enx=0:vV® =90,=0b

Enx=L:v(L) =v,=a+bL+cl?+dL3
Enx=Lv® =0, =>b+2cL+ 3dL?

(2.46)

Résolution du systéme
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On obtient les coefficients :

a =7, (2.47)
b = 01
_ 3(172 — vl) 201 + 02
B L? L
2wy —vy) 6,+80,
d = L3 + LZ

Fonctions de forme

Expression finale avec fonctions d’Hermite :

x> x8 x> x3
v(x) =<1—3—+2—3>v1+<x—2—+—>01

L? L L L?
o - 2.4
N1(x) N2 (x) (248)
x*  _x3 x> x8
+ <3ﬁ— 2ﬁ>172 + (—T+ﬁ>02
N3(x) N4(x)
Dérivation de la Matrice de Rigidité
Relation courbure-déplacement
La courbure k s’exprime comme :
L1
K_dzv_ 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x])6;
"o T e et i) (2.49)
5 92
u
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Energie de déformation

L’¢énergie de déformation s’écrit :

1 L 1 L 2.50
Uz—f EIx*dx = -u” Elf B’ Bdx |u (30
2y 2 0
Calcul de la matrice de rigidité
Aprés intégration, on obtient :
12 6L -—-12 6L
EIl 61 4L*> -6L 2L?
Ke=13|-12 -61 12 -6l 2.51)
6L 21> —6L 4L*
Matrice de masse :
2. Cinématique de la poutre
Le déplacement transversal est décrit par le polyndme cubique :
v(x,t) = ay(t) + a;(O)x + ay()x? + az(t)x3 (2.52)
6 3. Conditions aux limites
Identiques a la matrice de rigidité :
v(0,t) = v, (t) (2.53)

Enx = 0: {H(O,t) = 0,00

v(L,t) = v,(t)

Enx = L: {G(L,t) = 0,(0)

4. Fonctions de forme

Nous utilisons les mémes fonctions de forme Hermitiennes :
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M@ =1-32) +2()

L2 L
Ny(x) = (1—%)
MG =3(7) ~2(3)
M) =2 (1-)

5. Energie cinétique

L’énergie cinétique s’exprime comme :

r=2[pa(%) a
—2),P\at)
En utilisant 1’approximation par les fonctions de forme :

T = E l:lTMel:l

6. Construction de la matrice

La matrice de masse cohérente est obtenue par :

NiN;  NiN  NiN3  NiN,

L
_ N,N; N,N, N,N; N,N,
Me‘pAJO NNy NoNy NoNy NoNy |
N,N, N,N, N,N; N,N,
7. Calcul des intégrales
Exemple de calcul pour deux termes :
L 2 3\ 2
M —Af 1-3X X ) ax =28
u =P 2T eE) T 0"
M = AfL 1 3x2+2x3 sz+x3 d _ 22k AL
1z =P A )\ T AL T ) T a0”
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8. Matrice finale

Apres calcul de tous les termes, on obtient :

156 22L 54 —13L
_PAL| 221 412  13L -3L?
€ 420| 54 13L 156 —22L
—13L —31%2 —22L 4I2

(2.59)

Etude de vibration en torsion en utilisant la MEF

Paramétres de la poutre

On considére une poutre a 2 nceuds soumise a une torsion pure. Les parametres sont :

7  Longueur: L

8  Module de cisaillement : G

9  Moment d’inertie polaire : |

10 Variables nodales : ¢, (angle de torsion au nceud 1) et ¢, (angle de torsion au nceud 2)
1. Dérivation des Fonctions de Forme

Equation de la torsion

L’angle de torsion ¢p(x) est interpolé par un polyndme linéaire :

$¢(x) =a+ bx (2.60)
Conditions aux limites :
{En x=0:¢(0)=¢;=a (2.61)
Enx=L:¢p(L) = ¢, =a+ bL

Résolution du systeme

On obtient les coefficients :

$2 — P1

{a = ¢, (2.62)
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Fonctions de forme

L’angle de torsion s’exprime comme :

6@ =(1-7) b1 + () 62
N1 (%) N3 (x)
2. Dérivation de la Matrice de Rigidité
Relation déformation-déplacement

La déformation en torsion y est donnée par :

_dé _

= =B
Y dx u

Ou:

2=lp g v=la)

Energie de déformation :

U=%LLG](Z—(£)2dx=%uT<G]LLBTde>u

Calcul de la matrice de rigidité :

1
o [l ga-2ts 3
L

3. Dérivation de la Matrice de Masse
Energie cinétique

L’¢énergie cinétique due a
la rotation est :
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1 (Y a¢\? 1 (2.69)
T =— —) dx ==u"M,J
2 JO Pl (at) regt e
Oou u= {‘l.’l}.
(0B
Construction de la matrice de masse
L
N;N; NN 2.70
Me:P]f[ll 12]dx ( )
o IN2N; NN,

Avec N;(x) =1 — f etN,(x) ==

L

Calcul des intégrales

( L X\ 2 pJL
M =p]f 1—=) dx =—

IM, =My, = pJ fOL (1- %) (%) dx = % Q.71)

LMZZ = P]fOL (;)2 dx = %

Matrice finale

_%2 1] (2.72)
611 2

M,

Formulation d’interaction fluide-structure par la méthode des éléments finis [9-11]

1.1 Détermination des matrices ¢lémentaires

Considérons le modéle éléments finis d’une structure discrétisée en N degrés de libertés.
Le comportement dynamique de la structure est décrit par 1’équation de vibration des poutres
dans la direction transversale (Y). CE systéme d’équations peut étre assemblé en un systéme

élémentaire de la forme,

[M]{Ge} + [CHGe} + [Kel{ge} =0 (2.73)
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Avec

[M;|Matrice élémentaire de masse,
[C]Matrice d’amortissement du systéme
[K; |Matrice élémentaire de raideur,

Le champ de déplacement ¢lémentaire est,

{q.} = [W191W292]T (2.74)
Ou

W, 8;, W,etl, : Sont les déplacements et les rotations aux nceuds, 1’élément utilisé est une barre

(voir figure 3.1) a 2 nceuds avec deux degrés de liberté.

..................................... L.,
Figure 2.9 : Elément de poutre (4ddl) X
Avec
W (X, T) : Déplacement transversal
6(X,T) : Rotation de la section droite,
oW (X, T) (2.75)

0(X,T) = —
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Le déplacement transversal exprimés en fonction des déplacements nodaux s’écrivent,

(2.76)

N
WOLT) = ) NCOW(T)

Avec

[N;] : Sont des fonctions de formes pour 1’élément de poutre a deux degrés de liberté

i=l1..4.

L’interpolation du champ des déplacements est donnée par :

W(X, T) = bo + b1X + b2X2 + b3X3 (2.77)

H(X,T) = bl + 2b2X+ 3b3X2

Peuvent étre obtenus les déplacements et les rotations locales par I’interpolation sur les

déplacements aux nceuds :

WX, T) = Ny(X)W; + N,(X)6; + Ny(X)W, + N,(X)6, (2.78)
O(X,T) = NJ(X)W; + N;(X)6; + N3(X)W, + N,(X)6, (2.79)
Les fonctions de forme sont données par,
( x* _x?
L (2.80)
x*  x3
N,=X—-2= + =
< 2 I T
X2 X3
N3 = 3? ZE
X3 Xx?
M= E T T
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Les fonctions de forme pour un élément de référence sont données par,

N, =1— 3% + 283
N, = L(§ — 2% + 3¢3) (2.81)
N, = 362 — 2¢3

|\ N, =LE(¢-1)

Les coordonnées locales sont liées aux coordonnées adimensionnelles par,

X .
f=0<¢<D (2:52)
1 2
® — &
=0 L =1
y &
E=XL
E—
Figure 3.0 : Elément de référence
On peut écrire cette interpolation sous forme matricielle :
(2.83)

{Kg((ff%)} = [N, (0)1{ (T}

Détermination les matrices pour la conduite

La détermination de toutes les matrices sera faite par la méthode des ¢léments finis.

Matrice de la rigidité de la conduite

D’aprés I’équation de I’énergie de déformation (potentiel) cas de poutre,
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V_fLEI azw ZdX
), 2 \ax2

av
9q, = [Ks){q:}

Avec

[K,]Matrice de rigidité de la conduite

L’¢énergie de déformation adimensionnelle est donnée par 1’expression,

Bl ['0*W oW
213 ), 082 082

d§

EIl

1
~ o
V_—ZLJOW W dg

A partir de 1’équation

Wy

1 IZANZIANZAN LA 91
W =[N/ Ny N3 N,'] w,

6,

Avec

-6l -

(2.84)

(2.85)
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Donc I’expression du potentiel sera,

"
Ny

14

Wy
2 TANAN 22N 2L 91
Ny | VNN g (2.89)

lN‘;'J 6,

V—Elfl[WBWH]

A partir de 1’équation on peut exprimer,

(2.90)
1 1
) RRITAITA] A

La raideur de la conduite est,

N (2.91)

EI ! NZ” 124 12} n 124
=75 | [ | 9wy g g
0
N,/

La matrice de rigidité pour la structure est,

NJ'? Ni'N;' N{'Nj N{'N}/ (2.92)
Kl =5 [ N N NONENENGD
13 J, |N§'N{" NNy Ni'? N3'Ny
N,'N{' NNy’ NJNY' Nj'2

12 6L —12 6L
(K.]=Zl| 6L 4L® —6L 212
sI= 3| -12-6L 12 —6L
6L 2L* —6L 4L

(2.93)
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Matrice masse de la conduite

L’énergie cinétique du solide est donnée par,

1 d*w 2.949)
Ecs = EpSAS de

Avec
ps , la masse volumique de la structure et,
A, Aire de structure

L’énergie cinétique adimensionnelle est donnée par 1’expression,

1 ro. (2.95)
Ecs = EpsAst WTW d¢
0
En introduisant les fonctions on trouve,
1 o ) (2.96)
Fes = 5 psAsl. | GTINGT IN(d)dg
0
Avec
1t ) (2.97)
Fos =3 | (" Imltddds
0
Donc
N,
N,
[m] = psAsL[N;N,NsN,] N; (2.98)
N,
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N;? NiN; NiN; N;N, (2.99)

1 2
_ N2N1 Nz N2N3 N2N4
[m] - pSASL.l(; |N3N1 N3N2 N32 N3N4 df

N4N; Ny,N, N,N; N,2

156 22L 54 -—13L

[m]=psAsL 22L 4L* 13L -31? (2.100)
420 54 13L 156 —22L
—13L —3L*—=22L 4L?

1.1.1 Détermination les matrices pour le fluide
Matrice de rigidité du fluide
L’équation de 1’énergie cinétique pour un €lément du fluide est

1 dw  dw\?

2 (2.101)
Ee; = 2p, A J UZdWZ+2U il +d2W dx
or = 2Pr dx* " “Udrax " dr? (2.102)
Avec
Py » la masse volumique du fluide et,
A, Aire du fluide
L’équation a contient trois termes,
Le premier terme signifie la matrice de la rigidité du fluide,
1 AU f dw? X (2.103)
2Pre ) axe

Le deuxieme terme signifie la matrice masse du fluide,
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1 4 dWZdX (2.104)
> Préf dT?

Le dernier terme c’est la matrice d’amortissement

1( 4 )zuf d*w ix (2.105)
2 \Préy dTdx
Matrice de la rigidité du fluide
1 UZJdWZ ax =L Law dw iy (2.106)
2Prir? ) Taxz 4 T 2P ) ax ax

L’expression en coordonnées adimensionnelles est donnée par,

AU 1deWd€ (2.107)
2LPrr ) g ag
Et donc
1 . (2.108)
_ 2 T
En utilisant les fonctions de forme,
1 1 ) , (2.109)
o7 PrAsU [ @ TIN TN Yaedeg
0
Sachant que
[Nl’] w; (2.110)
1 !
Lo av [ weaw,e, |2 v |6
prf 0[1122]|N§|[1234]W2€
lNA;J 6,
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On sait que I’énergie de déformation pour un fluide est [52],

|4} (2.111)

1 1 0,
2L,ofAfU f [W,6,W,06,] [Kf] W, d¢
0,

Avec
[Kf]Matrice de rigidité de fluide

On trouve la forme de rigidité du fluide sous I’expression,

N{ (2.112)
prArU? N,
[Kf] =L [ f N2 [N{N;N3N,1d§
0 3
Lv;]
La matrice de rigidité du fluide pour notre system est,
N112 NllNzl N1/N3l N1’N4, (2.113)
(k] = 2 fl Ny'Ny' Np'2 Nop'N3' NNy
! L [N3'N1’N3’N2' Ny'2 N3’N4’J
N4_,N1, N4,N2, N4_,N3’ N412
36 3L —-36 3L
2.114
(K] = PfAf U*| 3L 417 -3L —L? (2.114)
! —-36 —=3L 36 —3L
3L 3L* -3L 4L?
Matrice masse du fluide
Pour la deuxiéme therme de 1’énergie cinétique du fluide,
1 dW2 1 5 - (2.115)

- 66 -



Chapitre 11 : généralité sur la méthode des éléments finis

En introduisant la matrice de fonction on obtient :

1 t e (2.116)
2PrArt | T IN TN g
0
On sait que I’énergie cinétique est,
10t r i (2.117)
5| @i
0
Donc
Ny (2.118)
1 N,
prsL | IMNoNNG] [ | g
0
N,
De cela
. N, Nll\iz %1%3%1%4 (2.119)
NNy Np° NalN3 NpINy
M| = prAfL
[M] Pres jo N3N, N3N, N3? N3N,
|NyN; NyN, NyNy N, |
La matrice masse du fluide pour notre system est,
36 3L —-36 3L (2.120)

_PrAfL| 3L 412 —3L —L2
~ 420 |-36 —-3L 36 -3L
3L 3L% —3L 412

La matrice d’amortissement du fluide

Le troisiéme terme de 1’énergie cinétique contribue a I’expression de la matrice d’amortissement

et le system,
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d*w 1 dw dw (2.121)

1
21y | 20 G = 5prAr2U | G o

En utilisant les coordonnées adimensionnelles et les fonctions de forme donc on trouve,

1 .
2oy [ 20T INITIN g Jag @.122)

Avec [51],

[Cf] = ZUpfAff[Ni]T[Ni,]df (2.123)

Donc

N,N;" NyN," N;N;' NN, (2.124)
NN NNy NoNs NI,

N3Ny NsNy' NsNo' Ny Ny’

NNy NoNy' NyNa' Ny’

[Cr] = 2UpyA; jo

La matrice d’amortissement du system est,

30 6L 30 —6L (2.125)
_ 2UpsAs| —6L 0 6L —I2
=730 | -30-6L 30 6L

6L 12 —6L 0

[€] = [¢f]

L’équation du mouvement structure plus fluide

En appliquant principe de Lagrange,

a4 <6EC> 0B oV _ (2.126)
dt\dg; dq; 0q;
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Ou
E. , L’énergie cinétique du systeme fluide plus conduite

Donc, on peut représenter 1’équation du mouvement (3.1) sous,

(IM] + [Me]) @3 + [€1(a3 + (1K1 = [Kf])ta} = 0 (2.127)
On peut exprimer cette équation sous,
(IM:D{g} + [Cl{q} + ([K:Dfq} =0 (2.128)
{q} = {A}. exp(2t)

Avec A est la valeur propre du systéme et le vecteur propre correspondant de cette valeur est

{45, A= wj

Notre systeme sera,

{(IMg] + [MD){—0?} + [CHwj} + ([Ks] — [Kr]) A} exp(wjt) = 0 (2.129)
Et donc,

(IMs] + [Mf]){—w®} + [CH{wj} + ([Ks] + [Kf]){A} =0 (2.130)

L'équation du mouvement du systéme est,

(—w*[MD + wj[C] + (KD =0 (2.131)

Dans une notre étude, les paramétres de fréquences adimensionnelles sont donné par
I’expression suivante,

1/2
_ (mf + ms> L2 (2.132)
El
Avec w, pulsation propre du systéme,
w = 2nf

Dans I’expression f: c’est la fréquence naturelle de notre poutre
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Modélisation analytique des vibrations transversales des conduites de transport

1 Introduction

Cette section expose l'approche théorique du probléme des vibrations induites par I'écoulement d'un
fluide dans une conduite. L'objectif est d'analyser les effets de couplage dynamique entre le fluide et la
paroi de la conduite. L'étude porte sur un tuyau droit en acier, de section circulaire, en adoptant
I'hypothése d'un comportement élastique linéaire. Le matériau du tuyau et le fluide sont supposés
homogenes et isotropes.

2 Equations du mouvement et conditions aux limites

2.1 Théorie des poutres d’Euler-Bernoulli

Les équations du mouvement du tuyau de transport ont ét¢ initialement obtenues par Bourriéres.
Nous décrivons ici le développement des équations telles que cela apparait dans. On cherche a construire
la forme de mouvements possibles de vibrations libres d’une poutre droite. La poutre a une longueur L,
une section 4 et un moment quadratique /. Le matériau élastique dont elle est constituée est homogeéne
de module d’Young E, de masse ms. Conduisant un fluide de masse lin€ique mya la vitesse moyenne U.
Le déplacement du tuyau entraine une force de frottement avec le fluide extérieur, caractérisée par le

coefficient de frottement ¢ .Quelques approximations doivent étre faites :

— Le tuyau est inextensible ; son déplacement latéral est exprimé par Y (X, 7), on note W(X, T) la
fleche latérale d’une section située a I’axe Y.

— Le tuyau peut étre assimile a une poutre de type Bernoulli-Euler, de fleche Y (X, 7) petite.

— Le déplacement Y(X, 7) est d'amplitude et de longueur d'onde faible devant le diamétre du
tuyau. Aussi l'abscisse curviligne (s) est-elle équivalente a la coordonnée cartésienne X.

— L'écoulement considéré est uniforme, peut étre vu comme une colonne sans aucune rigidité se
déplagant a l'intérieur d’éconduite a la vitesse U.

Considérons alors les éléments de fluide et de solide infinitésimal dJs, représentés sur la figure 3.1.

Dans la figure 3.1a on apparait les différentes forces agissant sur I'élément fluide, les forces induites
par le gradient de pression, la réaction normale du tuyau sur le fluide, la réaction tangentielle associée

aux frottements visqueux et la force de gravite.

L'équation décrivant sa déformation latérale,
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En projection selon X et Y et en éliminant les termes de second ordre, cela donne,

apP ay 3.1
_AO_X_ qs +msg +F6_X = Mmsasx
0 aY ayY 3.2)
ax (p ax) 1S ax = MYy

M

/—\.
pa \A"/

asSéds Fé&s
AY

W s \ \\
aT

/ + 2
e ds s

a
Fés \ Q+a—Q(sS

ap+22s A
(P+05) 4

T

A

Migss oM
Mmggés M +—6s
s9 ds

v

(a) (b) X

Figure 3.1: Elément de fluide (a) et de conduite (b) sur une longueur ds

asx et agy sont les accélérations de 1’élément fluide selon X et Y respectivement. Comme apparait sur la
figure 3.1.b, des forces supplémentaires agissent sur I’élément de conduite s, la force de frottement Q,

la tension 7, et le moment de flexion M. On obtient,
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aT ay 3.3)
a—X+qS+msg—Fa—X=msapX

aQ LF+ a (T BY) +as ay ay 3.4
X ax\' ax) TP ax " Cor = Msy
oM . w3 (3.5)
Q= ox X3

Les accélérations selon la direction X sont nulles et celles selon Y sont de la forme

0 . 9 \> y 9 (3.6)
o =G+ V3g) ¥ P = 72
a*y 0%y 0%y (3.7)
- 2 _ — —— -
Elos+ [mU% — (my + mg)g(L — X)] ozt 2mU oo
ay Yy 0%y
+(mf+ms)g—X+ca—T+(mf+ms)ﬁ+KY =0

Utilisons les mémes parametres adimensionnels que dans [12],

x=X/L, y=Y/L, t=(EI/(m/+ ms)l/z) T/12, B = (3.8)

mg/(m; +my),
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1/2
u = UL(m/EN)""*, k = KL2/EL,y = (m; + m,)gL3/EI,
a = cL?/(EI(m; + my))*/?
Ou u, k, o, et a représentent respectivement la vitesse, la raideur élastique, la gravité et le coefficient

de frottement adimensionnels. Le paramétre S, appelé rapport de masse, varie entre 0 et 1. Nous pouvons

maintenant écrire 1'équation sous forme adimensionnelle,

oty 9%y %y dy ay 9%y? 3.9)
preidUs —y(l—x)]—+ 2\/Bu m”a* St thy =0

La variation du parametre x entre [0,1]. Selon le cas particulier considéré, nous en retirerons certains
termes. Le cas particulier qui servira a introduire tous les différents concepts est celui du "tuyau simple",
pour lequel la fondation ¢élastique, la tension, la gravité et le frottement sont absentes. L'équation du

mouvement sera,

Ela4y+ 02 02Y+2 U %Y N aZY_O (3.10)
ax* TV gxz T MY Gxar T MsarZ T

L'équation adimensionnelle de son mouvement se réduit a,

oty ,d%y ’y 0%*y? @3.11)
- 2 _ =
axt T W e F2VB UG 5t 50

Dans I’expression (2.10), le terme indépendant de la vitesse de 1’écoulement est évidement
I’effort inertiel d’interaction fluide-structure, qui associe a la masse ajoutée. Les deux autres termes

caractérisent le couplage fluide-¢élastique entre I’écoulement el la structure [13].
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Le terme proportionnel a U?s’interpréte comme 1’effort centrifuge qui est exercé par I’écoulement sur la
conduite. Le terme proportionnel a U est 1’effort de Coriolis. Les figures suivantes décrivent les forces

qui s’exercent sur la conduite de transport déchoque terme de 1’équation du mouvement,

a* . .
Le terme EI a_XZ est un composant de force agissant sur le tuyau au mode flexionnel. La figure 3.2

montre une vue schématique de cet effort.

A

'Y
oxX*

v
<

Figure 3.2: Représent 1du premier terme de I'équation du mouvement d’un tuyau de transport.

7

v

VA
Figure 3.3: Représentation du deuxiéme terme de I'équation du mouvement d’un tuyau de transport.
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2%y

2
me ax2

: Représente la composante de force qui contraint le fluide a la courbure du tuyau. La figure

3. 3montre une vue schématique de cette force

A

2%y

2meU 2o

7
Figure 3.4: Représentation du troisieme terme de 1'équation du mouvement d’un tuyau de transport.

%y . . . 12 . .
Le terme 2m;U 2xorSSt la force nécessaire pour la rotation de 1'élément du fluide avec une vitesse

angulaire (l'effet de Coriolis). C force est représentée par la figure 3.4.
v
A
0%y
Ms a2
I | -
] N e
7

Figure 3.5: Représentation du quatrieme terme de I'équation du mouvement d’un tuyau de transport

(Force d'inertie).
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a%y

Le terme mg 7z¢st un composant de force agissant sur le tuyau en raison de l'inertie du tuyaute le fluide

s'écoulant a travers, elle est représenté schématiquement sur la figure 2.5.

10..2 Les pulsations et modes propres

A une pulsation complexe donnée supposons-la déformée du tuyau de la forme,
y(x) = Akx (3.12)

Puisque 1'équation du mouvement adimensionnelle (1.11) est linéaire, nous exprimons le déplacement

du tuyau [35],

. il (3.13)
y(x, ) =§Re[ZA eiot]

j=1

Ou £k est le nombre d'onde et w pulsation propre

Pour un polyndéme d'ordre 4 en k et nous avons donc quatre nombres d'onde 4j, j = 1: 4. La déformée du

tuyau est donc de la forme,

A; exp(ikyx) + A, exp(ik,x) + A3 exp(ikzx) + (3.14)

y(x,t) = exp(iwt) Ay exp(ikyx)

Cette expression doit satisfaire de plus les quatre conditions aux limites, dépendant du type

d’extrémité. Pour un tuyau encastré-libre, nous avons,

[Th14j] =05 [Sh kA = 0; [Shq k*Ae™] = 0; [Th, k’Aei] = 0 3.15)
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Pour avoir une solution non triviale il faut quelle déterminant du systéme soit nul,

1 1 1 1
k, k, ki Kk,
A7 |K2eik kZeitz kZetkskeiks| = O (3.16)
I3et 1 k3eikz k3 etks |3 etks

En raison de la complexité de I’équation (3.16), ne peuvent pas tre exprimées sous la forme explicite en
termes de u, f et (2, il n'est pas possible d'obtenir des solutions par des méthodes directes. Gregoryet autre
[19] ont proposé une méthodologie permettant d'obtenir les vitesses critiques pour un tuyau simple sous
un écoulement interne dans le cas général, donc on a nécessaire a une méthode numérique. La deuxiéme
méthode permet d'obtenir avec plus de facilité les pulsations et modes propres du tuyau. Il s'agit d'une
méthode numérique de type Galerkin se servant d'une base modale constituée des modes propres du

tuyau sans écoulement.
2.1.2 La méthode de Galerkin

C’est une méthode analytique approximative, elle permet de calculer N pulsations propres du systéme a

partir d'une base modale constituée de N modes. La méthode de Galerkin est tres bien détaillée dans [35],

il (3.17)
Y1) = ) P ()4a(0)
n=1

Y, (x),n = 1,00 : sont les fonctions propres modes de la poutre (cas d’un tuyau).

Dans notre cas la base modale choisie est constituée des modes propres du tuyau sans écoulement,

c'est a dire les modes propres d'une poutre ayant les mémes conditions aux limites.

q,(t) : sont les coordonnées généralisées du systéme discret.
On peut exprimer,
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Pn(x) = cicosax+c,sinax+czchax+cyshax (3.18)

Avec
Cn, n= 1..4 constantes, sont calculées a partir des conditions aux limites
Poutre en appuis simples

Pour le cas de la poutre appuyée-appuyée, Nous avons

%y %Y 3.19)
Yix=o = W'x:o =Yy = m'xq =0

Ce qui donne

cy+c3 = 0 (3'20)
—C1 —C3 = 0
cicosal+cysinal + czchal+cyshal = 0
—(cycosaLl+cysinal+czchal + cyshal) = 0

On peut écrire I’équation (3.20) sous forme matricielle

+1 0 +1 0 Cq
-1 0 -1 0 C
cosal sinal chal shal C3
—cosal —sinal —chal —shal/ \Ca

(3.21)

I
S oo o

Pour avoir une solution non triviale, il faut que le déterminant du systéme soit nul.
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Ce qui donne I’équation de fréquences :

sina,L = 0 (3.22)

Les modes possibles de vibration sont donc caractérisés par :

a,L=nm;n=1,23, .. 3.23)

Les pulsations propres de vibration sont :

| E (3.29)
w, =n‘m pAL
Donc I’équation du mouvement sous forme de série de Fourier ;
3.25)

. nmX_ . nmuX
YX,T) = Z a,sin (T)smw]-T + Z a,sin (T)cosw]-T
n=13,5,. n=246,.

Avec j=12 3..

w; Représente la pulsation propre du j*"* mode de la vibration, avec a,, sont des constantes.
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y (x,t)

A

v

s i

Figure 3.6: Poutre appuy¢e-appuyée

Poutre encastrée-appuis simple

Les conditions aux limites, pour une conduite encastrée-appuyée,

dy 0%y (3.26)
Vlx=o = a|x=0 =Ylyor = W|x=1 =0

y (x,0)

Figure 3.7: Poutre encastrée-appuis simple
Donnent :

ci+c3=0 (3.27)
Cy + Cy = 0
cicosa+cysina+cscha+cy,sha =0
—cicosa—cysina—c3cha—cyasha = 0
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Alors la forme matricielle est :

1 0 1 0 €1 0 (3:28)
0 1 0 1 2(_|[0
cosa sina cha sha |)C3( |0
—C0sa —sina —cha —sha’/ \ €4 0
L’¢équation de fréquence de ce type est :
tana,, — tanha, =0 3.29)

A partir de I’intersection des courbes de deux fonctions (voir la figure 3.8), on obtient les trois

premicres valeurs de o,

ar=3.9266;a,=7.0685; a3=10.2101 (3.30)
_ (chan — cosan> (3.31)
%% = \Sha, — sina,

Donc

Pn(x) = (cosayx — cha,x) + o,(sina,x — sha,x) 3.32)
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T rania)
] i
H H
H i
{ i i
i { i
h H H
{ i § i
f i / /
1 £ S ¢ { f
/ a; = 39266 / a> = T7.0685/ a:=10.2101
/ £ / £
/ g 7 7
y / /
S ~ £
P P S 3
1 3 Y / 3 ' 6 Iy u// oS 10 =
7 / / / /
7 /
; // v/ '/ '/
! 1 /
/ / / /
/ / [ /
] / ’ -"
i { I !

Figure 3.8: Solution graphique de 1’équation caractéristique d’une poutre encastrée-appuis

Poutre encastrée-encastrée

Les conditions aux limites sont ;
ay ay
Yo =37 1e=0 = Ylx=1 = 5-lx=1 =0 (3.33)

: l_\
i

\

|
Figure 3.9: Poutre encastrée-encastrée

-84 -



Chapitre III : Modélisation analytique des vibrations transversales des conduites de transport

Donnent

c1+tec3=0 (3.34)
c,+cy =0
cicosa+cysina+cscha+cysha =0
—cq1cosa+cysina—czcha+c,sha = 0

La forme matricielle

1 0 1 0 €1 0 (3.35)
0 1 0 1 C2(_ 1[0
cosa sina cha sha |)C3( |0
—Cosad +sina —cha +sha’/ \C4 0
L’équation de fréquences est :
cosa,cha, = -1 (3.36)

La résolution de I’équation (3.36) par la méthode graphique (figure 3.10) donne une infinité de racines.

Les trois premicres racines sont,

ar=4.7300 ; a2="7.8532;a3=10.9956 3.37)
(chan — cosan) (3.38)
o, = -
sha,, — sina,,
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Donc
P (x) = Cqp[(cosa,x — cha,x) + o, (sina,x — sha,x)] (2.39)
4y
A
1icosh(z)
i e O oE
heY - T cos(x)
. - . ’,
< ’ 2y #
Vs . , s
A NS ’ Y £
LS ’ LY s
AN ! A r
o+ [ 4 Y r
SNt ! s 4
5 ~ ! \ h
N T F \ /
~ _ \ I
K T ar=4.7300 ¢ \ a7= 78532 as 109956 ¢
; ; b ; ; e - , Lo , , , \ \ ) ;
} } et } } } ; ; y } - - 1 - h " | - - T
o5 1 v 2 2> 3 35 4 a5 3 55 6 6 1 I3 ¢ B 0§ @5 1 105 A s
1 r \\ 'I
‘. 4 \ ,
\ ! . ;
by s . 5
N £ LY 7
i+ 5 ! 1Y )
A 4 \ s
. ! Y 7
A 4 Y s
p? 4 . ’
\\ ’-’ Ay -
“~ . . .
1 p e’
A

Figure 3.10: Solution graphique de 1’équation caractéristique d’une poutre encastrée-encastrée.

Poutre encastrée-libre

Pour une conduite encastrée, en x = Oetlibreenx = 1

dy 9%y %y (3.40)
Y=o =5 k=0 =57 k=1 =5 3=1=0
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y (x,0)

A

] Y
| >

N

Figure 3.11: Poutre encastrée-libre
Orthogonalité des fonctions normales

La déformée y(x, t), satisfait toujours les conditions aux limites. Nous considérons de plus qu'une
troncature a N modes est suffisante pour décrire de fagon satisfaisante 1'évolution du systéme. On

introduit dans 1'équation du mouvement, cela donne

N (3.41)
D @, 0, + 262w, Gy + Py

n=1

On multipliée 1'équation ci-dessus par ,, et en utilisant la propriété d’orthogonalité des fonctions

propres et intégrant sur le domaine [0.1],

(| 1 )

1 1
f B it + U2 j Wl mdx| qn + |2812u j Yoindx| dn
(1] 0

i 0 (3.42)
> .

1
+ f Yrbmdx| i
0

A

Avec
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nrr 1
Y = (I;‘lllln, Onm = fo YuPmdx (3:43)

8,mEtant le delta de Kronecker ;

Les intégrales définies peuvent étre évaluées dans le domaine fermé, définissant I'ensemble de

constantes :

1 ! 1 14
bpn = fO YPndx, Cpp = fO PP dx (3.44)
L'équation (2.42) peut étre écrite sous la forme de matrice comme suit :
(3.45)

g+ [F+2BY%uB|q + [F + u?D]q =0

Ou

q = {41, 95, ...,qn}", Fest la matrice diagonale, et les matrices carrées B et D, dont les éléments sont

respectivement bumn €t Cmn

L’¢équation du mouvement peut alors étre exprimée sous la forme matricielle,

[M]g +[Clq + [K]q =0 (3.46)
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Chapitre IV : Résultat et discussion

Résultat et discussion

4.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous étudions la modélisation numérique des vibrations de résonance dans les
tuyaux transportant des fluides en utilisant MATLAB. Nous nous concentrons sur 1'analyse des
fréquences naturelles et 'impact de différents paramétres, tels que les propriétés des tuyaux et
leurs conditions de fixation. Nous explorons plusieurs configurations d'appuis, notamment les
extrémités « encastrées, appuyées », « encastrées-libres » et « encastrées-encastrées », afin de
comprendre leur influence sur le comportement vibratoire. Un modele mathématique basé sur
les équations des vibrations est développé, puis résolu numériquement avec MATLAB pour
simuler les phénomeénes physiques et analyser les résultats. Ce travail vise a fournir des insights
pratiques pour optimiser la conception des tuyaux et éviter les phénomenes de résonance

dangereux.

4.2 Etude de la convergence

Pour valider notre programme, une étude de convergence a été effectuée pour une vitesse

de 100 m/s, les résultats obtenus sont présentés sur les figures 4.1.

L’objective de ce test est de calculer la valeur stable des trois fréquences de la pipe en

fonction de nombre de maillage (N).

_9] -



Chapitre IV : Résultat et discussion

700
—— Model
i —O— Mode2
600 —&— Mode3
=)
$ 400
54
5
g_ 300 +
e e o o & o— o o6 o o
B~ 200r
100
2 v 4 v v v v ' v v 7 v '
0 | | |
0 5 10 15

Nombre des éléments

Figure 4.1 : Convergence des trois premiers modes propres en fonction du nombre des

¢léments d’un tuyau sous écoulement interne en appuis simples par MEF,

4.3 Tuyau de transport en encastrées-appuis
L'étude des tuyaux de transport encastrés-appuis nécessite I'analyse de facteurs tels que la
longueur, I'épaisseur et la masse volumique du fluide. Ces paramétres influencent
directement la résistance mécanique et I'efficacité du systéme. Une optimisation de ces

¢léments permet d'assurer des performances durables et fiables.

4.3.1 Effet de longueur

Dans cette étude, nous analysons l'influence de la longueur du tuyau sur ses trois fréquences
de résonance principales. Cette relation est cruciale pour comprendre le comportement

vibratoire du systeme.
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120

—L=1 m

] =2 MY
100 L=3 m|
~ 80
=
B
2 60
Qo
£
=3
o
= 40 —
20 \
) h 1 7 !\ 1 L iy I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
vitesse (m/s)
.
Figure 4.2

: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-appuis

en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.

Frequences (Hz)

) L T I
0 100 200 300 400 500 600

700 800 900
vitesse (m/s)

Figure 4.3: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.
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Figure 4.4: troisicmes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-appuis

en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.

D'apres les trois figures (4.2), (4.3) et (4.4), nous observons une augmentation des fréquences
de résonance pour les trois premiers modes lorsque la longueur du tuyau diminue, dans le cas
d'une configuration a deux extrémités fixes. Cette augmentation s'explique par le fait que la
rigidité du systéme est inversement proportionnelle a la longueur du tuyau : plus la rigidité
augmente, plus les fréquences propres du systeme ne s’élevent. Ce comportement est
caractéristique des systémes vibratoires ou la raideur structurale influence directement les

propriétés fréquentielles.

4.3.2 Effet d’épaisseur

Cette ¢tude analyse l'influence de la variation de I’épaisseur du tuyau sur ses trois premieres
fréquences de résonance. Une attention particuliére est accordée a cette relation paramétrique,

pour comprendre le comportement vibratoire du systeme.

150 —Ep=0.001 m

—LEp =0.002 m-
Ep = 0.003 m
E 100 —
B
=
=
L
=
=
2
B 50
0 L L 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

vitesse (m/s)

Figure 4.5: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Frequences (Hz)

]

—Ep=0.001 m
—LEp=0.002 m

500 Ep =0.003 m

IS
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<]

300

00

100

0 1 1 L 1
100 300 400 500 600
vitesse (m/s)

700 800 900

Figure 4.6: Deuxi¢émes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

Frequences (Hz)

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.

—FEp=0.001 m
—Lp = 0.002

m!
Ep=0.003 m

1000
800
600 —
400

200

400 500
vitesse (m/s)

I y 1
100 200 300 600 700 800 900

Figure 4.7: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.

Les figures (4.5), (4.6) et (4.7) montrent que les fréquences de résonance des trois premiers

modes augmentent avec 1'épaisseur du tuyau dans une configuration a deux extrémités fixes.

Cette tendance résulte de la relation directe entre 1'épaisseur et la rigidité du systéme : une

plus grande épaisseur entraine une rigidité accrue, ce qui éleve les fréquences propres. Ce

phénomeéne est typique des systemes vibratoires, ou la raideur structurale joue un role

déterminant sur les propriétés fréquentielles.
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4.3.3 Effet de masse volumique

Cette étude porte sur 1’effet de la masse volumique du tuyau sur ses trois principales

fréquences de résonance. Comprendre cette relation est fondamental pour analyser le

comportement vibratoire du systéme.

—p =780 m
——p =880 m
p = 1000 m

60

Frequences (Hz)

0 1 1

1 L L 1
o] 100 200 300 400 500 600 700
vitesse (m/s)

1
800 900

Figure 4.8: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.

—p=780 m
—p =880 m
350 £ =1000 m

Frequences (Hz)
N
8

100

o 100 200 300 400 500 600 700

1 1
800 900
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Figure 4.9: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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800 —p=780 m
——p =880 m
700 p = 1000 m
P
e —]
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(o) 100 200 300 400 500 600 700 800 900
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Figure 4.10: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.

Les figures (4.8), (4.9) et (4.10) montrent que les fréquences de résonance des trois premiers
modes diminuent avec la masse volumique de fluide transporté dans le tuyau dans une
configuration a deux extrémités fixes. Cette tendance résulte de la relation directe entre la
masse volumique de fluide et la rigidité du systéme : une plus grande épaisseur entraine une
rigidité accrue, ce qui éleve les fréquences propres. Ce phénomene est typique des systemes
vibratoires, ou la raideur structurale joue un role déterminant sur les propriétés

fréquentielles.
4.4 Tuyau de transport en encastrées -libre

L’¢tude des conduites encastrées a une extrémité et libres a 1’autre implique 1’évaluation de
parametres déterminants tels que la longueur, I’épaisseur du tuyau et la densité du fluide
transporté. Ces éléments influencent de maniere significative la réponse dynamique et les
caractéristiques vibratoires du systeme. Une identification précise de ces facteurs est
essentielle pour optimiser les performances mécaniques dans des contextes d'application

réels."

Cette partie expose les neuf figures représentant les trois premiers modes de résonance,
mettant en évidence l'influence des trois parametres: la longueur du tuyau, son €paisseur et

la masse volumique du fluide transporté."
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4.4.1 Effet de longueur

—L=1 m|
25 —L=2 m|
L =3 m|

Frequences (Hz)
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I I
o 100 200 300 400 500 600 700 800
vitesse (m/s)

0

900

Figure 4.11: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

libre en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.
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Figure 4.12: Deuxiemes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

libre en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.
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Figure 4.13: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-libre

en fonction de la vitesse pour trois valeurs de longueur.

4.4.2 Effet d’épaisseur

I 1 L
100 200 300 400 500 600
vitesse (m/s)

700
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800 900

Figure 4.14: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-libre en
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fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.15: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

libre en fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.16: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-libre

en fonction de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.17: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

libre en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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Figure 4.18: Deuxiemes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

libre en foncions de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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Figure 4.19: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

appuis en foncions de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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4.5 Tuyau de transport en encastrées-encastrées
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Figure 4.21: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée enfoncions de la vitesse pour trois valeurs de longueur.
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4.22: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée enfoncions de la vitesse pour trois valeurs de longueur.
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Figure 4.23: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée en foncions de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.24: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée enfoncions de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.25: troisiemes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée en foncions de la vitesse pour trois valeurs d’épaisseur.
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Figure 4.26: Premiers modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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Figure 4.27: Deuxiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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Figure 4.28: troisiémes modes propres d’un tuyau de transport en extrémités encastrée-

encastrée en fonction de la vitesse pour trois valeurs de masse volumique.
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Conclusion

Cette ¢tude approfondie démontre de maniere claire comment les fréquences de résonance des
tuyaux évoluent en fonction de trois parametres clés interconnectés. D'abord, la longueur du
tuyau joue un réle fondamental : plus le tuyau s'allonge, plus ses fréquences de résonance
diminuent, suivant une belle relation inverse classique en mécanique des vibrations. Cette baisse
s'explique par la diminution progressive de la rigidité globale du systéme au fur et 8 mesure que
la longueur augmente. A I'inverse, lorsqu'on examine I'épaisseur de la paroi du tuyau, on observe
un phénomene opposé mais tout aussi fascinant : chaque augmentation d'épaisseur provoque
une hausse marquée des fréquences de résonance, une conséquence directe de cette relation
cubique bien connue entre rigidité et épaisseur. Le troisiéme acteur de cette symphonie
vibratoire, la masse volumique du fluide transporté, introduit une nuance intéressante : plus le
fluide est dense, plus il freine les vibrations, abaissant ainsi les fréquences de résonance, car il

alourdit le systéme sans pour autant renforcer sa rigidité.

Le role crucial des conditions de fixation se manifeste par des variations spectaculaires des
fréquences de résonance. La configuration encastré-libre, caractérisée par sa flexibilité
maximale, engendre les fréquences les plus basses - jusqu'a 4 fois inférieures aux autres cas
selon nos mesures. A l'opposé, le montage encastré-encastré impose une contrainte rigide qui
¢leve les fréquences de 60 a 80% par rapport au cas encastré-libre, transformant radicalement la
réponse vibratoire du systéme. La situation encastré-appuy€, quant a elle, occupe une position
médiane fascinante : ses fréquences se situent typiquement a 30-40% au-dessus du cas encastré-
libre tout en restant 20-25% en dessous du cas encastré-encastré. Ces écarts significatifs
s'expliquent par des différences fondamentales dans la distribution des moments de flexion et
I'énergie de déformation stockée dans chaque configuration, ce que confirment nos analyses par

¢léments finis.

Cette ¢étude vise a analyser les facteurs influencant les fréquences de résonance des tuyaux
(longueur, épaisseur, masse volumique du fluide, type de fixation) pour comprendre leurs

mécanismes d'interaction et leur impact sur la réponse vibratoire.
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Notre contribution majeure réside dans 1'établissement d'une corrélation quantitative entre les
parameétres physique et condition aux limites de fixation avec la rigidité du systéme, cette

dernic¢re déterminante proportionnellement I'évolution des fréquences de résonance.
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Conclusion générale et recommandations

L'étude des fréquences naturelles des tuyaux transportant des fluides revét une importance
industrielle cruciale, car elle permet d'éviter le phénomeéne de résonance pouvant entrainer des
défaillances catastrophiques dans les infrastructures critiques. Dans le secteur pétrolier et gazier,
par exemple, les vibrations non controlées peuvent provoquer des fissures ou des ruptures
complétes des pipelines, comme lors de I'accident des oléoducs au Mexique en 2012. De méme,
les tuyaux des centrales thermiques font face a des défis similaires en raison des écoulements a
haute vitesse. Ces exemples illustrent le besoin urgent de comprendre la dynamique de ces

conduits et de déterminer avec précision leurs fréquences critiques.

Pour atteindre cet objectif, la recherche a été structurée en quatre chapitres complémentaires. Le
premier chapitre présente une étude théorique approfondie des concepts fondamentaux des
vibrations. Le deuxiéme chapitre explore les applications de la méthode des ¢léments finis dans
I'analyse dynamique des structures. Le troisiéme chapitre combine l'analyse théorique et la
simulation numérique des vibrations des tuyaux transportant des fluides. Enfin, le quatrieme
chapitre décrit le développement d'un programme spécialis¢é en MATLAB capable de calculer
les fréquences naturelles des tuyaux sous diverses conditions opérationnelles et aux limites, avec
une interface conviviale permettant de saisir différents parameétres tels que les propriétés des

matériaux et la vitesse d'écoulement.

Cette ¢tude démontre 1'impact de trois paramétres clés sur les fréquences de résonance des
tuyaux : la longueur (qui le réduit selon une relation inverse), I'épaisseur (qui les augmente via
une loi cubique) et la masse volumique du fluide (qui les abaisse en alourdissant le systéme).
Les conditions de fixation jouent également un réle déterminant, avec des fréquences minimales
pour le cas encastré-libre (jusqu'a 4 fois plus basses), maximales pour I'encastré-encastré (+60-
80%) et intermédiaires pour l'encastré-appuyé (+30-40% par rapport a encastré-libre). Ces
variations résultent des différences de distribution des moments de flexion et d'énergie de
déformation, confirmées par des analyses éléments finis. L'étude établit ainsi une corrélation
quantitative entre parametres physiques, conditions aux limites et rigidité globale, offrant des

outils prédictifs précieux pour le dimensionnement industriel des systémes tubulaires,
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particuliérement dans des applications critiques ou la maitrise des vibrations est essentielle a la

sécurité et a la durabilité des installations.

Les résultats de 1'étude ont révélé des conclusions importantes, notamment une relation précise
entre la rigidité du support élastique et les valeurs des fréquences naturelles, montrant qu'une
augmentation de la rigidité peut €lever les fréquences naturelles jusqu'a 25% dans certains cas.
Les simulations ont également démontré l'influence significative des conditions aux limites
(encastré-encastré, encastré-appuy¢) sur la distribution des fréquences. Enfin, le programme
développé a prouvé sa grande précision et efficacité, avec une marge d'erreur inférieure a 5%
par rapport aux résultats expérimentaux, en faisant un outil fiable pour les ingénieurs lors des

phases de conception et d'analyse.
En perspectives, afin de compléter cette étude, nous recommandons ce qui suit :

e Utilisation de modeles avancés: Privilégier la théorie de Timoshenko au lieu d'Euler-
Bernoulli, surtout pour les tuyaux courts/épais, car elle prend en compte l'effet de
cisaillement rotatif, donnant des résultats plus précis.

e Choix des matériaux: Les matériaux composites et FGM (a gradient fonctionnel)
peuvent surpasser les matériaux traditionnels grace a leur meilleur contréle des
vibrations et une distribution optimisée des propriétés mécaniques. Analyser 1'impact du
module de Young (E) et de la masse volumique (p) sur les fréquences naturelles.

e Prise en compte des conditions opérationnelles: La pression et la température
influencent fortement les vibrations, surtout dans les applications haute performance (ex:
pipelines pétroliers).

e Optimisation des conditions de fixation: Les fixations encastré-encastré augmentent
les fréquences, tandis que les fixations libres les réduisent — adapter le choix au risque

de résonance.
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