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RESUME

Dans ce mémoire, nous allons introduiser un systéme bidimentionnel linéaire fraction-
naire hybride et nous allons donner sa solution. Ainsi, nous allons présenter des conditions

nécessaires et suffisantes pour qu’un tel systéme soit positif.
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INTRODUCTION

Une classe importante des systémes dynamiques bidimensionnels est représentée par
des modeles hybrides, leur comportement dépend de deux variables, une continue et 'autre
discréte. Les systémes hybrides ou continus-discrets permettent de modéliser les systémes
discrets qui évoluent dans un environnement continu.

Dans cette classe des systémes (systémes bidimensionnels linéaires hybrides), nous intro-
duisons une catégorie des systémes linéaires 2D fractionnaires positifs. Les systémes d’ordre
fractionnaires hybrides sont des systémes continus-discrets décrits par des équations différen-
tielles o leurs dérivées d’ordre fractionnaires (non entier), et qui sont positifs si et seulement
si leurs trajectoires a partir d’un état initial non négatif restent éternellement dans I’orthése
positive pour toutes les entrées non négatives.

Récemment, nous pouvons trouver des systémes 2D linéaires fractionnaires positifs hy-
bride dans les différents domaines (Ingénierie, science de la gestion, médecine,...etc) ; donc,
I’avancement des recherches dans le domaine du controle avancé est orienté vers I'utilisation
des systémes linéaires 2D fractionnaires hybrides positifs afin d’améliorer les performances
de la boucle de commande.

Les scientifiques, particuliérement les mathématiciens se sont intéressés a étudier ce type
des systémes.

Le but de ce mémoire d’étudier une classe de modele 2D hybride fractionnaire introduite
par T. KACZOREK dans [5], ot nous donnons sa solution et nous allons étudier sa positivité.

Ce travail est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel introductif sur la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo, et nous exposons une synthése de la transformée de Laplace et la transformée en 7
comme outil servant a répondre & notre problématique, enfin, nous donnons des définitions

de quelques matrices particuliéres.



Le deuxieme chapitre traite du modele linéaire 2D fractionnaire hybride et sa solution.

Le troisieme chapitre traite la positivité de notre systéme présenté et des conditions
nécessaires et suffisantes seront établies pour qu'un tel systéme soit positif.

Le quatrieme chapitre et le dernier introduit un exemple concret d’un systéme bidimen-

sionnel linéaire fractionnaire hybride.




Chapitre 1

Généralités et notions de base

Dans ce chapitre nous introduisons quelques définitions et propriétés qui vont étre utilisées

dans notre travail.

1.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

*

Définition 1.1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, pour a € R*., nous définissons
l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouwville d’ordre o de la fonction f par :

17 f(t) = ﬁ / (t — u)™ f(u)du

a

avec
oo

[(x) = /exp(—t)tx_ldt. ; Re(x)>0
0
c’est la fonction gamma d’euler.

Définition 1.1.2 Soient f une fonction de classe C™ sur [a,b], n € N* et n—1< a <n,
nous définissons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui nous notons *D¢ f(t)

par :

DEf(H) = dO;ZJ:it):["aD”f(t) (1.1.1)

T

= — — el i (D dr n=lo
sl At A AR TR GRS

a
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avec
d" f(t)

— f(n)
28— o)

D f(r) =

c’est la dérivée normale d’ordre n de la fonction f.

Exemple 1.1.1 Nous calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction

suivante :

Nous avons

D) = (#)")

qut nous donne

oD () = I"°[B(6 — 1)..(f — n + 1)tP"]

= BB-1)...(B-—n+ 1)]"_a(tﬁ—n)
BB=1.(B—nt VB -n+1),,

I'B—a+1)
car
arpy  L(B+1) o
) = tGrarn’
donc
* Ty _ F(ﬁ—i_ 1) —«
Dg(t%) = mtﬁ B> -1

Exemple 1.1.2 Si au lieu de prendre f(t) = t° avec t > 0, nous prenons f(t) = (t — a)®
avect > a, alors

Lpg+1)

D =) = FE ey

(t —a)’ B> —1

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction canstante f(t) = Cte, alors sa dérivée fractionnaire

d’ordre o au sens de Caputo est nulle.

"D f(t) =0
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Preuve. Nous avons par définition

"DRf(t) = I"DR ()

dong, si f(t) = C'te nous avons

D "f(t) = 0
= I"*D"f(t) = 0

d’ou le résultat. O

Proposition 1.1.2 Soit f une fonction qui admet une dérivée au sens de Caputo, alors

) = £ - 3 4

1=0

Y. (a)

2!

c’est le reste intégrale du developpement de Taylor de f au voisinage du point "a" & l’ordre

n.

Preuve. Nous avons
I*Dyf(t) = IZI; D" f(t)

= L;D"f(t)

car d’apres la propriété du semi-groupe pour les intégrales fractionnaires, nous avons pour
a,B>0:
RIDf) =g f() = 1577 F(t) O

Proposition 1.1.3 "Noyau de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo”

Soient a > 0 et f € C™([a,b]), alors nous avons
"Dift) = 0

= f(t) = ci(t —a)’ G ER n=la]+1
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1.2 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est largement utilisée pour I’étude des systémes linéaires, continus
et invariants. Elle permet de manipuler aisément les équations différentielles, les systémes
des équations différentielles ordinaires et d’obtenir les principales performances des systémes

sans calculer la réponse temporelle.

Définition 1.2.1 Une fonction f définie sur R est dite causale si f(t) =0, Vt € |—00,0].

Définition 1.2.2 Soit f une fonction causale de la variable t (le temps) de R, dans k
(k =R ou C) continue par morceauz,et elle est d’ordre exponentielle c.a.d : IM > 0 et
a € R tel que

|f(t)] < M exp(at), Yt > 0

alors la transformée de Laplace de telle fonction définie par

F(s) = L(f(t) = / F(t) exp(—st)dt seC

tel que /f(t) exp(—st)dt converge pour tout s vérifiant Re(s) > .
0

Exemple 1.2.1 Soit la fonction constante définie par :

a st t>=0
f(t)_{ 0 si t<0

1.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

1. Linéarité : Soit f , g : R, — k deux fonctions admettant des transformées de Laplace

L(f(t)) = F(s)et L(g(t)) = G(s) et soit a,5 € R; alors

Laf(t)+Bg(t)) = aL(f(t))+BL(g(t)) (1.2.1)
= aF(s)+ BG(s)
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2. Dérivée : Soit f : R, — k, nous supposons que f € C" (R, k); donc la transformée

de Laplace de la dérivée premiére de f définie par :

cir) = (M) = sris) - f0)

Dans le cas général nous avons

E(f(n)<t>> :ﬁ(dndj;g) _ < P 1f k)
k=0

3. Transformée de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo : Soit f une fonction

de classe C™ qui admet une dérivée fractionnaire au sens de Caputo, alors

LODAD) = LU™Df()
= LDl ()

_ S—([a]—a+1)£<D[a}+lf(t)>
(o]
_ 87([04]7O¢+1) [8[a]+1F<S) . Z S[a]fkf(k) (O)]

d’ou

= $"F(s) = Y s> f0(0) (1.2.2)

4. Transformée du produit de convolution :

Définition 1.2.3 Le produit de convolution est un opérateur bilinéaire et un produit
commutatif, généralement noté « x », qui a deux fonctions f et g de R, dansk vérifiant
f(t) = g(t) =0 pourt < 0, fait correspondre une autre fonction « f* g » qui est

définie par :

(f*g)(t /ft—T (1.2.3)
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Proposition 1.2.1 La transformée de Laplace du produit de convolution définie par :

LIS+ g)(1)] = F(s)G(s) (1.2.4)

5. Transformée de Laplace de t“ :

['a+1)

et (1.2.5)

L) =

1.2.2 Transformée de Laplace inverse

Définition 1.2.4 La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse

existe qui est la fonction f(t). Elle est unique et nous l'appelons originale de F(s), tel que
L7TH(E(s)) = f(t) (1.2.6)
1.2.3 Propriétés de la transformée de Laplace inverse

1. Linéarité : Soit F'(s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t), respective-

ment, et A\, 4 € R deux constantes; alors :

LY AF(s) 4+ pG(s)) = ATHE(s)) 4+ pl Y (G(s)) (1.2.7)

= A(t) + pg(t)

2. Transformée inverse de transformée du produit de convolution : Si
LI(f * g)(t)] = F(s)G(s)
en appliquant la transformée inverse de Laplace sur produit de convolution, nous avons

L F(s)G(s)) = LYF(s)) L (G(s)) (1.2.8)
= (f*9)1)



1.3 La transformée en Z

3. Transformée inverse de salﬂ : D’apres la propriété 1) nous avons

ta — E*l(r(ajll))
=~ r(ﬁiu) = L&)
d’ou
tCM
LM s ety = 1.2.9
G = et (1.29)

1.3 La transformée en Z

La transformée en Z est I’équivalent discret de la transformée de Laplace.

Définition 1.3.1 Nous appelons transformée en Z d’une fonction causale x(n), n € N, la
fonction de la variable complexe z définie par :

X(2) = Z(x(n)) = > _a(n)z™" (1.3.1)

n=0

ot la variable n représente en général le temps discrétisé.

Exemple 1.3.1 Soit x(n) = 1, pout tout n € N, nous avons

1.3.1 Propriétés de la transformée en Z
1. Linéarité : La transformée en Z d’une combinaison linéaire de deux fonctions z(n) et

y(n), n € N, et pour tout o, 5 € R :

Z(ax(n) + Py(n)) = aZ(xz(n)) + 6Z(y(n)) (1.3.2)
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2. Théoréme de retard :

Z(x(n—m)) = Z z(n—m)z "

n=0

effectuons le changement de variable £ = n — m, nous avons

Zx(n—m)) = > a(k)z""

k=—m

Z(x(n—m)) =2""X(z) (1.3.3)

3. Théoréme d’avance :

Z(xz(n+m)) = Zm(njtm)z’"

= ZGm) - 3wl
cas particulier : pour m = 1 nous avons
Z(x(n+1)) = z[Z(z(n)) — z(0)] (1.3.4)

4. Théoréme de convolution :

Définition 1.3.2 Le produit de convolution de deux fonctions xz(n) et y(n), n € N,
( le produit de convolution dans le cas discret) défini par :

“+o00

(2 y)(n) = 3 a(n — m)y(m) (1.3.5)

m=0
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Proposition 1.3.1 La transformée en Z du produit de convolution est

Z((xxy)(n)) = Z(x(n))Z(yn)) (1.3.6)

1.3.2 Transformée en Z inverse

Définition 1.3.3 Soit x(n), n € N une fonction causale admet une transformée en Z, tel

que

Z X (2)) = x(n) (1.3.7)

tel que, x(n) est appelée originale de la fonction X (z).

1.3.3 Propriétés de la transformée en Z inverse

1. Linéarité : Soit X (z) et Y(2) les transformées en Z de x(n) et y(n), n € N, respecti-

vement, et pour tout A\, u € R nous avons

ZYAX(2) +pY (2) = MHX(2) +pZ Y (Y (2)) (1.3.8)

= Az(n) + py(n)

2. Transformée en Z inverse de la transformée du produit de convolution :

d’apres (|1.3.6]), en appliquant la transformée en Z inverse nous obtenons

Z7HX(2)Y(2) = ZHX(2)*Z 1Y (2)) (1.3.9)

= (zxy)(n)



1.4 Quelques matrices particuliéres 11

1.4 Quelques matrices particuliéres

D’apres la these [I], nous avons les définitions de quelques matrices particuliéres.

Soit A = [a;;];; € R™™ une matrice a coéflicients réels.

1.4.1 Matrices non-négatives

Définition 1.4.1 A est une matrice non-négative si toutes ses entrées sont non négatives,
1.e: VZ,j = 1, ey DAy 2 0.

Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore, A € ]R’}FX”.

1.4.2 Matrices positives

Définition 1.4.2 A est une matrice positive si toutes ses entrées sont non négatives avec
au moins une entrée strictement positive, i.e : 3k, 3l € {1,...,n} : ap; > 0.

Nous noterons une telle matrice par : A > 0.

1.4.3 Matrices strictement positives

Définition 1.4.3 A est une matrice strictement positive si toutes ses entrées sont stric-
tement positives, i.e : Vi,j =1,...,n:a;; > 0.

Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.

1.4.4 Matrices de Metzler

Définition 1.4.4 Une matrice réelle A est dite de Metzler, si toutes ses entrées hors dia-
gonales sont non négatives, i.e ¥i,j =1,...,n,1# j:a; = 0.

Nous noterons l’espace des matrices de Metzler par : M,.
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Exemple 1.4.1 La matrice A suivante est une matrice de Metzler

-2 0 1 2
> —1 31
A= 0 4 0 4
1 0 1 3

Proposition 1.4.1 A est une matrice de Metzler si est seulement siVt > 0, exp(At) € RY*",
i.e

A€ M, <= exp(At) € R}*™" NVt >0 (1.4.1)
Preuve.
Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler, nous pouvons trouver un réel A > 0 tel que

(A+ AI,) > 0. Sachant que
(A+ A,) + (=AL) = (=M, + (A+ AL,)
Il s’ensuit que

exp(At) = exp[(A+ At + (=)t

= exp(A4+ A,)texp(—Al,)t € RT"
du fait que exp(A + A,,)t € RT*" et exp(—AL,)t € R}

Suffisance :
Supposons que V¢ > 0, exp(At) > 0. Ainsi, puisque

_d .. exp(At) =1
A= (exp(an) = i SO

Prenons comme e; le j°™¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i # j,
v — lim (exp(At)e; —e;, €;)
*J t—04 t
_ gy [ lep(Ab)ej e (eeq)
t t
(exp(At)ej, e;) _

= 1 >
t—04 t

t—04

puisque (e;,e;) = 0. Dés lors, a;; > 0 pour i # j et la matrice A est donc une matrice de

Metzler.OJ



Chapitre 2

Le modéle et les solutions

Dans ce chapitre nous introduisons un systéme linéaire 2D fractionnaire hybride, puis nous

allons donner sa solution.

2.1 Le modéle
2.1.1 Systéme linéaire 2D fractionnaire hybride

D’apres Particle [5], nous considérons le systéme linéaire 2D fractionnaire hybride défini par :

*Dox(ti+1) = Agx(t,i)+ Ay 2D 4 Asr(ti+1)

dee O<axl
+Bult, 1) teR (2.1.1)
yiti) = Calt,i) + Du(t, ) el

ou, *D c’est la dérivée d’ordre « fractionnaire au sens de Caputo définie par :

N dz(t,i +1)
D%x(t,i+1) = o
et
x(t,i) € R" . vecteur d’état.
u(t,i) € R™ . vecteur de la commande (ou 'entré du systéme).
y(t,i) € RP . vecteur de la sortie.
Ay e R™™ k=0,1,2 : matrices dynamiques.
B eR™m™ : matrice du controle.
C eRr : matrice de la sortie.

D e Rpxm : matrice du controle.



2.2 Solutions du systéme 14

Avec les conditions initiales

z(t,0) € R" teR (2.1.2)

z(0,7) € R" i €N

2.2 Solutions du systéme

Dans cette section nous allons nous intéresser a résoudre notre systéme ([2.1.1)).
Nous avons 1’équation :

dox(t,i+1)
dte

d*x(t,1)

= Aol’(t, Z) + Al die

+ Asx(t,i + 1) + Bu(t, 1) (2.2.1)

En utilisant la transformée de Laplace sur la variable continue ¢ et la transformée en Z sur
la variable discréte i de I’équation ((2.2.1)).
Notons :

X(s,z) = Z(L(x(t, 7)) , U(t,i) = Z(L(u(t,i))

1/ En appliquant la transformée de Laplace sur le premier coté de I’équation (2.2.1]) et d’apres

(1.2.2)), nous avons

dox(t,i + 1)

£ dt>

) =8*X(s,i+1) — s 12(0,i + 1)

I’application de la transformée en Z sur I’équation ci-dessus et en utilisant les propriétés

(1.3.2) et (1.3.4)), nous avons

Z[s*X(5,i+1) —s*'2(0,i +1)] = s%[2X(s,2) — 2X(s,0)] (2.2.2)

—5712X(0, 2) — 2z2(0,0)]
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2/ Par le méme raisonnement pour le deuxiéme coté de I’équation ([2.2.1)) nous avons

d*x(t,1)

g0 + Asx(t,i+ 1) + Bu(t,i)]} = ApX(s,2) (2.2.3)

+A15X (s, 2) + A2 X (s, 2)

Z{L[ Aoz (t,7) + A

—A15*71X(0,2) — A2X (s,0)

+BU(s, z)

Donc, selon les équations (2.2.2)) et (2.2.3]), nous avons

52X (s,2) — 5°2X(5,0) — s*12X(0,2) + 5 122(0,0) = AgX(s,2) + A1s*X(s, 2)
+A52X (s,2) — A1s*71X(0, 2)
—A22X(s,0)+ BU(s, 2)

(Ins%z — Ag — A1s® — A22) X(s,2) = ([,s%2 — A22)X(s,0) (2.2.4)
+(1s* 7tz — Aps* 1 X(0, 2)

— 1,5 '22(0,0) + BU(s, 2)

nous devisons ’équation ([2.2.4)) sur s®z, on obtient
(I, — Ags @27t — Aj271 — Aps™) X (s5,2) = (I, — Ays™*) X (s,0)
+(Ls™' — As™1271)X(0, 2)
—I,s'2(0,0) + Bs™*27'U(s, 2)

alors

X(s,2) = (I, — Ags @271 — Aj271 — Ays™) 71
X[(I, — Aas™*) X (s,0)

+(Is™t — Ays7 1271 X(0, 2) (2.2.5)
—I,s7'2(0,0) + Bs™271U(s, 2)]
Nous posons
+oo +oo
(I, — Ags @27t — Ajz7t — Aps™@) 7t = Z ZTkvls_kO‘z_l (2.2.6)

k=0 1=0
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Nous prenons en considération que :

+oo +o0o
(]n - AOS_az—l _ Alz_l _ AQS_O‘)<Z ZTk,ls_kaZ_l) (227)
k=0 1=0
400 +00
- (Z ZTMS*MZ*Z)UTL — Aps T2 = Azt = ApsT) =11,
k=0 =0

En distribuant le premiér membre de ’équation ([2.2.7]), nous avons

400 400

(I, — Aps™ @27t — Azt — Ags’o‘)(z Z Tiys *27h)

k=0 [=0
= InTO’() + InTgJZ_l + InT072Z_2 + ...+ InTLOS_a + InTl,lS_aZ_l + InTLQS_aZ_2

+...+ [nT270872a + [nT2,1872a271 + InT272872a272 + .= AoTO’()SiaZil

—A0T0718_Oé2’_2 — A0T072$_a2_3 — ... A0T1708_2az_1 — A0T1718_2a2’_2
—A()TLQS_QQZ_S — ... A0T2708_3a2_1 — A0T2718_3a2_2 — A0T2’28_3a2_3 —
—AlTO’()Zil — A1T0’1272 - A1T0’2273 — ... AlTLoSiaZil - A1T1,187a272
—AlTl’gsia,ZiS — ... A1T270872a271 — A1T2’1872a272 — A1T272572a2’73 —
—A2T07QS_OC - AQTOJS_QZ_l — AQT()’QS_OCZ_Z — . A2T1708_2a - A2T1715_2a2_1
—A2T1728_2a2_2 — ... A2T2708_3a — A2T2718_3a2_1 — A2T2728_3a2_2 —

- I,
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de méme,
+00 400
(Z Z Tk’lsikazil)([n — Ags %27 = Ajz7h = ApsT?)
k=0 1=0
-1 _9 _ o 1 o o
= Tooln +Tonlnz" +Toplnz "+ .. + Tholps™ +Tialns™ %2 + Tiolps %2
T R I A A I A T4yl
2,04nS +Ao1dps T2 T A doolys T2 T A 00405 %2
~ToaAos™ 272 = ToaAos 27> — .. = ThgAos 271 — Ty Ags 277
—T172AQS_2aZ_3 — . — T270A05_3az_1 _ TZ,lAOS_saZ_Z N T2,2A08_3a2_3 _
~TooA1z™ = Ton A1z = TopAiz™ — o = TrioA1s %27 = Ty Aus™%2
“TiaAis ™2 == oo Aus 202 = Ty Ays 202 7? — Topdis 278 —
—To0Azs™ " —To1Ass 27t = Toados 272 — .. =Ty gAss 2 — Ty Ass 227"
—T172A28_2a2_2 — . — T270A25_3a — T271A25_3O‘Z_1 _ T2,2A28—3az—2 _
= I,

d’apres I’équation (2.2.7)) et en comparant les coéfficients de la méme puissance des variables

l

sk et z=! nous obtenons

InTO,O = TO,OIn = In

I,Th1 — AiToo =0,
Toal, — TooAr =0,

LT o — AsToo =0,
T1,0[n - TO,OAQ = On

LT, — AgToo — AiTho — AT, =0,
Tial, —TopAg — T A1 — T 1A =0,

I,Too — AyTo =0,
TO,QIn - TO,lAl = On

ITo— ATy =0,
Ty ol, —TipAs =0,

1Ty — AgTiy — AiToy — AT o =0,
Tool, —Ti1 Ay —To1 A1 — Th2A2 =0,

TO,O = In

To, = AiTo0 = To oA

Tip = AyTop = TopAs

Tia = AoToo + AiTip + AT,
= Tv0A0 + T10A1 + Tp1 A

Too = AiToqr = To1 Ay

Tho = ATip = Ti0A

Tho = AgTiq + AiToq + AT
=T11A0 + 121 A1 +T1 A
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en terminant les calculs nous allons trouver les matrices de transitions T}; qui sont définies

par :

Ty =

( I, (matrice identité) pour k=101=0
AoT—10-1 + ATy g1 + ATy = Th—1-1 A0 pour k,l e N (2.2.8)
+Tk7l,1A1 + kal,lAl k+1>0 o
{ 0, (matrice nulle) pour k <0et/oul <0

En remplagant I’équation (2.2.6) dans la formule qui nous avons trouvé dans (2.2.5)), nous

obtenons
+o0 +o00o
X(s,2) = > Tigs ™z 7'[(I, — Ays™)X(s,0) (2.2.9)
k=0 [=0

+(Is™t — As™ 271 X(0,2) — 1,57 2(0,0) + Bs~*2U(s, 2)]

En appliquant la transformée de Laplace inverse, la transformée en Z inverse et théoréme de

convolution sur 'équation (2.2.9)), nous avons
)

w(t,i) = Z7LT'X(s, 2)] (2.2.10)
+00 400

= Z7HLTD D Thus ™2 x (I, — Aps™) X (s,0)
k=0 =0
+(Is™t — AsT1 271 X(0,2) — 1,5 (0, 0)

+Bs 27 'U(s,2)]]}
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d’apres les propriétés des transformées inverse ((1.2.7)) et (1.3.8), nous avons

+o0o 400

7L X (s,2)] = Z7HLTY ZZTM R (I, — Azs™*) X (s,0)]}

+Z7HLT D DD Taas "X (0, 2)))
k=0 [=0
400 400

—AZTHLTD DY Tgs R TX (0, 2)])

k=0 (=0
+o00 400

~Z7HLT YD T2 a(0,0)])
k=0 (=0
400 400

+BZ YLt [Z Z Tiogs~ * o710 (s, 2))}

k=0 1=0

Nous développons les parties de I’équation ([2.2.11]).
a/ Dans un premier temps, nous avons l’expression :

“+o0o 400

ZZTMS oy (I, — Ags™) X (s,0)

k=0 1=0

(2.2.11)

en appliquant la transformée de Laplace inverse, en raison du calcul et d’apres la propriété

(1.2.7) nous avons

“+o0 +00 +oo +o0o 400
ZZTle ey (I, — Ays™) X (5,0)] = E_l[ZTOJ,z_l (s,0) —f-ZZTle ko, =t
k=0 [=0 =0 k=1 [=0
+o00 +00
— A L™ ZZTkZS (ke X (s,0)]
k=0 =0
+o0 +o0o +00
= ZTO’ZZ B 8 0 +ZZTk12
=0 k=1 [=0
+oo 400

— Ay Z Z Traz ' L7 s "X (5,0)]

k=0 =0

(s,0)]

[s7* X (s,0)]
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selon la définition de la transformée de Laplace inverse et les propriétés (1.2.8)) et ((1.2.9),

nous avons

+o0o0 400 “+oo 400 -1
ZZTk s, — Ays™) X (5,0)] = ZTOZZ x(t,0) —|—ZZTMZ *x(t,O)]
k=0 =0 k=1 1=0 &
+oo 400 t(k_H)
—A Tprz £,0

d’aprés la définition du produit de convolution , nous obtenons

“+oo +00 +00
LD Teus ™2 (I — Aps ™)X (5,0)] = ZTOJ,z_lx(t,O)
k=0 1=0
+o00 +o00o l t . T)ka 1
S / oy
k=1 1=0
400 400 —
t - T)(k—‘rl)a 1
-1
S T / a0
k=0 1=0 0
en appliquant la transformée en Z inverse sur ’équation ci-dessus, nous avons
+oo 400 +00
ZHLTD Y Tigs™ 271 — Aps™)X(5,0)]} = Z‘l{z Tz~ a(t,0)
k=0 1=0
+00 +0oo t - T)ka 1
SN / oy
k=1 1=0 (ka)
400 400 —
t _ T)(k—‘rl)a 1
-1
—AyY Y Tz / D (7, 0)dr}
k=0 1=0 o
selon la définition ((1.3.7)) et la propriété (1.3.8), nous obtenons le résultat suivant :
+oo +oo
Z7HLTD DY Thgs T2 (L, — AysT)X(5,0)]} = Toa(t,0) (2.2.12)
k=0 1=0
+<>o
T i
i / Ve e (r,0)dr
k; 2 0

-3 e € I o

k=0



2.2 Solutions du systéme

21

Concernant les expressions qui reste nous allons faire le méme travail.

b/ Nous avons I’expression suivante :

400 400

ZZTle koH—l

k=0 1=0

~1X(0,2)

en appliquant la transformée £, d’apres les propriétés (1.2.7)) et ((1.2.9) nous avons

“+o00 400

—1 [Z Z TkJS_(ka_'_l)Z_lX(O, 2)]

k=0 1=0

selon les propriétés (1.3.8) et (1.3.9), Papplication de la transformée 7!

précédente nous donne

400 400

Z_l{[, ZZT s (ka+1

k=0 1=0

X0, 2)]}

sur la formule

400 400

1{ZZTMZ X(0,z F(ka+1)}

k=0 (=0
X tha
;F(&H—l ZTMZ (0.2)
. ko |
; mm,i % 2(0,1)]

et d’apres la définition du produit de convolution , nous avons

400 +o00

Z—1{£—1 [Z Z TkJS_(ka—i_l)Z

k=0 =0

¢/ Nous avons
+oo +oo

ZZT g—(kat1) —I

k=0 =0

(0,2)]} = ZZFT’;i 2(0,1)

—+00 400
(2.2.13)
k=0 [=0

“1X(0, 2)

du méme raisonnement dans la partie b/, 'application de £~! sur I’expression ci-dessus nous

donne

+oo 400

-1 [Z Z T]g’lsf(koHrl)zflzle

k=0 =0

)] = Al Z Z Tkylz’lzle

+oo +o0o tka

0,2) 57—
pr v F(ka+1)
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ensuite, en appliquant la transformée Z~! et d’aprés les propriétés (1.3.8)) et (1.3.9) nous

avons
400 400 +oo +oo
Z7Y L ZZT skt =171X(0,2)]} = ZZT’”Z z” XOZ)F(k:a—i— )]
k=0 1=0 k=0 1=0
o0 a
= Alz—tk B _1ZTklZ OZ]
kZOF(ka—l—

+00 tka

= A E — 77! E T2 % Z71X(0
1 i F(k: 1) [Z o RE ] * [ ( 72>]
selon la propriété (|1.3.3)), nous avons

“+o0o
Z7ey T = 272 Z(Th)
1=0
= Tki
donc ; d’apres la définition ({1.3.5]) nous obtenons
1y p-1 — —(kat1) ,—1—1 S Thioi— 1A1
Z L [ZZTMS 2727 X(0,2)]} = ZZ I (ko z(0,1)  (2.2.14)
k=0 1=0 k=0 1=0 +1
d/ En appliquant le £~ sur I’expression suivante :
+00 +o00
Z Z Tk,lsi(kaJrl)ZilQJ(O, 0)
k=0 1=0

et en utilisant les propriétés (1.2.7) et (1.2.9), nous avons

+oo +0o +oo +oo
DO Ths F 220,00 = D0 Tz w(0,0) L7 s
k=0 =0 k=0 (=0
+00 +o0
= ZZT’”Z 2(0,0) =—~
k=0 1=0 (ka+ 1)

Nous appliquons la transformée Z~! sur la formule précédente, selon la définition de la trans-

formée en Z et la propriété (|1 nous obtenons

+o0 +oo I b
2L S T SV 0.0]) = 27303 Tus al0.0)
=0 I—=0 k=0 =0

+oo tka

_ ; T O)Z‘l[lz:; Typz7']
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d’ou
= X Ttk
-1 ka+1 . )
(70 2 T V0,00 = 3 a5y (©:0) (22.15)

e/ De méme, nous avons l’expression :

“+00 400

BZZT ps~ k=m0 (s, 2)

k=0 1=0

en appliquant la transformée E_l, d’apres les propriétés (1.2.7)), (1.2.8), (1.2.9)) et la définition
de produit de convolution nous avons

+o0o +oo 400 +oo

Z Z T, lsf(k+1 a,—l, U(S Z)] - B Z Z Tk,lzflzflcfl [S*(kJrl)aU(S’ Z)]
k=0 1=0 k=0 1=0
400 400 A _
L (t _ T)(k—‘rl)a 1
= B Triz 'z 1/ u(r, z)drt
kz:% ZZ:; / L((k+1)a)
I’application de la transformée Z~! sur la formule ci-dessus et selon la propriété (|1 , nous
avons
+00 +00 +oo +oo
Bz HL! [Z Z Tioys~*te 71U (s, 2)]} = BZ™H [Z Z Treaz 27t
k=0 1=0 k=0 1=0
t
(t - T)(k+1)a—l
d
x/ Ty ]
0

kJrl
- BZ/ k:+1

xZ 1zt Z Traz u(r, 2)dr]

d’aprés ce qui précéde; en plus, en utilisant la propriété (| et la définition nous

obtenons

400 400 400 400

BZ LYY s 00272710 (s, )]} = ZZFT’“ = 1B (2.2.16)

k=0 =0 k=0 =0

X/(t — r)kHDa=ly (- Ddr

0
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Donc, en remplacant (2.2.12)), (2.2.13)), (2.2.14)), (2.2.15)) et (2.2.16) dans I’équation (2.2.10)),

nous obtenons la solution :

(1) = Tose(t0)+ 3 ot / (t — )Ry (7. 0)dr (2.2.17)

0

“+oo 400 “+o0 400

Thi—it™ Tri-1-1A1t"
+Y Y 2(0,1) — (0,1)
= F(ka+1) = F(ka+1)
S 0.0
Fka+1) 7
+oo 400 t
Tyi11B / (k+1)a—1
— @ l)d

= 0

Nous remarquons que
+oo 400 +o0 ko +o0o0 400 ko
T iit™ Ty it Tyt
0,1) = ———x(0,0 —— (0,1
ZZ Tha 1) 00 ;F(koﬁrl)x( ’ H%;nkaﬂ)x( 1)
d’ot, en rempalgant dans (2.2.17)) nous obtenons
+00 T ¢
. _ ki ka—1
2(ti) = Tou(t,0)+ Z s / (t — 7Yk 1y (r, 0)dr (2.2.18)

‘E:ﬂé%%kb/@‘TwﬂmA““m*'

k=0
400 +00 +oo +00
Tkzlt TklllAlt
0,1
22 a0t 00 =22 e @D
k=0 I=1 k=0 1=0
+oo 400 t
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Par conséquent, le théoréme suivant a été prouvé.

Théoréme 2.2.1 La solution de [’équation avec des conditions initiales ala
forme , ol les matrices de transition Ty sont définies par (2.2.).



Chapitre 3

Positivité du systéme

Dans ce chapitre nous allons étudier la positivité de notre systéme (2.1.1)).

3.1 Rappel

Définition 3.1.1 Soit C,4(t) l'ensemble des fonctions continues croissantes.

La fonction f(t) € Cpy(t) si et seulement si pout tout t1,ty € Ry [ t; >ty on a f(t1) = f(t2).

Lemme 3.1.1 Soit f(t) € Coa(t) et il existe “2D pour 0 < o < 1, donc

d*x(t,1)

T >0 pour t=0 (3.1.1)

Preuve. Il est clair que le produit de convolution de deux fonctions continues non-négatives

f1(t), fa(t) t
/f1(t —7) fa(T)dT

il est aussi une fonction continue non-négative.

Alors, d’apres ¢a et en utilisant (1.1.1)) nous obtenons

- F =TT 20 powrt 20

a
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carI'(1—a)>0,(t—7)"*>20pour0<a<1,0<7<tet f/(7)dr = 0 pour f(t) € Cpra(t).
Il est entendu que z(¢,0) dans (2.1.2)) est une fonction croissante de ¢, i.e

z(t,0) € C},(t) pour t >0 O

3.2 Définition générale de la positivité d’un systéme
linéaire 2D fractionnaire hybride

Définition 3.2.1 Le systéme est dit (internement) positif si pour toutes conditions

initiales

2(t,0) € R", x(t,0) € C"(t) (3.2.1)

z(0,7) € R} ,ieN
et tout controle u(t,i) € R, t > 0,7 € N, nous avons

z(t,i) € R} Ly(ti) e RE (3.2.2)

pour t > 0, 71¢N

3.3 Caractérisation de la positivité

Nous allons alors caractériser la positivité du systéme linéaire 2D fractionnaire hybride ([2.1.1]).

Théoréme 3.3.1 Le systeme est positif si et seulement si :
i) Ag, A1 e R A= Ag+ A1Ay e R, BERY™ C e RE™", D e RY™,

i1) Ay est une matrice de Metzler.
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Preuve.
I/ L’équation ([2.2.1)) peut étre écrit de la forme
dx(t,i+1
% — Agr(ti+1)+ F(t,i) ,t20, ieN (3.3.1)
ou
L dea(ti)
F(t,i) = Agx(t,1) + AlT + Bu(t, 1) (3.3.2)
de (3.3.1)) et (3.3.2)) pour i = 0 nous avons
dex(t, 1
% = Apz(t,1) + F(t,0) (3.3.3)
ou
d*x(t,0
F(t,0) = Aox(t,0) + A1¥) + Bu(t,0) (3.3.4)

dt>

F(t,0) € RY si les conditions initiales (3.2.1]) sont vérifées et les matrices Ay, Ay, B doivent

satisfaire la condition suivante

Ag, Ay € R , B e R™

ITI/ Nous considérons ’équation (3 comme une équation d’un systéme linéaire 1D frac-

tionnaire continu par rapport a la variable .
D’apres [5], la solution d’une telle équation s’écrit sous la forme suivante

t

z(t,1) = §o(t)x(0,1) + /‘I)(t —7)F(7,0)dr

0
ou o0 Aktka
=2 Tt )
2 Ak(kt1a1
I[(k + 1)

pour que ce systeme 1D soit positif, nous allons utiliser le faite que

O(t) =

o(t), O(t) € RY" pour t > 0 <= A, € M,

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)
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De (3.3.7)), la condition ii) est vérifée.

ITI/ De I'équation
y(t,i) = Cx(t,i) + Dul(t,1)

d’apres la définition de la positivité, nous avons x(t,4) € R" et u(t,4) € R7 pour tout ¢ > 0,
i € N et comme y(t,7) € RE cela implique nécéssairement que C' € RY™ et D € RE™.
En utilisant (3.3.2)) pour ¢ = 1 et (3.3.3) nous obtenons

d*z(t, 1)
dt>
= Apx(t,1) + Ay Asx(t,1) + A1 F(t,0) + Bu(t, 1)

— Ax(t,1) + A F(t,0) + Bu(t,1) € R" >0

nous savons que A;F'(¢,0) € R et Bu(t,1) € R, t > 0, et comme F(¢,1) € R, ¢t > 0,en
déduisant que A € R}*".
Par récurrence, nous montrons que z(t,7) € R}, F(t,i—1) € R} pour t > 0 et i > 1 si et

seulement si i) et ii) sont vérifiees. [



Chapitre 4

Application

Nous considérons un systéme bidimensionnel linéaire fractionnaire hybride avec 1’équation

différentielle
d*x(t, 1+ 1 d*x(t,1
% = Agr(t,i) + A, ZEQ’Z) + Aga(t,i + 1) + Bul(t, i) (4.0.1)
avec t > 0 , ieN
pour o = 0.5 et avec les matrices
[0 0] 01
Ay = (0 0] AI:{OO} (4.0.2)
[0 0] 1
Az‘_1 0] B_L}
I’entré du systéme
w(t,i) =1 pour t>0, ieN (4.0.3)
et les conditions initiales
exp(t)
x(t,0) = 0 , t>0 (4.0.4)
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En utilisant (4.0.1) et (2.2.8)), nous allons trouver les matrices de transition suivantes

([0 0]
_1 0_
pour k=1, 1=0etk=101+1,1=1,2,...

Tio=1% pour k=0,1l=1letl=Fk+1, k=12, .. (4.0.5)

pour k=1=0,1,2,...

Par ailleurs

En remplacant (4.0.5)), (4.0.3) et (4.0.4)) dans (2.2.18) nous obtenons la solution désirée x(t, 1)

8 8

2

'ia

i—1 i—l+1)o 0
Tia+1) +;F z—l—l—l Joo+ 1] {1}

i—2 Hi—l-1)a =D 1
;F[(i—l—l)a—l—l] B F[(i—l)a+1]> [ 0 ]

1—

—_

_ { 1%” (4.0.6)
N

_|_

> Tt 1]

Les graphes des variables d’état en (4.0.6) se montrent dans les figures suivantes
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0. .-

Figure 1
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Xy01,1)

Figure 2



CONCLUSION

Une nouvelle classe des systémes linéaires positifs 2D fractionnaires continus-discrets a été
introduite.

Les équations d’état d’un systéme linéaire bidimensionnel fractionnaire hybride ont été
données par I’équation , et leurs solutions ont été obtenues en utilisant la transformée
de Laplace, la transformée en 7Z et le théoréme de convolution avec des conditions initiales
(12.1.2).

Pour la positivité d’un tel systéme, des conditions nécessaires et suffisantes ont été établies.

Le calcul de la solution du systéme a été illustré par un exemple numérique.

Un probléme ouvert est ’analyse de la stabilité pour les systémes linéaires 2D fractionnaires

hybrides.
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