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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous allons introduiser un système bidimentionnel linéaire fraction-

naire hybride et nous allons donner sa solution. Ainsi, nous allons présenter des conditions

nécessaires et su¢ santes pour qu�un tel système soit positif.
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NOTATIONS

N : Corps des nombres entiers naturels.

R : Corps des nombres réels.

R+ : Corps des nombres réels non-négatifs.

Rn : Espace des vecteurs à n entiers réelles.

Rn�m : Espace des matrices réelles de dimension n�m:

C : Corps des nombres complexes.

In : Matrice identité d�ordre n:

Rn+ : Espace des vecteurs à n entrées réelles non-négatifs.

Rn�m+ : Espace des matrices à entrées réelles non-négatifs.

Cn : Espace des fonctions continûment dérivable n fois.

Mn : Espace des matrices de Metzler de dimension n� n:

L[f(t)] := F (s) : Transformée de Laplace de la fonction f:

Z[x(n)] := X(z) : Transformée en Z de la fonction x(n):
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INTRODUCTION

Une classe importante des systèmes dynamiques bidimensionnels est représentée par

des modèles hybrides, leur comportement dépend de deux variables, une continue et l�autre

discrète. Les systèmes hybrides ou continus-discrets permettent de modéliser les systèmes

discrets qui évoluent dans un environnement continu.

Dans cette classe des systèmes (systèmes bidimensionnels linéaires hybrides), nous intro-

duisons une catégorie des systèmes linéaires 2D fractionnaires positifs. Les systèmes d�ordre

fractionnaires hybrides sont des systèmes continus-discrets décrits par des équations di¤éren-

tielles où leurs dérivées d�ordre fractionnaires (non entier), et qui sont positifs si et seulement

si leurs trajectoires à partir d�un état initial non négatif restent éternellement dans l�orthèse

positive pour toutes les entrées non négatives.

Récemment, nous pouvons trouver des systèmes 2D linéaires fractionnaires positifs hy-

bride dans les di¤érents domaines (Ingénierie, science de la gestion, médecine,...etc) ; donc,

l�avancement des recherches dans le domaine du contrôle avancé est orienté vers l�utilisation

des systèmes linéaires 2D fractionnaires hybrides positifs a�n d�améliorer les performances

de la boucle de commande.

Les scienti�ques, particulièrement les mathématiciens se sont intéressés à étudier ce type

des systèmes.

Le but de ce mémoire d�étudier une classe de modèle 2D hybride fractionnaire introduite

par T. KACZOREK dans [5], où nous donnons sa solution et nous allons étudier sa positivité.

Ce travail est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel introductif sur la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo, et nous exposons une synthèse de la transformée de Laplace et la transformée en Z

comme outil servant à répondre à notre problématique, en�n, nous donnons des dé�nitions

de quelques matrices particulières.



Le deuxième chapitre traite du modèle linéaire 2D fractionnaire hybride et sa solution.

Le troisième chapitre traite la positivité de notre système présenté et des conditions

nécessaires et su¢ santes seront établies pour qu�un tel système soit positif.

Le quatrième chapitre et le dernier introduit un exemple concret d�un système bidimen-

sionnel linéaire fractionnaire hybride.



Chapitre 1

Généralités et notions de base

Dans ce chapitre nous introduisons quelques dé�nitions et propriétés qui vont être utilisées

dans notre travail.

1.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 1.1.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue, pour � 2 R�+, nous dé�nissons

l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville d�ordre � de la fonction f par :

I�a f(t) =
1

�(�)

tZ
a

(t� u)��1f(u)du

avec

�(x) =

1Z
0

exp(�t)tx�1dt: ; Re(x) > 0

c�est la fonction gamma d�euler.

Dé�nition 1.1.2 Soient f une fonction de classe Cn sur [a; b], n 2 N� et n � 1 < � < n,

nous dé�nissons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui nous notons �D�
a f(t)

par :

�D�
a f(t) =

d�f(t)

dt�
= In��Dnf(t) (1.1.1)

=
1

�(n� �)

xZ
a

(t� �)n���1f (n)(�)d� ;n = [�] + 1
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avec

Dnf(t) =
dnf(t)

dtn
= f (n)(t)

c�est la dérivée normale d�ordre n de la fonction f:

Exemple 1.1.1 Nous calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction

suivante :

f(t) = t� ; t > 0

Nous avons

Dnf(t) = (t�)(n)

= �(� � 1):::(� � n+ 1)t��n

qui nous donne

In��Dnf(t) = In��[�(� � 1):::(� � n+ 1)t��n]

= �(� � 1):::(� � n+ 1)In��(t��n)

=
�(� � 1):::(� � n+ 1)�(� � n+ 1)

�(� � �+ 1) t���

car

I�(t�) =
�(� + 1)

�(� + �+ 1)
t�+�

donc
�D�

a (t
�) =

�(� + 1)

�(� � �+ 1)t
��� ; � > �1

Exemple 1.1.2 Si au lieu de prendre f(t) = t� avec t > 0; nous prenons f(t) = (t � a)�

avec t > a; alors

�D�
a ((t� a)�) =

�(� + 1)

�(� � �+ 1)(t� a)
��� ; � > �1

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction canstante f(t) = Cte , alors sa dérivée fractionnaire

d�ordre � au sens de Caputo est nulle.

�D�
a f(t) = 0
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Preuve. Nous avons par dé�nition

�D�
a f(t) = I

n��Dnf(t)

donc, si f(t) = Cte nous avons

Dnf(t) = 0
) In��Dnf(t) = 0

d�où le résultat. �

Proposition 1.1.2 Soit f une fonction qui admet une dérivée au sens de Caputo, alors

I��a D
�
a f(t) = f(t)�

n�1X
i=0

(t� a)i
i!

f (i)(a)

c�est le reste intégrale du developpement de Taylor de f au voisinage du point "a" à l�ordre

n.

Preuve. Nous avons

I��a D
�
a f(t) = I�a I

n��
a Dnf(t)

= InaD
nf(t)

car d�après la propriété du semi-groupe pour les intégrales fractionnaires, nous avons pour

�; � > 0 :

I�a I
�
a f(t) = I

�
a I

�
a f(t) = I

�+�
a f(t) �

Proposition 1.1.3 "Noyau de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo"

Soient � > 0 et f 2 Cn([a; b]), alors nous avons

�D�
a f(t) = 0

) f(t) =
n�1X
i=0

ci(t� a)i ; ci 2 R ; n = [�] + 1
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1.2 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est largement utilisée pour l�étude des systèmes linéaires, continus

et invariants. Elle permet de manipuler aisément les équations di¤érentielles, les systèmes

des équations di¤érentielles ordinaires et d�obtenir les principales performances des systèmes

sans calculer la réponse temporelle.

Dé�nition 1.2.1 Une fonction f dé�nie sur R est dite causale si f(t) = 0; 8t 2 ]�1; 0[ :

Dé�nition 1.2.2 Soit f une fonction causale de la variable t (le temps) de R+ dans |

(| = R ou C) continue par morceaux,et elle est d�ordre exponentielle c.à.d : 9M > 0 et

� 2 R tel que

jf(t)j < M exp(�t); 8t > 0

alors la transformée de Laplace de telle fonction dé�nie par

F (s) = L(f(t)) =
1Z
0

f(t) exp(�st)dt ; s 2 C

tel que

1Z
0

f(t) exp(�st)dt converge pour tout s véri�ant Re(s) > �:

Exemple 1.2.1 Soit la fonction constante dé�nie par :

f(t) =

�
a si t > 0
0 si t < 0

alors sa transformée de Laplace notée F (s) est :

F (s) = L(f(t)) =
1Z
0

a exp(�st)dt = a

s

1.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

1. Linéarité : Soit f , g : R+ ! | deux fonctions admettant des transformées de Laplace

L(f(t)) = F (s) et L(g(t)) = G(s) et soit �,� 2 R ; alors

L(�f(t) + �g(t)) = �L(f(t)) + �L(g(t)) (1.2.1)

= �F (s) + �G(s)
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2. Dérivée : Soit f : R+ ! |, nous supposons que f 2 Cn (R+;|) ; donc la transformée

de Laplace de la dérivée première de f dé�nie par :

L(f 0(t)) = L(df(t)
dt

) = sF (s)� f(0)

Dans le cas général nous avons

L(f (n)(t)) = L(d
nf(t)

dtn
) = snF (s)�

n�1X
k=0

sn�k�1f (k)(0)

3. Transformée de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo : Soit f une fonction

de classe Cn qui admet une dérivée fractionnaire au sens de Caputo, alors

L(�D�
a f(t)) = L(In��Dnf(t))

= L(I [�]+1��D[�]+1f(t))

= s�([�]��+1)L(D[�]+1f(t))

= s�([�]��+1)[s[�]+1F (s)�
[�]X
k=0

s[�]�kf (k)(0)]

d�où

L(�D�
a f(t)) =

d�f(t)

dt�
= s�F (s)�

[�]X
k=0

s��k�1f (k)(0) (1.2.2)

4. Transformée du produit de convolution :

Dé�nition 1.2.3 Le produit de convolution est un opérateur bilinéaire et un produit

commutatif, généralement noté « � » , qui à deux fonctions f et g de R+ dans | véri�ant

f(t) = g(t) = 0 pour t < 0 , fait correspondre une autre fonction « f � g » qui est

dé�nie par :

(f � g)(t) =
tZ
0

f(t� �)g(�)d� (1.2.3)
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Proposition 1.2.1 La transformée de Laplace du produit de convolution dé�nie par :

L[(f � g)(t)] = F (s)G(s) (1.2.4)

5. Transformée de Laplace de t� :

L(t�) = �(�+ 1)

s�+1
(1.2.5)

1.2.2 Transformée de Laplace inverse

Dé�nition 1.2.4 La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse

existe qui est la fonction f(t). Elle est unique et nous l�appelons originale de F (s); tel que

L�1(F (s)) = f(t) (1.2.6)

1.2.3 Propriétés de la transformée de Laplace inverse

1. Linéarité : Soit F (s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t), respective-

ment, et �; � 2 R deux constantes ; alors :

L�1(�F (s) + �G(s)) = �L�1(F (s)) + �L�1(G(s)) (1.2.7)

= �f(t) + �g(t)

2. Transformée inverse de transformée du produit de convolution : Si

L[(f � g)(t)] = F (s)G(s)

en appliquant la transformée inverse de Laplace sur produit de convolution, nous avons

L�1(F (s)G(s)) = L�1(F (s)) � L�1(G(s)) (1.2.8)

= (f � g)(t)
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3. Transformée inverse de 1
s�+1

: D�après la propriété (1.2.5), nous avons

t� = L�1(�(�+1)
s�+1

)
) t�

�(�+1)
= L�1( 1

s�+1
)

d�où

L�1(s�(�+1)) = t�

�(�+ 1)
(1.2.9)

1.3 La transformée en Z

La transformée en Z est l�équivalent discret de la transformée de Laplace.

Dé�nition 1.3.1 Nous appelons transformée en Z d�une fonction causale x(n); n 2 N, la

fonction de la variable complexe z dé�nie par :

X(z) = Z(x(n)) =
1X
n=0

x(n)z�n (1.3.1)

où la variable n représente en général le temps discrétisé.

Exemple 1.3.1 Soit x(n) = 1; pout tout n 2 N, nous avons

X(z) =
1X
n=0

x(n)z�n =
1X
n=0

z�n

nous retrouvons une série géométrique de raison 1
z
, elle converge pour jzj > 1 et

X(z) =
1

1� 1
z

=
z

z � 1

1.3.1 Propriétés de la transformée en Z

1. Linéarité : La transformée en Z d�une combinaison linéaire de deux fonctions x(n) et

y(n); n 2 N; et pour tout �; � 2 R :

Z(�x(n) + �y(n)) = �Z(x(n)) + �Z(y(n)) (1.3.2)



1.3 La transformée en Z 9

2. Théorème de retard :

Z(x(n�m)) =
1X
n=0

x(n�m)z�n

e¤ectuons le changement de variable k = n�m; nous avons

Z(x(n�m)) =
1X

k=�m

x(k)z�k�m

=

1X
k=0

x(k)z�k�m

= z�m
1X
k=0

x(k)z�k

d�où

Z(x(n�m)) = z�mX(z) (1.3.3)

3. Théorème d�avance :

Z(x(n+m)) =
1X
n=0

x(n+m)z�n

= zm[Z(x(n))�
m�1X
k=0

x(n)z�k]

cas particulier : pour m = 1 nous avons

Z(x(n+ 1)) = z[Z(x(n))� x(0)] (1.3.4)

4. Théorème de convolution :

Dé�nition 1.3.2 Le produit de convolution de deux fonctions x(n) et y(n); n 2 N;

( le produit de convolution dans le cas discret) dé�ni par :

(x � y)(n) =
+1X
m=0

x(n�m)y(m) (1.3.5)
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Proposition 1.3.1 La transformée en Z du produit de convolution est

Z((x � y)(n)) = Z(x(n))Z(y(n)) (1.3.6)

= X(z)Y (z)

1.3.2 Transformée en Z inverse

Dé�nition 1.3.3 Soit x(n); n 2 N une fonction causale admet une transformée en Z, tel

que

Z(x(n)) = X(z)

alors, sa transformée inverse en Z existe et elle est unique, dé�nie par :

Z�1(X(z)) = x(n) (1.3.7)

tel que, x(n) est appelée originale de la fonction X(z):

1.3.3 Propriétés de la transformée en Z inverse

1. Linéarité : Soit X(z) et Y (z) les transformées en Z de x(n) et y(n); n 2 N; respecti-

vement, et pour tout �; � 2 R nous avons

Z�1(�X(z) + �Y (z)) = �Z�1(X(z)) + �Z�1(Y (z)) (1.3.8)

= �x(n) + �y(n)

2. Transformée en Z inverse de la transformée du produit de convolution :

d�après (1.3.6), en appliquant la transformée en Z inverse nous obtenons

Z�1(X(z)Y (z)) = Z�1(X(z)) � Z�1(Y (z)) (1.3.9)

= (x � y)(n)
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1.4 Quelques matrices particulières

D�après la thèse [1], nous avons les dé�nitions de quelques matrices particulières.

Soit A = [aij]i;j 2 Rn�n une matrice à coé¢ cients réels.

1.4.1 Matrices non-négatives

Dé�nition 1.4.1 A est une matrice non-négative si toutes ses entrées sont non négatives,

i.e : 8i; j = 1; :::; n : ai;j > 0 .
Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore, A 2 Rn�n+ :

1.4.2 Matrices positives

Dé�nition 1.4.2 A est une matrice positive si toutes ses entrées sont non négatives avec

au moins une entrée strictement positive, i.e : 9k;9l 2 f1; :::; ng : ak;l > 0:

Nous noterons une telle matrice par : A > 0:

1.4.3 Matrices strictement positives

Dé�nition 1.4.3 A est une matrice strictement positive si toutes ses entrées sont stric-

tement positives, i.e : 8i; j = 1; :::; n : ai;j > 0:

Nous noterons une telle matrice par : A >> 0:

1.4.4 Matrices de Metzler

Dé�nition 1.4.4 Une matrice réelle A est dite de Metzler, si toutes ses entrées hors dia-

gonales sont non négatives, i.e :8i; j = 1; :::; n, i 6= j : aij > 0.
Nous noterons l�espace des matrices de Metzler par : Mn:
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Exemple 1.4.1 La matrice A suivante est une matrice de Metzler

A =

2664
�2 0 1 2
5 �1 3 1
0 4 0 4
1 0 1 3

3775
Proposition 1.4.1 A est une matrice de Metzler si est seulement si 8t > 0, exp(At) 2 Rn�n+ ;

i.e

A 2Mn () exp(At) 2 Rn�n+ ;8t > 0 (1.4.1)

Preuve.

Nécessité :

Supposons que A est une matrice de Metzler, nous pouvons trouver un réel � > 0 tel que

(A+ �In) > 0. Sachant que

(A+ �In) + (��In) = (��In) + (A+ �In)

Il s�ensuit que

exp(At) = exp[(A+ �In)t+ (��In)t]

= exp(A+ �In)t exp(��In)t 2 Rn�n+

du fait que exp(A+ �In)t 2 Rn�n+ et exp(��In)t 2 Rn�n+

Su¢ sance :

Supposons que 8t > 0; exp(At) > 0. Ainsi, puisque

A =
d

dt
(exp(At))t=0 = lim

t!0+

exp(At)� I
t

Prenons comme ej le ji�eme vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j;

aij = lim
t!0+

hexp(At)ej � ej; eii
t

= lim
t!0+

�
hexp(At)ej; eii

t
� hej; eii

t

�
= lim

t!0+

hexp(At)ej; eii
t

> 0

puisque hej; eii = 0. Dés lors, aij > 0 pour i 6= j et la matrice A est donc une matrice de

Metzler.�



Chapitre 2

Le modèle et les solutions

Dans ce chapitre nous introduisons un système linéaire 2D fractionnaire hybride, puis nous

allons donner sa solution.

2.1 Le modèle

2.1.1 Système linéaire 2D fractionnaire hybride

D�après l�article [5], nous considérons le système linéaire 2D fractionnaire hybride dé�ni par :

8>><>>:
�D�x(t; i+ 1) = A0x(t; i) + A1

d�x(t;i)
dt�

+ A2x(t; i+ 1)
+Bu(t; i)

y(t; i) = Cx(t; i) +Du(t; i)

0 < � < 1
t 2 R
i 2 N

(2.1.1)

où, �D c�est la dérivée d�ordre � fractionnaire au sens de Caputo dé�nie par :

�D�x(t; i+ 1) =
d�x(t; i+ 1)

dt�

et
x(t; i) 2 Rn : vecteur d�état.
u(t; i) 2 Rm : vecteur de la commande (ou l�entré du système).
y(t; i) 2 Rp : vecteur de la sortie.
Ak 2 Rn�n ; k = 0; 1; 2 : matrices dynamiques.
B 2 Rn�m : matrice du contrôle.
C 2 Rp�n : matrice de la sortie.
D 2 Rp�m : matrice du contrôle.
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Avec les conditions initiales

x(t; 0) 2 Rn ; t 2 R (2.1.2)

x(0; i) 2 Rn ; i 2 N

2.2 Solutions du système

Dans cette section nous allons nous intéresser à résoudre notre système (2.1.1).

Nous avons l�équation :

d�x(t; i+ 1)

dt�
= A0x(t; i) + A1

d�x(t; i)

dt�
+ A2x(t; i+ 1) +Bu(t; i) (2.2.1)

En utilisant la transformée de Laplace sur la variable continue t et la transformée en Z sur

la variable discrète i de l�équation (2.2.1).

Notons :

X(s; z) = Z(L(x(t; i)) ; U(t; i) = Z(L(u(t; i))

1/ En appliquant la transformée de Laplace sur le premier coté de l�équation (2.2.1) et d�après

(1.2.2), nous avons

L(d
�x(t; i+ 1)

dt�
) = s�X(s; i+ 1)� s��1x(0; i+ 1)

l�application de la transformée en Z sur l�équation ci-dessus et en utilisant les propriétés

(1.3.2) et (1.3.4), nous avons

Z[s�X(s; i+ 1)� s��1x(0; i+ 1)] = s�[zX(s; z)� zX(s; 0)] (2.2.2)

�s��1[zX(0; z)� zx(0; 0)]
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2/ Par le même raisonnement pour le deuxième coté de l�équation (2.2.1) nous avons

ZfL[A0x(t; i) + A1
d�x(t; i)

dt�
+ A2x(t; i+ 1) +Bu(t; i)]g = A0X(s; z) (2.2.3)

+A1s
�X(s; z) + A2zX(s; z)

�A1s��1X(0; z)� A2zX(s; 0)

+BU(s; z)

Donc, selon les équations (2.2.2) et (2.2.3), nous avons

s�zX(s; z)� s�zX(s; 0)� s��1zX(0; z) + s��1zx(0; 0) = A0X(s; z) + A1s
�X(s; z)

+A2zX(s; z)� A1s��1X(0; z)

�A2zX(s; 0) +BU(s; z)

d�où

(Ins
�z � A0 � A1s� � A2z)X(s; z) = (Ins

�z � A2z)X(s; 0) (2.2.4)

+(Ins
��1z � A1s��1)X(0; z)

�Ins��1zx(0; 0) +BU(s; z)

nous devisons l�équation (2.2.4) sur s�z, on obtient

(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)X(s; z) = (In � A2s��)X(s; 0)
+(Ins

�1 � A1s�1z�1)X(0; z)
�Ins�1x(0; 0) +Bs��z�1U(s; z)

alors

X(s; z) = (In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)�1
�[(In � A2s��)X(s; 0)

+(Ins
�1 � A1s�1z�1)X(0; z)

�Ins�1x(0; 0) +Bs��z�1U(s; z)]

(2.2.5)

Nous posons

(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)�1 =
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l (2.2.6)
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Nous prenons en considération que :

(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)(
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l) (2.2.7)

= (
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l)(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��) = In

En distribuant le premiér membre de l�équation (2.2.7), nous avons

(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)(
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l)

= InT0;0 + InT0;1z
�1 + InT0;2z

�2 + :::+ InT1;0s
�� + InT1;1s

��z�1 + InT1;2s
��z�2

+:::+ InT2;0s
�2� + InT2;1s

�2�z�1 + InT2;2s
�2�z�2 + :::� A0T0;0s��z�1

�A0T0;1s��z�2 � A0T0;2s��z�3 � :::� A0T1;0s�2�z�1 � A0T1;1s�2�z�2

�A0T1;2s�2�z�3 � :::� A0T2;0s�3�z�1 � A0T2;1s�3�z�2 � A0T2;2s�3�z�3 � :::

�A1T0;0z�1 � A1T0;1z�2 � A1T0;2z�3 � :::� A1T1;0s��z�1 � A1T1;1s��z�2

�A1T1;2s��z�3 � :::� A1T2;0s�2�z�1 � A1T2;1s�2�z�2 � A1T2;2s�2�z�3 � :::

�A2T0;0s�� � A2T0;1s��z�1 � A2T0;2s��z�2 � :::� A2T1;0s�2� � A2T1;1s�2�z�1

�A2T1;2s�2�z�2 � :::� A2T2;0s�3� � A2T2;1s�3�z�1 � A2T2;2s�3�z�2 � :::

= In
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de même,

(

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l)(In � A0s��z�1 � A1z�1 � A2s��)

= T0;0In + T0;1Inz
�1 + T0;2Inz

�2 + :::+ T1;0Ins
�� + T1;1Ins

��z�1 + T1;2Ins
��z�2

+:::+ T2;0Ins
�2� + T2;1Ins

�2�z�1 + T2;2Ins
�2�z�2 + :::� T0;0A0s��z�1

�T0;1A0s��z�2 � T0;2A0s��z�3 � :::� T1;0A0s�2�z�1 � T1;1A0s�2�z�2

�T1;2A0s�2�z�3 � :::� T2;0A0s�3�z�1 � T2;1A0s�3�z�2 � T2;2A0s�3�z�3 � :::

�T0;0A1z�1 � T0;1A1z�2 � T0;2A1z�3 � :::� T1;0A1s��z�1 � T1;1A1s��z�2

�T1;2A1s��z�3 � :::� T2;0A1s�2�z�1 � T2;1A1s�2�z�2 � T2;2A1s�2�z�3 � :::

�T0;0A2s�� � T0;1A2s��z�1 � T0;2A2s��z�2 � :::� T1;0A2s�2� � T1;1A2s�2�z�1

�T1;2A2s�2�z�2 � :::� T2;0A2s�3� � T2;1A2s�3�z�1 � T2;2A2s�3�z�2 � :::

= In

d�après l�équation (2.2.7) et en comparant les coé¢ cients de la même puissance des variables

s�k� et z�l; nous obtenons

InT0;0 = T0;0In = In ) T0;0 = In�
InT0;1 � A1T0;0 = 0n
T0;1In � T0;0A1 = 0n

) T0;1 = A1T0;0 = T0;0A1

�
InT1;0 � A2T0;0 = 0n
T1;0In � T0;0A2 = 0n

) T1;0 = A2T0;0 = T0;0A2

�
InT1;1 � A0T0;0 � A1T1;0 � A2T0;1 = 0n
T1;1In � T0;0A0 � T1;0A1 � T0;1A2 = 0n

) T1;1 = A0T0;0 + A1T1;0 + A2T0;1
= T0;0A0 + T1;0A1 + T0;1A2�

InT0;2 � A1T0;1 = 0n
T0;2In � T0;1A1 = 0n

) T0;2 = A1T0;1 = T0;1A1

�
InT2;0 � A2T1;0 = 0n
T2;0In � T1;0A2 = 0n

) T2;0 = A2T1;0 = T1;0A2

�
InT2;2 � A0T1;1 � A1T2;1 � A2T1;2 = 0n
T2;2In � T1;1A0 � T2;1A1 � T1;2A2 = 0n

) T2;2 = A0T1;1 + A1T2;1 + A2T1;2
= T1;1A0 + T2;1A1 + T1;2A2

...
...

...
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en terminant les calculs nous allons trouver les matrices de transitions Tk;l qui sont dé�nies

par :

Tk;l =

8>>>>>><>>>>>>:

In (matrice identité) pour k = l = 0

A0Tk�1;l�1 + A1Tk;l�1 + A2Tk�1;l = Tk�1;l�1A0 pour k; l 2 N
+Tk;l�1A1 + Tk�1;lA1 k + l > 0

0n (matrice nulle) pour k < 0 et=ou l < 0

(2.2.8)

En remplaçant l�équation (2.2.6) dans la formule qui nous avons trouvé dans (2.2.5), nous

obtenons

X(s; z) =
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l[(In � A2s��)X(s; 0) (2.2.9)

+(Ins
�1 � A1s�1z�1)X(0; z)� Ins�1x(0; 0) +Bs��z�1U(s; z)]

En appliquant la transformée de Laplace inverse, la transformée en Z inverse et théorème de

convolution sur l�équation (2.2.9), nous avons

x(t; i) = Z�1[L�1X(s; z)] (2.2.10)

= Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l � [(In � A2s��)X(s; 0)

+(Ins
�1 � A1s�1z�1)X(0; z)� Ins�1x(0; 0)

+Bs��z�1U(s; z)]]g
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d�après les propriétés des transformées inverse (1.2.7) et (1.3.8), nous avons

Z�1[L�1X(s; z)] = Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)]g (2.2.11)

+Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lX(0; z)]g

�A1Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lz�1X(0; z)]g

�Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lx(0; 0)]g

+BZ�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lz�1U(s; z)]g

Nous développons les parties de l�équation (2.2.11).

a/ Dans un premier temps, nous avons l�expression :

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)

en appliquant la transformée de Laplace inverse, en raison du calcul et d�après la propriété

(1.2.7) nous avons

L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)] = L�1[

+1X
l=0

T0;lz
�lX(s; 0) +

+1X
k=1

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�lX(s; 0)]

�A2L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lX(s; 0)]

=

+1X
l=0

T0;lz
�lL�1[X(s; 0)] +

+1X
k=1

+1X
l=0

Tk;lz
�lL�1[s�k�X(s; 0)]

�A2
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lL�1[s�(k+1)�X(s; 0)]
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selon la dé�nition de la transformée de Laplace inverse et les propriétés (1.2.8) et (1.2.9),

nous avons

L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)] =

+1X
l=0

T0;lz
�lx(t; 0) +

+1X
k=1

+1X
l=0

Tk;lz
�l[
tk��1

�(k�)
� x(t; 0)]

�A2
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�l[

t(k+1)��1

�((k + 1)�)
� x(t; 0)]

d�aprés la dé�nition du produit de convolution (1.2.3), nous obtenons

L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)] =

+1X
l=0

T0;lz
�lx(t; 0)

+
+1X
k=1

+1X
l=0

Tk;lz
�l

tZ
0

(t� �)k��1
�(k�)

x(� ; 0)d�

�A2
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�l

tZ
0

(t� �)(k+1)��1
�((k + 1)�)

x(� ; 0)d�

en appliquant la transformée en Z inverse sur l�équation ci-dessus, nous avons

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)]g = Z�1f

+1X
l=0

T0;lz
�lx(t; 0)

+
+1X
k=1

+1X
l=0

Tk;lz
�l

tZ
0

(t� �)k��1
�(k�)

x(� ; 0)d�

�A2
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�l

tZ
0

(t� �)(k+1)��1
�((k + 1)�)

x(� ; 0)d�g

selon la dé�nition (1.3.7) et la propriété (1.3.8), nous obtenons le résultat suivant :

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�k�z�l(In � A2s��)X(s; 0)]g = T0;ix(t; 0) (2.2.12)

+

+1X
k=1

Tk;i
�(k�)

tZ
0

(t� �)k��1x(� ; 0)d�

�
+1X
k=0

Tk;iA2
�((k + 1)�)

tZ
0

(t� �)(k+1)��1x(� ; 0)d�
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Concernant les expressions qui reste nous allons faire le même travail.

b/ Nous avons l�expression suivante :

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lX(0; z)

en appliquant la transformée L�1; d�après les propriétés (1.2.7) et (1.2.9) nous avons

L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lX(0; z)] =

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lX(0; z)L�1[s�(k�+1)]

=
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lX(0; z)

tk�

�(k�+ 1)

selon les propriétés (1.3.8) et (1.3.9), l�application de la transformée Z�1 sur la formule

précédente nous donne

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lX(0; z)]g = Z�1f

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lX(0; z)

tk�

�(k�+ 1)
g

=
+1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)
Z�1[

+1X
l=0

Tk;lz
�lX(0; z)]

=
+1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)
[Tk;i � x(0; i)]

et d�après la dé�nition du produit de convolution (1.3.5), nous avons

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lX(0; z)]g =

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�lt
k�

�(k�+ 1)
x(0; l) (2.2.13)

c/ Nous avons

A1

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lz�1X(0; z)

du même raisonnement dans la partie b/, l�application de L�1 sur l�expression ci-dessus nous

donne

A1L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lz�1X(0; z)] = A1

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lz�1X(0; z)

tk�

�(k�+ 1)
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ensuite, en appliquant la transformée Z�1 et d�après les propriétés (1.3.8) et (1.3.9) nous

avons

A1Z
�1fL�1[

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lz�1X(0; z)]g = A1Z

�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lz�1X(0; z)

tk�

�(k�+ 1)
]

= A1

+1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)
Z�1[z�1

+1X
l=0

Tk;lz
�lX(0; z)]

= A1

+1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)
Z�1[z�1

+1X
l=0

Tk;lz
�l] � Z�1[X(0; z)]

selon la propriété (1.3.3), nous avons

Z�1[z�1
+1X
l=0

Tk;lz
�l] = Z�1[z�1Z(Tk;i)]

= Tk;i�1

donc ; d�après la dé�nition (1.3.5) nous obtenons

A1Z
�1fL�1[

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lz�1X(0; z)]g =

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1A1t
k�

�(k�+ 1)
x(0; l) (2.2.14)

d/ En appliquant le L�1 sur l�expression suivante :
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lx(0; 0)

et en utilisant les propriétés (1.2.7) et (1.2.9), nous avons

L�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lx(0; 0)] =

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lx(0; 0)L�1[s�(k�+1)]

=

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lx(0; 0)

tk�

�(k�+ 1)

Nous appliquons la transformée Z�1 sur la formule précédente, selon la dé�nition de la trans-

formée en Z et la propriété (1.3.8) nous obtenons

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lx(0; 0)]g = Z�1[

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lx(0; 0)

tk�

�(k�+ 1)
]

=

+1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)
x(0; 0)Z�1[

+1X
l=0

Tk;lz
�l]
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d�où

Z�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k�+1)z�lx(0; 0)]g =

+1X
k=0

Tk;it
k�

�(k�+ 1)
x(0; 0) (2.2.15)

e/ De même, nous avons l�expression :

B

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lz�1U(s; z)

en appliquant la transformée L�1, d�après les propriétés (1.2.7), (1.2.8), (1.2.9) et la dé�nition

de produit de convolution (1.2.3) nous avons

BL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lz�1U(s; z)] = B

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lz�1L�1[s�(k+1)�U(s; z)]

= B
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lz�1

tZ
0

(t� �)(k+1)��1
�((k + 1)�)

u(� ; z)d�

l�application de la transformée Z�1 sur la formule ci-dessus et selon la propriété (1.3.8), nous

avons

BZ�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lz�1U(s; z)]g = BZ�1[

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;lz
�lz�1

�
tZ
0

(t� �)(k+1)��1
�((k + 1)�)

u(� ; z)d� ]

= B
+1X
k=0

tZ
0

(t� �)(k+1)��1
�((k + 1)�)

�Z�1[z�1
+1X
l=0

Tk;lz
�lu(� ; z)d� ]

d�après ce qui précède ; en plus, en utilisant la propriété (1.3.9) et la dé�nition (1.3.5) nous

obtenons

BZ�1fL�1[
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;ls
�(k+1)�z�lz�1U(s; z)]g =

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1B

�((k + 1)�)
(2.2.16)

�
tZ
0

(t� �)(k+1)��1u(� ; l)d�
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Donc, en remplaçant (2.2.12), (2.2.13), (2.2.14), (2.2.15) et (2.2.16) dans l�équation (2.2.10),

nous obtenons la solution :

x(t; i) = T0;ix(t; 0) +
+1X
k=1

Tk;i
�(k�)

tZ
0

(t� �)k��1x(� ; 0)d� (2.2.17)

�
+1X
k=0

Tk;iA2
�((k + 1)�)

tZ
0

(t� �)(k+1)��1x(� ; 0)d�

+
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�lt
k�

�(k�+ 1)
x(0; l)�

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1A1t
k�

�(k�+ 1)
x(0; l)

�
+1X
k=0

Tk;it
k�

�(k�+ 1)
x(0; 0)

+
+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1B

�((k + 1)�)

tZ
0

(t� �)(k+1)��1u(� ; l)d�

Nous remarquons que

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�lt
k�

�(k�+ 1)
x(0; l) =

+1X
k=0

Tk;it
k�

�(k�+ 1)
x(0; 0) +

+1X
k=0

+1X
l=1

Tk;i�lt
k�

�(k�+ 1)
x(0; l)

d�où, en rempalçant dans (2.2.17) nous obtenons

x(t; i) = T0;ix(t; 0) +

+1X
k=1

Tk;i
�(k�)

tZ
0

(t� �)k��1x(� ; 0)d� (2.2.18)

�
+1X
k=0

Tk;iA2
�((k + 1)�)

tZ
0

(t� �)(k+1)��1x(� ; 0)d�

+
+1X
k=0

+1X
l=1

Tk;i�lt
k�

�(k�+ 1)
x(0; l)�

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1A1t
k�

�(k�+ 1)
x(0; l)

+

+1X
k=0

+1X
l=0

Tk;i�l�1B

�((k + 1)�)

tZ
0

(t� �)(k+1)��1u(� ; l)d�
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Par conséquent, le théorème suivant a été prouvé.

Théorème 2.2.1 La solution de l�équation (2.2.1) avec des conditions initiales (2.1.2) a la

forme (2.2.18), où les matrices de transition Tk;l sont dé�nies par (2.2.8).



Chapitre 3

Positivité du système

Dans ce chapitre nous allons étudier la positivité de notre système (2.1.1).

3.1 Rappel

Dé�nition 3.1.1 Soit Cnd(t) l�ensemble des fonctions continues croissantes.

La fonction f(t) 2 Cnd(t) si et seulement si pout tout t1; t2 2 R+ ; t1 > t2 on a f(t1) > f(t2):

Lemme 3.1.1 Soit f(t) 2 Cnd(t) et il existe d�x(t;i)
dt�

pour 0 < � < 1; donc

d�x(t; i)

dt�
> 0 pour t > 0 (3.1.1)

Preuve. Il est clair que le produit de convolution de deux fonctions continues non-négatives

f1(t); f2(t)
tZ
0

f1(t� �)f2(�)d�

il est aussi une fonction continue non-négative.

Alors, d�après ça et en utilisant (1.1.1) nous obtenons

d�f(t)

dt�
=

1

�(1� �)

xZ
a

(t� �)��f 0(�)d� > 0 pour t > 0
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car �(1��) > 0; (t� �)�� > 0 pour 0 < � < 1; 0 6 � 6 t et f 0(�)d� > 0 pour f(t) 2 Cnd(t):
Il est entendu que x(t; 0) dans (2.1.2) est une fonction croissante de t, i.e

x(t; 0) 2 Cnnd(t) pour t > 0 �

3.2 Dé�nition générale de la positivité d�un système
linéaire 2D fractionnaire hybride

Dé�nition 3.2.1 Le système (2.1.1) est dit (internement) positif si pour toutes conditions

initiales

x(t; 0) 2 Rn+; x(t; 0) 2 Cnnd(t) (3.2.1)

x(0; i) 2 Rn+ ; i 2 N

et tout contrôle u(t; i) 2 Rm+ ; t > 0; i 2 N , nous avons

x(t; i) 2 Rn+ ; y(t; i) 2 Rp+ (3.2.2)

pour t > 0; i 2 N

3.3 Caractérisation de la positivité

Nous allons alors caractériser la positivité du système linéaire 2D fractionnaire hybride (2.1.1).

Théorème 3.3.1 Le système (2.1.1) est positif si et seulement si :

i) A0; A1 2 Rn�n+ ; A = A0 + A1A2 2 Rn�n+ ; B 2 Rn�m+ ; C 2 Rp�n+ ; D 2 Rp�m+ :

ii) A2 est une matrice de Metzler.
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Preuve.

I/ L�équation (2.2.1) peut être écrit de la forme

d�x(t; i+ 1)

dt�
= A2x(t; i+ 1) + F (t; i) ; t > 0; i 2 N (3.3.1)

où

F (t; i) = A0x(t; i) + A1
d�x(t; i)

dt�
+Bu(t; i) (3.3.2)

de (3.3.1) et (3.3.2) pour i = 0 nous avons

d�x(t; 1)

dt�
= A2x(t; 1) + F (t; 0) (3.3.3)

où

F (t; 0) = A0x(t; 0) + A1
d�x(t; 0)

dt�
+Bu(t; 0) (3.3.4)

F (t; 0) 2 Rn+ si les conditions initiales (3.2.1) sont vérifées et les matrices A0; A1; B doivent

satisfaire la condition suivante

A0; A1 2 Rn�n+ ; B 2 Rn�m+

II/ Nous considérons l�équation (3.3.3) comme une équation d�un système linéaire 1D frac-

tionnaire continu par rapport à la variable t:

D�après [5], la solution d�une telle équation s�écrit sous la forme suivante

x(t; 1) = �0(t)x(0; 1) +

tZ
0

�(t� �)F (� ; 0)d�

où

�0(t) =
1X
k=0

Ak2t
k�

�(k�+ 1)
(3.3.5)

�(t) =

1X
k=0

Ak2t
(k+1)��1

�[(k + 1)�]
(3.3.6)

pour que ce système 1D soit positif, nous allons utiliser le faite que

�0(t); �(t) 2 Rn�n+ pour t > 0() A2 2Mn (3.3.7)
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De (3.3.7), la condition ii) est vérifée.

III/ De l�équation

y(t; i) = Cx(t; i) +Du(t; i)

d�après la dé�nition de la positivité, nous avons x(t; i) 2 Rn+ et u(t; i) 2 Rm+ pour tout t > 0;
i 2 N et comme y(t; i) 2 Rp+ cela implique nécéssairement que C 2 Rp�n+ et D 2 Rp�m+ :

En utilisant (3.3.2) pour i = 1 et (3.3.3) nous obtenons

F (t; 1) = A0x(t; 1) + A1
d�x(t; 1)

dt�
+Bu(t; 1)

= A0x(t; 1) + A1A2x(t; 1) + A1F (t; 0) +Bu(t; 1)

= (A0 + A1A2)x(t; 1) + A1F (t; 0) +Bu(t; 1)

= Ax(t; 1) + A1F (t; 0) +Bu(t; 1) 2 Rn+ ; t > 0

nous savons que A1F (t; 0) 2 Rn+ et Bu(t; 1) 2 Rn+; t > 0, et comme F (t; 1) 2 Rn+, t > 0;en
déduisant que A 2 Rn�n+ :

Par récurrence, nous montrons que x(t; i) 2 Rn+; F (t; i � 1) 2 Rn+ pour t > 0 et i > 1 si et
seulement si i) et ii) sont véri�ées. �



Chapitre 4

Application

Nous considérons un système bidimensionnel linéaire fractionnaire hybride avec l�équation

di¤érentielle

d�x(t; i+ 1)

dt�
= A0x(t; i) + A1

d�x(t; i)

dt�
+ A2x(t; i+ 1) +Bu(t; i) (4.0.1)

avec t > 0 , i 2 N

pour � = 0:5 et avec les matrices

A0 =

�
0 0
0 0

�
; A1 =

�
0 1
0 0

�
(4.0.2)

A2 =

�
0 0
1 0

�
; B =

�
1
1

�

l�entré du système

u(t; i) = 1 pour t > 0; i 2 N (4.0.3)

et les conditions initiales

x(t; 0) =

�
exp(t)
0

�
; t > 0 (4.0.4)

x(0; i) =

�
0
1

�
; i 2 N
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En utilisant (4.0.1) et (2.2.8), nous allons trouver les matrices de transition suivantes

Tk;l =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
0 0
1 0

�
pour k = 1; l = 0 et k = l + 1; l = 1; 2; :::�
0 1
0 0

�
pour k = 0; l = 1 et l = k + 1; k = 1; 2; :::�
1 0
0 1

�
pour k = l = 0; 1; 2; :::

�
0 0
0 0

�
Par ailleurs

(4.0.5)

En remplaçant (4.0.5), (4.0.3) et (4.0.4) dans (2.2.18) nous obtenons la solution désirée x(t; i)

x(t; i) =

�
x1(t; i)
x2(t; i)

�
(4.0.6)

=

 
1� ti�

�(i�+ 1)
+

i�1X
l=0

t(i�l+1)�

�[(i� l + 1)�+ 1]

!�
0
1

�

+

 
i�2X
l=0

t(i�l�1)�

�[(i� l � 1)�+ 1] �
t(i�1)�

�[(i� 1)�+ 1]

!�
1
0

�

+

i�1X
l=0

t(i�l)�

�[(i� l)�+ 1]

�
1
1

�

Les graphes des variables d�état en (4.0.6) se montrent dans les �gures suivantes
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Figure 1
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Figure 2



CONCLUSION

Une nouvelle classe des systèmes linéaires positifs 2D fractionnaires continus-discrets a été

introduite.

Les équations d�état d�un système linéaire bidimensionnel fractionnaire hybride ont été

données par l�équation (2.1.1), et leurs solutions ont été obtenues en utilisant la transformée

de Laplace, la transformée en Z et le théorème de convolution avec des conditions initiales

(2.1.2).

Pour la positivité d�un tel système, des conditions nécessaires et su¢ santes ont été établies.

Le calcul de la solution du système a été illustré par un exemple numérique.

Un problème ouvert est l�analyse de la stabilité pour les systèmes linéaires 2D fractionnaires

hybrides.
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