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Abstract :

This thesis deals with operator theory and fractional calculus. We begin by introdu-
cing new generalized metric spaces. Then, we prove some important properties of such new
structures. We also apply �xed point theory to establish some new results on contraction
operators over the introduced generalized spaces. After that, we investigate the fractional
calculus theory, where we will use integro-di¤erential operators as well as the di¤erential
ones. We prove some recent results on the existence and uniqueness of solutions for some
classes of fractional di¤erential equations and systems that have not been studied. Some
generalized Fourier and Laplace transforms are also proved. Some analytic and numerical
studies for fractional equations are also discussed.
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Résumé :

Dans cette thèse, on va s�intéresser aux opérateurs contractants, intégro-di¤érentiels et
à leurs applications au calcul fractionnaire. On commence par introduire de nouvelles struc-
tures généralisant les espaces métriques. Sur ces structures, on va démontrer certains résultats
liés à la théorie des points �xes et aux opérateurs contractants. Ensuite, on abordera le coté
calcul fractionnaire où on fera appel aux opérateurs di¤érentiels, intégro-di¤érentiels ; ceci
par le biais de deux approches fractionnaires. On démontrera ainsi certains résultats sur
l�existence et l�unicité des solutions pour certains problèmes d�ordre de dérivation (ou in-
tégration) arbitraire. On s�intéressera aussi à certaines transformations intégrales et à leurs
applications ( analytiques, numériques) au calcul fractionnaire et en particulier aux équations
et aux systèmes fractionnaires fortement non linéaires.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul di¤érentiel. Ce concept des opé-
rateurs d�ordre fractionnaire a été dé�ni aux 19 siècle par Riemann et Liouville, leur but était
de prolonger la dérivation ou l�intégration d�ordre fractionnaire en employant non seulement
un ordre entier mais également des ordres non entiers.

L�objectif principal de ce travail est de présenter une contribution sur la théorie des opéra-
teurs avec des applications sur le calcul fractionnaire.

Ce projet se compose d�une introduction et de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on va rappeler quelques dé�nitions et résultats relatifs au calcul
fractionnaire dont on aura besoin dans les autres chapitres.

Dans le deuxième chapitre, on démontre certains résultats liés aux points �xes et aux opé-
rateurs contractants dé�nis sur des structures généralisées.

Dans le troisième chapitre, on abordera l�existence et l�unicité des solutions des systèmes
di¤érentiels fractionnaires. On démontrera des résultats assurant l�existence et l�unicité /
l�existence pour des problèmes di¤erentiels avec conditions intégrales. Les démonstrations
seront basées sur la théorie des opérateurs combinées avec celle des points �xes.

En�n, le quatrième chapitre portera sur des transformations de types Fourier et Laplace. On
présentera des nouvelles transformations avec quelques résultats et applications numériques
sur les équations di¤érentielles fractionnaires.



Chapitre 1

Notions de calcul Fractionnaire

Ce chapitre contient des rappels, des dé�nitions et des propriétés essentielles corres-
pondantes à la notion de la dérivation et de l�intégration d�ordre fractionnaire dont on aura
besoin dans les autres chapitres. Pour plus de détails, voir ([1] ; [4] ; [6� 9] ; [12� 15]).

1.1 Rappels

Dé�nition 1.1.1 Une fonction f : R! R est dite causale si f(t) = 0 pour t < 0:

Dé�nition 1.1.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. On dé�nit le produit de
convolution dans R de f et g par

(f � g) (x) =
R +1
�1 f (t) g (x� t) dt: (1.1)

Exemple 1.1.1 Calculons maintenant le produit de convolution de deux fonctions causales
f et g. On a donc f(t) = 0 pour t < 0 et g (x� t) = 0 pour t > x. Le domaine d�intégration
est donc restreint à l�intervalle [0; t] dans le cas de fonctions causales

(f � g) (x) =
R x
0
f (t) g (x� t) dt: (1.2)

On remarque que f �g est elle-même causale, le produit de convolution donné par la formule
(1:2) est appelé le produit de convolution de Laplace.

Dé�nition 1.1.3 Soit une fonction f(x); x > 0: On dit que f appartient à C�(R+;R)
(� 2 R), s�il existe un nombre réel p > � telle que f (x) = xpf1 (x) ; où f1 (x) 2 C (R+;R) :

Dé�nition 1.1.4 Soit une fonction f(x); x > 0: On dit que f appartient à Cn� (R+;R)
(n 2 N), si f (n) 2 C� (R+;R) :

Dé�nition 1.1.5 Soit p 2 N tel que 1 � p < 1: On dé�nit les espaces de Lebesgue
Lp ([a; b] ;R) et L1 ([a; b] ;R) par

8
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(1) Lp ([a; b] ;R) := ff : [a; b]! R f est mesurable sur [a; b] et
bZ
a

jf (x)jp dxg <1.

(2) L1 ([a; b] ;R) := ff : [a; b]! R f est mesurable et bornée sur [a; b]g.

Ainsi les normes kfkLp([a;b];R) et kfkL1([a;b];R) sont :

(3) kfkLp([a;b];R) := (
bZ
a

jf (x)jp dx)
1
p .

(4) kfkL1([a;b];R) := sup
x2[a;b]

jf (x)j.

Dé�nition 1.1.6 Les fonctions d�Euler Gamma et Bêta sont dé�nies respectivement par

� (�) =
+1R
0

e�uu��1du; � > 0; (1.3)

et

� (p; q) =
1R
0

tp�1 (1� t)q�1 dt; p; q > 0: (1.4)

1.2 Quelques propriétés des fonctions Gamma et Bêta

Soient x et y deux nombres réels strictement positifs. Alors, on a

(1) � (x+ 1) = x� (x) :

(2) � (n+ 1) = n!; avec n 2 N:

(3) Pour tout entier n on a n < x < n+ 1; tel que n 6= �1;�2;�3; :::; on a

� (x) =
� (x+ n)

x (x+ 1) (x+ 2) ::: (x+ n� 1) :

(4) � (x; y) = 2

�=2Z
0

(sin t)2x�1 (cos t)2y�1 dt:

(5) � (x; y) =

+1Z
0

tx�1

(1+t)x+y
dt:

(6) � (x; y) � (x+ y) = � (x) � (y) :

(7) �
�
1
2
; 1
2

�
= �; �

�
1
2

�
=
p
�:
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1.3 Approche Intégrale de Riemann-Liouville

Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

F1 (t) =
tR
a

f (�) d� :

Pour une primitive d�ordre 2, on a

F2 (t) =
tR
a

F1 (x) dx =
tR
a

�
xR
a

f (�) d�

�
dx

=
tR
a

(t� x) f (x) dx:

Puis par récurrence, on obtient

Fn (t) =
1

�(n)

tR
a

(t� x)n�1 f (x) dx:

où � (n) = (n� 1)! n � 1: Si on note Jn (f (t)) = Fn (t) ; on va avoir :

Jn (f (t)) = 1
(n�1)!

tR
a

(t� �)n�1 f (�) d� : (1.5)

Dé�nition 1.3.1 L�opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d�ordre � � 0; pour
une fonction f 2 C� ([a; b] ;R) ; (� � �1) est dé�ni par :

8>><>>:
J�a f (t) =

1
�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� ;� > 0;

J0af (t) = f (t) :

(1.6)

Remarques 1.3.1
(i) Si a = 0; donc J�0 f (t) = (f � '�) (t), avec '� (t) = t��1

�(�)
pour t > 0 et '� (t) = 0 pour

t � 0, et '� ! � (t) quand �! 0; où � (t) est la fonction Delta
(ii) Il est clair que l�opérateur d�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est un opérateur
linéaire.

Exemple 1.3.1 Calculons l�intégrale fractionnaire au sens de Rieman-Liouville de la fonction
f (x) = x
; où 
 > �1 et x > 0:
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On a

J�0 (x

) = 1

�(�)

xR
0

(x� �)��1 � 
d� :

On e¤ectue le changement de variable � = xy, on va avoir

J�0 x

 = 1

�(�)

1R
0

(x� xy)��1 (xy)
 xdy

= x�+


�(�)

1R
0

(1� y)��1 (y)
 dy

= x�+


�(�)
� (�; 
 + 1) :

Comme les fonctions d�Euler Gamma et Bêta sont reliées par la relation suivante

� (�; 
) = �(�)�(
)
�(�+
)

: (1.7)

Alors, on trouve

J�0 (x

) = 1

�(�)
�(�)�(
+1)
�(�+
+1)

x�+
 = �(
+1)
�(�+
+1)

x�+
: (1.8)

Exemple 1.3.2 Considérons la fonction f (x) = (x� a)
 avec x > a; on a

J�a (f (x)) =
1

�(�)

xR
a

(x� �)��1 (� � a)
 d� = �(�;
+1)
�(�)

(x� a)
+� :

Cela implique

J�a ((x� a)

) = �(
+1)

�(
+�+1)
(x� a)
+� : (1.9)

Exemple 1.3.3 Soit f (x) = exp (�x) ; � > 0; calculons l�intégrale fractionnaire au sens de
Rieman-Liouville de cette fonction :

J�0 exp (�x) = J�0

 1X
k=0

(�x)k

k!

!
=

1X
k=0

�k

k!
J�0 (x)

k

=

1X
k=0

�k

� (k + 1 + �)
xk+� = ���

1X
k=0

(�x)k+�

� (k + 1 + �)
:
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1.4 Propriété de semi-groupe

Proposition 1.4.1

Soit f une fonction de l�espace C�1 ([a; b] ;R). Alors, on a

J�a [J


a (f (x))] = J

�+

a (f (x)) ; (1.10)

pour tout � > 0 et 
 > 0:

Démonstration : En e¤et,

J�a [J


a (f (x))] =

1
�(�)

xR
a

(x� �)��1 J
a (f (�)) d�

= 1
�(�)�(
)

xR
a

�
(x� �)��1

�R
a

(� � t)
�1 f (t) dt
�
d�

= 1
�(�)�(
)

xR
a

�R
a

�
(x� �)��1 (� � t)
�1 f (t)

�
dtd�

= 1
�(�)�(
)

xR
a

�
f (t)

xR
t

(x� �)��1 (� � t)
�1 d�
�
dt:

On e¤ectue le changement de variable � = t+ (x� t) y, on trouve

xR
t

(x� �)��1 (� � t)
�1 d� =
1R
0

(x� t� (x� t) y)��1 (t+ (x� t) y � t)
�1 (x� t) dy

= (x� t)�+
�1
1R
0

(1� y)��1 (y)
�1 dy

= � (�; 
) (x� t)�+
�1 :

Donc

J�a [J


a (f (x))] =

1
�(�)�(
)

xR
a

�
f (t)

xR
t

(x� �)��1 (� � t)
�1 d�
�
dt

= �(�;
)
�(�)�(
)

xR
a

�
f (t) (x� t)�+
�1

�
dt

= 1
�(�+
)

xR
a

�
(x� t)�+
�1 f (t)

�
dt = J�+
f (x) :
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On donne une application numérique sur la propriété de semi-groupe

Exemple 1.4.3 Si on prend : � = 
 = 1
2
et f (x) = x, on trouve

J�0 [(J


0 ) (f (x))] = (J

�
0 )

�
� (2)

� (
 + 2)
x
+1

�
=
1

2
x2:

D�autre part, on a

J�+
0 (f (x)) = (J10 ) (f (x)) =
xR
0

tdt = 1
2
x2:

Dans ce paragraphe, on va exposer brièvement deux approches des dérivées fractionnaires,
on cite par exemple : l�approche de Caputo et l�aproche de Riemann-Liouville.

1.5 Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo

Dé�nition 1.5.1 Soit f 2 Cm�1 ([a; b] ;R) ;m 2 N�. On dé�nit la dérivée fractionnaire de
Caputo d�ordre � � 0 de f par :

D�
a f(x) =

� 1
�(m��)

xR
a

f (m)(�)
(x��)�+1�md� ;m� 1 < � < m;

dm

dxm
f(x) ;� = m.

(1.11)

Remarque 1.5.1 On peut facilement déduire que l�opérateur de la dérivation fractionnaire
au sens de Caputo est un opérateur linéaire.

Exemple 1.5.1 Dérivée fractionnaire de la fonction f (x) = (x� a)
 avec x > a et 
 > �1;
au sens de Caputo

D�
a (f (x)) = (J

m��
a )

�
dm

dxm
f (x)

�
= (Jm��a )

�
�(
+m��+1)
�(
��+1) (x� a)
��

�
= �(
+m��+1)

�(
��+1) (Jm��a ) (x� a)
��

= �(
+1)
�(
��+1) (x� a)


�� :
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Remarque 1.5.1 La dérivée de Caputo d�une fonction constante est nulle. En e¤et

D�
a (f(x)) =

1

� (m� �)

xZ
a

(x� �)m���1f (m)(�)d� = 0:

1.6 Propriété

Proposition 1.6.1 Soit � un nombre réel strictement positif.

(1) Si f 2 Cn�1 ([a; b] ;R) ; n = [�] alors, on a

D�
a (J

�
a f) = f :

(2) En général, on n�a pas

J�a (D
�
a f) = f:

1.7 Dérivée Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.7.1 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville d�une fonction f 2 Cn�1 (R+;R) par :

�
RLD�

a

�
(f (x)) =

8>><>>:
dm

dxm

�
1

�(m��)

xR
a

f(�)

(x��)�+1�md�

�
; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); � = m:

(1.12)

On peut écrire la relation (1:12) sous la forme équivalente suivante :

�
RLD�

a

�
(f (x)) =

8<:
dm

dxm
[(Jm��a ) (f (x))] ; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); � = m:

(1.13)
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Exemple 1.7.1 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � = 1
2
au sens de Riemann Liou-

ville de la fonction f : x 7�! x� a;

On a �
RLD

1
2
a

�
(f (x)) = d

dx

�
1

�(1� 1
2)

xR
a

(x� �)�
1
2 �d�

�

= d
dx

h�
J
1
2
a

�
((x� a))

i
= d

dx

�
�(2)

�( 52)
(x� a)

3
2

�
= 3

2
�(2)

�( 52)
(x� a)

1
2 :

Exemple 1.7.2 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � = 1
2
au sens de Riemann Liou-

ville de la fonction f : x 7�! 1
1+x
; x > 0:

On a donc : �
RLD

1
2
0

�
(f (x)) = d

dx

�
1

�(1� 1
2)

xR
0

f(�)

(x��)
1
2+1�1

d�

�

= d
dx

�
1

�( 12)

xR
0

1
(1+�)

p
x�� d�

�
En e¤ectuant le changement de variable

p
x� � = y; on obtient

�
RLD

3
2
0

�
(f (x)) = 1

�( 12)
d
dx

"p
xR
0

2
(1+x�y2)dy

#

= 1

�( 12)
d
dx

"
1p
x+1

p
xR
0

�
1p

x+1�y +
1p

x+1+y

�
dy

#

= 1

�( 12)
d
dx

�
1p
x+1

h
ln y+

p
x+1

�y+
p
x+1

ipx
0

�

= 1

�( 12)
d
dx

h
1p
x+1

ln
p
x+
p
x+1

�
p
x+
p
x+1

i
= 1

2�( 12)

�
1

(x+1)
3
2
ln

p
x+
p
x+1

�
p
x+
p
x+1

� 1
(x+1)

p
x

p
x�
p
x+1p

x+
p
x+1

�
:
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Remarque 1.7.1 La dérivée de Riemann-Liouville d�une constante n�est pas nulle. Cette
"anomalie troublante" est donnée par�

RLD�
a

�
(1) = 1

�(1��) (x� a)
��

En e¤et, �
RLD�

a

�
(c) = dm

dxm

�
c

�(m��)

xR
a

(x� �)m���1 d�
�

= c
�(1��) (x� a)

�� :

Proposition 1.7.1

1. Pour tout �; � 2 R et pour deux fonctions quelconques f et g : C�1 (R+;R) ; on a�
RLD�

a

�
(�f (x) + �g (x)) = �

�
RLD�

a

�
(f (x)) + �

�
RLD�

a

�
(g (x)) ;

2. En général, la propriété de semi groupe n�est pas véri�ée, on n�a pas toujours :�
RLD�1

a

� �
RLD

�1
a

�
f (t) =

�
D
�1+�1
a

�
f (t)

3. Il en est de même de la propriété de commutativité : 9 �2 > 0, �2 > 0, g 2 C� (R+;R)
(� � �1) tels que : �

RLD�2
a

� �
RLD

�2
a

�
g (t) 6=

�
RLD

�2
a

� �
RLD�2

a

�
g (t)

Démonstration 1. Soient �; � 2 R; et soient f et g 2 Cn�1 (R+;R) ; on a�
RLD�

a

�
(�f (x) + �g (x)) = dm

dxm
((Jm��a ) (�f (x) + �g (x)))

= dm

dxm
(� (Jm��a ) (f (x)) + � (Jm��a ) (g (x)))

= � dm

dxm
((Jm��a ) (f (x))) + � dm

dxm
((Jm��a ) (g (x)))

= �
�
RLD�

a

�
(f (x)) + �

�
RLD�

a

�
(g (x))

Dans (2), on prend f (t) = t�
1
2 et �1 = �1 =

1
2
: On a alors :�

RLD
1
2
0

�
f (t) = 0 ,

�
RLD

1
2
0

��
RLD

1
2
0

�
f (t) = 0:

On remarque aussi que :
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�
RLD

1
2
+ 1
2

0

�
f (t) = �1

2
t�

3
2

Dans (3), on pose g (t) = t
1
2 et �2 = 1

2;
; �2 =

3
2
. Donc�

RLD
1
2
0

�
g (t) =

p
�
2
;
�
RLD

3
2
0

�
g (t) =

�
RLD

3
2
0

��
t
1
2

�
= 0:

Tandis que �
RLD

1
2
0

��
RLD

3
2
0

�
g (t) = 0;

�
RLD

3
2
0

��
RLD

1
2
0

�
g (t) = �1

4
t
3
2 :

Lemme 1.7.1 Soit f une fonction dé�nie sur [a; b] véri�ant
�
RLD�

a

�
f(x) = 0; avec � 2

]m� 1;m[ ;m 2 N�: Alors

f(x) =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(��m+i+1) (x� a)
��m+i ;

où les bi sont des constantes arbitraires.

Démonstration D�après la formule (1:13) ; on a :

�
RLD�

a

�
f(x) = dm

dxm
(Jm��a f (x)) = 0:

Donc

Jm��a f (x) =
m�1P
i=0

bi (x� a)i :

Par application de J�a , on va avoir :

Jma f (x) =
m�1P
i=0

biJ
�
a (x� a)

i =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(�+i+1)
(x� a)�+i :

Cela voudra dire que

f (x) =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(�+i+1)
dm

dxm
(x� a)�+i :

Mais comme,

dm

dxm
(x� a)�+i = (�+ i) (�+ i� 1) ::: (�+ i�m+ 1) (x� a)�+i�m

= �(�+i+1)
�(�+i�m+1) (x� a)

�+i�m ;

alors, le lemme 1.7.1 en découlle.
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1.8 Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo est donnée par la pro-
position suivante

Proposition 1.8.1 Pour tout � 2 ]m� 1;m[ ;m 2 N� et f 2 Cn�1 (R+;R) on a :

�
RLD�

a

�
f(t) = (D�

a ) f(t) +

m�1X
k=0

(t� a)k��

�(k � �+ 1)f
(k)(a): (1.14)

Démonstration On a :�
RLD�

a

�
f (t) = dm

dtm

�
1

�(n��)
R t
0
(t� �)m���1 f (�) d�

�
:

Par conséquent,

�
RLD�

a

�
f (t) = dm

�(m��)dtm (
(t�a)m��
m�� f (a) + (t�a)m��+1

(m��)(m��+1)f
0 (a) + (t�a)m��+2

(m��)(m��+1)(m��+2)f
00 (a)

+ (t�a)m��+3
(m��)(m��+1)(m��+2)(m��+3)f

(3) (a) + :::+
R t
a

(t��)m��+n�1
(m��)(m��+1):::(m��+n�1)f

(m) (�) d�):

D�où

�
RLD�

a

�
f (t) =

m�1X
k=1

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) +
dm

�(m��)dtm

�R t
a

(t��)m��+n�1
(m��)(m��+1):::(m��+n�1)f

(m) (�) d�
�

=
m�1X
k=0

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) +
1

�(m��)

0@ tZ
a

(t� �)m���1 f (m) (�) d�

1A :
Cela implique que :

�
RLD�

a

�
f (t) =

m�1X
k=0

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) + (D
�
a ) f (t) ;

donc

�
RLD�

a

� "
f(t)�

m�1X
k=0

(t� a)k

k!
f (k)(a)

#
= (D�

a ) f(t):



Chapitre 2

Espaces Généralisés et Opérateurs
Contractants

2.1 Introduction

Les espaces métriques sont un outil très important en mathématiques pures et appli-
quées. Beaucoup de chercheurs se sont intéressés à présenter des extentions et des générali-
sations liées à ces espaces.

A titre d�exemple, Dhage [5] et Gähler [23] ont introduit les espaces généralisés de type
D�. Dans [33]; Mustafa et Sims ont introduit les G-espaces généralisés comme étant une
généralisation des espaces métriques usuels.

Récemment, Sedghi et al. [25]; [29] ; [31] ont étudié les travaux de recherches de cet
axe aux espaces généralisés de type D�. Ces résultats ont permis de généraliser certains
théorèmes de [5]. D�autres travaux de recherche sur ces nouvelles structures peuvent être
trouvés dans [10; 31; 31; 33] :

Dans ce chapitre, on va introduire les S�-espaces métriques. On va démontrer certains
résultats pour ces structures, puis on démontre certains théorèmes de points �xes pour
des opérateurs dé�nis sur ces espaces. Ces résultats peuvent être considérés comme une
généralisation de [29] :

2.2 L�Espace (X;S�)

Dans ce chapitre, on considère n 2 N; tel que n � 2; (voir [16]):

Dé�nitions et propriétés :

Dé�nition 2.2.1 Soit X un ensemble non vide. La distance S� : Xn ! [0;+1[ est une
fonction qui satisfait les conditions suivantes : Pour chaque x1; x2; :::; xn; a 2 X :

19
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(1) S� (x1; x2; :::; xn) � 0;
(2) S� (x1; x2; :::; xn) = 0 si et seulement si x1 = x2 = ::: = xn;
(3) S� (x1; x2; :::; xn) � S� (x1; x1; :::; x1; a)+S� (x2; x2; :::; x2; a)+:::+S� (xn; xn; :::; xn; a) :
Donc le couple (X;S�) est un espace métrique.

Remarque 2.2.1 Dans la dé�nition 2.2.1, si n = 3 on obtient le résultat cité dans [30] :

Lemme 2.2.1 Soit (X;S�) un espace métrique. Alors pour tout x1; x2 2 X; on a

S� (x1; x1; :::; x1; x2) = S
� (x2; x2; :::; x2; x1) :

Démonstration : D�après la troisième propriété de la dé�nition 2.2.1, on obtient pour tout
x1; x2; a 2 X;

S� (x1; x1; :::; x1; x2) � (n� 1)S� (x1; x1; :::; x1; a)

+S� (x2; x2; :::; x2; a) :

En particulier, pour a = x1; on trouve

S� (x1; x1; :::; x1; x2) � (n� 1)S� (x1; x1; :::; x1; x1)

+S� (x2; x2; :::; x2; x1) :

Donc

S� (x1; x1; :::; x1; x2) � S� (x2; x2; :::; x2; x1) : (2.1)

De même, on trouve

S� (x2; x2; :::; x2; x1) � S� (x1; x1; :::; x1; x2) : (2.2)

D�après (2:1) et (2:2) ; on obtient

S� (x1; x1; :::; x1; x2) = S
� (x2; x2; :::; x2; x1) :

Dé�nition 2.2.2 Soient (X;S�) un espace métrique, r un nombre réel positif et soit x 2 X:
On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r l�ensemble

BS� (x0; r) = fx 2 X : S� (x; x; :::; x; x0) < rg :

On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r l�ensemble



21

BS� (x0; r) = fx 2 X : S� (x; x; :::; x; x0) � rg :

Exemple 2.2.1 On dé�nit sur R la distance S� par S� (x; y; z) = jx� yj+ jx� 2zj :

BS�
�
1;
p
2
�
=

n
x 2 R : S� (x; x; 1) <

p
2
o

=
n
x 2 R : jx� 2j <

p
2
o

=
i
2�

p
2; 2 +

p
2
h
:

2.3 Propriétés Topologique de (X;S�)

Dé�nition 2.3.1 Soit (X;S�) un espace métrique et A � X: Si pour tout x 2 A il existe
r > 0 telle que BS� (x; r) � A; alors A est un ouvert de X:

Dé�nition 2.3.2 Une partie A de X est dite bornée, s�il existe une constante M > 0 telle
que S� (x; x; :::; x; y) �M pour tout x; y 2 A:

Dé�nition 2.3.3 Une suite fxpgp2N de l�espace métrique (X;S�) convergente vers x si
et seulement si : S� (xp; xp; :::; xp; x) ! 0 quand p ! +1; on écrit lim

p!+1
xp = x: Où

8" > 0;9p0 2 N tel que pour tout p � p0; S� (xp; xp; :::; xp; x) < ":
Une suite fxpgp2N d�un espace métrique (X;S�) est une suite de Cauchy si 8" > 0;9n0 2 N;
8p; q � n0; on a S� (xp; xp; :::; xp; xq) < ":

Dé�nition 2.3.4 L�espace métrique (X;S�) est dite complet si toute suite de Cauchy dans
cet espace est convergente.

2.4 Résultats Auxiliaires

Lemme 2.4.1 Soit (X;S�) un espace métrique. Si r > 0 et x 2 X; alors la boule BS� (x; r)
est un ouvert de X.

Démonstration : Soit y 2 BS� (x; r) donc S� (y; y; :::; y; x) < r:
On pose � = S� (x; x; :::; x; y) et r0 = r��

n�1 ; et on prouve que BS� (y; r
0) � BS� (x; r). Soit

z 2 BS� (y; r0), donc S� (z; :::; z; y) < r0. Par la troisième propriétée de la dé�nition 2.2.1, on
obtient S� (z; :::; z; x) � S� (z; :::; z; y) + ::: + S� (z; :::; z; y) + S� (x; :::; x; y) < (n� 1) r0 + �;
ce qui implique que BS� (y; r0) � BS� (x; r) :

Lemme 2.4.2 Soit (X;S�) un espace métrique. Si la suite fxpgp2N de X converge vers x,
alors x est unique.

Démonstration : Soit fxpgp2N une suite converge vers x et y: Donc
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8" > 0;9p1 2 N; pour tout p � p1 ) S� (xp; :::; xp; x) <
"

2 (n� 1)
et

8" > 0;9p2 2 N; pour tout p � p2 ) S� (xp; :::; xp; y) <
"

2 (n� 1) :

Posons p0 = max fp1; p2g pour tout p � p0, on trouve

S� (x; :::; x; y) � (n� 1)S� (x; :::; x; xp) + S� (y; :::; y; xp)

<
"

2
+

"

2 (n� 1) < "

et

S� (y; :::; y; x) � (n� 1)S� (y; :::; y; xp) + S� (x; :::; x; xp)

<
"

2
+

"

2 (n� 1) < ":

Ce qui implique que

S� (x; :::; x; y) = S� (y; :::; y; x) = 0:

Donc,
x = y:

Lemme 2.4.3 Soit (X;S�) un espace métrique et soit fxpgp2N une suite de X converge vers
x, alors fxpgp2N est une suite de Cauchy.

Démonstration : On a limxp
p!+1

= x c�est à dire

8" > 0;9p1 2 N; pour tout p � p1 ) S� (xp; :::; xp; x) <
"

2 (n� 1)
et

8" > 0;9p2 2 N; pour tout q � p2 ) S� (xq; :::; xq; y) <
"

2
:

Posons p0 = max fp1; p2g ; donc pour tout p; q � p0; on trouve

S� (xp; :::; xp; xq) � (n� 1)S� (xp; :::; xp; x) + S� (xq; :::; xq; x)

<
(n� 1) "
2 (n� 1) +

"

2
= ":

Ce qui montre que la suite fxpgp2N est de Cauchy.



23

Lemme 2.4.4 Soit (X;S�) un espace métrique, s�il existe deux suites fxpgp2N et fypgp2N
de X telles que limxp

p!+1
= x et lim yp

p!+1
= y, alors

lim
p!+1

S� (xp; :::; xp; yp) = S
� (x; :::; x; y) :

Démonstration : Soient limxp
p!+1

= x et lim yp
p!+1

= y, alors

8" > 0;9p1 2 N; pour tout p � p1 ) S� (xp; :::; xp; x) <
"

2 (n� 1)

et
8" > 0;9p2 2 N; pour tout p � p2 ) S� (yp; :::; yp; y) <

"

2 (n� 1) :

Posons p0 = max fp1; p2g ; donc pour chaque p � p0; on obtient

S� (xp; :::; xp; yp) � (n� 1)S� (xp; :::; xp; x) + S� (yp; :::; yp; x)

� (n� 1) [S� (xp; :::; xp; x) + S� (yp; :::; yp; y)] + S� (x; :::; x; y)

<
(n� 1) "
2 (n� 1) +

(n� 1) "
2 (n� 1) + S

� (x; :::; x; y) :

Donc

S� (xp; :::; xp; yp)� S� (x; :::; x; y) < ": (2.3)

D�autre part, on obtient

S� (x; :::; x; y) � (n� 1)S� (x; :::; x; xp) + S� (y; :::; y; xp)

< (n� 1) [S� (x; :::; x; xp) + S� (y; :::; y; yp)] + S� (xp; :::; xp; yp)

� (n� 1) "
2 (n� 1) +

(n� 1) "
2 (n� 1) + S

� (xp; :::; xp; yp)

< "+ S� (xp; :::; xp; yp) :

Ce qui implique que

S� (x; :::; x; y)� S� (xp; :::; xp; yp) < ": (2.4)

D�après (2:3) et (2:4); on trouve
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jS� (x; :::; x; y)� S� (xn; :::; xn; yn)j < ":

D�où

lim
p!+1

S� (xp; :::; xp; yp) = S
� (x; :::; x; y) :

Dé�nition 2.4.1 Soit (X;S�) un espace métrique et soit F : X ! X une application. On
dit que F est contractante s�il existe une constante 0 < L < 1 telle que

S� (F (x) ; :::; F (x) ; F (y)) � LS� (x; :::; x; y) ; pour tout x; y 2 X:

2.5 Points Fixes et Opérateurs Contractants

Maintenant, on va donner un lemme montrant le lien entre la continuité et la contraction.

Lemme 2.5.1 Soit (X;S�) un espace métrique et soit F : X ! X; une application contrac-
tante, alors F est continue.

Démonstration : On suppose qu�il existe une constante 0 < L < 1; telle que

S� (F (x) ; :::; F (x) ; F (y)) � LS� (x; :::; x; y) ; pour tout x; y 2 X;

et soit fxpgp2N une suite deX converge vers x; donc S� (xp; :::; xp; x)! 0; quand p! +1; ce
qui implique que S� (F (xp) ; :::; F (xp) ; F (x)) ! 0; donc F (xp) ! F (x) ; quand p ! +1:
D�où la continuité de F:

On dé�nit par recurrence la suite fxpgp2N par

8<:
xp+1 = F (xp) ; si p = 0; 1; 2; :::

x0 2 X:

On utilise le principe de contraction de Banach, on obtient les résultats suivants :

2.6 Résultats Principaux

Théorème 2.6.1 [16] Soit (X;S�) un espace métrique complet, et soit F : X ! X; une
application contractante. Alors F a un unique point �xe x� 2 X, i,e ;

F (x�) = x�:
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Démonstration :
1) Existence : On démontre par recurrence que pour tout p 2 N; on a

P (p) : S� (xp+1; :::; xp+1; xp) � LpS� (x1; :::; x1; x0) : (2.5)

la propriété P (1) est évidente.
On suppose que P (p) est vraie et on montre que P (p+ 1) est aussi vraie pour tout p � 1:
Pour tout p � 1; on trouve

S� (xp+2; :::; xp+2; xp+1) = S� (F (xp+1) ; :::; F (xp+1) ; F (xp))

� LS� (xp+1; :::; xp+1; xp)

� Lp+1S� (x1; :::; x1; x0) :

D�où P (p+ 1) est vraie, par le principe du raisonnement par recurrence on déduit que (2:5)
est vraie.
On montre que la suite fxpgp2N est de Cauchy. Soient " > 0; (p; q) 2 N��N�; avec q > p > 0;
on pose r = q � p; on trouve

S� (xq; :::; xq; xp) = S� (xp+r; :::; xp+r; xp)

� (n� 1)
p+r�1X
i=p

S� (xi+1; :::; xi+1; xi)

� (n� 1)S� (x1; :::; x1; x0)
p+r�1X
i=p

Li

� (n� 1)S� (x1; :::; x1; x0)
(1� Lr)Lp
1� L

� (n� 1)Lp
1� L S� (x1; :::; x1; x0) :

Comme L 2 [0; 1[ et la serie géometrique de terme général Li convergente et majorée par
1

1�L ; donc

S� (xq; :::; xq; xp) �
(n� 1)Lp
1� L S� (x1; :::; x1; x0)! 0; quand p! +1:

Par consequence, la suite fxpgp2N est de Cauchy et comme X est un espace complet, il existe
x� 2 X avec lim

p!+1
xp = x

�. D�après Lemme 2.5.1, on trouve
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x� = lim
p!+1

xp+1 = lim
p!+1

F (xp) = F (x
�) :

2) Unicité : On suppose qu�il existe x�; y� 2 X avec x� = F (x�) et y� = F (y�). Alors

S� (F (x�) ; :::; F (x�) ; F (y�)) � LS� (x�; :::; x�; y�) ;

ce qui implique que

S� (x�; :::; x�; y�) � LS� (x�; :::; x�; y�) :
Or

(1� L)S� (x�; :::; x�; y�) � 0:
Contradiction avec L = 1; donc S� (x�; :::; x�; y�) = 0: D�où x� = y�:

Exemple 2.6.1 On prend X = R; n = 4 et S� (x; y; z; t) = jx� yj + jx� zj + jx� tj ; on
dé�nit sur R l�application F par F (x) = 1

4
arctanx: on obtient

S� (F (x) ; F (x) ; F (x) ; F (y)) =

����14 arctanx� 14 arctan y
����

� 1

4
S� (x; x; x; y) ; L =

1

4
:

Il est clair que les conditions du théorème précédent sont véri�ées, donc il existe un unique
point x� 2 R véri�ant F (x�) = x� (on remarque que 0 = F (0)):

Théorème 2.6.2 [16] Soit (X;S�) un espace métrique compact et soit G : X ! X une
application véri�ante

S� (G (x) ; :::; G (x) ; G (y)) < S� (x; :::; x; y) ; pour tout x; y 2 X; x 6= y:

Alors, F a un unique point �xe dans X:

Démonstration :

1) Existence

Il est clair que x0 = G (x0) 2 X est un minimum de l�application

x 7! S� (x; :::; x;G (x)) ;

car X est un espace compact. Alors on a x0 = G (x0) en e¤et

S� (G (G (x0)) ; :::; G (G (x0)) ; G (x0)) < S
� (G (x0) ; :::; G (x0) ; x0) = S

� (x0; :::; x0; G (x0)) :

Contradiction.
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2) Unicité

Supposons qu�il existe x0; y0 2 X avec x0 = G (x0) et y0 = G (y0). Alors

S� (G (x0) ; :::; G (x0) ; G (y0)) < S
� (x0; :::; x0; y0)

ce qui équivalent à

S� (x0; :::; x0; y0) < S
� (x0; :::; x0; y0) :

Contradiction, d�où, x0 = y0:

Du Théorème 2.6.1, on peut déduire ce Corollaire

Corollaire 2.6.1 Soit (X;S�) un espace métrique complet et soit la boule ouverte

BS� (x0; r) = fx 2 X : S� (x; :::; x; x0) < rg ; avec x0 2 X et r > 0:

On suppose que F : BS� (x0; r)! X est une application contractante avec

S� (F (x0) ; :::; F (x0) ; x0) < (1� L)
r

n� 1 :

Alors, F a un unique point �xe dans BS� (x0; r) :

Démonstration On suppose qu�il existe r0 tel que 0 < r0 < r avec

S� (F (x0) ; :::; F (x0) ; x0) < (1� L)
r0
n� 1

et montrons que F : BS� (x0; r0)! BS� (x0; r0) : Soit x 2 BS� (x0; r0); alors on trouve

S� (x0; :::; x0; F (x)) � (n� 1)S� (x0; :::; x0; F (x0)) + S� (F (x0) ; :::; F (x0) ; F (x))

� (n� 1) (1� L) r0
n� 1 + LS

� (x0; :::; x0; x) � r0:

D�après le théorème 2.6.1, on déduit que F a un point �xe unique dans BS� (x0; r0) �

BS� (x0; r) :



Chapitre 3

Systèmes Di¤érentiels et Calcul
Fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente des résultats d�existence et d�unicité pour des systèmes
di¤érentiels, en faisant intervenir le calcul fractionnaire. Les démonstrations de nos résultats
seront basées sur la théorie des opérateurs ( contraction, compacité, continuité,...) et celle
de points �xes ( Banach, Schae¤er, Krasnoselskii).

3.2 Rappels

Dans ce qui suit, on présente quelques dé�nitions et résultats fondamentaux qui seront utilisés
dans ce chapitre.

Dé�nition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel normé, de norme k:kE. Une application f de
E dans E est dite contractante s�il existe un nombre positif K 2 ]0; 1[, tel que pour tout
x; y 2 E; on a

kf (x)� f (y)kE � K kx� ykE :

Dé�nition 3.2.2 Soient E un espace vectoriel normé, de norme k:kE et (un) une suite de
E. On dit que (un) est une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N � 0;8n � N; 8p � N; kun+p � unkE � ":

28
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Dé�nition 3.2.3 : On dit que E est complet pour la norme k:kE si toute suite de Cauchy
(pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace
de Banach.

Dé�nition 3.2.4 : Soit E un espace de Banach muni de la norme k:kE et T une application
de E dans E . On dit qu�un element x de E est un point �xe de T si

Tx = x:

3.3 Théorèmes des Points Fixes et d�Ascoli-Arzela

Dans cette partie, on donne quelques théorèmes des points �xes qui seront utilisés dans ce
chapitre.

Théorème de Banach

Théorème Soit E un espace de Banach muni de la norme k:kE et soit X un sous-ensemble
fermé de E et T : X ! X une application contractante sur X. Alors :
Il existe un point unique z 2 X tel que Tz = z: De plus si x0 2 X et xn = Txn�1 pour
n = 1; 2; :::: alors lim

n!+1
(xn) = z;

et on a

kxn � zkE � kn (1� k)
�1 kx1 � x0kE ;

pour n = 1; 2; :::

Théorème de Schae¤er

Théorème Soient E un espace de Banach et T : E ! E un opérateur complètement
continu.
Si l�ensemble


 = fy 2 E : y = �Ty pour un certain � 2 [0; 1]g
est borné. Alors T possède au moins un point �xe dans E.
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Théorème de Krasnoselskii

Théorème Soit X un sous-ensemble fermé, borné et convexe de E. On suppose que les
opérateurs R et S véri�ent :

i) Rx+ Sx 2 X pour tout x 2 X:

ii) S est continu et S (X) est compact.

iii) Il existe un nombre 0 < k < 1 tel que kRx�RykE � k kx� ykE pour tout x; y 2 X:

Alors, il existe au moins un élément z 2 X tel que Rz + Sz = z:

Théorème d�Ascoli-Arzela

Théorème Soit K un compacte de Rn (n � 1). Alors un ensemble S � C (K) est relative-
ment compact dans C (K) si et seulement si les fonctions dans S sont uniformément bornée
et equicontinues sur K.

3.4 Systèmes Couplés

On considère le problème suivant (voir [17]) :

8>>>><>>>>:
D�u (t) = f1 (t; v (t) ; D

��1v (t)) ; t 2 [0; 1] ;
D�v (t) = f2

�
t; u (t) ; D��1u (t)

�
; t 2 [0; 1] ;

u (0) = v (0) = 0;
u0 (0) = 
Ipu (�) ; � 2 ]0; 1[ ;
v0 (0) = �Iqv (�) ; � 2 ]0; 1[ :

(I)

où p; q sont deux nombres réels positifs, 1 < � < 2; 1 < � < 2; 
; � 2 R et f1; f2 2
C([0; 1]� R2;R):

Pour étudier le système couplé (I), on a besoin des lemmes suivants (voir [1]) :

Lemme 3.4.1 Soit f 2 C� ([a; b] ;R) ; (� � �1), alors pour tout t 2 [a; b] ; on a

i) JraJ
s
af(t) = J

r+s
a f(t), pour r; s > 0.

ii) Ds
aJ

s
af(t) = f(t), pour s > 0.
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iii) Dr
aJ

s
af(t) = J

s�r
a f(t), pour s > r > 0.

Lemme 3.4.2 [26] Pour n� 1 < � < n, où n 2 N�, la solution générale de l�équation

D�x (t) = 0

est donnée par

x (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1;

où ci 2 R; i = 0; 1; 2; ::; n� 1:

Lemme 3.4.3 Soit n� 1 < � < n, où n 2 N�. Alors, pour f 2 Cn�1([0; 1];R) on a

J� (D�) f (t) = f (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1;

où ci 2 R; i = 0; 1; 2; :::; n� 1; n = [�] + 1:

Passons maintenant à démontrer :

Lemme 3.4.4 [17] Soit 
 6= (p+2)
�p+1

, et soit g 2 C ([0; 1] ;R). Alors la solution de l�équation
di¤eretielle fractionnaire

D�x (t) = g(t); 1 < � < 2

avec les conditions

x (0) = 0;

x0 (0) = 
Ipx (�) ; � 2 ]0; 1[ ;
est donnée par

x(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 g (s) ds

(3.1)

+

� (p+ 2) t

� (p+ 2)� 
�p+1
Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)
g (s) ds:

Démonstration : D�après les lemmes 3.4.2- 3.4.3, on a

x (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g (�) d� � c0 � c1t: (3.2)

Ainsi,
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x0 (t) =
1

� (�� 1)

Z t

0

(t� �)��2 g (�) d� � c1:

En utilisant la première condition du lemme 3.4.4 , on obtient,

c0 = 0;

En appliquant Lemme 3.4.1 sur la formule 3.2 avec c0 = 0, on trouve,

Jpx (t) =
1

� (p+ �)

Z t

0

(t� s)p+��1 g (s) ds� c1
1

� (p)

Z t

0

(t� s)p�1 sds:

En utilisant la deuxième condition du lemme 3.4.4, on obtient,

c1 = �

� (p+ 2)

� (p+ 2)� 
�p+1 I
p+�g (�) :

On remplace c1 dans (3:2) ; on aura

x(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 g (s) ds

+

� (p+ 2) t

� (p+ 2)� 
�p+1
Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)
g (s) ds:

Maintenant, on introduit les espaces,

X =
�
u 2 C([0; 1] ;R+); telle que D��1u 2 C([0; 1] ;R+)

	
et

Y =
�
v 2 C([0; 1] ;R+); telle que D��1v 2 C([0; 1] ;R+)

	
:

Pour 1 < � < 2; on dé�nit la norme kuk1 dans X par

kuk1 := max
�
kuk ;



D��1u


� ;

où,

jjujj = sup
t2[0;1]

ju(t)j ; et jjD��1ujj = sup
t2[0;1]

��D��1u(t)
�� :

Pour 1 < � < 2; on dé�nit la norme kuk1� dans Y par

kvk1� := max
�
kvk ;



D��1v


� ;
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où,

jjvjj = sup
t2[0;1]

jv(t)j ; jjD��1vjj = sup
t2[0;1]

��D��1v(t)
�� :

Puis, on dé�nit la norme k(u; v)k2 dans X � Y; par

k(u; v)k2 = max (kuk1 ; kvk1�) :
Il est clair que (X � Y; k:k2) est un espace de Banach.

3.5 Conditions Su¢ santes

On présente les quantités suivantes ( voir [17]) :

m = max (m1;m2) ; n = max (n1; n2) ;

M1 =
1

� (�+ 1)
+

j
j� (p+ 2)
j� (p+ 2)� 
�p+1j ;

M 0
1 = 1 +

j
j� (p+ 2) �p+�
j� (p+ 2)� 
�p+1j� (3� �) � (p+ �+ 1)

M2 =
1

� (� + 1)
+

j�j� (q + 2)��� (q + 2)� ��q+1��
M 0
2 = 1 +

j�j� (q + 2) �q+���� (q + 2)� ��q+1��� (3� �) � (q + � + 1) :
En outre, on considère les hypothèses suivantes :

(H1) : Il existe des nombres réels positifs mi; ni; i = 1; 2; tels que pour tout t 2 [0; 1] ; (u1; v1)
et (u2; v2) 2 R2; on a

jf1 (t; u2; v2)� f1 (t; u1; v1)j � m1 ju2 � u1j+m2 jv2 � v1j ;

jf2 (t; u2; v2)� f2 (t; u1; v1)j � n1 ju2 � u1j+ n2 jv2 � v1j :
(H2) : Les fonctions f1; f2 : [0; 1]� R2 ! R sont continues.

(H3) : Il existe deux constantes positives L1 et L2; telles que

jf1 (t; u; v)j � L1; jf2 (t; u; v)j � L2; pour tout t 2 [0; 1]; u; v 2 R:

Notre premier résultat est basé sur le théorème de point �xe de Banach :
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3.5.1 Existence et Unicité :

Théorème 3.5.1 [17] Soient 
 6= �(p+2)
�p+1

et � 6= �(q+2)

�q+1
: On suppose que l�hypothèse (H1) est

véri�ée. Si

max (m;n)max (M 0
1;M

0
2) <

1

2
; (3.3)

alors le problème (I) admet une solution unique dans X � Y:

Démonstration : On considère l�opérateur T : X � Y ! X � Y dé�ni par

T (u; v) (t) =
�
T1 (v) (t) ; T2 (u) (t)

�
;

où,

T1v (t) =
R t
0
(t�s)
�(�)

��1
f1 (s; v (s) ; D

��1v (s)) ds

+ 
�(p+2)t
�(p+2)�
�p+1

R �
0
(��s)p+��1
�(p+�)

f1 (t; v (s) ; D
��1v (s)) ds

et

T2u (t) =
R t
0
(t�s)
�(�)

��1
f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds

+ ��(q+2)t

�(q+2)���q+1
R �
0
(��s)q+��1
�(q+�)

f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds:

Donc,

D��1T1v (t) =
R t
0
f1 (s; v (s) ; D

��1v (s)) ds

+ 
�(p+2)
�(p+2)�
�p+1

t2��

�(3��)
R �
0
(��s)p+��1
�(p+�)

f1 (s; v (s) ; D
��1v (s)) ds

et

D��1T2u (t) =
R t
0
f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds

+ ��(q+2)

�(q+2)���q+1
t2��

�(3��)
R �
0
(��s)q+��1
�(q+�)

f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds:

On va démontrer que T est une application contractante. Soit (u1; v1) ; (u2; v2) 2 X � Y:
Donc pour tout t 2 [0; 1] ; on a

jT1v2 (t)� T1v1(t)j

�
(Z t

0

(t� s)
� (�)

��1
ds+

j
j� (p+ 2) t
j� (p+ 2)� 
�p+1j

Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)
ds

)

� sup
0�s�1

��f1 �s; v2 (s) ; D��1v2 (s)
�
� f1

�
s; v1 (s) ; D

��1v1 (s)
��� :
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D�après (H1), on peut écrire

jT1v2 (t)� T1v1 (t)j

�
�

1

� (�+ 1)
+

j
j� (p+ 2) �p+�
j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1)

�
�
m1 kv2 � v1k+m2



D��1 (v2 � v1)


� :

Par conséquent, on obtient,

kT1v2 � T1v1k1 � 2M1m kv2 � v1k1 :
De même, on trouve

kT2u2 � T2u1k1� � 2M2n ku2 � u1k1 :
D�autre part, on a ��D��1 (T1v2 (t)� T1v1 (t))

��
�

Z t

0

��f1 �t; v2 (t) ; D��1v2 (t)
�
� f1

�
t; v1 (t) ; D

��1v1 (t)
��� ds

+
j
j� (p+ 2)

j� (p+ 2)� 
�p+1j
t2��

� (3� �)

�
Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)

��f1 �t; v2 (t) ; D��1v2 (t)
�
� f1

�
t; v1 (t) ; D

��1v1 (t)
��� ds

�
�
1 +

j
j� (p+ 2) �p+�
j� (p+ 2)� 
�p+1j� (3� �) � (p+ �+ 1)

�
�
m1 kv2 � v1k+m2



D��1 (v2 � v1)


� :

Par conséquent, on obtient,



D��1 (T1v2 (t)� T1v1 (t))


 � 2M 0

1m kv2 � v1k1 :

Avec les mêmes arguments, on obtient,



D��1 (T2u2 (t)� T2u1 (t))


 � 2M 0

2n ku2 � u1k1 :

Et comme Mi < M
0
i ; (i = 1; 2), on déduit alors que
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kT1v2 (t)� T1v1 (t)k1 � 2M 0
1m kv2 � v1k1 :

On a aussi,

kT2u2 (t)� T2u1 (t)k1� � 2M 0
2n kv2 � v1k1 :

Ce qui implique que

kT (u2; v2)� T (u1; v1)k2 �

2max (m;n)max (M 0
1;M

0
2) k(u2 � u1) ; (v2 � v1)k2 :

D�après la condition (3:3); on déduit que T est une application contractante, et d�après le
théorème du point �xe de Banach, il existe un point �xe unique qui est une solution de
problème (I) :

3.5.2 Deux Autres Résultats :

Théorème 3.5.2 [17] Soient 
 6= �(p+2)
�p+1

et � 6= �(q+2)

�q+1
. On suppose que (H2) et (H3) sont

véri�ées. Alors le problème (I) admet au moins une solution dans X � Y:

Démonstration : On utilise le théorème de Scheafer pour montrer que T admet au moins
un point �xe dans X � Y :
1) : La continuité de T :
grâce à la continuité des fonctions f1 et f2; on déduit que l�opérateur T est continue.

2) : L�opérateur T est borné sur X � Y :
Soit � = max (L1M 0

1; L2M
0
2) <1; on prend (u; v) 2 B� telle que

B� = f(u; v) 2 X � Y ; k(u; v)k2 � �g:

D�après (H3), on a

j T1v (t) j�
Z t

0

(t� s)
� (�)

��1 ��f1 �s; v (s) ; D��1v (s)
��� ds

+
j
j� (p+ 2) t

j� (p+ 2)� 
�p+1j

Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)

��f1 �t; v (s) ; D��1v (s)
��� ds;

� L1
� (�+ 1)

+
L1 j
j� (p+ 2) �p+�

j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1) :
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Donc,

kT1vk � L1M1

et de plus,

��D��1T1v (t)
�� �

Z t

0

��f1 �t; v (t) ; D��1v (t)
��� ds

+

� (p+ 2)

� (p+ 2)� 
�p+1
t2��

� (3� �)

�
Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)

��f1 �t; v (t) ; D��1v (t)
�
� f1

�
t; v (t) ; D��1v (t)

��� ds
�

�
1 +

j
j� (p+ 2) �p+�
j� (p+ 2)� 
�p+1j� (3� �) � (p+ �+ 1)

�
:

D�où,

kT1vk1 � L1M 0
1:

De même, on trouve

kT2uk1� � L2M 0
2:

Ce qui implique que

kT (u; v)k2 � �:
Donc T est borné sur B�:

3) : L�équicontinuité :

Soient t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2 et (u; v) 2 B�: On a

j T1v (t2)� T1u (t1) j

� L1
� (�+ 1)

jt�2 � t�1 j+
L1 j
j� (p+ 2) �p+� jt2 � t1j�

j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1) (3.4)

et ��D��1T1v (t2)� T1v (t1)
�� �M 0

1 (t2 � t1) : (3.5)

Avec le même raisonnement, on a
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j T2u (t2)� T2u (t1) j�
(3.6)

L2
� (� + 1)

���t�2 � t�1 ���+ L2 j
j� (q + 2) �q+� jt2 � t1j���� (q + 2)� ��q+1��� (q + � + 1)
et ��D��1T2u (t2)� T2u (t1)

�� �M 0
2 (t2 � t1) : (3.7)

Quand t2 ! t1 les second membres de (3:4) � (3:7) tendent vers zéro. Puis, par suite des
étapes 1.2 et 3, et d�après le théorème d�Ascoli-Arzela, on déduit que T est complètement
continu.
4) : L�ensemble


 = f(u; v) 2 X � Y; (u; v) = �T (u; v) ; 0 < � < 1g
est borné.

Soit (u; v) 2 
, donc (u; v) = �T (u; v) ; avec 0 < � < 1: Pour tout t 2 [0; 1] ; on a

u (t) = �T1v (t) ; v (t) = �T2u (t) :

D�après (H3) et on suit les même étape précédentes, on obtient,

ku (t)k � �L1M1; kv (t)k � �L2M2:

De même,



D��1u (t)


 � �L1M 0

1;


D��1v (t)



 � �L2M2:

Par Conséquent,

kuk1 � �L1M 0
1; kvk1� � �L2M 0

2:

D�où

k(u; v)k2 � �max (L1M 0
1; L2M

0
2) :

Ce qui montre que l�ensemble 
 est borné.

Comme conséquence du Théorème de point �xe de Schaefer, on déduit que T admet au
moins un point �xe dans X � Y , qui est une solution de (I).

Le troisième résultat est basé sur le théorème de Krasnoselskii :
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Théorème 3.5.3 [17] Soient 
 6= �(p+2)
�p+1

, � 6= �(q+2)

�q+1
. On suppose que (H1); (H2) et (H3)

sont véri�ées. Si

max (m;n) <
1

2
; (3.8)

alors, le problème (I) admet au moins une solution dans X � Y:

Démonstration : Soit � � max (L1M 0
1; L2M

0
2) : On considère l�ensemble suivant

B� = f(u; v) 2 X � Y; jj (u; v) jj2 � �g:

On dé�nit l�opérateur R par :

R (u; v) (t) = (R1 (v) (t) ; R2 (u) (t)) ;

où,

R1v (t) =
R t
0
(t�s)
�(�)

��1
f1 (s; v (s) ; D

��1v (s)) ds;

R2u (t) =
R t
0
(t�s)
�(�)

��1
f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds:

On dé�nit aussi l�opérateur S par :

S (u; v) (t) = (S1 (v) (t) ; S2 (u) (t)) ;

où,

S1v (t) =

�(p+2)t

�(p+2)�
�p+1
R �
0
(��s)p+��1
�(p+�)

f1 (t; v (s) ; D
��1v (s)) ds;

S2u (t) =
��(q+2)t

�(q+2)���p+1
R �
0
(��s)q+��1
�(q+�)

f2
�
s; u (s) ; D��1u (s)

�
ds:

Alors, pour tout (u1; v1) ; (u2; v2) 2 B�; on a

jR1v1 (t) + S1v2 (t)j

�
Z t

0

(t� s)
� (�)

��1 ��f1 �s; v1 (s) ; D��1v1 (s)
��� ds

+
j
j� (p+ 2) t

j� (p+ 2)� 
�p+1j

Z �

0

(� � s)p+��1

� (p+ �)

��f1 �t; v2 (s) ; D��1v2 (s)
��� ds:

D�après (H3), on trouve,

kR1v1 + S1v2k � L1M1;

et
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D��1 (R1v1 + S1v2)


 � L1M 0

1:

De même, on trouve,

kR2u1 + S2u2k � L2M2

et 

D��1 (R2u1 + S2u2)


 � L2M 0

2:

Par conséquent, pour tout (u1; v1) et (u2; v2) 2 B�; on obtient

kR (u1; v1) + S (u2; v2)k2 � max (L1M 0
1; L2M

0
2) � � <1:

Ce qui donne la stabilité de l�opérateur R (u1; v1) + S (u2; v2) dans B�.

Maintenant, on va montrer la contraction de R : En utilisant (H1) et les mêmes arguments
que le théorème 3.5.1, on trouve

kR1v2 �R1v1k �
2m

� (�+ 1)
kv2 � v1k1 ;

kR2u2 �R2u1k �
2n

� (� + 1)
ku2 � u1k1� ;



D��1 (R1v2 �R1v1)


 � 2m kv2 � v1k1

et



D��1 (R2u2 �R2u1)


 � 2n ku2 � u1k1� :

Donc,

kR (u2; v2)�R (u1; v1)k2 � 2max (m;n) k(u2 � u1; v2 � v1)k2 :
D�après la condition (3:8) ; on déduit que R est une application contractante.

La continuité de l�opérateur S : de La continuité des fonctions f1 et f2 on déduit la continuité
de l�opérateur S.

La compacité de l�opérateur S : Soient t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2 et soit (u; v) 2 B�; alors on a

j S1v (t2)� S1v (t1) j�
L1 j
j� (p+ 2) �p+� (t2 � t1)

j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1) ;



41

j S2u (t2)� S2u (t1) j�
L2 j
j� (q + 2) �q+� (t2 � t1)��� (q + 2)� ��q+1��� (q + � + 1)

��D��1S1v (t2)� S1v (t1)
�� � L1 j
j� (p+ 2) �p+� (t2 � t1)

j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1)� (3� �)
et ��D��1S2u (t2)� S2u (t1)

�� � L2 j
j� (q + 2) �q+� (t2 � t1)��� (q + 2)� ��q+1��� (q + � + 1)� (3� �) :
Donc,

kS1v � S1vk1 �
L1 j
j� (p+ 2) �p+� (t2 � t1)

j� (p+ 2)� 
�p+1j� (p+ �+ 1)� (3� �) ;

et

kS2u� S2uk1� �
L2 j
j� (q + 2) �q+� (t2 � t1)��� (q + 2)� ��q+1��� (q + � + 1)� (3� �) :

D�où,

kS (u; v)� S (u; v)k2
(3.9)

� (t2 � t1)max

0BB@
L1j
j�(p+2)�p+�

j�(p+2)�
�p+1j�(p+�+1)�(3��) ;

L2j
j�(q+2)�q+�

j�(q+2)���q+1j�(q+�+1)�(3��)

1CCA :
Le second membre de (3:9) est indépendant de (u; v) et tend vers zéro lors que t1 ! t2: Par
conséquent, S est equicontinu ainsi S(B�) est relativement compact et d�après le théorème
d�Ascolli-Arzella, l�opérateur S est compact. En conclusion du théorème de Krasnoselskii,
on déduit que le problème (I) admet au moins une solution dans X � Y .
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3.6 Exemples Illustratifs

Exemple 3.6.1
On considère le problème suivant :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D
3
2u (t) =

exp(�t2)jv(t)j
16+exp(t)

+
sin
�
D
1
2 v(t)

�
32(�t2+1)

; t 2 [0; 1] ;

D
3
2v (t) =

ju(t)j+
���D 1

2 u(t)
���

e(�t+20)
�
1+ju(t)j+

���D 1
2 u(t)

���� ; t 2 [0; 1] ;

u (0) = 0; u0 (0) = 4I
1
2u
�
2
5

�
;

v (0) = 0; v0 (0) = �83I 32v
�
4
5

�
ds:

(3.10)

Dans cet exemple, on a � = � = 3
2
; p = 1

2
; q = 3

2
; 
 = 4; � = �83; � = 2

5
; � = 4

5
: Alors pour

tout u; v 2 R et t 2 [0; 1] ; on a,

f1 (t; u; v) =
e�t

2 juj
16 + et

+
sin v

32 (�t2 + 1)
;

f2 (t; u; v) =
juj+ jvj

e (�t+ 20) (1 + juj+ jvj) :

Donc,

jf1 (t; u2; v2)� f1 (t; u1; v1)j �
1

16
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j) ;

jf2 (t; u2; v2)� f2 (t; u1; v1)j �
1

20
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j) :

Ainsi, on trouve,

M1 =
4

3
p
�
+

3
p
�

24
p
� � 16 ; M

0
1 = 1 +

3

12
p
� � 8 ;

M2 =
4

3
p
�
+

3
p
�

30
p
� � 32

p
2
; M 0

2 = 1 +
3
p
�

15
p
� + 16

p
2
:

Il est clair que la condition (3:3) est véri�ée. Alors, d�après le théorème 3.5.1, le problème
(3:10) admet une solution unique.
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Exemple 3.6.2
Soit le problème suivant :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

D
5
4u (t) = exp(�t)

16+jsin(v(t))j+
���cos�D 1

4 v(t)
���� ; t 2 [0; 1] ;

D
9
7v (t) = expf�2tg sin(u(t))

16+cos
�
D
2
7 v(t)

� ; t 2 [0; 1] ;

u (0) = 0; u0 (0) = J3u (�) ;

v (0) = 0; v0 (0) = J2v0 (�) :

(3.11)

Dans cet exemple, on a � = 5
4
; � = 9

7
; p = 3; q = 2; 
 = � = 1; � = 1

5
; � = 4

5
; alors pour tout

u; v 2 R et t 2 [0; 1] ; on a

jf1 (t; u; v)j =
exp (�t)

16 + jsinuj+ jcos vj ; jf2 (t; u; v)j =
exp f�2tg sinu
16 + cos v

;

Il est clair que f1 et f2 sont des fonctions continues et bornées, ainsi les conditions du
théorème 3.5.2 sont véri�ées, donc le problème (3:11) admet au moins une solution.

3.7 Systèmes à Séries

Considérons le système suivant ( voir [19]) :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

D�u (t) = f1 (t; u (t) ; v (t)) +

+1X
i=1

R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds; t 2 [0; 1]

D�v (t) = f2 (t; u (t) ; v (t)) +

+1X
i=1

R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

�i (s)hi (s; u (s) ; v (s)) ds; t 2 [0; 1]

n�2X
k=0

���u(k) (0)��+ ��v(k) (0)��� = 0;
u(n�1) (0) = 
Jpu (�) ; � 2 ]0; 1[ ;
v(n�1) (0) = �Jqv (�) ; � 2 ]0; 1[ ;

(II)

où n� 1 < � < n; n� 1 < � < n avec n � 1; (�i � 1; �i � 1) et p; q sont des nombres réels
positifs, f1 et f2 sont deux fonctions qui seront indiquées plus tard, 'i; �i; gi et hi sont des
suites de fonctions qui seront indiquées aussi plus tard.
On suppose que



44

+1X
i=1

1

� (�i + 1)
k'ik1 kgik1 < +1

et
+1X
i=1

1

� (�i + 1)
k�ik1 khik1 < +1

sont deux séries normalement convergentes.

Pour étudier le système couplé (II), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.7.1 [19] Soit x 2 Cn�1 ([0; 1] ;R) : La solution du problème

D�x (t) = f (t) +
+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�i�1

� (�i)
'i (s) gi (s) ds; n� 1 < � < n; �i � 1

avec les conditions,

n�2X
k=0

��x(k) (0)�� = 0; x(n�1) (0) = 
Ipx (�)
est donnée par

x(t) =

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
f (s) ds+

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�i+��1

� (�i + �)
'i (s) gi (s) ds+

+

� (p+ n) tn�1

� (n) (� (p+ n)� 
�p+n�1)

�
 Z �

0

(� � s)�+p�1

� (�+ p)
f (s) ds+

+1X
i=1

Z �

0

(� � s)�i+�+p�1

� (�+ �i + p)
'i (s) gi (s) ds

!
;

tel que 
 6= �(p+n)
�p+n�1 :

Démonstration : D�après le lemme 3.4.3, on trouve

x (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 f (s) ds

+
+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�i+��1

� (�i + �)
'i (s) gi (s) ds (3.12)

�c0 � c1t� c2t2 � :::� cn�1tn�1:
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Alors, on a pour k = 1; 2; :::; n� 1;

x(k) (0) = �k!ck:

En utilisant le fait que x(0) = x0(0) = ::: = x(n�2) (0) = 0; on obtient

c0 = c1 = c2 = ::: = cn�2 = 0:

D�après le Lemme 3.4.1, on peut écrire

Ipx (t) =
1

� (�+ p)

Z t

0

(t� s)�+p�1 f (s) ds+

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�i+�+p�1

� (�i + �+ p)
'i (s) gi (s) ds� cn�1

� (n) tp+n�1

� (p+ n)
:

En utilisant la deuxième condition du lemme 3.7.1, on obtient

cn�1 = �

� (p+ n)

� (n) (� (p+ n)� 
�p+n�1)

�
I�+pf (�) + I�+�i+p

'i (�) gi (�)

� (�i + p+ 1)

�
:

En substituant c0; c1; c2; :::; cn�1 dans (3:12); on obtient

x(t) =

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
f (s) ds+

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�i+��1

� (�i + �)
'i (s) gi (s) ds+

+

� (p+ n) tn�1

� (n) (� (p+ n)� 
�p+n�1)

�
 Z �

0

(� � s)�+p�1

� (�+ p)
f (s) ds+

+1X
i=1

Z �

0

(� � s)�i+�+p�1

� (�+ �i + p)
'i (s) gi (s) ds

!
:

3.8 Résultats Principaux

On impose les hypothèses suivantes :
(h1) : Il existe des nombres réels positifs mj;m

0
j; nj; n

0
j (j = 1; 2) tels que pour tout t 2 [0; 1] ;

(u1; v1) et (u2; v2) 2 R2; on a
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jf1 (t; u2; v2)� f1 (t; u1; v1)j � m1 ju2 � u1j+m2 jv2 � v1j ;

jf2 (t; u2; v2)� f2 (t; u1; v1)j � n1 ju2 � u1j+ n2 jv2 � v1j ;

jgi (t; u2; v2)� gi (t; u1; v1)j � m0
1 ju2 � u1j+m0

2 jv2 � v1j ;

jhi (t; u2; v2)� hi (t; u1; v1)j � n01 ju2 � u1j+ n02 jv2 � v1j ;

(h2) : Les deux séries

+1X
i=1

k'ik1 < +1;
+1X
i=1

k�ik1 < +1

sont normalement convergentes.

(h3) : Les fonctions

f1; f2; gi; hi : [0; 1]� R2 ! R;

et les suites des fonctions

'i; �i : [0; 1]! R;

sont continues et bornées.

(h4) : Les fonctions f1; f2; gi et hi sont bornées, i.e., il existe des nombres réels positifs
L1; L2; L

0
1 et L

0
2; tels que

jf1 (t; u; v)j � L1; jf2 (t; u; v)j � L2; jgi (t; u; v)j � L01;

jhi (t; u; v)j � L02; pour tout t 2 [0; 1]; (u; v) 2 R2:

On pose

!1 =

� (p+ n)

� (n) (� (p+ n)� 
�p+n�1) ; !2 =
�� (q + n)

� (n)
�
� (q + n)� ��q+n�1

� ;

M1 : =
1

� (�+ 1)
+

j!1j
� (�+ p+ 1)

+

+1X
i=1

�
k'ik1

� (�+ �i + 1)
+

j!1j k'ik1
� (�+ �i + p+ 1)

�
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et

M2 : =
1

� (� + 1)
+

j!2j
� (� + q + 1)

+

+1X
i=1

�
k�ik1

� (� + �i + 1)
+

j!2j k�ik1
� (� + �i + q + 1)

�
;

ainsi

L = max
�
mj; nj;m

0
j; n

0
j

	
(j = 1; 2) :

Notre premier résultat est donné par le théorème suivant :

3.8.1 Premier Résultat

Théorème 3.8.1 [19] Soient 
 6= �(p+n)
�p+n�1 et � 6=

�(q+n)

�q+n�1
: On suppose que les hypothèses (h1)

et (h2) sont véri�ées avec

L (M1 +M2) <
1

2
: (3.13)

Alors, le système (II) admet une unique solution.

Démonstration : Posons

X := Cn�1([0; 1] ;R);

cet espace équipé de la norme jj:jjX = jj:jj1 dé�nie par

jjf jj1 = supfjf(t)j; t 2 [0; 1]g;
est un espace de Banach. En outre, l�espace de produit

�
X �X; k(u; v)kX�X

�
muni de la

norme k(u; v)kX�X = kukX + kvkX est un espace de Banach.

On considère maintenant l�opérateur 	 : X �X ! X �X dé�ni par

	(u; v) (t) =
�
	1 (u; v) (t) ;	2 (u; v) (t)

�
;

où

	1 (u; v) (t) =

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
f1 (s; u (s) ; v (s)) ds
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+

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�+�i�1

� (�+ �i)
'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds

+!1t
n�1
Z �

0

(� � s)�+p�1

� (�+ p)
f1 (s; u (s) ; v (s)) ds+

+!1t
n�1

+1X
i=1

Z �

0

(� � s)�+�i+p�1

� (�+ �i + p)
'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds

et

	2 (u; v) (t) =

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
f2 (s; u (s) ; v (s)) ds

+
+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�+�i�1

� (� + �i)
�i (s)hi (s; u (s) ; v (s)) ds

+!2t
n�1
Z �

0

(� � s)�+q�1

� (� + q)
f2 (s; u (s) ; v (s)) ds

+!2t
n�1

+1X
i=1

Z �

0

(� � s)�+�i+q�1

� (� + �i + q)
�i (s)hi (s; u (s) ; v (s)) ds:

On prouve que 	 est un opérateur contractant :

Soit (u1; v1) ; (u2; v2) 2 X �X: Alors pour tout t 2 [0; 1] ; on a

j	1 (u2; v2) (t)�	1 (u1; v1) (t)j �

 Z t

0

(t� s)��1

� (�)
ds+ j!1j

Z �

0

(� � s)�+p�1

� (�+ p)
ds

!

� sup
0�s�1

jf1 (s; u2 (s) ; v2 (s))� f1 (s; u1 (s) ; v1 (s))j

+

 
+1X
i=1

 
sup
0�s�1

j'i (s)j
Z t

0

(t� s)�+�i�1

� (�+ �i)
ds+ j!1j

Z �

0

(� � s)�+�i+p�1

� (�+ �i + p)
ds

!!

� sup
0�s�1

jgi (s; u2 (s) ; v2 (s))� gi (s; u1 (s) ; v1 (s))j):

Donc, pour tout t 2 [0; 1] ; on obtient
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j	1 (u2; v2) (t)�	1 (u1; v1) (t)j �

�
1

� (�+ 1)
+

j!1j
� (�+ p+ 1)

�
� sup
0�s�1

jf1 (s; u2 (s) ; v2 (s))� f1 (s; u1 (s) ; v1 (s))j

+

+1X
i=1

�
k'ik1

� (�+ �i + 1)
+

j!1j k'ik1
� (�+ �i + p+ 1)

�
� sup
0�s�1

jgi (s; u2 (s) ; v2 (s))� gi (s; u1 (s) ; v1 (s))j

D�après (h1) et (h2) ; on peut écrire

j	1 (u2; v2) (t)�	1 (u1; v1) (t)j �

�
1

� (�+ 1)
+

j!1j
� (�+ p+ 1)

�
�L

�
sup
0�t�1

ju2 (t)� u1 (t)j+ sup
0�t�1

jv2 (t)� v1 (t)j
�

+
+1X
i=1

�
k'ik1

� (�+ �i + 1)
+

j!1j k'ik1
� (�+ �i + p+ 1)

�

�L
�
sup
0�t�1

ju2 (t)� u1 (t)j+ sup
0�t�1

jv2 (t)� v1 (t)j
�
;

on trouve,

j	1 (u2; v2) (t)�	1 (u1; v1) (t)j �

2M1L (ku2 � u1kX + kv2 � v1kX) ;
où L est la plus grande constante Lipschitzienne de fonctions f1 et f2 respectivement de
suites de fonctions gi et hi:
Par conséquent, on a

k	1 (u2; v2)�	1 (u1; v1)kX �
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2LM1 k(u2 � u1; v2 � v1)kX�X : (3.14)

De même, on trouve

k	2 (u2; v2)�	2 (u1; v1)kX �

2LM2 k(u2 � u1; v2 � v1)kX�X : (3.15)

Finalement, en utilisant (3:14) et (3:15); on déduit que

k	(u2; v2)�	(u1; v1)kX�X �

2L (M1 +M2) k(u2 � u1; v2 � v1)kX�X :
D�après (3:13); on déduit que 	 est un opérateur contractant, et d�après le théorème du
point �xe de Banach, il existe un point �xe unique qui est une solution de système (II) :

3.8.2 Deuxième Résultat

Théorème 3.8.2 [19] Soient 
 6= �(p+n)
�p+n�1 et � 6=

�(q+n)

�q+n�1
: On suppose que les hypothèses (h2);

(h3) et (h4) sont véri�ées. Alors le système (II) admet au moins une solution.

Démonstration : Tout d�abord, on va prouver que l�opérateur 	 est complètement continu.
On peut déduire que 	 est continu sur X �X grâce à la continuité des fonctions f1, f2 et
la convergence normale des séries des fonctions

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�+�i�1

� (�+ �i)
'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds;

+1X
i=1

Z t

0

(t� s)�+�i�1

� (� + �i)
�i (s)hi (s; u (s) ; v (s)) ds

ce qui implique la convergence uniforme qui entraine la continuité des séries des fonctions.

On procède en deux étapes

(1) : On prend r > C > 0 où

C = L (M1 +M2) ;

L = max
�
Lj; L

0
j

	
(j = 1; 2) ;
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et soit

Br := f(u; v) 2 X �X; k(u; v)kX�X � rg:
Maintenant, on suppose que les hypothèses (h2) et (h4) sont véri�ées, alors pour (u; v) 2 Br;
on a

j	1 (u; v) (t)j �
�

t�

� (�+ 1)
+

��+p

� (�+ p+ 1)

�
sup
0�t�1

jf1 (t; u (t) ; v (t))j

+
+1X
i=1

�
k'ik1 t�+�i
� (�+ �i + 1)

+
k'ik1 ��+�i+p

� (�+ �i + p+ 1)

�
sup
0�t�1

jgi (t; u (t) ; v (t))j :

Pour tout t 2 [0; 1] et d�après (h4) ; on obtient

k	1 (u; v)kX � LM1 < +1: (3.16)

De même, on trouve,

k	2 (u; v)kX � LM2 < +1: (3.17)

Alors, d�après (3:16) et (3:17) ; on déduit que,

kT (u; v)kX�X � C: (3.18)

D�où,

	(Br) � Br:

(2) : Soit t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2 et (u; v) 2 Br; on peut écrire

j 	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1) j�

j
R t2
0

(t2�s)��1
�(�)

f1 (s; u (s) ; v (s)) ds

�
R t1
0

(t1�s)��1
�(�)

f1 (s; u (s) ; v (s)) ds j

+ j
+1X
i=1

R t2
0

(t2�s)�+�i�1
�(�+�i)

'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds

�
+1X
i=1

R t1
0

(t1�s)�+�i�1
�(�+�i)

'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds j

+ j!1j
�
tn�12 � tn�11

�
j
R �
0
(��s)�+p�1
�(�+p)

f1 (s; u (s) ; v (s)) ds j

+ j!1j
�
tn�12 � tn�11

� +1X
i=1

j
R �
0
(��s)�+�i+p�1
�(�+�i+p)

'i (s) gi (s; u (s) ; v (s)) ds j :
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D�après (h4), on trouve

j 	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1) j�

L1 (t
�
2 � t�1 + (t2 � t1)

�)

�(�+ 1)

+

+1X
i=1

L01 k'ik1
�
t�+�i2 � t�+�i1 + (t2 � t1)�+�i

�
�(�+ �i + 1)

+
j!1jL1

�
tn�12 � tn�11

�
� (�+ p+ 1)

+ j!1j
+1X
i=1

L01 k'ik1
�
tn�12 � tn�11

�
�(�+ �i + p+ 1)

De même, on trouve

j	2 (u; v) (t2)�	2 (u; v) (t1)j �
L2

�
t�2 � t

�
1 + (t2 � t1)

�
�

�(� + 1)

+
+1X
i=1

L2 k�ik1
�
t
�+�i
2 � t�+�i1 + (t2 � t1)�+�i

�
�(� + �i + 1)

+
j!2jL2

�
tn�12 � tn�11

�
� (� + q + 1)

+ j!2j
+1X
i=1

L02 k�ik1
�
tn�12 � tn�11

�
�(� + �i + q + 1)

Ce qui implique que

j	(u; v) (t2)�	(u; v) (t1)j �

L1 (t
�
2 � t�1 + (t2 � t1)

�)

�(�+ 1)
+
j!1jL1

�
tn�12 � tn�11

�
� (�+ p+ 1)
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+

+1X
i=1

L01 k'ik1
�
t�+�i2 � t�+�i1 + (t2 � t1)�+�i

�
�(�+ �i + 1)

+ j!1j
+1X
i=1

L01 k'ik1
�
tn�12 � tn�11

�
�(�+ �i + p+ 1)

(3.19)

+
L2

�
t�2 � t

�
1 + (t2 � t1)

�
�

�(� + 1)
+
j!2jL2

�
tn�12 � tn�11

�
� (� + q + 1)

+

+1X
i=1

L02 k�ik1
�
t
�+�i
2 � t�+�i1 + (t2 � t1)�+�i

�
�(� + �i + 1)

+ j!2j
+1X
i=1

L02 k�ik1
�
tn�12 � tn�11

�
�(� + �i + q + 1)

:

Quand t2 ! t1; le second membre de (3:19) tend vers zéro. Puis, par suite des étapes 1, 2 et
d�après le théorème d�Ascoli-Arzela, on déduit que 	 est complètement continu.

On considère maintenant, l�ensemble


 = f(u; v) 2 X �X= (u; v) = �T (u; v) ; 0 < � < 1g
et on prouve qu�il est borné.

Soit (u; v) 2 
, donc (u; v) = �	(u; v) ; tel que 0 < � < 1: Par conséquent, pour tout
t 2 [0; 1] ; on a

u (t) = �	1 (u; v) (t) ; v (t) = �	2 (u; v) (t) :

Donc,

k(u; v)kX�X = � k	(u; v)kX�X :
D�après (h2) et (h4), on obtient

k(u; v)kX�X � �C:
On déduit que l�ensemble 
 est borné.
Comme conclusion du théorème de point �xe de Schaefer, on déduit que 	 a au moins un
point �xe, qui est une solution de système (II):
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3.9 Deux Exemples

Exemple 3.9.1
Considérons le système suivant

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

D
1
2u (t) = sin(u(t)+v(t))

64(t+1)
+
p
2 +

+1X
k=1

R t
0
(t�s)
�(2)

exp(�ks)
k2

�
sin(u(s)+v(s))
66(k!)(s2+1)

�
ds; t 2 [0; 1] ;

D
1
2v (t) = sinu(t)+sin v(t)

64(t2+1)
+
p
3 +

+1X
k=1

R t
0
(t�s)
�(2)

exp(�ks2)
k2

�
sinu(s)+sin v(s)

66(k!)
p
k(s exp(ks2)+1)

�
ds; t 2 [0; 1] ;

u (0) = 
Jpu
�
1
4

�
; v (0) = �Jqu

�
1
4

�
;

(3.20)
où, � = � = 1

2
; �k = �k = 2 (k = 1; 2; 3; :::) ; � = � =

1
4
; p = q = 3

2
; 
 = � = 2

p
� et

f1 (t; u; v) =
sin (u+ v)

64 (t+ 1)
+
p
2; f2 (t; u; v) =

sinu+ sin v

64 (t2 + 1)
+
p
3;

gk (t; u; v) =
sin (u+ v)

66 (k!) (t2 + 1)
; hk (t; u; v) =

sinu+ sin v

66 (k!)
p
k(t exp(kt2) + 1)

;

'k (t) =
exp (�kt)

k2
; �k (t) =

exp (�ks2)
k2

:

Pour tout (u1; v1) ; (u2; v2) 2 R2 et t 2 [0; 1] ; on a

jf1 (t; u2; v2)� f1 (t; u1; v1)j �
1

64
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j) ;

jf2 (t; u2; v2)� f2 (t; u1; v1)j �
1

64
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j) ;

jgk (t; u2; v2)� g1 (t; u1; v1)j �
1

66
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j) ;

jhk (t; u2; v2)� h1 (t; u1; v1)j �
1

66
(ju2 � u1j+ jv2 � v1j)

on trouve

M1 = M2 = 10:889:

L = max
�
mj;m

0
j

�
j=1;2

=
1

64
:

Donc,

2L (M1 +M2) = 4�
10:889

64
= 0:68 < 1:
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Il est clair que toutes les hypothèses du Théorème 3.8.1 sont véri�ées. Par conséquent, le
problème (3:20) a une unique solution.

Exemple 3.9.2
On considère le système

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

D
17
4 u (t) = cos(u(t)+v(t))

�+t2
+

+1X
k=1

tZ
0

(t�s)3
�(4)

cosh(�ks)
k4

e�ks cos(u(s)�v(s))
k2+2

ds; t 2 [0; 1] ;

D
21
5 v (t) = sin(u(t)+v(t))

5+t2
+

+1X
k=1

tZ
0

(t�s)3
�(4)

sinh(�s2)
k2
p
k

e�s sin(u(s)�v(s))
k
p
k

ds; t 2 [0; 1] ;

u (0) = u0 (0) = u00 (0) = 0; u(3) (0) = 
Jpu
�
1
4

�
;

v (0) = v0 (0) = v00 (0) = 0; v(3) (0) = �Jqu
�
1
4

�
:

(3.21)

Pour cet exemple, nous avons � = 17
4
; � = 21

5
; �k = �k = 4 (k = 1; 2; 3; :::) ; 
 = � = 2;

� = � = 1
4
et pour tout t 2 [0; 1] ; et (u; v) 2 R2; on a

'k (t) =
cosh (�kt)

k4
; �k (t) =

sinh (�s2)
k2
p
k

; f1(t; u; v) =
cos (u+ v)

� + t2
;

f2(t; u; v) =
sin (u+ v)

5 + t2
; gk (t; u; v) =

e�kt cos (u� v)
k2 + 2

;

et

hk (t; u; v) =
e�t sin (u� v)

k1:5
:

D�autre part, on a

+1X
k=1

k'k (t)k1 =
+1X
k=1





cosh (�kt)k4






1
< +1;

+1X
k=1

k�k (t)k1 =

+1X
k=1





sinh (�s2)k2
p
k






1
< +1;

Il est clair que toutes les hypothèses du théorème 3.8.2 sont véri�ées, donc le problème (3:21)
admet au moins une solution.



Chapitre 4

Transformations Intégrales et
Applications aux EDFs

Dans ce chapitre, on présente des nouveaux résultats sur les transformations intégrales de
type Fourier et Laplace, voir ([3; 11; 20]).

4.1 Transformation de Fourier

Dé�nition 4.1.1 Soit f : Rn ! R (ou C) une fonction dans L1 (Rn). La transformée de
Fourier F (f) de f est dé�nie par

F ff (x) ; !g = f̂ (!) =
Z
Rn
e�i!xf (x) dx; ! 2 Rn;

où !x = !1x1 + :::+ !nxn; n 2 N�.

On rappelle le théorème d�inversion de Fourier dans L1 (Rn) :

Théorème 4.1.1 Soit f : Rn ! R (ou C) une fonction dans L1 (Rn) : Si f̂ 2 L1 (Rn) ;

alors

f (x) =
1

(2�)n

Z
Rn
eix! bf (!) d!; x 2 Rn:

4.2 Propriétés

Proposition 4.2.1 Si f 2 L1 (R) ; alors bf est une fonction continue, bornée, bf (!) tend
vers 0 quand ! ! �1 et
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 bf



L1(R)

� kfkL1(R) :

Proposition 4.2.2 (Linéairité) Soient f et g deux fonctions appartiennent à L1 (R) et
�; � 2 C: Alors

F f�f (x) + �g (x) ;!g = �F ff (x) ;!g+ �F fg (x) ;!g :

Proposition 4.2.3 (Translation) Soit f 2 L1 (R) et c 2 R: Alors

F ff (x� c) ;!g = exp (i!c) bf (!) :
Proposition 4.2.4 (Modulation) Soit f 2 L1 (R) et !0 2 R: Alors

F fexp (i!0x) f (x) ;!g = bf (! � !0) :
Proposition 4.2.5 (Changement d�échelle) Soit f 2 L1 (R) et c 2 R�: Alors

F ff (cx) ;!g = 1

jcj
bf �!
c

�
:

Proposition 4.2.6 (Conjugué complexe) Soit f 2 L1 (R) : Alors

F
n
f (x);!

o
= bf (�!) :

Proposition 4.2.7 (Transformée d�une dérivée) Soit f 2 L1 (R) : Supposons que f est une

fonction dérivable et f 0 2 L1 (R) : Alors

F ff 0 (x) ;!g = i! bf (!) :
Si f est une fonction k�fois dérivable et f (k) 2 L1 (R) ; alors

F
�
f (k) (x) ;!

	
= (i!)k bf (!) :

Proposition 4.2.8 Si f est une fonction admet des dérivés à l�ordre k qui sont dans L1 (R) ;

alors

bf (!) � C

j!jk
; C 2 R:
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Proposition 4.2.9 Soit f 2 L1 (R) : Si xf 2 L1 (R), alors bf est une fonction dérivable et
d bf (!)
d!

= F f�ixf (x) ;!g :

Si xkf 2 L1 (R), alors bf est une fonction k fois dérivable et
dk bf (!)
d!k

= F
n
(�ix)k f (x) ;!

o
;

et pour k = 1; 2; :::; on a �����dk bf (!)d!k

����� �
Z +1

�1

��xkf (x)�� dx:
Proposition 4.2.10 (Transformée d�un produit de convolution) Soient f; g 2 L1 (R) : Alors
f � g 2 L1 (R) et

F ff � g (x) ;!g = F ff (x) ;!g � F fg (x) ;!g :

4.3 Résultats Principaux

Dé�nition 4.3.1 [20] Soit f : Rn ! R (ou C) une fonction appartient à L1 (Rn) : La
transformée de Fourier généralisée est dé�nie par la formule suivante :

Fa ff (x) ;!g = bfa (!) = Z
Rn
a�i!xf (x) dx;

où a 2 ]1;+1[ :

On démontre le théorème d�inversion de Fourier généralisée (voir [20]) :

Théorème 4.3.1 Soit f : Rn ! R (or C) une fonction appartient à L1 (Rn) : Si f̂a 2
L1 (Rn) ; alors, on a

f (x) =

�
ln a

2�

�n Z
Rn
aix!f̂a (!) d!;

où !; x 2 Rn:
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Démonstration : Soit f 2 L1 (Rn) : Alors, on a

Fa ff (x) ;!g =

Z
Rn
a�i!xf (x) dx

(4.1)

=

Z
Rn
e�i!x ln af (x) dx:

Posons t = x ln a et jJ j = (ln a)n ; où J est le Jacobien, dans (4:1) ; on trouve

Fa ff (x) ;!g = F fg (t) ;!g ;

où, g (t) =
�
1
ln a

�n
f
�
t
ln a

�
: On voit que bfa = bg 2 L1 (Rn) : En appliquant la transformée de

Fourier inverse, on obtient

g (t) =
1

(2�)n

Z
Rn
eit!bg (!) d!:

Donc,

f (x) =

�
ln a

2�

�n Z
Rn
aix!f̂a (!) d!:

4.4 D�autres Résultats

Proposition 4.4.1 Si f 2 L1 (R) ; alors bfa est une fonction continue, bornée, bfa (!) tend
vers 0 quand ! ! �1 et 


 bfa




L1(R)
� kfkL1(R) :

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.2.1,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.1.

Proposition 4.4.2 (Linéarité) Soient f et g 2 L1 (R) et �; � 2 C: Alors,

Fa f�f (x) + �g (x) ;!g = �Fa ff (x) ;!g+ �Fa fg (x) ;!g :

Démonstration : Grâce à la linéairité de l�intégrale, on déduit la linéarité de la transfor-
mation Fa.

Proposition 4.4.3 (Translation) Soit f 2 L1 (R) et c 2 R: Alors,

Fa ff (x� c) ;!g = a(i!c) bfa (!) :
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Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.4 (Modulation) Soit f 2 L1 (R) et !0 2 R: Alors,

Fa
�
ai!0xf (x) ;!

	
= bfa (! � !0) :

Proposition 4.4.5 (Changement d�échelle) Soit f 2 L1 (R) et c 2 R�: Alors,

Fa ff (cx) ;!g =
1

jcj
bfa �!

c

�
:

Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.6 (Conjugué complexe) Soit f 2 L1 (R) : Alors,

Fa
n
f (x);!

o
= bfa (�!) :

Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.7 Soit f 2 L1 (R) : Supposons que f une fonction dérivable et f 0 2 L1 (R) :
Alors

Fa ff 0 (x) ;!g = (i! ln a) bfa (!) :
Si f est k�fois-dérivable qui sont dans L1 (R) ; alors

Fa
�
f (k) (x) ;!

	
= (i! ln a)k bfa (!) ; où k 2 N:

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.2.7,
nous obtenons la preuve de la proposition 4.4.7.

Proposition 4.4.8 Si f est une fonction k�fois dérivable qui sont dans L1 (R) ; alors

bfa (!) � C

j!jk
; C 2 R+:

Proposition 4.4.9 : Soit f 2 L1 (R) et xf 2 L1 (R). Alors

d bfa (!)
d!

= Fa f(�ix ln a) f (x) ;!g :
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Si xkf 2 L1 (R), alors
dk bfa (!)
d!k

= Fa
n
(�ix ln a)k f (x) ;!

o
;

et pour k = 1; 2; :::; on a

�����dk bfa (!)d!k

����� �
Z +1

�1

���(x ln a)k f (x)��� dx:
Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.2.9,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.9.

Proposition 4.4.10 Soit f; g 2 L1 (R) : Alors f � g 2 L1 (R) et

Fa ff � g (x) ;!g = Fa ff (x) ;!gFa fg (x) ;!g :

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.2.10,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.10.

Théorème 4.4.2 Soient f : R ! R ou (C), et A; � : R ! R des fonctions dérivables et
véri�ent lim

x!�1
A (x) = lim

x!�1
� (x) = �1: Si f �A�1 2 L1 (R) or ( fA0 2 L1 (R)), alors on a

FA;� (!) =

Z
R
A0 (x) e�iA(x)�(!)f (x) dx:

Si FA;� � ��1 2 L1 (R) or (FA;��0 2 L1 (R)); alors, la fonction originale f est donnée par la
formule suivante

f (x) =
1

2�

Z
R
�0 (!) eiA(x)�(!)FA;� (!) d!:

Démonstration : Soit f � A�1 2 L1 (R) or fA0 2 L1 (R) : Alors, on a

FA;� (!) =

Z
R
A0 (x) e�iA(x)�(!)f (x) dx:

Posons t = A (x), donc

FA;� (!) =

Z
R
e�it�(!)f

�
A�1 (t)

�
dt

= F
�
f
�
A�1 (t)

�
;� (!)

	
:

Si on pose y = � (!) ; on obtient

FA;�
�
��1 (y)

�
= F

�
f
�
A�1 (t)

�
; y
	
:
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Comme FA;� � ��1 2 L1 (R) or (FA;��0 2 L1 (R)), en appliquant le théorème d�inversion de
Fourier au point y, on trouve

f
�
A�1 (t)

�
=
1

2�

Z
R
eityFA;�

�
��1 (y)

�
dy;

ce qui implique que

f (x) =
1

2�

Z
R
eiA(x)yFA;�

�
��1 (y)

�
dy

=
1

2�

Z
R
�0 (!) eiA(x)�(!)FA;� (!) d!:

Dans le théorème 4.2.2 , si on prend � (!) = !; alors on obtient le corollaire suivant

Corollaire 4.4.1 Soient f : R! R ou (C), et A : R! R une fonction dérivable et véri�e
lim

x!�1
A (x) = �1: Si f � A�1 2 L1 (R) or ( fA0 2 L1 (R)), alors on a

FA (!) =

Z
R
A0 (x) e�iA(x)!f (x) dx;

Si FA 2 L1 (R) ; alors la fonction originale f est donnée par la formule suivante

f (x) =
1

2�

Z
R
eiA(x)!FA (!) d!:

Remarque 4.4.1 La transformation donnée dans le Théorème 4.4.2, généralise plusieurs
transformations, (voir [2]), et pour voir aussi des applications de la transformée donnée dans
le corollaire 4.4.1 aux équations di¤érentielles fractionnaires aux dérivées partielles (voir [2]).

4.5 Transformation de Laplace

Dé�nition 4.5.1 Soit f : R+ ! R (ou C) une fonction dans L1loc ([0;+1[). Si l�intégrale

Lff (x) ; pg = F (p) =
Z +1

0

e�pxf (x) dx (4.2)

existe, alors la fonction Lff (x) ; pg (où F (p)) de la variable complexe p s�appelle transfor-
mée de Laplace de f:

Remarque 4.5.1
i) Si l�intégrale (4:2) converge pour tout p tel que Re (p) = �0, alors elle converge pour tout
p tel que Re (p) � �0:
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ii) Si l�intégrale (4:2) diverge pour tout p tel que Re (p) = �0, alors elle diverge pour tout p
tel que Re (p) < �0:

Dé�nition 4.5.2 Soit f 2 L1loc ([0;+1[) : Le nombre

�0 = inf
�
� 2 R : f (x) e��x 2 L1loc ([0;+1[)

	
s�appelle l�abscisse de convergence absolue de la fonction f . Le demi plan de convergence

fp = � + i! 2 C : Re (p) > �0g

est le domaine de sommabilité sur lequel F (p) est dé�nie.

Théorème 4.5.1 (Théorème d�inversion de Laplace) Soit F (p) = F (� + i!) une fonction
holomorphe de la variable complexe p dans le demi plan fp 2 C : Re p > �0g : Supposons que
limjpj!+1 F (p) = 0 pour Re p > �0 et la fonction ! 2 R 7! F (� + i!) 2 L1 (R) pour tout
� > �0. Alors, l�original f de F est donné par la formule de Bromwich-Wagner suivante

f (x) =
1

2�i

Z �+i1

��i1
e+pxF (p) dp; � > �0:

4.6 Propriétés

Proposition 4.6.1 (Linéarité) Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et
d�ordre exponentiel à l�in�ni (i ;e ; s�il existe des constantes M1;M2 � 0; et des nombres
réels �0; &0 tels que jf (x)j �M1e

�0x; jg (x)j �M2e
&0x pour x � x0). Alors

Lf�f (x) + �g (x) ; pg = �Lff (x) ; pg+ �Lfg (x) ; pg ;

où Re (p) > max f�0; &0g :

Proposition 4.6.2 (Translation) Si Lff (x) ; pg = F (p) ; alors

Lff (x� c) ; pg = exp (pc)F (p) ;

où Re (p) > �0 et c 2 R:

Proposition 4.6.3 (Modulation) Si Lff (x) ; pg = F (p) ; alors

Lfexp (��x) f (x) ; pg = F (p+ �) ;
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où � un nombre complexe tel que Re (p+ �) > �0:

Proposition 4.6.4 (Changement d�échelle) Si Lff (x) ; pg = F (p) ; alors

Lff (cx) ; pg = 1

c
F
�p
c

�
;

où, Re (p) > �0 et c > 0:

Proposition 4.6.5 (Conjugué) Si Lff (x) ; pg = F (p) ; alors

L
�
f (x) ; p

	
= F (p) ;

où, Re (p) > �0:

Proposition 4.6.6 Si F (p) est la transformée de Laplace d�une fonction f; alors F (p) est

une fonction holomorphe sur le demi plan

fp = � + i! 2 C : Re (p) > �0g ;

et on a,
F (k) (p) = (�1)k L

�
xkf (x) ; p

	
:

Proposition 4.6.7 Soit f une fonction localement sommable. Supposons que pour x > 0;

f (x) est continue, f 0; :::; f (k�1) existent et sont continues par morceaux et s�il existe une

constante M > 0; �0 tel que jf (x)j �Me�0x; pour tout x � x0, alors

L
�
f (k) (x) ; p

	
=

pkF (p)� pk�1f
�
0+
�
� pk�2f 0

�
0+
�
� :::� f (k�1)

�
0+
�
;

où, Re (p) > �0:

Proposition 4.6.8 Si Lff (x) ; pg = F (p) et Lfg (x) ; pg = G (p) ; alors

Lff � g (x) ; pg = F (p)G (p) ;

où, Re (p) > max f�0; &0g :

Proposition 4.6.9 Si Lff (x) ; pg = F (p) ; alors

L
�Z x

0

f (t) dt; p

�
=
F (p)

p
;
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où, Re (p) > max f0; �0g :

Proposition 4.6.10 Soit f une fonction continue par morceaux et d�ordre exponentiel à
l�in�ni (i ;e jf (x)j � M1e

�0x pour M1 � 0; �0 2 R; et x � x0). Si Lff (x) ; pg = F (p) ;
alors, pour tout p tel que Re (p) > �0; on a

lim
jpj!1

F (p) = 0:

4.7 Résultats Principaux

Dé�nition 4.7.1 [20] Soit f : R+ ! R (ou C) une fonction intégrable. La transformée de
Laplace généralisée est dé�nie par la formule suivante

La ff (x) ; pg =
Z +1

0

a�pxf (x) dx; où a 2 ]1;1[

pourvu que cette intégrale existe.

Remarque 4.7.1 Soit f une fonction continue et d�ordre exponentiel ( jf (x)j �M exp (�0x)
pour �0 2 R; M > 0, et x � x0), la transformée de Laplace généralisée est bien dé�nie sur
le demi plan

�
p = � + i! 2 C : Re (p) > �0

ln a

	
Theorem 4.7.1 [20] Soit Fa (p) = Fa (� + i!) une fonction holomorphe de la variable

complexe p dans le demi plan
�
p 2 C : Re p > �0

ln a

	
: Supposons que limjpj!+1 Fa (p) = 0

pour Re p > �0
ln a

et pour tout � > �0
ln a

la fonction ! 2 R 7! Fa (� + i!) 2 L1 (R) : Alors,

l�original f de Fa est donnée par la formule suivante

f (x) =
ln a

2�i

Z �+i1

��i1
a+pxFa (p) dp:

Démonstration Soit Re (p) > �0
ln a
; donc

jFa (p)j �
Z +1

0

��a�pxf (x)�� dx
=

Z +1

0

��e��x ln af (x)�� dx < +1;
où, jf (x)j �M exp (�0x) avec �0 est une constante, M > 0 et pour tout x � x0). Ainsi
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Fa (p) =

Z +1

0

a�pxf (x) dx

=

Z +1

0

e�px ln af (x) dx:

Posons t = x ln a et g (t) = 1
ln a
f
�
t
ln a

�
; on trouve

Fa (p) = G (p) ;

oùG (p) est la transformée de Laplac de g:On voit que la fonctionG(p) satisfait les conditions
du théorème 4.5.1, donc l�original g (x) est donnée par

g (t) =
1

2�i

Z �+i1

��i1
e+ptG (p) dp:

Ce qui donne

f (x) =
ln a

2�i

Z �+i1

��i1
a+pxFa (p) dp:

4.8 D�autres Résultats

Proposition 4.8.1 (Linéarité) Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et
d�ordre exponentiel à l�in�ni telles que jf (x)j � M1e

�0x; jg (x)j � M2e
&0x avec M1;M2 � 0;

�0; &0 2 R; pour x � x0. Alors

La f�f (x) + �g (x) ; pg = �La ff (x) ; pg+ �La fg (x) ; pg ;

où Re (p) > 1
ln a
max f�0; &0g :

Démonstration : Grâce à la linéarité de l�intégrale, on déduit la linéairité de la transfor-
mation La.

Proposition 4.8.2 (Translation) Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ; alors

La ff (x� c) ; pg = a(pc)Fa (p) ;

où Re (p) > �0
ln a

et c 2 R:

Proposition 4.8.3 (Modulation) Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ; alors

La
�
a��xf (x) ; p

	
= Fa (p+ �) ;



67

où, � un nombre complexe tel que Re (p+ �) > �0
ln a
:

Proposition 4.8.4 (Changement d�échelle) Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ; alors

La ff (cx) ; pg =
1

c
Fa

�p
c

�
;

où, Re (p) > �0
ln a

et c > 0:

Une autre proposition est la suivante :

Proposition 4.8.5 (Conjugué complexe) Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ; alors

La
�
f (x) ; p

	
= Fa (p) ;

où, Re (p) > �0
ln a
:

Démonstration : Evidente.

On a aussi
Proposition 4.8.6 Soit Fa (p) la transformée de Laplace généralisée de f: Alors Fa est une

fonction holomorphe sur le demi plann
p = � + i! 2 C : Re (p) > �0

ln a

o
;

et
F (k)a (p) = (�1)k La

�
xkf (x) ; p

	
:

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.6.6,
on obtient la preuve de la proposition 4.8.6.

Proposition 4.8.7 Soit f une fonction localement sommable. Supposons que pour x > 0;

f (x) est continue et f 0; :::; f (k�1) existent et sont continues par morceaux et s�il existe une
constante M > 0; �0 2 R tel que jf (x)j �Me�0x; pour x � x0; alors

La
�
f (k) (x)

�
(p) =

(p ln a)k Fa (p)� (p ln a)k�1 f
�
0+
�
� (p ln a)k�2 f 0

�
0+
�
� :::� f (k�1)

�
0+
�
;

où Re (p) > �0
ln a
:

Proposition 4.8.8 Si La ff (x) ; pg = Fa (p) et La fg (x) ; pg = Ga (p) ; alors

La ff � g (x) ; pg = Fa (p)Ga (p) ;
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où Re (p) > 1
ln a
max f�0; &0g :

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.6.8,
on obtient la proposition 4.8.8.

Proposition 4.8.9 Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ; alors

La
�Z x

0

f (t) dt; p

�
=
Fa (p)

p ln a
;

où, Re (p) > 1
ln a
max f0; �0g :

Démonstration : De la proposition 4.8.8, on déduit la proposition 4.8.9.

Proposition 4.8.10 Soit f une fonction continue par morceaux et d�ordre exponentiel à

l�in�ni (i ;e jf (x)j �M1e
�0x avec M1 � 0; �0 2 R et pour x � x0). Si La ff (x) ; pg = Fa (p) ;

alors, pour Re (p) > �0
ln a
; on a

lim
jpj!1

Fa (p) = 0:

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = x ln a et la proposition 4.6.10,
on obtient la proposition 4.8.10.

Remarque 4.4.2 Soit f : R+ ! R(or C) une fonction continue et d�ordre exponential à
l�in�ni. Alors La et Fa sont reliés par la formule suivante

La ff (x) ; � + i!g = Fa
�
a��xf (x) ;!

	
:

Exemple 4.8.1 :

Soit f (x) = exp (�x) ; où � est un nombre réel positif, donc on a

Fa (p) =
1

p ln a� �;

Fa (p) existe dans le demi plan D1 =
�
p = � + i! 2 C : Re (p) > �

ln a

	
:

Pour a = e, donc on trouve

F (p) =
1

p� �;

ainsi F (p) existe et il est dé�ni sur le demi plan D2 = fp = � + i! 2 C : Re (p) > �g : On
peut voir que

D2 � D1; pour a � e;
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et

D1 � D2; pour a � e:

Remarque Il est clair que l�ensemble des fonctions transformables au sens de Laplace est
beaucoup plus large que l�ensemble des fonctions transformables au sens de Fourier, et d�après
l�exemple 4.8.1 au dessus, on peut élarger où contracter le domaine surlequel la trasformée
de Laplace generalisée existe et bien dé�nie en changeant la constante a.

4.9 Applications aux EDFs

Dans ce paragraphe, on donne des applications de la transformée de Laplace aux équations
(système) di¤érentielles fractionnaires, pour plus de détails, ( voir [24]) :

Dé�nition 4.9.1 On dé�nit les fonctions de Mittag-Le�ler et Mittag-Le�ler généralisée
respectivement pour tout �; � > 0 et z 2 C par

E� (z) =
1X
n=0

zn

� (n� + 1)
;

et

E�;� (z) =
1X
n=0

zn

� (n�+ �)
:

Lemme 4.9.1 [24] Soit une fonction f 2 C� (� � �1) tel que jf (x)j � M exp (�x) où
M � 0 et � 2 R: La transformée de Laplace de l�opérateur intégrale au sens de Riemann-
Liouville d�ordre � > 0 est donnée par la formule suivante

LfJ�0 f (x) ; pg =
F (p)

p�
;

où F (p) = Lff (x) ; pg :

Lemme 4.9.2 [24] Soit une fonction f 2 Cm� (� � �1) ;m 2 N tel que jf (x)j �M exp (�x)
où M � 0 et � 2 R: La transformée de Laplace de l�opérateur de la dérivation au sens de
Caputo d�ordre � > 0 (m� 1 < � � m) est donnée par la formule suivante

LfD�
0 f (x) ; pg =

pmF (p)� pm�1f (0)� pm�2f 0 (0) :::� f (m�1) (0)
pm��

;

où F (p) = Lff (x) ; pg :
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4.9.1 Applications Numériques

Exemple 4.9.1 [24]
On considère l�équation de Begley-Torvik suivante

D2y (x) +D
3
2y (x) + y (x) = 1 + x;

avec les conditions :
y (0) = y0 (0) = 1:

La solution est donnée par la formule suivante

y (x) = 1 + x:

Exemple 4.9.2
On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire linéaire non-homogène suivante

y(m) (x) +Dm��y (x) + y (x) = Pm�1 (x) ; � 2 [0; 1[

avec les conditions :
y (0) = y0 (0) = ::: = y(m�2) = 1;

et Pm�1 (x) est un polynôme de degré m� 1 tel que

Pm�1 (x) := 1 + x+ x
2 + :::+ xm�1:

Cette équation est convertie à l�équation suivante

pmF (p)� pm�1y (0)� pm�2y0 (0) + :::+ py(m�2) (0) + y(m�1) (0)

+
pmF (p)� pm�1y (0)� pm�2y0 (0) + :::+ py(m�2) (0) + y(m�1) (0)

p�
+ F (p)

=
1

p
+
1

p2
+ :::+

1

pm�1
+
1

pm
:

En utilisant les conditions initiales, on trouve

pmF (p)� Pm�1 (p) +
p2F (p)� Pm�1 (p)

p�
+ F (p) =

1

p
Pm�1

�
1

p

�
:

Donc,

F (p)
�
pm + pm�� + 1

�
=
1

p
Pm�1

�
1

p

�
+
1

p�
Pm�1 (p) + Pm�1 (p) :

D�où

F (p) =
1

p
Pm�1

�
1

p

�
:

On sait que

L�1
�
1

p
Pm�1

�
1

p

�
; x

�
= Pm�1 (x) :
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Finalement, la solution exacte est donnée par la formule

y (x) = 1 + x+ :::+ xm�1:

Remarque 4.9.1 Dans l�exemple 4.9.2, si m = 2 et � = 1
2
; on obtient l�équation de Beglay-

Torvik.

Exemple 4.9.3 [24]
On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire linéaire non-homogène suivante

D�y (x) + y (x) =
2x2��

� (3� �) �
x1��

� (2� �) + x
2 � x;

avec
y (0) = 0; 0 < � � 1:

Donc,
y (x) = x2 � x

est la solution exacte.

Exemple 4.9.4 [24]
On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire linéaire homogène suivante

D�y (x) + y (x) = 0;

avec
y (0) = 1; y0 (0) = 0; � < 2:

Donc la solution exacte est donnée par

y (x) = E� (�x�) :

Exemple 4.9.5 [24]
On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire d�oscillation suivante

y00 (x)� aCD�y (x)� by (x) = 8;

avec
y (0) = y0 (0) = 0; 1 < � � 2:

Donc, la solution exacte est donnée par la formule suivante

y (x) = 8x2
1X
n=0

1X
k=0

bnakx(2��)k+2n

� ((2� �) k + 2 (n+ 1) + 1)

�
n+ k
k

�
:
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Exemple 4.9.6 [24]
On considère le système :8<:

D�x (t)� ty0 (t) + x (t)� (1 + t) y (t) = 0;

y (t)� sin t = 0 avec 0 < � � 1:

avec les conditions initiales
x (0) = 1; y (0) = 0:

si � = 1; alors x (t) = t sin t+ e�t:

Si 0 < � < 1; la solution exacte est donée par

x (t) = 2t�+1
1X
n=0

1X
k=0

(�1)n+k (k + 1) t2k

�
tn�+1

� ((n+ 1)�+ 2k + 3)
+

tn�

� ((n+ 1)�+ 2k + 2)

�
+ E� (�t�)

= 2t�+1
1X
k=0

(�1)[
k
2 ]
��
k

2

�
+ 1

�
tkE�;�+k+2 (�t�) + E� (�t�)

et
y (t) = sin t;

où [:] est la partie entière d�un nombre réel.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thèse de Doctorat, nous avons fait une extension sur les espaces métriques en
présentant des nouvelles structures de type S*. Puis, nous avons donné quelques nouvelles
propriétés ainsi que certains résultats originaux liés à ces structures. Nous nous sommes
aussi intéressés au calcul fractionnaire en présentant une étude analytique puis nous avons
présenté une étude numérique. Nous avons commencé par étudier certains problèmes aux
limites d�ordre arbitraire. En particulier, nous avons démontré des résultats sur l�existence
et l�unicité, (ou uniquement l�existence) des solutions de ces problèmes fractionnaires au sens
de Caputo avec des conditions intégrales de type Riemann-Liouville. Dans cette partie, nous
avons, en premier lieu, proposé une autre équivalence intégrale pour les problèmes posés,
puis nous avons établi des conditions assurant l�existence et l�unicité de solutions pour les
problèmes considérés. Puis, dans une autre partie essentielle, nous avons développé d�autres
conditions pour assurer l�existence d�une solution au moins. Les résultats trouvés sont basés
sur les estimations intégrales d�ordre fractionnaires, la théorie des points �xes, la théorie
des opérateurs ainsi et d�autres lemmes techniques due à Kilbas, Srivastava, etc... A la �n
de ce projet, nous nous sommes intéressés à l�étude théorique de quelques transformations
intégrales, puis nous avons présenté quelques résultats numériques sur les EDFs.
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