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Abstract :

This thesis deals with operator theory and fractional calculus. We begin by introdu-
cing new generalized metric spaces. Then, we prove some important properties of such new
structures. We also apply fixed point theory to establish some new results on contraction
operators over the introduced generalized spaces. After that, we investigate the fractional
calculus theory, where we will use integro-differential operators as well as the differential
ones. We prove some recent results on the existence and uniqueness of solutions for some
classes of fractional differential equations and systems that have not been studied. Some
generalized Fourier and Laplace transforms are also proved. Some analytic and numerical
studies for fractional equations are also discussed.



Résumé :

Dans cette thése, on va s’intéresser aux opérateurs contractants, intégro-différentiels et
a leurs applications au calcul fractionnaire. On commence par introduire de nouvelles struc-
tures généralisant les espaces métriques. Sur ces structures, on va démontrer certains résultats
liés & la théorie des points fixes et aux opérateurs contractants. Ensuite, on abordera le coté
calcul fractionnaire ol on fera appel aux opérateurs différentiels, intégro-différentiels; ceci
par le biais de deux approches fractionnaires. On démontrera ainsi certains résultats sur
'existence et 'unicité des solutions pour certains problémes d’ordre de dérivation (ou in-
tégration) arbitraire. On s’intéressera aussi a certaines transformations intégrales et a leurs
applications ( analytiques, numériques) au calcul fractionnaire et en particulier aux équations
et aux systémes fractionnaires fortement non linéaires.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Ce concept des opé-
rateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siécle par Riemann et Liouville, leur but était
de prolonger la dérivation ou I'intégration d’ordre fractionnaire en employant non seulement
un ordre entier mais également des ordres non entiers.

L’objectif principal de ce travail est de présenter une contribution sur la théorie des opéra-
teurs avec des applications sur le calcul fractionnaire.

Ce projet se compose d’une introduction et de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on va rappeler quelques définitions et résultats relatifs au calcul
fractionnaire dont on aura besoin dans les autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, on démontre certains résultats liés aux points fixes et aux opé-
rateurs contractants définis sur des structures généralisées.

Dans le troisieme chapitre, on abordera 'existence et I'unicité des solutions des systemes
différentiels fractionnaires. On démontrera des résultats assurant l'existence et I'unicité /
I’existence pour des problémes differentiels avec conditions intégrales. Les démonstrations
seront basées sur la théorie des opérateurs combinées avec celle des points fixes.

Enfin, le quatriéme chapitre portera sur des transformations de types Fourier et Laplace. On
présentera des nouvelles transformations avec quelques résultats et applications numériques
sur les équations différentielles fractionnaires.



Chapitre 1

Notions de calcul Fractionnaire

Ce chapitre contient des rappels, des définitions et des propriétés essentielles corres-
pondantes a la notion de la dérivation et de I'intégration d’ordre fractionnaire dont on aura
besoin dans les autres chapitres. Pour plus de détails, voir ([1], [4], [6 — 9], [12 — 15]).

1.1 Rappels

Définition 1.1.1 Une fonction f: R — R est dite causale si f(t) =0 pour t < 0.

Définition 1.1.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. On définit le produit de
convolution dans R de f et g par

(fxg) (@) = [17f(t)g(x—t)dt. (1.1)

Exemple 1.1.1 Calculons maintenant le produit de convolution de deux fonctions causales
fetg.Onadonc f(t) =0 pour t <0 et g(x—1t)=0pourt > z. Le domaine d’intégration
est donc restreint a l'intervalle [0,¢] dans le cas de fonctions causales

(f*g) (@)= [y f(t)g(z—1t)dt. (1.2)

On remarque que f * g est elle-méme causale, le produit de convolution donné par la formule
(1.2) est appelé le produit de convolution de Laplace.

Définition 1.1.3 Soit une fonction f(zx),x > 0. On dit que f appartient & C,(RT, R)
(u € R), sl existe un nombre réel p > u telle que f(x) = 2P f1 (z), o f1(x) € C (R, R).

Définition 1.1.4 Soit une fonction f(x),r > 0. On dit que f appartient a C}; (R*,R)
(n €N), si f™ € C, (R, R).

Définition 1.1.5 Soit p € N tel que 1 < p < oo. On définit les espaces de Lebesgue
L, ([a,b] ,R) et Lo ([a,b],R) par



(1) L, ([a,b] ,R) :={f : [a,b] = R f est mesurable sur [a,b] et /|f(a:)|p dr} < o0.

(2) Loo ([a,b] ,R) :={f : [a,b] — R f est mesurable et bornée sur [a,b]}.

Ainsi les normes || fll (asr) € 11 (apr) SONE -

b
) 1z = ([ 1 @ o).

A Nz apy = sup | (2)]-

z€la,b]

Définition 1.1.6 Les fonctions d’Fuler Gamma et Béta sont définies respectivement par

+o0
I'(a)= [ e u*tdu, a>0, (1.3)
0

et

1
B(p,q) = {t"‘l (1—t)""dt, p,q>0. (1.4)

1.2 Quelques propriétés des fonctions Gamma et Béta

Soient = et y deux nombres réels strictement positifs. Alors, on a
()T (x+1)=2al ().
(2) T'(n+1) =n!, avec n € N.

(3) Pour tout entier nonan <x <n+1, tel quen # —1,—2,-3,..., on a

B I'(x+n)
[(z) = r(x+1)(z+2)...(x+n—-1)
w/2
(4) B (z,y) = 2 / (sin )2 (cos ) dt.

6) 6 w) = [ gt
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1.3 Approche Intégrale de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

=
=
I
@%@F
~
&
3
L
~
&
SH
8

oul'(n) =(m—1)! n>1.Sionnote J"(f(t)) = F,(t), on va avoir :

Définition 1.3.1 L’opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction f € C, ([a,b] ,R), (u> —1) est défini par :

t
Jof 1 oy =7 f(r)dr ;a>0,

Jaf ()= f(t).

Remarques 1.3.1

(1) Sia =0, donc J§f(t) = (f xp,) (t), avec ¢, (t) = F(a) pour t > 0 et ¢, (t) = 0 pour
t<0,et g, —0(t) quand o« — 0, o1 J (¢) est la fonction Delta

(77) Il est clair que 'opérateur d’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est un opérateur
linéaire.

Exemple 1.3.1 Calculons I'intégrale fractionnaire au sens de Rieman-Liouville de la fonction
f(x)=a2",ouy>—-1letaz>0.
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On a
r 1
JG (z7) fx—Ta Tvdr.
)0

On effectue le changement de variable 7 = xy, on va avoir

ay 1
J§r = w5

o) (. —a2y)* " (zy)” zdy

O\»—A

1
= ‘?&;{ (1=9)"" (v) dy

oty

= F(a)ﬂ<a77+1)'

Comme les fonctions d’Euler Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante

I'(a)T
B (a,y) = FE2L. (1.7)
Alors, on trouve
a _ 1 D@Ir(+D) oty _ PO+«
Jo (27) = wa F(a+7’y+1) p = F(alv-&-l) . (1.8)

Exemple 1.3.2 Considérons la fonction f (x) = (x — a)” avec x > a, on a

Je (@) = i =) (r—a) dr = 25 (p—ayte
Cela implique
(6% N 1 o
J((x—a)) = F(V(::L)l) (z — ). 19)

Exemple 1.3.3 Soit f () = exp (Az), A > 0, calculons 'intégrale fractionnaire au sens de
Rieman-Liouville de cette fonction :

. = (Ax)F 2 NF
‘]0 eXp ()\LU) = JO ( ( l{?') ) = k?' ‘]0 ( )
’ k=0
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1.4 Propriété de semi-groupe

Proposition 1.4.1
Soit f une fonction de l'espace C_1 ([a,b],R). Alors, on a

Ja 3 (f (@) = T (f () (1.10)
pour tout o >0 et v > 0.

Démonstration : En effet,

- F(a)ll"('y){ (f (t) { (z — T)a_l (1 — t)7_1 dT) dt.
On effectue le changement de variable 7 = ¢ 4 (z — t) y, on trouve

z(x—T)al(T—t)WldT::)f(x—t—(x—t)y)a1(t+(a:—t)y—t)7l(a:—t)dy

= [ (L— ) () dy

T (f @) = mtes | < £ () { (x— 1)L (r— 1) dT> dt
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On donne une application numérique sur la propriété de semi-groupe

Exemple 1.4.3 Si on prend : a = = % et f(x) =z, on trouve

T8 1) (f @] = (J5) [F L)

—x”“] = le.
(v+2)

2

D’autre part, on a
Jo T (f (@) = (Jg) (f () = [tdt = 3a°.

Dans ce paragraphe, on va exposer brievement deux approches des dérivées fractionnaires,
on cite par exemple : 'approche de Caputo et 'aproche de Riemann-Liouville.

1.5 Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo

Définition 1.5.1 Soit f € C™ ([a,b],R),m € N*. On définit la dérivée fractionnaire de
Caputo d’ordre o > 0 de f par :

L[ ) dr m—1<a<m
Dif) - { T | | (1.11)
L f(2) S =m.

Remarque 1.5.1 On peut facilement déduire que l'opérateur de la dérivation fractionnaire
au sens de Caputo est un opérateur linéaire.

Exemple 1.5.1 Dérivée fractionnaire de la fonction f (z) = (z —a)” avec x > a et v > —1,
au sens de Caputo

Di (f (x)) = (Ji"=*) (G | (@)

m—a T m—a —a
= () (gt (3 — )

I m—a-+1 m—ao —a
= Lotmeatl) (o) (2 — a)"

_ _T(+1) -
_m(ﬂf—(l)'y a.
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Remarque 1.5.1 La dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle. En effet

1

DL ) = 5= / (2 — 7)== f0) (7 — 0.

a

1.6 Propriété

Proposition 1.6.1 Soit o un nombre réel strictement positif.

(1) Si feC™ ([a,b],R),n = [a] alors, on a

Dg(Jaf) =1 .
(2) En général, on n’a pas

Ja (Dgf) = [

1.7 Dérivée Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouvillel

Définition 1.7.1 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o« > 0 au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f € C"; (RT,R) par :

X
|1 (r)
dx™ F(m—a)f(x_T)a+lfm dT 5 m — ]. < o< m,m - N*
a

(" Dg) (f (2) = (1.12)

%f{x}, a=m.

On peut écrire la relation (1.12) sous la forme équivalente suivante :

LE[(Jm=) (f ()], m—1<a<mméeN
(RLDCO;) (f (z)) = m @ (1.13)
azm J \ L) o =m.
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Exemple 1.7.1 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o = % au sens de Riemann Liou-
ville de la fonction f : z — x — a,

On a

Exemple 1.7.2 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o =

ville de la fonction f : x +—— 1%, x> 0.

% au sens de Riemann Liou-

On a donc :

4| a1
e {r(;){(uf)\/ﬁ‘h}
En effectuant le changement de variable \/z — 7 = y, on obtient

N

(0d) 00 = o]

\/E
_ 1 4 1 1 1
T r(y)de [ x+1{ (x/m—y T \/ﬁw) dy]

_ 1 d|_1 [ln yrVatl ]ﬁ
Va+l —y+Va+l |

_ 1 4d 1 _1In Ve+vz+1
T ()& [Verl T —VarVarl

= _1 1 g VeVt 1 Va—zFl
) | @3 T —VERVEHD @ DVE VatVatT |
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Remarque 1.7.1 La dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle. Cette
"anomalie troublante” est donnée par

(D) (1) = gy (@ —a) ™"

En effet,

— dx™m

("D3) (0 = i | iz (=)

= ﬁ (iL’ — Cl)ia .
Proposition 1.7.1

1. Pour tout pu, A € R et pour deuzx fonctions quelconques f et g : C_1 (RT,R), on a

(M2D7) (uf (x) + Ag (2)) = p (FEDZ) (f () + A (FFD7) (g () .

2. En général, la propriété de semi groupe n’est pas vérifiée, on n’a pas toujours :

(P Do) (RLD51> f(t) = (Dgﬁﬁl) f@)

3. Il en est de méme de la propriété de commutativité : 3 oy > 0, B, > 0, g € C, (RT,R)
(u > —1) tels que :

(®eDg2) (REDi) g (1) # ("4D7) (RED3) g (1)

Démonstration 1. Soient 1, A € R, et soient f et g € C", (R*,R), on a
(D7) (uf (2) + Ag (2)) = 7 ((J7) (uf (2) + Ag ()
= o (W (L) (f (@) + A (I (g (2)))
=tz ((J) (f (@) + A ((J7) (9 (2)))
= p (D) (f (x)) + A (**Dg) (g9 (x))

Dans (2), on prend f(t) =t77 et a; = f; = 1. On a alors :

(o) rw =0, ("ng) (0§) £ 1) =o0.

On remarque aussi que :
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Dans (3), on pose g (t) =12 et ay = %, By =3. Donc
1 3 3
(") gty = ("Dg)g(t)=("D5) (1) =o.

Tandis que

Lemme 1.7.1 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant (RLDf;) f(z) =0, avec a €
|m —1,m[,m € N*. Alors

m—1
I(i+1 —m+i
@) = b @ =",
ot les b; sont des constantes arbitraires.

Démonstration D’aprés la formule (1.13), on a :

(RED2) f(z) = Lo (Jm=2f (z)) = 0.

Donc

m—1

Jr=ef(x) = 3 bi(e —a).

=0

Par application de J , on va avoir :

m—1 . m—1 X .
@) = Lbdi(—a) = 2 iy (o — )™

(2

Cela voudra dire que

m—1
T(i+1 ‘
f(z) = ;)bil“(ofl;;r)l) do (7 —a)™"".
1=
Mais comme,

ﬂ(I—a)a"‘i:(a+i)(()t+i—1)...(Oz+i—m+1)(l‘_a>a+i—m

dx™

D(atitl) (x

)oz+i—m
I'(a+i—m+1)

= —Qa

?

alors, le lemme 1.7.1 en découlle.
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1.8 Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo est donnée par la pro-
position suivante

Proposition 1.8.1 Pour tout « € Jm —1,m[,m e N* et f € C"; (R",R) on a :

ka

("ED2) f(t) = s - t‘_z ] (1.14)

Démonstration On a :

("Dg) (1) = S (kg Jo (£ =)™t f(r)dr ).

Par conséquent,

(t am a+1 )m a+2

(RLDS) f(t) = I‘(mf;)dtm((t_rs)—o; f( )+ (m—a)(m—a+1) fl( ) (m— a)Em a+1)(m— a+2)-f”( )

(t T)m a+t+n—1

(t a)m a+3 t
+(m a)(m—a+1)(m—a+2)(m— a+3)f ( )+ "'+fa (m—a)(m—a+1)...(m—a+n— 1)-f ( )dT)

D’ou
m—1
« t—a k—a m ¢ t—r )™ a+n—1
(RLDQ) f (t) - f(k) <a) 1'(‘(k_)a+1) + F(mga)dtm (fa (m—a)('IS’L—a)—‘,-l) (m atn— l)f ( )dT)
k=1
m—1 t
k—a —— m
£ (@) S22y + ey | [ =7 £ () ar
k=0 /
Cela implique que :
m—1 .
("EDg) £(8) =D fW () {5 + (D) £ (1),
k=0
donc
m—1 (t . a)k




Chapitre 2

Espaces Généralisés et Opérateurs
Contractants

2.1 Introduction

Les espaces métriques sont un outil trés important en mathématiques pures et appli-
quées. Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a présenter des extentions et des générali-
sations liées & ces espaces.

A titre d’exemple, Dhage [5] et Gihler [23] ont introduit les espaces généralisés de type
D*. Dans [33], Mustafa et Sims ont introduit les G-espaces généralisés comme étant une
généralisation des espaces métriques usuels.

Récemment, Sedghi et al. [25], [29], [31] ont étudié les travaux de recherches de cet
axe aux espaces généralisés de type D*. Ces résultats ont permis de généraliser certains
théorémes de [5]. D’autres travaux de recherche sur ces nouvelles structures peuvent étre
trouvés dans [10, 31, 31, 33].

Dans ce chapitre, on va introduire les S*-espaces métriques. On va démontrer certains
résultats pour ces structures, puis on démontre certains théorémes de points fixes pour
des opérateurs définis sur ces espaces. Ces résultats peuvent étre considérés comme une
généralisation de [29].

2.2 L’Espace (X, S%)

Dans ce chapitre, on considére n € N, tel que n > 2, (voir [16]).
Définitions et propriétés :

Définition 2.2.1 Soit X un ensemble non vide. La distance S* : X" — [0, +oo[ est une
fonction qui satisfait les conditions suivantes : Pour chaque x1, %2, ..., %, a € X :

19
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(1) S* (x1, 22, ..., x,) > 0,
(2) S* (x1, 72, ...,x,) = 0 si et seulement si x1 = Ty = ... = Ty,
(3) S* (z1, T2y ooy ) < S* (21,21, .0y T1, a)+S* (T2, T, ooy To, @) +.c. 4+ 5™ (T, Ty oey Ty @)

*

Donc le couple (X, S*) est un espace métrique.
Remarque 2.2.1 Dans la définition 2.2.1, si n = 3 on obtient le résultat cité dans [30] .

Lemme 2.2.1 Soit (X, S*) un espace métrique. Alors pour tout x1,z5 € X, on a

S* (1’1,1‘1, ...,171,1‘2) = S* (ZL‘Q,ZEQ, ...,ZL‘Q,[El) .

Démonstration : D’aprés la troisiéme propriété de la définition 2.2.1, on obtient pour tout
T1,T9,0 € X,
S* (1,21, ..y x1,22) < (n—1)8" (21,21, ..., 71,0)

+S5* (9, X2, ..., T, Q) .

En particulier, pour a = 1, on trouve

S* (1,21, .0y 1,22) < (n—1)S" (21,21, ..., 21, 21)

*
+S (ZL’Q, T2, ..., T, Il) .
Donc

S* (Il,QTl, Iy, 1’2) S S* (1‘2, T2,y ...y T, I’l) . (21)

De méme, on trouve

S* (ZEQ,?L’Q, ey Lo, 171) S S* (ZEl, T1y.eey 1, 172) . (22)

D’apres (2.1) et (2.2), on obtient
S* (l‘l, L1y ...y 271, .1’2) = S* (.TQ,iCQ, ceey .?]2,331) .

Définition 2.2.2 Soient (X, S*) un espace métrique, r un nombre réel positif et soit x € X.
On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r [’ensemble

Bg« (xg,7) ={x € X : S*(z,x,...,x,20) <T}.

On appelle boule fermée de centre xy et de rayon r l’ensemble
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Bg- (vg,7) ={r € X : S*(2,2,...,m,20) <7}

Exemple 2.2.1 On définit sur R la distance S* par S* (z,y, 2) = | — y| + |x — 22].

Bg- (1,\/5) = {xER:S* (x,x,1)<\/§}
= {xeR:|x—21<\/§}
= }2—\/5;2—1—\/5[.

2.3 Propriétés Topologique de (X, S*)

Définition 2.3.1 Soit (X, S*) un espace métrique et A C X. Si pour tout x € A il existe
r >0 telle que Bg« (x,r) C A, alors A est un ouvert de X.

Définition 2.3.2 Une partie A de X est dite bornée, s’ il existe une constante M > 0 telle
que S* (z,x,...,x,y) < M pour tout z,y € A.

Définition 2.3.3 Une suite {xp}peN de l’espace métrique (X,S*) convergente vers x si

et seulement si : S* (xp, Tp,...,Tp, ) — 0 quand p — 400, on écrit pliTooxp = z. Ou
—

Ve > 0,3po € N tel que pour tout p > po, S* (xp, Tp, ..., Tp, ) < €.
Une suite {x,},y d’un espace métrique (X, S*) est une suite de Cauchy si Ve > 0,3ng € N,
Vp,q > ng, on a S*(xp, Tp, ..., Tp, T,) < E.

Définition 2.3.4 L’espace métrique (X, S*) est dite complet si toute suite de Cauchy dans
cet espace est convergente.

2.4 Reésultats Auxiliaires

Lemme 2.4.1 Soit (X,S*) un espace métrique. Si r > 0 et x € X, alors la boule Bg~ (x,r)
est un ouvert de X.

Démonstration : Soit y € Bg« (x,r) donc S* (y,y, ...,y,z) <.
On pose 0 = S* (x,z,...,z,y) et 7' = ;:‘i, et on prouve que Bg: (y,r") C Bgs (z,7). Soit
z € Bg« (y,1"), donc S* (z, ..., z,y) < r'. Par la troisiéme propriétée de la définition 2.2.1, on
obtient S* (z,...,z,2) < S*(2,...,2,y) + ... + S* (2, ..., z,y) + S* (z, ..., x,y) < (n — 1)1 40,

ce qui implique que Bg« (y,r") C Bg« (z,71).

Lemme 2.4.2 Soit (X,S5") un espace métrique. Si la suite {z,}  de X converge vers z,
alors x est unique.

Démonstration : Soit {xp}peN une suite converge vers x et y. Donc
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Ve > 0,3p; € N, pour tout p > p; = S* (2, ..., 2, x) <
et
Ve > 0,dps € N, pour tout p > py = S* (2, ..., Tp, y) <

Posons py = max {py, po} pour tout p > py, on trouve

S*(z,.zyy) < (n—1)5"(z,...,x,2) + 5" (y, ..., Y, p)

< tH——— <=
2 " 2(n—1)

et

S* (Y, y,x) < (n—1)S"(y,....,y,xp) + 5™ (x, ..., 2, xp)

Ce qui implique que

Donc,

Lemme 2.4.3 Soit (X, S*) un espace métrique et soit {xp}peN une suite de X converge vers
z, alors {xp},y est une suite de Cauchy.

Démonstration : On a limz, = x c’est a dire

p—rtoo
Ve > 0,3p; € N, pour tout p > p; = S*(x, ..., 2, 1) < ﬁ
et
Ve > 0,3p, € N, pour tout ¢ > ps = S™ (24, ..., T4, y) < g

Posons py = max {p1, p2}, donc pour tout p,q > po, on trouve

S* (@, s p,xg) < (n—1)5" (xp,...,xp, ) + 5 (24, ..., Ty, )

(n—1)e €
dmn—1) 2 °©

Ce qui montre que la suite {z,} \ est de Cauchy.
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Lemme 2.4.4 Soit (X,S*) un espace métrique, s’il existe deuz suites {zp} . et {Yp}, ey

de X telles que limz, = x et limy, =y, alors
p—-—+00 p—-—+00

lim S* (zp, ..., Tp, Yp) = S (2, ..y, y) .

p——+00

Démonstration : Soient limz, = x et limy, = y, alors
p——+00 p——+00

€

Ve > 0,3p; € N, pour tout p > p; = S* (2, ..., 7p, x) < ﬂ
n_

et
€

Ve > 0,3ps € N, pour tout p > pas = S™ (Yp, -vs Yp, ¥) < m
n_

Posons py = max {p1, p2} , donc pour chaque p > pg, on obtient

S (@, s pyyp) < (n—1) S (Tpy ey Tpy ) + S (Yps ooy Yps T)

< (=19 (xp, ooy Tp, ) + 5 Wpy ooy Yp, y)| + 5 (2, ..., 2, y)

(n—1)e (n—1)¢
2(n—1) 2(n-1)

+ 5" (z,...,z,y) .
Donc

S* (Tpy s Tpy Yp) — S™ (T, .oy, y) < €. (2.3)

S*(z,.,zy) < (n—=1)8"(z,....,z,2,) + 5" (y,...,y, Tp)

< (n—=1)[5"(x,...,x,xp) + S" (Vs oo Yy yp) | + 5™ (2, oy Tp, Yp)

n—1)e (m—1)¢
- 2(n—-1) 2(n-1)

+ S (Tpy ooy Tpy Yp)

< e+ S (mpy oy Tp, Yp) -
Ce qui implique que

S* (s, y) — S™ (Tpy ooy Tp, Yp) < E. (2.4)
D’apres (2.3) et (2.4), on trouve
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|S* (.o, 2, y) — S™ (T, oy T, Yn) | < €.
D’ou

im S* (zp, ..., Tp, Yp) = S (x, ..., 2,y) .

p—+o0

Définition 2.4.1 Soit (X, S*) un espace métrique et soit F': X — X wune application. On
dit que F est contractante s’il existe une constante 0 < L < 1 telle que

S*(F(x),...F(x),F(y) < LS*(x,..,x,y), pour tout x,y € X.

2.5 Points Fixes et Opérateurs Contractants

Maintenant, on va donner un lemme montrant le lien entre la continuité et la contraction.

Lemme 2.5.1 Soit (X, S*) un espace métrique et soit F': X — X, une application contrac-
tante, alors F' est continue.

Démonstration : On suppose qu’il existe une constante 0 < L < 1, telle que

S*(F(x),...F(z),F(y) < LS (z,..,x,y), pour tout x,y € X,
et soit {xp}peN une suite de X converge vers z, donc S* (z,, ..., z,, ) — 0, quand p — +00, ce
qui implique que S* (F' (), ..., F (z,) , F (z)) — 0, donc F (z,) — F (x), quand p — +o0.

D’ou la continuité de F.

On définit par recurrence la suite {z,} _ par

Tpr1 = F(x,), sip=0,1,2,...
xo € X.

On utilise le principe de contraction de Banach, on obtient les résultats suivants :
2.6 Reésultats Principaux

Théoréme 2.6.1 [16] Soit (X, S*) un espace métrique complet, et soit F : X — X, une
application contractante. Alors F' a un unique point fire x* € X, i,e;

F(z*) ==z
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Démonstration :
1) Existence : On démontre par recurrence que pour tout p € N, on a

P(p): S (zps1, ey Tpr1, Tp) < LPS™ (21, ..., 71, T0) - (2.5)
la propriété P (1) est évidente.

On suppose que P (p) est vraie et on montre que P (p + 1) est aussi vraie pour tout p > 1.
Pour tout p > 1, on trouve

S* (Tpras s Tpr2, Tpy1) = ST (F (Tps1) s oo F(Tpia) , F ()
S LS* (:Eerla ooy Tptls xp)

< Lp+15* (xh ...,.1:1,.%'0) :

D’ou P (p + 1) est vraie, par le principe du raisonnement par recurrence on déduit que (2.5)
est vraie.

On montre que la suite {xp}peN est de Cauchy. Soient € > 0, (p, q) € N*xN* avec ¢ > p > 0,
on pose r = ¢ — p, on trouve

S* (xgy ooy Tgy Tp) = S (Tpiry ooy Tpir, Tp)

p+r—1

S (n—l) Z S* ($i+1,...,l'i+1,$i)
1=p

p+r—1

< (n—1)S5"(z1,..., 1, %0) Z L
i=p

" (1-LnL
< -1 —_—
< (n—=1)5" (@1, ..., 21, %0) 1- T

n—1)L°F
< —( 1 —)L S* (131,...,561,(130).

Comme L € [0,1] et la serie géometrique de terme général L’ convergente et majorée par
—— donc
1-L°

(n—1)LP

S* <
(@gs s Tqs Tp) < 1- L

S* (21, ...,21,79) — 0, quand p — +o0.
Par consequence, la suite {xp}peN est de Cauchy et comme X est un espace complet, il existe

z* € X avec lim z, = x*. D’aprés Lemme 2.5.1, on trouve
p—-+00
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"= lim 2,4 = lim F(z,) = F(2").
p——+00 p——+00

2) Unicité : On suppose qu’il existe z*,y* € X avec z* = F (z*) et y* = F (y*). Alors

S*(F(z*),..F(z"),F(y")) < LS* (z*,....,x",y"),
ce qui implique que

S*(x*, .. 2" y") < LS* (x*, ..., 2%, y") .

(1-L)S" (z*,....,a%,y") <O0.

Contradiction avec L = 1, donc S* (z*, ..., z*,y*) = 0. D’ou z* = y*.

Exemple 2.6.1 On prend X =R, n =4 et S* (z,y,2,t) = |z —y|+ |z — 2| + |[x — t|, on

définit sur R application F' par F' (z) = iarctan x. on obtient

1 1
S*(F(z),F(x),F(z),F(y) = Z—Larctanx — Z—Larctany
1 1
< ZS* (xaxaﬁay)a L= Z_l

Il est clair que les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, donc il existe un unique
point z* € R vérifiant F' (z*) = * (on remarque que 0 = F' (0)).

Théoréme 2.6.2 [16] Soit (X,S*) un espace métrique compact et soit G : X — X wune
application vérifiante

S*(G(z),..G(z),G(y) < S*(z,...,x,y), pour tout z,y € X, = #y.

Alors, F' a un unique point fire dans X.
Démonstration :
1) Existence

Il est clair que 29 = G (z9) € X est un minimum de l’application
r— S*(z,...,z,G(x)),

car X est un espace compact. Alors on a xy = G (x() en effet

S* (G (G (l’o)) y ey G (G (IL‘())) s G (Io)) < S (G (fL‘()) ey G (1’0) ,ZE()) =9 (ZL‘(), ey Lo,y G (ZL‘O)) .

Contradiction.
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2) Uniciteé

Supposons qu'il existe g, yo € X avec xg = G (x9) et yo = G (yo). Alors

S* (G (IO) DERE) G (IL‘O) ) G (yO)) < 5" (I07 ooy $07?J0)
ce qui équivalent a

S* (fL‘O, ...,Io,yo) < S* (ZL‘O, ...,l’o,yo) .

Contradiction, d’ou, g = yo.
Du Théoréme 2.6.1, on peut déduire ce Corollaire

Corollaire 2.6.1 Soit (X, S*) un espace métrique complet et soit la boule ouverte

Bg« (zg,7) ={z e X : S*(z,....,x,20) <71}, avec xy € X et r > 0.

On suppose que F : Bg« (xg,r) — X est une application contractante avec

r

S* (F (w0) o F (0) s 0) < (1= L) ——.

Alors, F' a un unique point fize dans Bg« (xq,r) .
Démonstration On suppose qu’il existe rg tel que 0 < ry < r avec

To

S* (F (20) s F (20) s 20) < (1 — L)

n—1

et montrons que F : Bgx (xg,79) — Bg~ (2, 70) . Soit € Bg« (xg,10), alors on trouve

S* (zgy .oy o, F' (x)) < (n—1)S" (xg,..., 0, F' (x0)) + S™ (F (z0) , ..., F (x0) , F (x))

< (n-1)(1-1)-2

LS* < 7y.
n_l_l_ (l’o, ,330,1')_7”0

D’aprés le théoréme 2.6.1, on déduit que F' a un point fixe unique dans Bg« (xg, ) C

Bs* ([Eo, T) .



Chapitre 3

Systémes Différentiels et Calcul
Fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente des résultats d’existence et d’unicité pour des systémes
différentiels, en faisant intervenir le calcul fractionnaire. Les démonstrations de nos résultats
seront basées sur la théorie des opérateurs ( contraction, compacité, continuité,...) et celle
de points fixes ( Banach, Schaeffer, Krasnoselskii).

3.2 Rappels

Dans ce qui suit, on présente quelques définitions et résultats fondamentaux qui seront utilisés
dans ce chapitre.

Définition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel normé, de norme ||.||,. Une application f de

E dans E est dite contractante s’il existe un nombre positif K € |0,1[, tel que pour tout
r,ye B ona

1f (2) = FWllp < Kz = yllg -

Définition 3.2.2 Soient E un espace vectoriel normé, de norme ||.||p et (uy,) une suite de
E. On dit que (u,) est une suite de Cauchy si

Ve >0, IN>0,Yn> N, Vp > N, |[tpip — tnllp <e.

28
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Définition 3.2.3 : On dit que E est complet pour la norme ||.||5 st toute suite de Cauchy

(pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace
de Banach.

Définition 3.2.4 : Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.||; et T' une application
de FE dans E . On dit qu’un element x de E est un point fize de T si

Tr =x.

3.3 Théorémes des Points Fixes et d’Ascoli-Arzela

Dans cette partie, on donne quelques théorémes des points fixes qui seront utilisés dans ce
chapitre.

Théoréme de Banach

Théoréme Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.|| et soit X un sous-ensemble
fermé de E et T : X — X wune application contractante sur X. Alors :
1l existe un point unique z € X tel que Tz = z. De plus st xg € X et x, = Tx,_1 pour

n=1,2 ... alors lim (z,) =z,
n—-+oo
et on a

|20 = 2llp < k" (1= K) 7 21— 2ol

pour n =1,2,...

Théoréme de Schaeffer

Théoréme Soient E un espace de Banach et T : E — E un opérateur complétement
continu.
St l’ensemble

Q={y€ E: y= ATy pour un certain \ € [0,1]}

est borné. Alors T posséde au moins un point fire dans E.
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Théoréme de Krasnoselskii

Théoréme Soit X un sous-ensemble fermé, borné et convexe de E. On suppose que les
opérateurs R et S vérifient :

i) Rx + Sx € X pour tout x € X.
ii) S est continu et S (X) est compact.

iii) Il existe un nombre 0 < k <1 tel que ||Rx — Ry|p < k||z — y||p pour tout z,y € X.

Alors, il existe au moins un élément z € X tel que Rz + Sz = 2.

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme Soit K un compacte de R™ (n > 1). Alors un ensemble S C C (K) est relative-
ment compact dans C (K) si et seulement si les fonctions dans S sont uniformément bornée
et equicontinues sur K.

3.4 Systémes Couplés

On considere le probléme suivant (voir [17]) :

Du (t) = f1 (t,v (), D* v (t)),t €10,1],
DPy(t) = fo (t,u(t), D u(t)),t €[0,1],
u(0) =v(0) =0, (I)
u (0) =~IPu(n), n€]0,1],
019 €1]0,1]

ol p,q sont deux nombres réels positifs, 1 < «
C([0,1] x R% R).

2,1 < pB <2, v 6 €Ret f1, fo €

Pour étudier le systéme couplé (7), on a besoin des lemmes suivants (voir [1]) :

Lemme 3.4.1 Soit f € C,([a,b] ,R), (x> —1), alors pour tout t € [a,b], on a

i) JUJSf(t) = JIef(t), pour r,s > 0.

it) D:JEf(t) = f(t), pour s > 0.
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ite) DIJsf(t) = J5"f(t), pour s >r > 0.

Lemme 3.4.2 [26] Pour n — 1 < o < n, ot n € N*, la solution générale de l’équation

D%z (t) =0

est donnée par

z(t) =co+ a1t + cot? + .+ cn_ltn_l7
ounc; € R,e=0,1,2,..,n—1.

Lemme 3.4.3 Soit n —1 < a <n, oun € N*. Alors, pour f € C"([0,1],R) on a

J*(D™) f(t) = f () +co+ crt + cot? + ..+ ey t™ L,
ouc; €ERi=0,1,2,..n—1,n=[a] + 1.
Passons maintenant a démontrer :

Lemme 3.4.4 [17] Soit v (pﬁ), et soit g € C(]0,1],R). Alors la solution de l’équation
7717
differetielle fractionnaire

D% (t) =g(t), 1<a<?2

avec les conditions

est donnée par

(3.1)

M (p+2)t [T (n—s)P
I'(p+2) —ynpptt /0 I'(p+a) () ds.

Démonstration : D’apres les lemmes 3.4.2- 3.4.3, on a

v )= 7o /0 (t— )2 g (r) dr — co— ert. (3.2)

(

Ainsi,



32

/ 1 ! a—2
m(t):ﬁ/o(t—ﬂ g(1)dr —c1.

a—1

En utilisant la premiére condition du lemme 3.4.4 , on obtient,

00:07

En appliquant Lemme 3.4.1 sur la formule 3.2 avec ¢y = 0, on trouve,

JPx(t) = ﬁ/@ (t—s)P g (s)ds — Clﬁ/o (t —s)" " sds.

En utilisant la deuxiéme condition du lemme 3.4.4, on obtient,

M+2)  pa ().

c1 = —
' ['(p+2) —ynrtt

On remplace ¢; dans (3.2), on aura

o) = ﬁ /0 (t— )" g (s)ds

AT (p+2)t /”(77—8)““1
L(p+2)—yprtt Jo T'(p+a)

g(s)ds.

Maintenant, on introduit les espaces,

X = {ue C([0,1],R"), telle que D*'u € C([0,1],RT)}
et

Y = {v e C([0,1],R"), telle que D°'v € C([0,1],R")}.

Pour 1 < o < 2, on définit la norme |Ju||,; dans X par

lull, := max ([|ul|, [| D> ul]) ,
ou,
Jull = sup Ju(t)], et [|D*"'ul] = sup [D* " u(t)].
te[0,1] t€[0,1]

Pour 1 < 8 < 2, on définit la norme ||u||,, dans Y par

o]l = max (|lo]], [[ D"

)
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ou,

lv|| = sup |o(t)],[|D"v|| = sup | D" 'u(t)].
te[0,1] t€[0,1]

Puis, on définit la norme ||(u,v)], dans X x Y, par

[, )l = max (JJully , o]l -

Il est clair que (X X Y, |.]|,) est un espace de Banach.

3.5 Conditions Suffisantes

On présente les quantités suivantes ( voir [17]) :

m = max (my, my),n = max (ny,ns),

1 | T (p+2)
Fa+1) |T(p+2)—ynrtt|

V[T (p +2) P+
T(p+2) =y I B-a)l' (p+a+1)
1 10| T (¢ +2)
F(B+1)  [T(g+2)— ¢

0|7 (q +2) ¢
T(q+2)—6¢"HT(B=B)T (g+5+1)

En outre, on considére les hypothéses suivantes :

M, = 1+

My, = 1+

(H1) : Il existe des nombres réels positifs m;, n;, i = 1,2, tels que pour tout t € [0,1], (uy,v1)
et (ug,v2) € R? on a

|f1 (L, uz,v2) — fi(t,ug,v1)] < myfug —ug| +ma vy —v1],

|f2 (L, ug,v2) — fo (t,ur,v1)] < ngfug — wr] 4 ng fvg — vy

(H2) : Les fonctions f1, f : [0,1] x R? — R sont continues.

(H3) : 1l existe deux constantes positives Ly et Lo, telles que

|f1(t,u,v)| < Ly, |fo (t,u,v)| < Ly, pour tout ¢t € [0,1],u,v € R.

Notre premier résultat est basé sur le théoréme de point fixe de Banach :
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3.5.1 Existence et Unicité :

Théoréme 3.5.1 [17] Soient ~ # ;12) et 0 # Cgﬁ On suppose que l'hypothése (H1) est
vérifiée. Si

1
max (m, n) max (M7, M3) < 3 (3.3)

alors le probléme (I) admet une solution unique dans X X Y.

Démonstration : On considére 'opérateur 7: X x Y — X x Y défini par

T (uw)(t)=(Ti(v) (1), Ta(u)(t) ),

ou,
To(t fo T(a v (s), D (s))ds
s p+a—1 o
+ pf?ffnpﬂ fo oz ;—}—a) fi (ta v (5) , D Ly (s)) ds
et
Tou (t 0 r (s u(s), Dty (s)) ds
O ( q+6 1 _
- q+2q+§Cq+1 fO l]JrB) f2 (S’ u (S> 7Dﬁ Ly (8)) ds.
Donc,
Da— lTl?) f() fl s, ?} ),Daflv (8))d8
T 2—a SP+(¥ 1 o
-+1xp1£ffﬁw+lris(ﬂ\ﬂ) = (5,0 (s), Do (s)) d
et

DA 1Ty (t fo fo (s,u(s), D tu(s)) ds

0l (q+2) 12-8 (¢—s)at8—1 1
+F(q+2q 5CTFT T(3-5) Js o f2 (s, u(s), D7 tu(s)) ds.

On va démontrer que T' est une application contractante. Soit (ug,v1), (ug,v9) € X X Y.
Donc pour tout ¢ € [0,1], on a

[ Tyvg () — Thva(t)]

Lt—s)" WM (p+2)t [T (—s)
: {A T “ Ter2-—wl To+a “}

X sup |f1 (s, vy (8), D* 1wy (3)) - fi (s,vl (5), D> oy (s)){ )

0<s<1
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D’aprés (H1), on peut écrire

| Thva (t) — Tyvs (B)]

( 1, V[T (p+2) P+ >
F'(a+1l) [T(p+2)—yrH T (p+a+1)

(m1 [Jvz — v1]| +ma || D> (v —v1))) -

Par conséquent, on obtient,

HT1U2 — Tllel S 2M1m H'U2 — U1H1 .

De méme, on trouve

||T2U2 — T2U1||1* < 2Msn ||u2 - U1||1 .

D’autre part, on a

| D (T, (1) — Tyon (1))

< /0 [fi (802 (8), D™ oz (1) = fu (t 00 (8), D™ on (1)) | ds

V[T (p+2) e
T (p+2) =Pt T (3—a)

T (n— 5)p+a_1 a—1 . v a=1,, s
X/o Th+a) |f1 (8,02 (8) , D Moy (8) — fu (01 (8), Doy ()] d

Iy T (p+2) P+
- (1+ IF(p+2)—vn”+1|F(3—04)F(p+oa+1)>

(m1 ||?)2 — ’Ul|| -+ Moy HDa_l (1)2 — 1)1)H) .

Par conséquent, on obtient,

| D (Tyoy (8) = Thwr (1))]] < 2Mim vy — v -

Avec les mémes arguments, on obtient,

H.DB_1 (T2u2 (t) — T2u1 (t))H S 2M£n ||U2 — U1||1 .

Et comme M; < M/, (i = 1,2), on déduit alors que
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[Tvos (t) — Thor (B)]]; < 2Mym [|ve — w1l -
On a aussi,

[ Tous () — Tour (t)|y, < 2Myn[lva — va]; -
Ce qui implique que

”T (u27 U?) —-T (uly Ul)“g S

2max (m,n) max (M7, My) ||(ug — u1), (vg — v1)]|, -

D’apreés la condition (3.3), on déduit que T est une application contractante, et d’apres le
théoreme du point fixe de Banach, il existe un point fixe unique qui est une solution de
probléme (7).

3.5.2 Deux Autres Résultats :

Théoréme 3.5.2 [17] Soient v # F(ﬁf et § # ZLQ) On suppose que (H2) et (H3) sont
vérifiées. Alors le probléme (1) admet au moins une solution dans X x Y.

Démonstration : On utilise le théoréme de Scheafer pour montrer que 7" admet au moins
un point fixe dans X x Y :

1) : La continuité de T :

grace a la continuité des fonctions f; et fy, on déduit que 'opérateur 1" est continue.

2) : L’opérateur 7" est borné sur X x Y :
Soit o = max (L1 M, Lo M) < oo, on prend (u,v) € B, telle que

By = {(u,v) € X xYi|[(w,0)||, < a}.

D’apres (H3), on a

| Ty (1) |g/0 (;za‘;)a 11 (5,0 (s), DY (s)) | ds

|’7|F p+2 / p+a 1 1
t , D™ d
T (p+2) — 4] p+a [fu(t v ( (5))| ds.
L Li|y| T (p+2)nPt

< .
ST+l Tp+2)— i Tp+atl)
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Donc,

[Tl < LMy
et de plus,

D* Ty (t)] < /O|f1 (t,v(t),D* v ()| ds

T (p+2) £
L(p+2) —ynprtiT (3 - a)

U 5)p+a_1 a—1 a—1
x/o s 1 (L0 @), D" () = fi (L 0). Do (0) | s

V[T (p +2) P+
- <1+ |F(p+2)—777p+1|F(3—a)F(p+a+1))'

D’ou,
ITvoll, < LiM;.

De méme, on trouve

[Toully, < LaMs.
Ce qui implique que

1T (u, )]y < o

Donc T est borné sur B,.
3) : L’équicontinuité :

Soient t1,t5 € [0,1], t; < ts et (u,v) € B,. On a

| Tlv (tg) — T1U (tl) |

L L ['(p+2)nPt* |ty — t1|*
c b ey LbIT@ )? |ta — ] (3.4)
I'(a+1) T(p+2) =y T (p+a+1)
et
}Da_lTl’U (tg)—Tl?) (tl)‘ SM{ (tg—tl) (35)

Avec le méme raisonnement, on a
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| TQU (tg) — TQU (tl) |§

(3.6)
Lo s e, DT (@42 —h)
F@E+1) 12 1 r(g+2) - o¢" T (g+5+1)
et
| D yu (t2) — Tou (t1)]| < My (ta — t1) - (3.7)

Quand ty — t; les second membres de (3.4) — (3.7) tendent vers zéro. Puis, par suite des
étapes 1.2 et 3, et d’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, on déduit que T' est complétement
continu.

4) : L’ensemble

Q={(u,v) € X XY, (u,v) =T (u,v),0 < XA <1}

est borné.

Soit (u,v) € Q, donc (u,v) = AT (u,v), avec 0 < A < 1. Pour tout ¢ € [0,1], on a

u(t) = AT (t),v(t) = NTru(t).

D’apres (H3) et on suit les méme étape précédentes, on obtient,

Ju @) < AL1 My, o (8)]] < ALp M.

De méme,

| D u ()| < ALyMy, || D o (8)|| < ALa M.

Par Conséquent,

||U||1 < /\LlM{7 ||U||1* < )‘L2Mé-
D’ou
[(w, v)lly, < Amax (L1 My, LaMs,) .

Ce qui montre que I’ensemble €2 est borné.

Comme conséquence du Théoréme de point fixe de Schaefer, on déduit que 7" admet au
moins un point fixe dans X x Y, qui est une solution de (I).

Le troisiéme résultat est basé sur le théoréme de Krasnoselskii :
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Théoréme 3.5.3 [17] Soient v # 2112), § # D On suppose que (H1),(H2) et

Cq-&-l
sont vérifiées. Si

1
max (m,n) < 2

alors, le probléme (I) admet au moins une solution dans X x Y.

Démonstration : Soit § > max (L M|, Ly M) . On considére 'ensemble suivant

By = {(u,v) € X XY, |[(u,v) || < 0}.

On définit 'opérateur R par :

R (u,0) (t) = (By (v) (), B2 (u) (1)),

ou,

_g)a—1 o
Rw(t) = [y 5 fi(s,0(s), Do (s)) ds,

Rou(t) = [1 4277 £, (s,u(s), D*u (s)) ds.

On définit aussi 'opérateur S par :

S (u,v) (t) = (51 (v) (), 52 (u) (1)),

P+a 1

Siv (t) — ;{;p‘*‘jnp“ fO I‘(p+a) fi (t, v (S) , D1y (S)) ds,

q+B 1

Sout (t) = rorsher [y Sgiig—fo (s,u(s), D7 Mu(s)) ds.

Alors, pour tout (ug,v1), (ug,vs) € By, on a

|R1’Ul (t) -+ Sﬂ]g (t)|

< /0 (Unt) N | /1 (s,v1(s), D" vy (s)) | ds

' ()
VT (p+2)t et o
+|F(p+2 77p+1| p+a {f1 (t,v2(3)7D 1U2(s))|d8.

D’apreés (H3), on trouve,

| Rivy + Siva|| < LMy,
et

(H3)

(3.8)
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HDa_l <R1U1 + Sﬂ)g)H S LlM{

De méme, on trouve,

| Rouy + Saus|| < LoM,
et

HDﬂil (R2U/1 + SQUQ)H S LgMé
Par conséquent, pour tout (uy,v1) et (uz,vy) € By, on obtient
|R (u1,v1) + S (ug, v2)|l, < max (Li My, LyMj) < 6 < co.
Ce qui donne la stabilité de opérateur R (uq,v1) + S (ug, v2) dans By.
Maintenant, on va montrer la contraction de R : En utilisant (H1) et les mémes arguments

que le théoréme 3.5.1, on trouve

2m
Rivs — R < ——m -
| R1va ]| < T(a+1) [z = vily

2n
Rous — Roun|| < =—— ||us —u ,
[ Rott — By < s oo =l

||D°‘_1 (Rivg — Rlvl)H <2m||vg — 1],

et

D1 (R — R < 20— ],

Donc,
[ R (u2,v2) = R (u1, v1) ||, < 2max (m,n) [[(uz — w1, vz — v1)|,.
D’apres la condition (3.8), on déduit que R est une application contractante.

La continuité de 'opérateur S : de La continuité des fonctions f; et fo on déduit la continuité
de 'opérateur S.

La compacité de l'opérateur S : Soient t1,t5 € [0,1], 1 < t3 et soit (u,v) € By, alors on a

Ly |y T (p 4 2) pP** (t — 1)

Syv (ta) — Sv (th) |<
’ 1U(2) 17)<1)|— |F<p+2)_,ynp+1|1“(p+a+1)7
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Ly 7| T (g +2) ¢ (t — t1)

| Sau (t2) — Sau (t1) |< ‘F(q—I—Q) —5Cq+1’F<Q+B+1)

Ly |y| T (p 4 2) Pt (ty — t1)
T(p+2) =P T (p+a+1)I' (3 —a)

| DSy (t2) — So (t)| <

et
| D771 Sou (ta) — Sau (ty)| < Lo Y| T (q+2) TP (ty — t)
=T+ 2) - o™ T (q+ B+ DL (3 B)
Donc,
Ly || T (p+2) pPre (ty — 1)
- <
1S — S|, < T(p+2) — P T(p+a+1)T(3—a)
et
|| Sou — Saul|,, < Lo |y| T (q+2)¢77 (ty — ty) |
I« — }F(q—i—Q)—5<’q+1‘r(q+ﬁ+1)F(3_ﬁ)
D’ou,

(3.9)

Ly |y|D(p+2)nPte
[T (p4-2) —ynP T (p+a+1)(3—a)’

La|y|T(g+2)¢9+8
|D(q+2)-6¢7 T[T (q+8+1)I'(3-5)

Le second membre de (3.9) est indépendant de (u,v) et tend vers zéro lors que t; — ty. Par
conséquent, S est equicontinu ainsi S(By) est relativement compact et d’aprés le théoréme
d’Ascolli-Arzella, 'opérateur S est compact. En conclusion du théoréme de Krasnoselskii,
on déduit que le probléme (/) admet au moins une solution dans X x Y.
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3.6 Exemples Illustratifs

Exemple 3.6.1
On considére le probléme suivant :

( Yt
3 ep(=2)p)] | sin(D2u(n)
Dzu (t) T 164exp(t) 32(mwt241) te [0? 1] )
1
u(t D2u(t
Dho(t) = ()] +] 2<>\1 e,
e(mt+20) (1+|u(t) +|D2u(t)]) (3.10)

\ v(0) =0, v'(0) = —8T2v (%) ds
Dans cet exemple, on a o = 3 = g, p= %, q= %, y=4,6=-8, 1= %, (= ‘—51. Alors pour
tout u, v € Ret ¢t €[0,1], on a,
£ (b u) e |ul sin v
u,v) =
LA 16+ ¢t 32(xt2+1)’
o jul + [o

e (mt+20) (1 + |u| + |v])

Donc,

1
|f1(t,uz, v2) — f1(tug,v1)|] < — (Jug — wg| + |v2 — v1]),

16
1
| fo (t,ug, v2) — fo (8, ur, )] < 20 (luz = wa] + vz = v1]) -
Ainsi, on trouve,
4 3T 3
M, = M =1+ —r—
! VA dvm—16 1 T aym =8
4
M, — 3T M, = 3T

+ M =14 —Y"
3V 30y — 322 15y/7 + 16v/2

Il est clair que la condition (3.3) est vérifiée. Alors, d’apres le théoréme 3.5.1, le probléme
(3.10) admet une solution unique.
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Exemple 3.6.2
Soit le probléme suivant :

( 5 _
Diu(t) = exp(=t) , telo,1],
(*) 16+|sin(u(t))|+‘cos(D%v(t)) 0,1]

D%’U £ — exp{—2t}sin(u(t))7 tefo,1],
( ) 16+C05<D%v(t)) [ ] (311)

( (
Dans cet exemple, onaa:E,B:%,pzS,q:Q,yzézl,n:%,(:‘é, alors pour tout
u,v € Rette0,1],0na

exp{—2t}sinu
16 + cosv

exp (1)
16 + [sinu| + |cosv|’

|1 (8w, 0)| = |f2 (8, u,0)| =

Il est clair que f; et fo sont des fonctions continues et bornées, ainsi les conditions du
théoréme 3.5.2 sont vérifiées, donc le probléme (3.11) admet au moins une solution.

3.7 Systémes a Séries

Considérons le systéme suivant ( voir [19]) :

Du (t) = fi (t,u(t) Z gt 81:) () gi (s,u(s),v(s))ds,t €[0,1]

DPv (t) = fo (t,u(t) Z Sy S 1 () B (s, () v (s)) ds. £ € [0,1] ()
1

i
[\

([® @ + [o® (O)]) =0,

n=1) (0) = vJPu (n), n €0,1[,
"D (0) = 6J (), ¢ €]0,1],

otn—l<a<nn—1<p<navecn>1,(a >1, 5, >1) et p,qsont des nombres réels
positifs, f1 et f, sont deux fonctions qui seront indiquées plus tard, ¢;, ¢;, g; et h; sont des
suites de fonctions qui seront indiquées aussi plus tard.

On suppose que

IS
—a
Il
=)

=

\
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—+o00
S il il < +o00
2 T+ illo ol
et
+o0 1

> 5,y Ml Il < o0

sont deux séries normalement convergentes.

Pour étudier le systéme couplé (I7), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.7.1 [19] Soit € C", ([0,1] ,R). La solution du probléme

t— az—l
D%x —1—2/ °) 0; (8)gi(s)ds, n—1<a<n, a; >1

avec les conditions,

est donnée par
t —3 a—1
() = /0 %f(s)dﬁ

+o0 t_saﬁ-al
i (s)d
Z/ e ads+

AT (p+mn)t!
['(n) (T (p+n) —ynrtt)

n (77 _ S)a+p 1 a1+a+p71
X(/o m—+p dS“‘Z/ Oz-I—OémLp) Wi(5>gi(5)d5>a

tel que 7y #

+

Démonstration : D’apres le lemme 3.4.3, on trouve
! 1
s(t) = —/ (t— )" f(s)ds
I' (@) Jo

+Z/ s %( ) gi (s) ds (3.12)

—Cy — Clt — 02t2 — ... Cn_ltn_l.
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Alors, on a pour £k =1,2,....,.n — 1,

En utilisant le fait que 2(0) = 2/(0) = ... = z("=? (0) = 0, on obtient

00261262:...:Cn_2:0.

D’apres le Lemme 3.4.1, on peut écrire

Pa(t) — ﬁ /0 (t— )71 £ (s) ds +

)ai—i-a-l—p—l F (n) tp+n71

= [t (t—s
[ Tty On -G

En utilisant la deuxiéme condition du lemme 3.7.1, on obtient

Cp—1 = —

AL (p+n) otp arartp Pi ()i (1)
T () (T (p+ 1) — o) (I AR P 1)) '

En substituant co, c1, ¢z, ..., ¢,—1 dans (3.12), on obtient

() = /O%f(s)der

Z/O %% (s) i (s) ds +

AT (p+mn)tt
['(n) (T (p+n) —ynprtnt)

" (n— )P X[ (g — s) et
X (/0 Wf<8)d8+2/0 I{a+t o) goi(s)gi(s)ds> :

i=1

+

3.8 Reésultats Principaux

On impose les hypothéses suivantes :
(h1) : 11 existe des nombres réels positifs m;, m’;, n;, n} (j = 1,2) tels que pour tout ¢ € [0,1],
(u1,v1) et (ug,v2) € R? on a
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|f1 (t7U27U2)_f1 (t7U17U1)| < ml‘u2_ul|+m2 ’U2_U1|7
|fo (t,ug,v2) — fo (t,ur,v1)| < mylug —wq| 4+ ng vg — v1],
9; (t, ug,v2) — gi (t,ur,v1)] < mi|ug — | +m vy — vq],

i (t, ug, va) — hyi (t,ug, )] < ny fug — ug] +nh Jvg — v,

(h2) : Les deux séries

“+oo —+00
D el < 400, > lldillo < o0
=1 i=1

sont normalement convergentes.

(h3) : Les fonctions

f17f2>gi7hi : [07 1] X R2 - R?

et les suites des fonctions

gpiaqbz‘ : [07 ]-] - Ru

sont continues et bornées.

(h4) : Les fonctions fi, fa,g; et h; sont bornées, i.e., il existe des nombres réels positifs
Ly, Ly, LY et L, tels que

|f1 (tﬂu,U)‘ < le |f2 (tauvv)| < L27 |gl (t,u,'l))| < L/17

|h; (t,u,v)| < L, pour tout t € [0,1], (u,v) € R?.

On pose

L (p+n) o — 0T (¢ + n)
T(n) ([T (p+n) —y D) “27 Tn) (T (g +n)— ot 1)’

w1 =

1 n ||
Tat+1) T(atptl)

+oo
il jwi | llesll )
+ 4 =
;(F(oﬁ—ai—l—l) Fla+a;+p+1)

Mliz
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et
B 1 |wa
M, = I'(6+1) +F(6+q+1)
+o0
19: 1| o |wa [|64]] oo
+; (F(6+ﬂi+1> +F(5+ﬁi+q+1))’
ainsi

L = max {mj,nj,m;-,n;-} (j=1,2).

Notre premier résultat est donné par le théoréme suivant :

3.8.1 Premier Résultat

Théoréme 3.8.1 [19] Soient v # gﬁﬂfz et 0 # gq(ﬁj[ff On suppose que les hypotheéses (h1)
et (h2) sont vérifiées avec

1
5
Alors, le systéme (I1) admet une unique solution.

Démonstration : Posons

X :=C"(]0,1],R),

cet espace équipé de la norme ||.||x = ||-||oo définie par

[ flleo = sup{|f(£)], t € [0, 1]},

est un espace de Banach. En outre, 'espace de produit (X x X, ||(u,v)| y, ) muni de la
norme ||(u,v)|| ¢, v = |lu]|x + ||v||x est un espace de Banach.

On considére maintenant 'opérateur W : X x X — X x X défini par

N4 <u7 U) (t) = ( ¥y (u,v) (t) , Wy (u7v) (t) ) )

ou

W, () (1 _/0 Uit/

@) fi(s,u(s),v(s))ds
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cx—l—a —1

+Z/ b ()0 (su(6) v (o) s

+wq ™t /077 wfl (s,u(s),v(s))ds+

I'(a+p)
+oo a+a +p—1
™" 12/ F )0 s (9,0 () ds

et

(t—s)""
I'(9)

Uy (u,v) (t) = /0 fa(s,u(s),v(s))ds

ﬂ+6 -1

+Z/ 5+5 b1 (5) ha (s,u (5) v (s)) ds

n—1 ¢ (C - S)B+q71
+wot /0 TEa B+a fa(s,u(s),v(s))ds

ﬁ+6 +g-1

+wot™” 12/ ﬁ+5 D ¢Z. (s) hi (s,u(s),v(s))ds.

On prouve que ¥ est un opérateur contractant :

Soit (u1,v1), (u2,v2) € X x X. Alors pour tout ¢ € [0,1], on a

| W1 (ug,v2) () — Uy (ug,v1) (1) <

(] oo [ )

x sup |fi(s,uz(s),v2(s)) — fi(s,u1(s),v1(s))]

0<s<1

t— a+a —1 a+a +p—1
+ su 2 —————ds+|w /
o<551|¢ l/ OH— fn] oz+az+p

X sup |g; (s, uz (s), 02 (s)) = gi (8,01 (), v1 (5))])

0<s<1

Donc, pour tout ¢ € [0, 1], on obtient
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Wy (ug,va) (t) — Wy (ug,v1) (£)] <

<r(a1+1)+r(a|r;|+1)>

X sup |f1 (S, Uo (S) , Ug (3)) - fl (37 Uy (S) » U1 (S))|

0<s<1

+oo
il jwil [l
+ o) + 11100
;(F(a—i—ai—kl) Fla+a;+p+1)

X sup |g; (s,u2(s),v2(s)) — gi (s,u1 (s),v1(5))]

0<s<1

D’aprés (h1) et (hy), on peut écrire

Wy (ug,va) (t) — Wy (ug,v1) (£)] <

(r(a1+ TG ﬂﬂ))

x L ( sup |ug (t) —uy (t)] + OSUP [va (t) — v (W)

0<t<1 <t<1

—+o0
|24 || [l )
+ © 4 illoo
;(F(a—i—ai—l—l) MNa+a;+p+1)
T ( sup o () = s ()] + sup Jen () = 0 0)])
0<t<1 0<t<1

on trouve,

Wy (ug,v2) (t) — Wy (ug,v1) (1)] <

2ML L ([Juz — ui|| x + [[va — 1 x)

ol L est la plus grande constante Lipschitzienne de fonctions fi et f, respectivement de
suites de fonctions g; et h;.
Par conséquent, on a

||\I}1 (u27'U2) - \Ijl (Ul,’Ul)HX <
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2ZM1 H(Ug—ul,’UQ _UI)HXXX' (314)

De méme, on trouve

H\I’2 (u2>U2) -V, (ul, Ul)HX <

QZMQ ||(UQ — U, V2 _vl)HXxX' (315)
Finalement, en utilisant (3.14) et (3.15), on déduit que

[ (u2,v2) = W (u1,v1) |y x <

2L (M + M) [[(ug — u1,v2 — v1)|| y o x -

D’apreés (3.13), on déduit que ¥ est un opérateur contractant, et d’aprés le théoréme du
point fixe de Banach, il existe un point fixe unique qui est une solution de systéme (I7).

3.8.2 Deuxiéme Résultat

Théoréme 3.8.2 [19] Soient v # F,Eﬂnl et 0 # qff)f” On suppose que les hypothéses (h2),
(h3) et (h4) sont vérifiées. Alors le systéme (II) admet au moins une solution.

Démonstration : Tout d’abord, on va prouver que 'opérateur ¥ est complétement continu.

On peut déduire que ¥ est continu sur X x X grace a la continuité des fonctions fi, fo et
la convergence normale des séries des fonctions

Z/ - m————; (5) i (5,u (s) ,v (s)) ds,

a+m

oo /5'+6
Z/ 5+5 ¢(3)hi(8,u(8),v(s))ds

ce qui implique la convergence uniforme qui entraine la continuité des séries des fonctions.
On procede en deux étapes
(1) : On prend r > C > 0 ou

C = L(M + M),

L = max{L; L} (j=1,2),
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et soit

Br = {(u,?}) € X x X; H(U>U)HX><X < 7“}.

Maintenant, on suppose que les hypothéses (h2) et (h4) sont vérifiées, alors pour (u,v) € B,,
on a

W, () (0)] < (Féii)+F@ﬂ:i%m)§gghuwuyvam

) ta+ai ; ,'701+ai+p
+Z(W” L el )wmmwmwm

Fa+a;+1) T(a+a;+p+1)) o<1
Pour tout ¢ € [0, 1] et d’aprés (h4), on obtient

|y (u,v)||y < LM; < +o0. (3.16)

De méme, on trouve,

| W5 (u,v)||y < LMy < +00. (3.17)
Alors, d’apres (3.16) et (3.17) , on déduit que,

1T (u,v) ||l x < C. (3.18)
D’ou,
Vv (B,) C B,.

(2) : Soit t1,t € [0,1],t; < tg et (u,v) € B,, on peut écrire

| Uy (u,v) (B2) — W1 (u,v) (1) [

| g (s u(s) 0 (s) ds

s (s u(s) v (s)) ds |

t s O‘+0‘1
-HZ?%W%%@Mw@ww@

t s a+az 1
Z 1 tll—‘(a+a7 0 () gi(s,u(s),v(s))ds |
Dé+p 1

tlwr (557 =671 |y Uiy f1 (ssu () v (s)) ds |

n— n— 8a+a+p 1
Hlwr| (G5 —117) Z! Jo i () 9i (s,u () v () ds | -
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D’aprés (h4), on trouve

| Uy (u,0) (t2) — W1 (u,v) (1) [<

Ly (5 — 18 4 (ty — t1)7)

I'a+1)
N f Lt il (851 = 15 + (ta — 1))
F(Oé + o + 1)

wi| Ly (8571 —t77)
I'a+p+1)

1||901|| t”_l—tn_l)

De méme, on trouve

Ly (t§ — (- tl)ﬂ>

Wy (u,v) (t2) — Vo (u,v) (t1)] < T(3+1)

&2 Lo ¢4l (t§+'8i - tfwi + (ty — tl)ﬁﬂﬂ)

t NCESESY

i=1

|CL)2| L2 (tgil — t?il)
L(B+q+1)

ST MGt
+’Q|Z T3+ 6, +q+1)

Ce qui implique que

W (u,0) (t2) = W (u,0) (t1)] <

Li(t§ — 5+ (ta —t1)%)  |wil Ly (1571 —1777)
INa+1) ['(a+p+1)
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+§ Ly @il (857 =497 + (12 = £1)*7™)
Ma+a;+1)
Ly lgillo (8370 =771
3.19
* 1|Z Foz+az+p—|—1) (3:19)

Ly (8 =0+ (b= 10)") | Ly (1371 — £71)

_|_

I'(p+1) F(B+q+1)
£ L gyl (8575 — 615 4 (82 — 12)7)
3 NEEN

=1

S A )
HZ‘Z T(B+5;+q+1)

Quand ty — ty, le second membre de (3.19) tend vers zéro. Puis, par suite des étapes 1, 2 et
d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, on déduit que ¥ est complétement continu.

On considére maintenant, I’ensemble

Q={(u,v) € X x X/ (u,v) = AT (u,v),0 < A <1}

et on prouve qu’il est borné.

Soit (u,v) € Q, donc (u,v) = AV (u,v), tel que 0 < A < 1. Par conséquent, pour tout
t€[0,1], on a

u(t) = AUy (u,v) (t),v (t) = AUy (u,v) (t).
Donc,

1w )| = AP (s )

D’aprées (h2) et (h4), on obtient

1, )l xx < AC

On déduit que I’ensemble €2 est borné.
Comme conclusion du théoréme de point fixe de Schaefer, on déduit que ¥ a au moins un
point fixe, qui est une solution de systéme (I7).
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3.9 Deux Exemples

Exemple 3.9.1
Considérons le systéme suivant

1 _ sin(u( (t—s) ex sin(u(s)+v(s))
D2u(t) = t+1) L+ V2+ Zfo r'(2) pk? ( 66(k!)(s2+1) ) ds,t € [0,1],

< 1 sin u(t)+sin v(t t t S exp 52 sin u(s)+sinv(s
Dzv (t) - 64(t2+1) + \/_+ Z 0 ( ) ) (66(k')\/£(3exp(k52§+1)) dS te [0 1]
\ u(0) =~JPu (L), v(0)=dJ% (1),
(3.20)
Oﬁva:6:%7ak:ﬁk:2 (k:172737)7T]:C:4117p:q:%77:5:2ﬁet
sin (u + v) sinu + sinwv
t = —= 2 t -
fl(auav) 64(t+1) +\/_a fg(,u,’l]) 64<t2+1) +\/§7
sin (u + v) sinu + sin v
t,u,v) = , hi (t,u,v) = ,
2 ) 66 (k1) (12 + 1) g ) 66 (k!) VE(t exp(kt?) + 1)
exp (—kt) exp (—ks?)
o) = 2D 1y = SRR,

Pour tout (uy,v;), (ug,v2) € R* et t € [0,1], on a

1
10, U2,V2) — J1 (1, U1, V1 > U2 — Uy Vg —V1}),
|fu(t )= fi(t = |+ )

| f2 (T, uz,v2) — fo (t,ug,v1)] < —4(’u2—ul\+\v2—01’)7

1
gk (t,u2,v2) — g1 (t,ug,v1)] < — (Jug — w1 + |v2 —v1])
66
1
|y, (t, uz,v2) — by (t,ur,v1)] < 6 (Juz = ua] + va — v1])
on trouve
T = (o), =
= max (my,m;),_,, = 61
Donc,
_ 10.889
2L (M; + My) =4 x =0.68 < 1.

64
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Il est clair que toutes les hypothéses du Théoréme 3.8.1 sont vérifiées. Par conséquent, le
probléme (3.20) a une unique solution.

Exemple 3.9.2
On considére le systéme

3 —ks
pu = =g, 5 [ bty o)
k=1"

21 __ sin(u(t)4v(t)) (t—s)® Smh e~ * sin(u(s)xv(s)) (321)
Dsw(t) = =557 +Z/ = w el gs, ¢ e [0,1],
k=1 "4

\

Pour cet exemple, nous avons a = %, =2, =08, =4(k=123,..),v=0=2,
n=( =1 et pour tout ¢ € [0,1], et (u,v) € R? on a

cosh (—kt) sinh (—s?) cos (u+wv)
oy, (1) = i o (1) = EN filt,u,v) = T
sin (u + v) e cos (u x v)
f?(t7u7v) :W7 9k (t,U,,'U): k2 42 )
et
e (£, 0) = e tsin (u X v)

k1.5

D’autre part, on a

400 +o00

cosh (—kt)
Shal = X[ <o
k=1 o0

k=1

- X ||sinh (—s?)
Sl = 3| TR0

k=1

< 400,

0.9}

Il est clair que toutes les hypothéses du théoréme 3.8.2 sont vérifiées, donc le probléme (3.21)
admet au moins une solution.



Chapitre 4

Transformations Intégrales et
Applications aux EDF's

Dans ce chapitre, on présente des nouveaux résultats sur les transformations intégrales de
type Fourier et Laplace, voir ([3, 11, 20]).

4.1 Transformation de Fourier

Définition 4.1.1 Soit f : R" — R (ou C) une fonction dans L* (R™). La transformée de
Fourier F (f) de f est définie par

f{f(a:),w}:f(w):/ e £ () dz, w € R,

ol Wr = wixy + ... + Wpx,, n € N¥,
On rappelle le théoréme d’inversion de Fourier dans L' (R") :
Théoréme 4.1.1 Soit f : R* — R (ou C) une fonction dans L' (R"). Si f € L' (R"),

alors

f(x)= ﬁ /n eiw]?(w) dw, x € R".

4.2 Propriétés

Proposition 4.2.1 Si f € L' (R), alors f est une fonction continue, bornée, J?(w) tend

vers 0 quand w — +o00 et

56
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1]y < 101

Proposition 4.2.2 (Linéairité) Soient f et g deux fonctions appartiennent o L' (R) et
a, 5 € C. Alors

Flaf (@) + By (z);w} = aF{f(2);w} + BF{g(z);w}.
Proposition 4.2.3 (Translation) Soit f € L' (R) et ¢ € R. Alors
FA{f (= ¢)sw} = exp (iwe) f ().

Proposition 4.2.4 (Modulation) Soit f € L' (R) et wy € R. Alors

~

F {exp (iwoz) f (z) ;w} = f (w — wo) -
Proposition 4.2.5 (Changement d’échelle) Soit f € L' (R) et ¢c € R*. Alors

FAf (e} =15 F (%)

C

Proposition 4.2.6 (Conjugué complexe) Soit f € L' (R). Alors
FLr@sw) = F-w).

Proposition 4.2.7 (Transformée d'une dérivée) Soit f € L' (R). Supposons que f est une

fonction dérivable et f' € L' (R). Alors

FAf (@);w} = iwf ().
Si f est une fonction k—fois dérivable et f*) € L' (R), alors

f{f(k) } (1w) f

Proposition 4.2.8 Si f est une fonction admet des dérivés a l'ordre k qui sont dans L' (R),

alors
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Proposition 4.2.9 Soit f € L' (R). Si zf € L* (R), alors f est une fonction dérivable et

~

df (w)
dw

— F{—izf (x)50}.

Si 2k f € L' (R), alors f est une fonction k fois dérivable et

d*f
T _ F i) £ @)},
et pour k=1,2,..., on a
Ak f +00
glfw(’:u) < /oo ‘xkf (z)| dx.

Proposition 4.2.10 (Transformée d'un produit de convolution) Soient f,g € L' (R). Alors
fxge L' (R) et

Fifxg(@);wp = F{f(z);w} x F{g(z);w}.

4.3 Reésultats Principaux

Définition 4.3.1 [20] Soit f : R® — R (ou C) une fonction appartient a L' (R™). La
transformée de Fourier généralisée est définie par la formule suivante :

Fulf @) = Faw) = [ anf @)
o a € |1, 400].
On démontre le théoréme d’inversion de Fourier généralisée (voir [20]) :

Théoréme 4.3.1 Soit f : R" — R (or C) une fonction appartient & L' (R"). Si f, €

L' (R™), alors, on a
Ina\" o B
r0=(32) [ @,

ou w,r € R".
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Démonstration : Soit f € L' (R"). Alors, on a

Ful{f (2)w) = / (@) d
(4.1)

_ / e (0) do

Posons t = zlna et |J| = (Ina)"”, ou J est le Jacobien, dans (4.1), on trouve

Falf (2);0} = F{g(t);w},

ou, g(t) = ( L )n f (L) . On voit que fa =g € L' (R"). En appliquant la transformée de

Ina Ina
Fourier inverse, on obtient

0= 271r)" / G () do

1= (32) [ it

4.4 D’autres Résultats

Donc,

Proposition 4.4.1 Si f € L' (R), alors ]/‘"; est une fonction continue, bornée, fa (w) tend
vers 0 quand w — +o0 et

Démonstration : En utilisant le changement de variable ¢t = zIna et la proposition 4.2.1,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.1.

fa

< 1oy -
e S Wl
Proposition 4.4.2 (Linéarité) Soient f et g € L' (R) et o, 8 € C. Alors,
Folaf (@) + By (x);w} = aFo {f (2);w} + BF{g (z);w}.

Démonstration : Grace a la linéairité de I'intégrale, on déduit la linéarité de la transfor-
mation F,.

Proposition 4.4.3 (Translation) Soit f € L' (R) et ¢ € R. Alors,

Folf (@ —c);w} = a™ f, (w).
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Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.4 (Modulation) Soit f € L' (R) et wo € R. Alors,
F. {ai”"wf (x) ;w} = J/C; (w—wp) .

Proposition 4.4.5 (Changement d’échelle) Soit f € L' (R) et ¢ € R*. Alors,

Folf )iy = R ()

|c|
Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.6 (Conjugué complexe) Soit f € L' (R). Alors,

F {m;w} = fa(~w).

Démonstration : Evidente.

Proposition 4.4.7 Soit f € L' (R). Supposons que f une fonction dérivable et f' € L' (R).
Alors

FoAf (2);0} = (iwlna) fu (@).
Si f est k—fois-dérivable qui sont dans L' (R), alors
F {f(k) (z);w} = (iwlna)® f, (w), on k € N.
Démonstration : En utilisant le changement de variable ¢t = xIna et la proposition 4.2.7,
nous obtenons la preuve de la proposition 4.4.7.

Proposition 4.4.8 Si f est une fonction k—fois dérivable qui sont dans L' (R), alors

C

Proposition 4.4.9 : Soit f € L' (R) et zf € L' (R). Alors
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Si z*f € LY (R), alors

d" |
Jolo) _ £ {(cirma)t £ (a):0}
et pour k=1,2,..., on a
dk/; +o0
cj;TE“w) g/_oo )(xlna)kf(:c)‘d:c.

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = xIna et la proposition 4.2.9,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.9.

Proposition 4.4.10 Soit f,g € L' (R). Alors f*g e L' (R) et
Fa{f xg(x);wt = Fo{f (#);0} Fa{g (z);w}.

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = xlna et la proposition 4.2.10,
on obtient la preuve de la proposition 4.4.10.

Théoréme 4.4.2 Soient f: R — R ou (C), et A,¢ : R — R des fonctions dérivables et
vérifient lirin A(z) = lirin ¢ (z) = +oo. Si foA™ € L' (R) or (fA" € L' (R)), alors on a

Fyp(w) = /RA' (z) e 4@ £ (1) da.

Si Fago¢p™' € LY (R) or (Fagd' € L' (R)), alors, la fonction originale f est donnée par la

formule suivante
1

T o

f (@) /R & () AN B, () dw

Démonstration : Soit fo A~ € L' (R) or fA' € L'(R). Alors, on a

Fay(w)= /RA' (z) e 4@ £ (1) de.

Posons t = A (x), donc

Faglo) = [ er (a7 ) ar

= F{f(A7 ()0}
Si on pose y = ¢ (w) , on obtient

Fag (07 () =F{f (A1 (1) 59}
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Comme Fag40¢~ " € L' (R) or (Fag¢' € L' (R)), en appliquant le théoréme d’inversion de
Fourier au point y, on trouve

_ 1 ; _
FATH() = Q—/thFA,¢ (o' (v)) dy,
T JR
ce qui implique que
1 , _
fx) = o RelA(I)yFA@ (07! (y)) dy

1 .

= 5 R¢’ (W) A By o (w) dw.

Dans le théoréme 4.2.2 | si on prend ¢ (w) = w, alors on obtient le corollaire suivant

Corollaire 4.4.1 Soient f: R — R ou (C), et A: R — R une fonction dérivable et vérifie
lim A(z) =+o00. Si foA ™l € L' (R) or (fA' € L' (R)), alors on a

r—+o0

Fy(w) = /RA' (x) e~ A@w £ (x)dx,

Si Fq € L' (R), alors la fonction originale f est donnée par la formule suivante

1
27

f(z) /R AW Py (w) dw.

Remarque 4.4.1 La transformation donnée dans le Théoréme 4.4.2, généralise plusieurs
transformations, (voir [2]), et pour voir aussi des applications de la transformée donnée dans
le corollaire 4.4.1 aux équations différentielles fractionnaires aux dérivées partielles (voir [2]).

4.5 Transformation de Laplace

Définition 4.5.1 Soit f: RT — R (ou C) une fonction dans Li,. ([0, +oc[). Si l'intégrale

loc

C{f(@)ip) = Fp) = / T e (2) da (4.2)

existe, alors la fonction L{f (x);p} (ou F (p)) de la variable complexe p s’appelle transfor-
mée de Laplace de f.

Remarque 4.5.1
i) Si 'intégrale (4.2) converge pour tout p tel que Re (p) = 0y, alors elle converge pour tout
p tel que Re (p) > oy.
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ii) Si l'intégrale (4.2) diverge pour tout p tel que Re (p) = oy, alors elle diverge pour tout p
tel que Re (p) < 0.

Définition 4.5.2 Soit f € L} ([0, +00c[). Le nombre

loc

oo =inf{oc €R: f(z)e 7" € L;,. ([0, +00[)}

s’appelle ’abscisse de convergence absolue de la fonction f. Le demi plan de convergence

{p=0c+iweC: Re(p) > oo}

est le domaine de sommabilité sur lequel F (p) est définie.
Théoréme 4.5.1 (Théoréme d’inversion de Laplace) Soit F' (p) = F' (0 + iw) une fonction
holomorphe de la variable complexe p dans le demi plan {p € C : Rep > 0o} . Supposons que

limyp| 400 F (p) = 0 pour Rep > oy et la fonction w € R — F (0 +iw) € L' (R) pour tout
o > og. Alors, Uoriginal f de F est donné par la formule de Bromwich-Wagner suivante

1 o+100

f(x)= —/ ePTF (p) dp, o > oy.

270 ) g_ioo

4.6 Propriétés

Proposition 4.6.1 (Linéarité) Soient f et g deux fonctions continues par morceauz et
d’ordre exponentiel a linfini (i;e; s’il existe des constantes My, My > 0, et des nombres
réels og, <o tels que |f (z)] < M1e?%, |g (x)] < Mae®®® pour x > xq). Alors

L{af (z)+ Bg(x);p}t = aL{f (x);p} + BL{g (z);p},

ot Re (p) > max {oo,<0} -

Proposition 4.6.2 (Translation) Si L{f (z);p} = F (p), alors

LA{f(x—c);p} =exp(pe) F(p),

ot Re (p) > 0g et c € R.

Proposition 4.6.3 (Modulation) Si L{f (z);p} = F (p), alors

L{exp(—ax) f(z);p} =F (p+ «),
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ot o un nombre complexe tel que Re (p + a) > oy.

Proposition 4.6.4 (Changement d’échelle) Si L{f (z);p} = F (p), alors

1
L{f(ex)ip} = -F (%),
ou, Re (p) > ¢ et ¢ > 0.

Proposition 4.6.5 (Conjugué) Si L{f (z);p} = F (p), alors

L{f(z);p} =F (D),
ot, Re (p) > 0p.
Proposition 4.6.6 Si F'(p) est la transformée de Laplace d’une fonction f, alors F (p) est
une fonction holomorphe sur le demi plan
{p=0+iwe C:Re(p) >o0},

et on a,

F® (p) = (=1)F L {a*f () ;p}.

Proposition 4.6.7 Soit f une fonction localement sommable. Supposons que pour x > 0,
f(x) est continue, f',..., f*~V) existent et sont continues par morceaus et s’il existe une

constante M > 0, oq tel que |f (x)] < Me*, pour tout x > xq, alors

L{f® (z);p} =

ka (p) — pk71f (0+) . pk’zf’ (0+) _ f(kfl) (0+) ’
ot, Re (p) > 0y.

Proposition 4.6.8 Si L{f (z);p} = F (p) et L{g(z);p} =G (p), alors

LA{f*g(x);p}=F(p)G(p),

ou, Re (p) > max{0g,<o} .

Proposition 4.6.9 Si L{f (z);p} = F (p), alors

ﬁ{/:f(t)dt;p} zy,
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ou, Re (p) > max{0,00} .
Proposition 4.6.10 Soit f une fonction continue par morceaux et d’ordre exponentiel a

UVinfini (ie |f (z)| < M1e?* pour My > 0, 09 € R, et x > xg). Si L{f (z);p} = F(p),
alors, pour tout p tel que Re (p) > g, on a

lim F(p)=0.

|p|—o00

4.7 Reésultats Principaux

Définition 4.7.1 [20] Soit f: RT — R (ou C) une fonction intégrable. La transformée de
Laplace généralisée est définie par la formule suivante

ca{fm;p}:/o T (2) de, ot a €1, 00]

pourvu que cette intégrale existe.

Remarque 4.7.1 Soit f une fonction continue et d’ordre exponentiel ( |f (x)| < M exp (ooz)
pour o9 € R, M > 0, et x > 1), la transformée de Laplace généralisée est bien définie sur
le demi plan {p =0 +iw € C: Re(p) > =}

Theorem 4.7.1 [20] Soit F,(p) = F, (o +iw) une fonction holomorphe de la variable
complexe p dans le demi plan {p € C:Rep> l‘r’l—oa} Supposons que limp_, o Fy (p) = 0
pour Rep > 2% et pour tout o > £% la fonction w € R — F, (o +iw) € L' (R). Alors,

loriginal f de F, est donnée par la formule suivante

ln a o+100
f(x) = o / a7, (p) dp.

2w f i
Démonstration Soit Re (p) > 2%, donc

[Fo(p)] < /Ooo|a_pzf(x)}dx

“+o0o
— / |e_”1n“f (x)’ dr < +0o0,
0

o, |f (z)] < M exp (0ox) avec o est une constante, M > 0 et pour tout x > x¢). Ainsi
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R = [ e

—+o00
_ / PP f (1) .
0

Posons t = zlna et g (t) = - f (&) , on trouve

F.(p)=G(p),

ou GG (p) est la transformée de Laplac de g. On voit que la fonction G(p) satisfait les conditions
du théoréme 4.5.1, donc loriginal ¢ (x) est donnée par

1 o+100
g(t) = 5= / e™'G (p) dp.

2 S i
Ce qui donne

h,l a o-+100
f(z) =20 / P F, (p) dp.

270 Jo_ioo

4.8 D’autres Résultats

Proposition 4.8.1 (Linéarité¢) Soient f et g deuzx fonctions continues par morceauz et
d’ordre exponentiel o l'infini telles que |f (x)| < Mye®%, |g (x)| < Mae®® avec My, My > 0,
00,S0 € R, pour x > xq. Alors

Lo{af (x) + By (x);p} =l {f ();p}+ BLi{g (x);p},

ot Re (p) > = max {og, <o} -

Démonstration : Gréce a la linéarité de l'intégrale, on déduit la linéairité de la transfor-
mation L,.

Proposition 4.8.2 (Translation) Si £, {f (z);p} = F. (p), alors

Lo{f(x—c);p}=a"F,(p),

ot Re(p) > 2% et c€ R.

Proposition 4.8.3 (Modulation) Si L, {f (z);p} = F. (p), alors

Lo{a™f(x);p} =F.(p+ ),
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ot, o un nombre complexe tel que Re (p + a) > 22

Proposition 4.8.4 (Changement d’échelle) Si L,{f (z);p} = F. (p), alors

Loff(en)in} = Fa (D),

¢ “\e¢
o, Re (p) > 2% et ¢ > 0.

Une autre proposition est la suivante :

Proposition 4.8.5 (Conjugué complexe) Si L, {f (z);p} = F,(p), alors

ou, Re (p) > 2~

Ina”

Démonstration : Evidente.

On a aussi
Proposition 4.8.6 Soit F, (p) la transformée de Laplace généralisée de f. Alors F, est une

fonction holomorphe sur le demi plan

{p:a+iw€C:Re(p)>ﬂ}7

Ina

et
F® (p) = (-1)* L, {* f (z);p} .

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = xIna et la proposition 4.6.6,
on obtient la preuve de la proposition 4.8.6.

Proposition 4.8.7 Soit f une fonction localement sommable. Supposons que pour x > 0,

f(x) est continue et f',..., f (k=1) ezistent et sont continues par morceaux et s’il existe une
constante M > 0, o¢ € R tel que |f (x)] < Me*, pour x > xq, alors

Lo [f*) ()] () =
(plna)" F, (p) — (plna)* " £ (07) — (plna)* 2 £ (07) — ... — fE (0F)

ot Re (p) > 2~

Ina”

Proposition 4.8.8 Si L, {f (x);p} = F.(p) et Lo.{g(z);p} = Ga(p), alors

Lo{f*g(x);p}=F.(p)Galp),
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ot Re (p) > = max {o0,50} -

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = xIna et la proposition 4.6.8,
on obtient la proposition 4.8.8.

Proposition 4.8.9 Si L, {f (z);p} = F, (p), alors

{/f dtp} plr(la)

Démonstration : De la proposition 4.8.8, on déduit la proposition 4.8.9.

oti, Re (p) > =~ max {0,070} .

Ina

Proposition 4.8.10 Soit f une fonction continue par morceauzr et d’ordre exponentiel &

Uinfini (ise | f (x)| < M1e7" avec My > 0, 0g € R et pour x > xo). Si L, {f (x);p} = F. (p),

alors, pour Re (p) > 2%, on a

Démonstration : En utilisant le changement de variable t = xIna et la proposition 4.6.10,
on obtient la proposition 4.8.10.

Remarque 4.4.2 Soit f : RT — R(or C) une fonction continue et d’ordre exponential a
Iinfini. Alors £, et F, sont reliés par la formule suivante

LoAf(x);0+iw}=F,{a " f(z);w}.

Exemple 4.8.1 :

Soit f (x) = exp (ax), ol a est un nombre réel positif, donc on a

1

Fa = 3
9 plna — «

F, (p) existe dans le demi plan D; = {p =0 +iw € C: Re(p) > ;% }.
Pour a = e, donc on trouve

1
F(p) —
() s

ainsi F' (p) existe et il est défini sur le demi plan Dy = {p =0 +iw € C: Re(p) > a}. On
peut voir que

Dy C Dy, pour a > e,
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et

Dy C D5, pour a < e.

Remarque 1l est clair que ’ensemble des fonctions transformables au sens de Laplace est
beaucoup plus large que I’ensemble des fonctions transformables au sens de Fourier, et d’apres
I’exemple 4.8.1 au dessus, on peut élarger ou contracter le domaine surlequel la trasformée
de Laplace generalisée existe et bien définie en changeant la constante a.

4.9 Applications aux EDF's

Dans ce paragraphe, on donne des applications de la transformée de Laplace aux équations
(systeme) différentielles fractionnaires, pour plus de détails, ( voir [24]) .

Définition 4.9.1 On définit les fonctions de Mittag-Lefller et Mittag-Lefiler généralisée
respectivement pour tout o, 3 > 0 et z € C par

n

Po )= 2 a1y

n=0

et

oo
Z’ﬂ

Eap(2) = 2; T (o £ 5)

Lemme 4.9.1 [24] Soit une fonction f € C,(u> —1) tel que |f (x)] < Mexp(ox) ou
M >0 et 0 € R. La transformée de Laplace de 'opérateur intégrale au sens de Riemann-
Liouville d’ordre o > 0 est donnée par la formule suivante

LS5 [ (), p} = :

ou F(p) =LA{f (x),p}.

Lemme 4.9.2 [24] Soit une fonction f € O]} (n > —1),m € N tel que |f (v)| < M exp (o)
ou M >0 et 0 € R. La transformée de Laplace de l’opérateur de la dérivation au sens de
Caputo d’ordre o >0 (m — 1 < a < m) est donnée par la formule suivante

p"E (p) —p"f(0) — 2 (0) .. — f D (0)
pmfoz

E{Dgf (l"),p} =

Y

ou F(p) =LA{f (x),p}.
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4.9.1 Applications Numériques
Exemple 4.9.1 [24]
On considére ’équation de Begley-Torvik suivante
D% (x) + D3y (z) +y(z) =1+,

avec les conditions :
y(0) =y (0) =1.

La solution est donnée par la formule suivante
y(x) =1+
Exemple 4.9.2
On considére ’équation différentielle fractionnaire linéaire non-homogéne suivante
y™ (x) + D"y () +y () = P (2), 6 € [0,1]

avec les conditions :
y(0)=9¢"(0)=..= ym=2 =1,

et P,,_1 (z) est un polynéme de degré m — 1 tel que
Ppi(z)=14+z+2*+.. +a2™ !

Cette équation est convertie & I’équation suivante

PE (p) = 9"y (0) = " (0) 4 py ™D (0) + 5D (0)

p"F (p) = p™ 'y (0) = p™ 2y (0) + . + py P (0) +y D (0)

+ + F(p
. )
1 1 1 1
RS T T i g et
p D p p
En utilisant les conditions initiales, on trouve
2
m p°F (p) — P (p) 1 (1)
p"F(p) — Prn-1(p) + +F(p)=-Pna1|-].
(p) 1(p) p (p) PR
Donc,
m m—ao 1 1 1
Fp) (" +p""+1)==Pna | =)+ 5Pu1(p)+ Pur(p).
p p p
D’ou

On sait que
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Finalement, la solution exacte est donnée par la formule

y(@)=1+z+.. +2m"

Remarque 4.9.1 Dans 'exemple 4.9.2, sim =2 et § = %, on obtient ’équation de Beglay-
Torvik.

Exemple 4.9.3 [24]
On considére 1’équation différentielle fractionnaire linéaire non-homogéne suivante

2[)’22_0[ xl—a
Da — o 2
avec
y(0)=0, 0<a<l.
Donc,

est la solution exacte.

Exemple 4.9.4 [24]
On considére ’équation différentielle fractionnaire linéaire homogéne suivante

D% () +y () =0,

avec

y(0)=1, ¥ (0)=0, a <2.

Donc la solution exacte est donnée par

Exemple 4.9.5 [24]
On considére ’équation différentielle fractionnaire d’oscillation suivante

y' (x) = a“D% (w) — by (z) = 8,

avec
y(0)=¢y(0)=0, 1<a<2.

Donc, la solution exacte est donnée par la formule suivante

o Yo braky2-e)k+n n+k
y(z) =8 ZZF((Q—a)k+2(n+1)+l)( k )

n=0 k=0
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Exemple 4.9.6 [24]
On considére le systéeme :

Do (t) —ty' (8) + o (1) = (L+ 1)y (¢) =0,

y(t) —sint =

avec les conditions initiales

0

avec 0 < a < 1.

z(0)=1, y(0)=0.

si =1, alors z (t) = tsint 4+ e ".

Si 0 < a < 1, la solution exacte est donée par

x(t) = 2t“+1ii(—1)"+k(k+l)t2k

n=0 k=0

tna

tnoa—i—l
(F((n+1)a—|—2k—|—3)

— gpatl i (_1)[§] ([

k=0

et

k

2

Y

+F((n+1)a—|—2k—|—2)) + Ea (=17)

] + 1) tkEa,oc+k+2 (—t%) + Eo (—t%)

(t) = sint,

ou [.] est la partie entiere d’un nombre réel.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette theése de Doctorat, nous avons fait une extension sur les espaces métriques en
présentant des nouvelles structures de type S*. Puis, nous avons donné quelques nouvelles
propriétés ainsi que certains résultats originaux liés a ces structures. Nous nous sommes
aussi intéressés au calcul fractionnaire en présentant une étude analytique puis nous avons
présenté une étude numérique. Nous avons commencé par étudier certains problémes aux
limites d’ordre arbitraire. En particulier, nous avons démontré des résultats sur 1’existence
et I'unicité, (ou uniquement I’existence) des solutions de ces problémes fractionnaires au sens
de Caputo avec des conditions intégrales de type Riemann-Liouville. Dans cette partie, nous
avons, en premier lieu, proposé une autre équivalence intégrale pour les problémes posés,
puis nous avons établi des conditions assurant ’existence et I'unicité de solutions pour les
problémes considérés. Puis, dans une autre partie essentielle, nous avons développé d’autres
conditions pour assurer 1’existence d’une solution au moins. Les résultats trouvés sont basés
sur les estimations intégrales d’ordre fractionnaires, la théorie des points fixes, la théorie
des opérateurs ainsi et d’autres lemmes techniques due a Kilbas, Srivastava, etc... A la fin
de ce projet, nous nous sommes intéressés a 1’étude théorique de quelques transformations
intégrales, puis nous avons présenté quelques résultats numériques sur les EDFs.
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