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INTRODUCTION

L’analyse de la stabilité est une étape nécessaire pour 1’étude de fonctionnement de plu-
sieurs systémes (physique, mécanique, élécotronique, ... etc ), qui a fait 'objet de nombreuses
recherches mathématiques, pour cette raison le dévloppement des méthodes mathématiques
reste toujours nécessaire pour la résolution des problémes complexes posés par les différents
domaines de la science.

Pour étudier la stabilité d’un systéme on se référe aux résultats de Lyaponuv introduits par
Alexander Mikhailovitch Lyapunov[1857-1918] qui permettent de caractériser complétement
la stabilité asymptotique pour les points d’équilibres.

L’objectif de ce mémoire est I’étude de la stabilité des systémes linéaires de Lyaponuv a
temps continu.

Pour ce faire, on se base sur la stabilité des systémes linéaires standards, des conditions
nécessaires et suffisantes de la stabilite seront donc etabilies .

Le mémoire que nous présentons est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation des préliminaires et notions de bases
quand aurra besoin dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les systémes linéaires a temps invariant
standards dans le cas continu.

Le troiséme chapitre porte sur le probléme de la stabilité des systémes linéaires standards
a temps continu en utilisant les tests de Lyapunov.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la stabilité des systémes linéaires de Lyapunov
dans le cas continu en basant sur les résultats donnés dans le chapitre précédent.

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion qui couvre tous les éléments de
ce mémoire.
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Notations :

Danc cette section ,nous définissons les notations principale utilisées dans ce mémoire :

R

RTL
R’nX’n
Rnxm
AT

Corps des nombres réels.
Espace des vecteurs & n entiers réels.
L’espace des matrices carrées de dimension n a entrées dans R.
Espace des matrices réelles de dimension m X n.
Transposée de la matrice A.
L’adjoint de la matrice A.
Matrice inverse de A.
Ensemble des valeurs propres de la matrice A.
Déterminant de A.
Trace de la matrice carrée A.
Matrice dont le coeffcient de la i-éme ligne et la j-éme colonne est a;;.
Matrice identité d’ordre n.
Matrice définie positive.
Matrice définie négative.
Norme euclidienne.
Produit de Kronecker.

Abréviations .

LTI
TL
TL!

Linéaire invariant dans le temps.
Transformation de Laplace.
Transformation de Laplace inverse.



Chapitre 1

Préliminaires et notions de bases :

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions et résultats utilisés dans notre travail,
nous basons sur le référence suivantes [3],

1.0.1 Transformation de Laplace :

La transformation de laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équa-
tions et les systémes différentiels linéaires en temps continu.

Nous proposerons dans ce chapitre une bréve étude sur la transformée de Laplace tout en
s’intéressant aux principales propriétes.

Definition 1 Soit f une fontion réelle définie ¥Vt > 0. La transformée de Laplace de f, notée
L(f(t)) est définie :

+o0
LOf()) = F(s) = / F(t) exp(—st)dt, s € C. (1.0.1)

cette intégrale n’existe que si :
Ik >0, tel que |f(z)| < ke VaeR,VteR.

Example 1 Soit f la fonction Echlon unité :
1 si t>0
ro={4 %2

s1t <0

Sa transformée de Laplace est :

L) = Fs)= / exp(—st) f (t)dt
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Propriétés
1- Linéarité :
La transformée de Laplace est linéaire c-a-d :
Lla f()+p59t)] = o LIf(E)]+ BL[g(1)]
= a F(s) + B G(s).
2- Dérivation :

c [%(f)] — aF(s) + BF(0).

3- Intégration :

S

c /f(t)dt _Fls).

1.0.2 Transformation de Laplace inverse :

Definition 2 la Transformation de Laplace étant un opérateur bijective, sa bijection inverse
eziste. Elle est unique et on ’appelle originale de F', et elle est défnie par :

L7 EF(s)) = f(s).

Si £7! désigne la transformation de Laplace invesre, on a f = L71(F).
Propriétés :
1. Linéarité : La transformée de Laplace inverse est linéaire c-a-d :

,C_I(ClF(S> + CQG(S)) = le(t) + ng(t),
Ou C et Cy sont des constantes et F'(s), G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t).

1.0.3 Tableau résumé de la transformation de Laplace de quelques
fonctions :

Les fonctions | Les transformés de Laplace
a 2, a€R

at %

efat s—‘%l

te—at ﬁ

sin(wt) s weR

sinh(wt) =

cos(wt) PR

cosh(wt) =

e~ sin(wt) [
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1.1 Outils d’algébre linéaire :

1.1.1 Le polynéme caractéristique :

Definition 3 Pour A € R™™" on appelle polynéme caractéristique de la matrice A le
polynome P4(\) d’ordre n défni par :

Pa()\) = det(\, — A).

Ce polyndéme admet donc p racines Aj,\o,. ... .. ,Ap qui peuvent étre simples ou multiples. Ces
racines sont appelées valeurs propres de A. On peut alors écrire :

PaA)=(A=A)™-eneen (A= A)™,

avec m; la multiplicité (algébrique) de la valeur propre \; et my +mg + -+ - +m, = n.

Example 2 Soit la matrice A suivant :

0 1 0
A= 0 0 1
—6 —11 —6
le polynoéme caractéristique de A est :
A -1 0
IM[—A = [0 XA -1
6 11 A+6

= A+1)(A+2)(A+3).

Donc les valeurs propres de la matrice A sont : A\ = —1, A = —2 et A\3 = —3.

1.1.2 Mineur principal d’'une matrice carrée :

Definition 4 Soit A € R"*" est une matrice. Les mineurs principaux d’ordre k de cette
matrice sont les déterminants des matrices tronquées (a;j)1,;x pour k allant de 1 an .

2 0 1
Example 3 Soit A= |0 —1 1
1 0 -2

Les mineurs principaux de la matrice A sont A;, i = 1,2, 3, tels que :
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2 0
) a- |20
2 0 1
3) Ay = det(A)=|0 -1 1
1 0 =2
1 1 0 -1
- L
= 4+1=05.

1.1.3 Exponentielle d’une matrice :

Definition 5 L’exponentielle d’une matrice carrée M de dimension n se définit par son
dévloppement en série entiére :

“+o0
1 .
exp(M) = Z 5M1
i=0

Propriétés :
Soit A € R™*" B € R"*"

1. eAtB =t . B Si AB = BA.

2. VA € R™" ¢4 est inversible et (e4)™! = e 4.
3. det(e?) = e,
4

LMt = DMt

1.1.4 Quelque méthodes de calcul de l’exponentielle d’une ma-
trice :

Plusieurs techniques existent pour calculer e, parmis elles, citons les méthodes suivantes :
1) Théoréme de Cayley-Hamilton :
Théoréme 1.1.1 Toute matrice carrée A satisfait son équation caractéristique :

Py(A) = A"+ A" + A+ agl, =0, (1.1.1)

avec les o, 7 = 1...n constantes réelles.
On déduit du théoréme la relation suivante :

An = —O[n_lAn_l — O[n_zAn_2 e - OélA — OZ()]n
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Ou les scalaires (a;)o<i<n—1 sont solutions du systéme suivant :

Qg+ Ay + @A+ AT = M

O‘O + Oél)\n + 052)\31 + cc + O{n)\z_l g e/\n-
avec \;, © = 1,...n les valeurs propres de A.

Example 4 On considére :

-3 0
S E
Alors les valeurs propres de la matrice A sont :\; = —3 et A\ = —1. D’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton
On a:

€A = Oéo[g + OélA

Calcul o , o :
ag , a1 sont les solutions du systéme suivant :

Ce qui donne :

Donc :

2) Si A est une matrice nilpotente :

L’exponentielle d'une matrice A nilpotente se calcule directement & partir de son développe-
ment en série, puisque celui-ci ne comporte alors qu'un nombre fini de termes :

2 A3 Aq—l
A
T AL
e + A+ S gt T
4q k
A
= > (1.1.2)
k=0
En effet :
Si A une matrice nilpotente d’indice de nilpotence ¢ alors A7 = [0],
d’ou :

A™=1[0], Vm >gq. (1.1.3)
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Example 5 Soit A = ( (1) 8 >

La matrice A est nilpotenete d’indice de nilpotence 2, car A2 = [0].
Alors son exponentielle est :

e = I+ A
_[roe] 1o
|01 0 0
T2 o0
0 1|

3) Si A est une matrice diagonale :

Soit A une matrice diagonale.

A 0 .0
Si A= 0 A , alors son exponentielle est obtenue en calculant I’exponentielle
N ()
0 ... 0 X\
de chacun des termes de la diagonale principale :
e 0 - 0
A2 .
a|o
SO
0 0 e
300 e 0 0
Example 6 Soit A= | 0 5 0 | alorse*=1| 0 € 0
0 0 2 0 0 e

4) Si A est une matrice diagonalisable :

Si A une une matrice diagonalisable ( A = PDP~!, D diagonale et P inversible ) alors son

exponentielle est donnée par :
e = PeP P71 (1.1.4)

Example 7 Soit A:{ f g }

1) Pour calculer les valeurs propres de cette matrice on doit d’abord calculer son polynéme

caractéristique :
det(Al — A) = (A1 — 2)(A2 — 3).

2) Apres certains calculs (les valeurs propres et les vecteurs propres....), on obtient la matrice
de passage et son inverse :
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_ (10 o1 -4
pelie] e el Y

Donc :

5) Par transformation de Laplace inverse

On utilisant 'inverse de la transformation de Laplace, e? est donnée par la formule suivante :
e = L7Y(sI, — A)7Y]. (1.1.5)

On doit suivre les étapes suivantes pour ce calcul :

1) Calcul (sI,, — A).

2) Calcul (sI, — A)~L.

3) Calcul de la transformée de Laplace inverse de (sI,, — A)~'.

Example 8 Soit A = [ _32 _01 }

Donc :

det(sI — A) = 3 541

= (s+2)(s+1).

s+ 2 0‘

On calcule I'inverse de la matrice (s/ — A) :

_1 0
<sf—A>-1—[ F ]

(s+2)(s+1)  (s+1)

Une décomposition en éléments simples nous permet d’écrire :

-1 (sj—?) 0
(sI —A)" = __3 4 3 1
(s+2) (s+1) (s+1)

On appliquant TL™!, on obtient :

eA:E_l(sI—A):[_ - 0 }

3e 2 43¢t et
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1.1.5 Matrices définies positives :

Definition 6 Soit A une matrice A € R™™. A est définie positive (respectivement semi
définie positive ) si seulement si

2T Az >0 (respectivement >0 ), VA € R", x # Ogn.

0 0
Example 9 Soit la matrice A = 1 0
1 -1

O O =

Pour tout = (11, 29, 23)7 € R3.
On calcul zT Az :

1 00 T
vTAr = (z12923) | 0 1 0 T
0 01 xT3
I
= ($1 T2 fEs) T2
T3
= zi+a;+a3>0
D’ou la résultat.
1.1.6 L’opérateur vec :
Definition 7 Soit A = [A,------ , AP], une matrice n x p. On définit 'opérateur vec d’em-

pilement des colonnes par :
Al
vec(A) = € k™.
AP

Exemple 1.1.1 Soit A = ( 0 4

3 2 ) , alors vec(A) =

=N O W

Propriétés :

1. Linéarité : Soit A,B et C telles que A + B existe, Alors :

vec(aA + BB) = avec(A) + Pvec(B).
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2. Soit A, B et C telles que ABC' existe, alors :
vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).

3. Cas particulier :

vec(AB) = (I, ® A)vec(B) = (B" ® I,,)vec(A),
avec A € M, ,(R), et B € M, ,(R)

1.1.7 Produit de Kronecker :

le produit de Kronecker des matrices joue un role important dans les mathématiques et dans
les applications trouvées en physique théorique.

Definition 8 Soient A = [a;;] une matrice n x m et B = [b;;] une matrice p x q. Alors le
produit de Kronecker de A par B est une matrice mp X nq.

_CLHB (leB
A® B = [CLijB] = aijB
| amB ... ... ... apDB |
o 10
Example 10 Soit A= | 1 2 etB—< )
01
0 -1
1 0
AR B = 1 2 ®((1) (1)>
0 —1
10 10
(o) oot )
10 10
- 1 01 2 0 1>
10 10
"Lo 1 _1<o 1)
10 0 0
01 0 0
_ 1 0 2 0
N 01 O 2
00 -1 0
00 0 -1
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Propriétés :
Les Trois premiéres propriétés justifient le nom de produit .
1. (tA)®@ B=A® (aB) .
2 (A®B)(C=A®(BR(C)=A®B®C .
3. Soient A et B deux matrices du mémes dimensions, C et D deux autres matrices de
mémes dimensions, alors :

(A+B)@(C+D)=(AC)+(A® D)+ (B C)+ (B® D)

Ly=01,L, =11, .
(A® B)* = A*® B*.
(AC)® (BD) = (A® B)(C® D) .

Soient A,B deux matrices réguliéres :

N Ot e

(AeB)'=A1'® B
8. Soient A B deux matrices carées, alors :
trace(A ® B) = trace(A) trace(B).

9. (A B)T = (AT @ BT) .

10. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif.
A® B# B® A.
11. Si A e R"™" et B € RP*P .

det(A ® B) = (det(A))?(det(B))".



Chapitre 2

Systémes linéaires en temps continu :

Dans ce chapitre, nous présentons la description d’un systéme LTT.

Une représentation d’état permet de modéliser un systéme dynamique sous forme matricielle
en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette représentation
qui peut étre linéaire ou non-linéaire, nous basons pour ce faire sur les références suivantes :

[, [21.

2.1 Représentation d’état d’un systéme :

Definition 9 La représentation d’état d’un systéme LTI en temps continu est représentée
par :

#(t) = Ax(t) + Bu(t)
{ y(t) = Cx(t) + Dx(t) (2.1.1)

Ou z(t) € R représente I'état du systéme, u(t) € R™ le controle du systéme appelé aussi
entrée, y(t) € RP la sortie du systéme et x(0) = xo.

avec :

Ae R B e R™™ C e RP" et D € RP*™ sont des matrices de dimension appropriées
telle que :

A : Matrice d’état.

B : Matrice de commande (d’éntrée).

C': Matrice de mesure (sortie).

D : Matrice de transfert direct.

x : vecteur d’état.

u : vecteur d’entrée.

y : vecteur de sortie.

Cette représentation d’état n’est pas unique.

Example 11 On considére le systéme RLC présenté en figure 1 :
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L

e

—+.L
a(t)(_

LS
'y
/|

L’équation physique de ce systéme électronique est comme suit :

e(t) = (R1 + Ro).ir(t) + L.% + v(t)
i(t)y=C.4%
s(t) = Rai(t) + v(t)
Avec Ri, Ry >0et L, C > 0.

Suit a I'application des lois physiques notamment lois de Kirchhoff on obtient le systéme
d’équations suivant :

On pose : x1(t) = i(t) et x2(t) = v(t). Et aprés modélisation, il s’écrit le modéle :

- 1)) (4]
o= 0120

Ceci est équivalent & :

avec

o= () a7

1
B:[é] , C=[Ry 0] et D=0.

2.2 Solution d’un systéme LTI standard en temps continu :

Plusieurs techniques sont établies pour la recherche de la solution. Parmi eux on utilisera la
transformée de Laplace.
Notre systéme d’écrit par les équations :
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{ x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Dx(t)

telle que A, B, C, D sont des matrices constantes.
Dans un premier temps, on considére I’équation homogéne correspondante :

x(t) = Ax(t)
L’application de la transformation de Laplace de cette équation donne,
sX(s) —x(0) = AX(s)
Remarque 2.2.1 Ici X(s) représente le vecteur de T L de x.
On aura donc

(sI —A) X(s)=x(0)

Comme
det(sI — A) # 0 pour certain Vs € C

alors

X (s) = (s — A)'2(0) (2.2.1)

Puis en appliquant la transformation de Laplace inverse sur (2.2.1)

LTX(s)] = L7M(sI = A)]x(0)

Ceci implique que,

w(t) = L7Y(sI — A)']x(0)

Or
exp(At) = L7(sI — A)7]

Qui représente la matrice de transition du systéme, par conséquent,
x(t) = exp(At)z(0)
L’équation d’évolution de z sera,
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) = X(s) = (sI — A)'2(0) + (sI — A)"*BU(s)

Par la transformée inverse TL™!, on trouve

t

2() = exp(A)z(0) + / exp(A(t — 7)) Bu(t)dr (2.2.2)

0

Et la sortie sera donc,

t

y(t) = Cexp(At)z(0) + C/ exp(A(t — 7)) Bu(t)dr + Du(T) (2.2.3)

0



Chapitre 3

Stabilité des systémes linéaires a
temps continu :

3.1 Notions sur la stabilité des systémes linéaires :

3.1.1 Concepts de stabilité :

Le but de ce chapitre est basé sur I’étude du probléme de la stabilité d'un systéme linéaire
a temps continu, des conditions nécéssaires et suffisantes de la stabilité seront donc établies.
Mais tout d’abord nous citons quelques définitions de la stabilité dans le cas géneéral, nous
basons pour ce faire sur les références [4], [5].

Une notion qui est primordiale dans I’étude de la stabilité est la notion du point d’équilibre.

Soit le systéme suivant :
A 3.1.1
{ 2(0) = 2 (3.1.1)

Definition 10 L’état x. est appelé état d’équilibre au point d’équilibre pour le systéme (3.1.1)
si x(tg) = x. alors x(t) = x. pour tout t > to. En d’autres termes, x. vérife [’équation

Definition 11 Un systéme stable est un systéme pour lequel la réponse libre (la solution
générale de 1'équation différentielle) temps vers 0.

Definition 12 Un point d’équilibre x(0) est exponentiellement stable s’il existe deux
nombres strictement positifs o et \ tels que :

vt =0, [lz(t)[| < a[z(0)] exp(=At).

Remarque 3.1.1 On peut toujours se ramener au cas ot le point d’équilibre est l’origine 0
puisque si x vérifie f(x.) = 0,il suffit de considérer le changement de coordonnées z = x — x.,
la dérivée de z est par :
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z=x=f(z)= f(z +x.) o g(2), et g(0) = 0.

L’origine est bien un point d’équilibre du systéme z = g(2).

Definition 13 Le point d’équilibre x. est dit stable si¥p > 0,3 r(p) >0 tels que
Si o —z|| <r alors ||x(t) — x| < p

si non le point d’équilibre est dit instable.

Definition 14 L’équilibre z. = 0 du systéeme (3.1.1) est dit globalement attractif si pour
tout solution x(t) de (3.1) on a :

s}

lim z(t) =0

t—o00

Definition 15 L’équilibre x. = 0 du systéme (3.1.1) est dit exponentiellement stable s’il
existent r > 0, M > 0 et a > 0 tels que pour toute solution z(t) on ait :

2O <7 = llz®)] < M||lz(0) e,  Vt>0.

Definition 16 L’équilibre x. = 0 du systéme (3.1.1) est dit globalement exponentielle-
ment stable s’il existe M > 0 et o > 0 tels que pour tout solution x(t) de (3.1.1),

On a
()| < M |lz(0) ™, ¥t >0

3.2 Conditions nécessaires et suffisantes de la stabilite :

On a plusieurs tests pour étudier la stabilité des systémes linéaires & temps continu, parmi
eux on citera les suivants :

3.2.1 Test par les mineurs principaux :

Théoréme 3.2.1 Un systéme linéaire X = AX  est asymptotiquement stable si et
seulment si tout les mineurs principauz A;, i = 1,...,n de la matrice (—A) sont positifs,
1.€

St A = [a;;] alors

Ay = —a;; >0
—a —a

A, = 11 12 -0
—Q21 —G22

A, = ;1et(—A)>O (3.2.1)
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Example 12 On a le systéeme :

y(t) = Ca(t)
avec :
-2 0 0
A= 0 -2 3 JetC=(211)
0 3 —6

On va calculer les mineurs principaux de la matrice A.

Al = —a11:2>0.
2 0

AQ = 0 2 =4>0.
2 0 0
0 -2 6

Donc le systéeme étudié est asymptitiquement stable.

3.2.2 Test par les valeurs propres :

Théoréme 3.2.2 Soit systéme est asymptotiquement stable si et seulement si tout les
valeurs propres A1, Aa, ....., A, de la matrice A ont des parties réelles négatives.

Example 13 Le systéme linéaire suivant :

y(t) = Cx(?)
avec :
-2 0 1
A= 1 -1 0 JetC=(21 2)
0 0 —4

Pour étudier la stabilité de ce systéme, on calcul les valeurs propres de la matrice A :

Pa(A) = det(\ — A)

A+2 0 -1
= -1 A+2 O
0 0 A+4
= (A+22A\+4).
Donc les valeurs propres de A sont A = —2 d’ordre de multiplicite 2 et A = —4,d’ou la

stabilité du systeme.
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3.2.3 Test de Lyapunov :
Théoréme 3.2.3 Si A satisfait ATP + PA = —Q avec P >0, (P = PT), Q > 0 alors

Re \;(A) < 0 pour tout \; valeur propre de A.

Proof. Soit z; vecteur propre associé a la valeur propre \;, alors
—ziQr; = x;(A*P+ PA)x;
= 2Re(\)z} Px;.
Or 27Qz; et x} Px; sont strictement positif, donc Re()\;) < 0. 0

Théoréme 3.2.4 le systéme est stable s’il existe une matrice P définie positive vérifiant
PT = P et qui est solution de l’éqution

ATP 4+ PA = —-Q. (3.2.2)

Pour toute matrice () définie positive .

Remarque 3.2.1 Pour construire une fonction de Lyapunov pour le systeme X = AX 1l
faut procéder de la maniére suivant :

1. Choisir une matrice définie positive () (par exemple @ = I,,).

2. Résoudre 'équation de Lyapunov (3.2.2). Si on a choisi @) symétrique, alors P sera
symétrique aussi.

3. Vérifier que P est définie positive.
Example 14 Considérons le systéeme suivant
X = AX

avec

(a1

On cherche une matrice P = ( 1][; ! g 2 ) vérifiant ATP 4+ PA = —Q ,V @ définie postive et
3 D4

symétrique ?
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Pouer(é ?),ona

+ P2
ATP+PA — Y4 b2 + P1 P
<p1 +Pp3s P2+ Dpa D3 D3+ P4

B < 4p, p1+ 2ps )
B p1+2p3 p2+p3+2ps
(10

- (b))

Par I’identification, on trouve :

2p; =1 p1:%

p1+2py =0 pzz—i
=

p1+2p3 =0 ps=—1

p2+ps+2ps=1 pPy=3

La matrice P existe, il reste & montrer qu’elle est est définie positive,
on apy >0, et

| Paps 1 (=7
Y22 2 %
5
= —>0
12

Donc le systéeme est stable d’aprés Lyapunov.



Chapitre 4

Systémes linéaires de Lyapunov en
temps continu :

Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité des systémes linéaires de Lyapunov en temps
continu. En premier temps nous allons transformer le systémes de Lyapunov & un systéme
linéaire invaraint standard, nous basons pour ce faire sur les références suivantes [6], [7], [8].

Definition 17 un systeme différentiel linéaire de Lyapunov est un systéme d’écrit par les
équations :

X = AX + XB+ FU (4.0.1)
Y = CX + DU

telles que :
A E Rnxn’B E RnxnyU e Rmxn’X E Rnxn)y E Ran ,F E Rnxm’o 6 Rpxn et D E Rpxn
avec X (tg) = Xo.

4.1 La solution du systéme :

On a '
X = AX + XB+ FU (4.1.1)

Par la vectorisation :

vec(X) = wvec(AX + BX + FU)

vec(AX) 4+ vec(X B) + vec(FU)

(I, ® A)vee(X) + (BT @ I,)vec(X) + (I, @ F)vec(U).
= [(I, ® A) + (BT @ I))]vec(X) + (I, ® F)vec(U)

On obtient un nouveau systéme transformé :

X = AX + BU (4.1.2)
Ou
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* A= (I, ® A) + (BT ® I,,) € R™**"*,
*k §:[n®FERnxnm.

et
* X = vee(X) = [ X1 . .. Xp]Tean.
* U = vee(U) = [0 . . . Un }T e R™™.

4.2 'Trajectoire d’états du systéme de Lyapunov en temps
continu :

Proposition 4.2.1 On appelle matrice de transition, ['unique solution du systéme différen-
tiel

X(t) = AX(t) , avec A= (I, ® A) + (B" @ L,,). (4.2.1)
satisfaisant la condition initiale X (to), et qui est donnée par :

q)(t, tg) = dy(t, to)q)g(t, tg),
avec

D1(t,t0) = exp (L ® A)(t — to)].
Dyt to) = exp[(BT @ L,)(t — ty)].

Les matrices de transition du systeme X(t) = (I, ® A)X(t) et X(t) = (BT @ 1,)X(t)

respectivement, et toute solution de (4.2.1) est de la forme X (¢) = (¢, 1o)X (to)avec X (t)
est un vecteur constant d’ordre n?.

Propriétés de la matrice de transition :

La matrice de la transition ® vérifie :
1. ®(t,t) = I,.
2. (D(t.10)) ! = Blto, ).

3. Dt ty) = AD(t, o).
4. ®(tg, t1)P(ty,t) = B(to, 1),V (to, t1,1) € R3.

Proof. On considére

D(t,ty) = Bi(t, to)Palt, to) + (L, to)Palt, to)
= (I, @ A)®(t, o) Po(t, tg) + (BT @ I,)®1(t, o) Po(t, to)
= [I, ® A+ BT ® L,]®1(t, o) Pa(t, to).
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Par conséquent > = ZCI), de plus
O(t,t) = Oy(t,t)Po(t,t) = In2lp2. = L.

Alors @ est la matrice de transition de (4.2.1), et chaque solution de (4.2.1) est de cette
forme. U

Théoréme 4.2.1 Soit O(t,t) la matrice de la transition de (4.0.1), alors la solution unique
de (4.0.1) satisfisant la condition initiale X (to) = Xo est :

t

X(t) = ®(t, tg) | X(to) + /@(to, )1, ® F)u(r)dr
to
Proof. Nous passons par deux étapes

1. La solution de I’équation homogeéne qui est donnée par

X(t) = (. to) X (to).

2. La solution de I’équation compléte (non homogene)

X(t) = AX(t) + BU(t). (4.2.2)

Par la méthode de la variation de la constante, on a donc

X(t) = @(t,to) (1),

avec

h(to) = X (to).

Par dérivation, on obtient :

I'équation (4.2.2) devienne :

(I, ® A) + (BT ® I,)D(t, to)h(t) + (L, to)h(te) = AD(L, to)h(te) + BU(t).

Apres simplification on obtient :

O(t, to)h(t) = BU(t)

d’ou :
h(t) = ®(to, t) BU (1),
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d’apres intégration, nous obtenons :

h(t) = h(to) + / ®(to, 7)BU(t)dr.

to

Donc :
t

X(t) = ®(t, to) X(t0)+/®(t0,7)§(7(t)dr . (4.2.2)

to

4.3 Test de stabilité pour des systémes linéaires de Lya-
punov en temps continu :

Lemme 4.3.1 Si A\, Ao, ..., \, sont les valeurs propres de A, et iy, iy, . . . 11, sont les valeurs
propres de B, alors \; + p; pour i =1,2,...n sont des valeurs propres de la matrice

A=, A)+(BT®1,).
Proof. voir [7]. O

Théoréme 4.3.1 Si A\, Ao, ..., A\, sont les valeurs propres de A, et pq, iy, ... 1, sont les
valeurs propres de B, alors le systéme est stable si et seulement si Re(\; + u;) < 0 pour
1,]=1,2,...,n.

Proof. La preuve du théoréme découle du lemme (4.3.1) et le théoréme (3.2.3). O

Example 15 Considérons le systéme de Lyapunov représenté par les matrices suivantes :

-1 2 9 1
(o 1) (0 )
Apres calcul les valeurs propres de A sont :
/\1 - 1, /\2 - —1
Les valeurs propres de B sont :

py = =3, g = —2

On a donc :
)\1+M1:—2, )\1+N2:—1

Le systéme est stable car les sommes des valeurs propres sont négatifs.



Example 16 Soit le systéeme de Lyapunov suivant

X =AX + XB+ FU

-1 -1 -1 0
(a0 a) (30
Pour tester la stabilité de ce systhéme, on utilise le test des mineurs principaux(théoréme
3.2.1)

avec

1. Calculons la matrice A = LRA+BTRI, :

-2 -1 -1 0
0o -2 0 -1
0 0 -1 -1
o 0 0 -1

A=LRA+BT®I,=

2. Calculons les mineurs principaux de la matrice (—A).

Al = —ay;;=2>0.
2 1

AQ = 0 2 =4>0.
2 11

Ay = |02 0]=4>0.
0 01
2110
0 2 01

Ay = 00 1 1 =4>0.
0 001

Comme tout les mineurs principaux de la matrice(— A) sont positifs, alors le systéme étudié
est asymptotiquement stable.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité des systémes linéaires de Lyapunov pour le
cas continu, en fournissant les conditions nécessaires et suffisantes pour cette étude en basant
sur le test de Lyapunov ( les valeurs propres de la matrice de transition), en intéressant en
particulier a la stabilité asymptotique .

Pour ce faire nous avons transformé cette classe de systémes a des systémes linéaires standards
en utilisant le produit de Kronecker des matrices et ces propiétés.

Tous ce travail est illustré par des exemples numériques.
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