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Introduction

Dans ce mémoire nous sommes donnés quelques préliminaires sur les variétés différen-
tielles.Loin d’ étre complet, ce texte expose des définitions et des résultats importants dans
ce domaine .

Peu des exemples développés et quelques calculs téchniques.

L’objet de ce travail est la classifications des surfaces minimales dans le groupe de Lorentz-
Heisenberg.

Ce mémoire est départagé, en gros, en trois chapitres :

1—Le premier chapitre est réserver aux rappells et définitions des outiles mathématiques
de géometrie euclidienne, Riemannienne.

On rappelle la définition de la variété topologique,variété différentielle, ’espace tangent
, variété Riemannienne, métrique Riemannienne.

On donne la définition de la connéxion linéaire, connéxion de Levi-Civita, symbol de
Christoffel (la fourmule de Kosul), et la courbure (tenseur de courbure, courbure sectionnelle,
courbure de Ricci et la courbure scalaire).

On rappelle la définition de premiére et deuxiéme forme fondamentales, la courbure
moyenne et la courbure de Gauss.

2— Le deuxiéme chapitre est entiérement consacré a I’espace de Lorentz-Heisenberg, on
commence d’abord par la métrique de Lorentz-Heisenberg.

On donne la base orthonormé de Hjs et on calcul les crochet de Lie.

On cacul la connéxion linéaire de Levi-Civita, le tenseur de Ricci, la courbure de Ricci
et la courbure scalaire.

On cherche 'equation des surfaces minimales telles que, on calcul les coefficients de la
premiére et deuxieéme forme fondamentales puis on remplace dans la relation de la courbure
moyenne qui l'on pose egale zéro on obtient a la fin I’equation des surfaces minimales.

3— Le troisiéme chapitre concerne les surfaces minimales dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg.

On donne les Hélicoids dans Hl et les surfaces minimales axiales symétriques.

On fait un changement et on cherche les solution de léquation des surfaces minimales, &
la fin on calcul les surfaces minimales de translation.

Dans[11] et[12] , ils ont montrer que modulo d’un automorphisme de ’algebre de Lie
du groupe de Heisenberg existent trois classes de métriques lorentziennes invariantes sur le
groupe de Heisenberg dont 1'un est plat.



L’espace de Lorentz- Heisenberg Hs peut étre vu comme l'espace R® doué avec une
métrique Lotrentzienne invariante a gauche g¢ est donnée par :

ge = dr? + dy* — (dz + € (ydx — xdy))2 ,EeR.

Cette métrique est invariante sous la transformation :

T cosf@ —sinf 0 T a
y | =1 sinf cosf 0 y |+
z A B 1 z c

ouf,a,bet ceR et
A=¢(asinf —bcos?) .

B =¢(acosh+ bsinb).

Dans le [1], M. Bekkar a étudié les surfaces minimales dans l'espace Riemanniénne-
Heisenberg H.

En particulier, dans [2], M. Bekkar et T. Sari donnent une classification de toutes les
surfaces minimales reglées par des lignes dans I'espace Hj.

D’autre part, dans[13], I. Van De Woestijne a donné 1’équation des surfaces minimales
dans l'espace de Minkowski R? et il a montré que le plan, le caténoide, 1’hélicoide et la
surface d’Enneper sont minimums en R3.

Il convient de remarquer que L. McNertney complétement classé comme une surface
manimale d’un type temps dans I’espace de Minkowski R? dans son doctorat.

R. Lopez a étudié les surfaces minimales et des surfaces de type temps, et les surfaces a
courbure moyenne constantes de type temps. En particulier il a montrer que si une surface
a courbure moyenne constante de type temps, alors est une surface de révolution.

Dans ce travail en traite la géométrie des surfaces miinimales dans 1’espace de Lorentz-
Heisenberg suivant les travaux de Bekkar et Zoubir .

La théorie des surfaces minimales dans I’espace Euclidien 3 — E? a commencé avec la
construction et la classification d’exemples fondamentaux de surfaces minimales : surfaces
minimales de révolution, surfaces minimales réglées, ou surfaces minimales de translation
ect. (Pour plus d’informations sur la théorie des surfaces minimales dans E?, nous référons
a Nitsche livre [6] et le livre d’Osserman [10]).

D’autre part dans [13] I. Van De Woestijne a étudié et classé les surfaces minimales dans
’espace de Lorentz-Minkowski R3.



Chapitre 1

Préliminaires :

1.1 Variété topologique :

Définition 1.1 Une variété topologique M de dimension n est un espace topologique non
vide, séparé (au sens de Haussdor f f) et a base dénombrable d’ouverts (U;) , dont tout point
posséde un voisinage homéomorphe a un ouvert de R™.

Définition 1.2 On dit que ) est un espace topologique séparé si et seulement si :

V(x,y) € Q*: Ju, et v, voisinage de v ety (respectivement) tels que : v, Nv, = @.

Exemple 1.1 R est une variété topologique car R est séparé.

1.2 Carte :

Définition 1.3 Soit M une variété topologique et U une partie de M, on dit que le couple(U, )]
est une carte si et seulement si :

(1) U un ouvert de M.
(2) p:U — ¢ (U) est un homéomorphisme.

Définition 1.4 Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont [inverse
est continue .

O bien une application bijective de classe C° et son inverse de classe C*°.

Définition 1.5 (Deux cartes compatible) Soit M une variété topologique et soient (U, )
et (V,1) deux cartes de M.

On dit que les deux cartes sont compatibles si et seulement si :

(1) UNV =g@.
ou bien
(2) Yo tipUNV)—=UNV — 4 (UNV) est un diffcomorphisme.

Définition 1.6 Un difféomorphisme est une application bijective de classe C* et dont l'in-
verse de classe C* (k> 1).



1.3 Structure différentille :

Définition 1.7 Un Atlas sur une variété topologique M est une collection des cartes A =
{(Uia Soi)}ielcNﬂ tel que :

{ (1) VU, = M.

(2) les cartes (U;, ;) sont compatibles deux ¢ deux.

1.4 variété différentielle :

Définition 1.8 Soit M une variété topologique et A un atlas sur M, on dit que le coupte
(M, A) est une variété différentielle.

Exemple 1.2 Soit S = {(z,y) /2*> + y* = 1} C R? le cercle unité de R*. On considere les
owverts Uy et Uy telle que :

Uy = S'—{(0,1)} = {(z,y) € S"/y < a} telle que 0 < a < 1.
Uy = S'—{(0,-1)} = {(z,y) € S*/y > —a} telle que 0 < a < 1.

et les applications :

¢, : U — R?
(2,y) = 1=
et
0y 1 Uy — R?

(@,y) = 15

I'i) On montre que le couple (Uy, ¢,) est une carte :
1)On a U; est un ouvert de S* car Cgi= S* — U; = {(0,1)} fermé .
2) On a ¢, est continue car elle est bien définie (quotion de deux fonction continue ).

3) On détermine ¢, (Uy)

Ona:
x? <1 car:
—1 T 1
2 2
= 1= <
vy l-y 1-y 1-y
T 1
o< e ()
et
y < a=-—-y<-—a
= l—-y<l—-a
1
= — o (%)



D’aprés () et (xx) on a :

<X <

= .
1—a 1—a

Alors : ¢y (Uh) = {X e R/ < X < 1.
4) On montr que ¢, est bijective :

(p, est bijective) <= (VX € R, 3! (z,y) € U1/¢, (z,y) = X).

SoitX € R alors :

¢ (z,y) = X:>X:Ty
Loy @ 1oy (4y(-y) 14y
2 2 2
(1-y)" (1-v) (1-y) 1—y
= X*(1—-y)=1+y
= X2-X%=1+4y
= X’-1=(X’+1)y
N X1
YT xeg
Deplus
X = — =sz=X(1-
" (1—-y)
X2 -1
=X1[|1-
- < X2+1>
Lo, 2X
X241

5) On détermine ¢; " :
o1 By (O, 1) = U
_ 2_
X - ot (0 = (F5.55).

gol_l est continue car ses composantes sont continues.
Donc ¢, est un homéomorphisme .
D’ou (Uy, ¢,) est une carte.

i1) On montre que le couple (Us, 5) est une carte :

1)On a U, est un ouvert de St car Coi= S — U = {(0, —1)} fermé .



2) On a ¢, est continue car elle est bien définie (quotion de deux fonction continue ).

3) On détermine ¢, (Us)
On a:

l1+y>1—-a
1 1

< :
1+y 1-a

R Y

Alors :
x? 1 1
T+~ (+y? ~ (-ap
1
(1-a)’

X? =

= X?c<
—1

<X < .
1—a 1—a

Alors : @, (U) = {X e R/7L < X < 1}
4) On montr que ¢, est bijective :

=

(5 est bijective) <= (VX € R, 3 (z,y) € Us/py (z,y) = X).
SoitX € R alors :

oy (z,y) = X:>X:1f_y
Loy P 1=y 4y -y _l-y
1+y)? (1+y)° (1+y)? 14y
= X?(1+y)=1—y
= X2+ X%y=1-—y
= 1-X’=(1+X%)y
X2+1
Deplus
X
X = T:;éx:Xﬂ+w
1— X2
= ZC_X<1—|—X2+1)
Lo, X
X2+1

5) On détermine ¢, "

X—>g0§1(X):<2X 17X2>.

X241 X241



©g ! est continue car ses composantes sont continues.
Donc ¢, est un homéomorphisme .

D’ou (Us, ) est une carte.
IT) On montre que A = {(Uy, ¢;), (Uz, ¢5)} est un atlas différentiable de S*.

(1)U U, = S

A atlas < { (2) les cartes (Uy,p,) et (Us,p,) sont compatibles deux a deux.

1) Ona Uy UU, = S
(1)) UyNUs = 2.
Ou
(1)) o 001" 2 oy (Ui NUz) = Ui N Uy — @y (U1 N Uy)
est un difféomorphisme.

2) (U1, ¢q) et (Us, p5) sont compatibles <

On a:
UyNUy=5"={(0,1),(0,-1)} = U = {(0,-1)} = U — {(0, 1)} # @.

o1 (U1 NUz) = ¢ (U1 = {(0,-1)}) :}ﬁ,O[U}O,ﬁ[.

@y (U1 NUs) = ¢y (U — {(0,1)}) :]%,O[U}O,ﬁ[.

2X
2X  X%2-1)\ _ X241 2X 1
Po\Xoq10 X241 ) T Lx21 T 2x? T OX-
X241

pao ! 1o (UiNTs) = Ui NUs — g, (U1 N Uo)

X =o' (X) — %

De plus ¢, 0 ;' bijective par construction et de classe C* car les déréivées successives
existent et continues.

On a:
_ 1 1y -1 (=1
o1t (X) = }i(‘PZO‘Pll) (X):ﬁ: X2
1y 1 (=12
= (90209011) (X):ﬁ X3
o -1 (=13
= (80209011) (X)_X4_ X4
i\ (n —-1)"n!
= (@oe)” (0 = S
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2X
2X  1-X?)\ _ X2y 2X 1
PrlxesirXo+1) — _x2 — 2xZ — X°

@109y 1y (UrNUs) — U MUy — @, (U N Us)
X = (X) — %

De plus ¢, o ¢, ' de classe C™.
Alors, @, 0 7" est un difféomorphisme.

D’ou A = {(Ur,¢,), (Us, p5)} est un atlas différentielle de S*.

1.5 Espace tangent :
Soit M une variété différentielle de classe C°.

Définition 1.9  Soit M une variété différentielle et m € M, on note C [’ensemble des
courbes vy (t) : U C R — M qui passent par m telle que : vy (0) = m.

Alors Je > 0 suffisamment petit telle que [—¢,e] C U ou U un ouvert de la carte (U, ¢)
et les x; sont des applications associées a la carte (U, ) sur C, nous définissons une relation

d’equivalence :
V1~ Ve = (%) li—0= <%) li=o -

L’espace tangent en point m de M est noté par T, M, est '’espace de classe d’équivalence
de la relation ~ .

1.6 Variété Riemannienne :

1.6.1 Meétrique Riemannienne :

Soit M une variété différentielle, T;, M espace tangent de M en m.

Définition 1.10 Une métrique Riemannienne dans T, M est un produit scalaire qui est une
forme bilinéaire symétrique définie positive , on note g o g, telle que :

g:TnM x T,,M — C*® (M)
(X,)Y)—g(X,)Y).

(> :L’ensemble des applications définies sur M et & valeur dans R de classe C*°.

Exemple 1.3 M =R" , go: la métrique euclidienne (définie sur R™)
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go = dai+das+ ... +dr.

10 . . .0 dxy

0 1 dIEQ
= (dxy,dxs, ..., dz,)

. ... 0 .

o . . .01 dzx,,

Définition 1.11 Soit M une variété différentielle et m € T,,M ,g est la métrique définie sur
TwM Nm € M, on dit que (M, g) est une variété Riemannienne.

Définition 1.12 On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une métrique Rie-
mannienne.

Exemple 1.4 (R", go) est une variété Riemannienne.
1.6.2 La connéxion de Levi-Civita :

Soit(M, g) une variété Riemannienne et y (M) :I’ensemble des champs de vecteurs sur
M.

Définition 1.13 On appelle connéxion de Levi-Civita sur M tout application :

Vix (M) x x (M) — x (M)
(X , Y)—VyY,

qui est R-bilinéaire et telle que pour tout f € C* (M,R),on a :
i) VixY = fVxY.
i) Vx (fY) = fVxY +df (z)Y.

1.6.3 La connéxion linéaire :

Définition 1.14 Il existe une seule application V telque

VX (M) x x (M) > x (M)
(X , V) VyY .
vérifiant :
) VxY — VyX = [X,Y].
i) Xg(V,2)=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) tels que X,Y et Z€ x (M).

D’autrepart :

_ 2 k
k=1
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1.6.4 Symboles de Christoffel d'une variété Riemannienne :

La formule de Kosul :

29 (Vny Z) = Xg (K Z)+Yg (Xv Z)_Zg (Xv Y)+g([X7 Y] ,Z)—g([Y, Z} 7X>+g<[Z7X] 7Y)

tel que: X,Y,Z € x(M).

On utilisant la formule (%) pour : X = oY =52 =5,
on obtient :

. 994 89;‘1 agjk

29 (Vaijax/axl) = Or,  Om o
- dgil agjl agjk
< 2 (Z F” oz’ 8xl> N oz; * ox; ox;

0 dga 995 Ogjr
2 F -
< Z (ax axl) Ox; * o0x; ox;

1 g Ogi  Og
<:> Fk = — ki ¢ J - J .
Y 2 Zg (81’] + 8@ aZL'l

1=

Définition 1.15 On définie sur (M, g) les symboles de Christoffel Ffj par :

1 dga  Ogj  0gij
k- = kl it _ 995\
Y2 Zg (axj + or;  Oxy

=1

1.7 La courbure :

1.7.1 Tenseur de courbure :

Définition 1.16 R : le tenseur de courbure de (M, g) est donnée par :

R(X.)Y,Z,W) = (R(X, Y)W, Z) = g (R(X,Y)W,Z),

tel que :

RX, Y)W = [Vx,Vy|W — VixnW
= VxVyW — VyVxW — VixyW.



13

1.7.2 La courbure sectionnelle :
Définition 1.17 On définie sur (M, g) la fonction K biquadratique de courbure comme suit :
K (u,v) = R(u,v,u,v)

(R (u,v)v,u))
= g(R(u,v)v,u).

pour tout (u,v) € x (M) x x (M).
Si {u,v} est une base orthonormée d’un plan P ,on définit alors sa courbure sectionnelle
par :
K (P) = K (u,v).

Si {u,v} n’est pas orthonormée ,alors :

g (R (u,v)v,u)
g (uvu) g (U, U) - 92 (u’ U)‘

K (u,v) =

1.7.3 La courbure de Ricci :

Définition 1.18 C’est un 2 — tenseur symetrique en point m,on note Ric(X,Y) : la trace
de ’endomorphisme

TM — T,M
V — R(V,X)Y.

Si {e;} est une base orthonormée de T,, M alors :

Ricy (X,Y) = > R(X,e;,Y,e;)
=1

= Zg(R (X, e)e;,Y)

= Y (R(X,e)e;,Y).

=1

1.7.4 La courbure scalaire :

Définition 1.19 C’est une fonction M — R noté k tel que k (m)est la trace de l’endomor-
phisme symetrique associée a Ricy, :

kE(m) = ZR(ei,ej,ei,ej)
2
= ZK((E,L',GJ')
2

= 2Trace(P).



14

Exemple 1.5 Soit Hs l’espace de Heisenberg muni de la métrique :

2
ds? = da® + dy? + (%d:p — %dy + dz)

; c D ) _ 9 ,z0 _ 2
et muni de sa base orthonorme : e; = 5= — 2= ey = ot 35:06= 5
i)Calculons les crochet [e;, €;] telque [e;, e;] = e;e; — eje; .
on a [e;, e;] = 0 sauf [ey, ea] = — [e2, €1] = es.
ii)Déterminons (g;;) et (¢%) :
Y T ] 2
ds? = dz* + dy? + (3dz — 5 Y+ dz)
1+ yz = 4 dx
$2 x
(dz, dy, dz) —= +£ £ dy
Yy _z 1 dz
2 2
Alors \
142 -2y
(g)=| -% 1+% -% ],
y _z
2 2
1 0 -3
et ()= 0 1 -2 ].
_y _z
2 T2
i4i)Calculons les Fk telque : = ngl (ag” %ifl — %L;Z) .

F%1:F%3:F§1:F3—OF2—FQ1:y F§2——x,F3—F32:%,

2 _ Y12 172 Y12 172 _ _1712 __ 2 _ 172 _Nn-T2 __
1—‘11 - 27F12 - 1—‘21 - 1—‘13 — 1—‘31 - gaF22 — 07F23 - 1—‘32 - 07F33 = 0.

4>

itii)Calculons les V., e; telque : V.,e; = Z Ffjek

_ _ _ _ _ 1
Ve €1 = Veea = Vee3 =0, Veea = Ve = —5€3,

1
V61€3 Vegel 5€2, Ve2€3 V63€2

1
..... 2 el

2
K (u,v) = R(u;v,u,v) = (R (u,v)v,u)) = g(R(u,v)v,u).
pour calculer les courbure sectionnelle il faut calculer premierement les tenseur R

telque :
R(X,) Y)W =VxVyW = VyVxW — Vixy|W.
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R (61, 61) €1 = 0.
R (61, 62) €y = Ve1 V6262 — V62V6162 — V[ehez]@Q

3
= _161
R (61, 63) Ve1 vege?: veg,veleS - V[€1,63]€3

= ——61

R (627 63) €3 = vegvezez - V62v6362 - V[63,62]€2
= }162.

puis on calcul les courbure sectionnelle K :

K (e1,e2) = g (R (e1,e2) e, e1)

=g _4%617 61)

Ric (e;, e;) = E g (R (e, er) ek, €;).

RiC (617 61) R11
=g (R (61, 61) €1, 61) +9 (R (617 62) €2, 61) +9 (R (61, 63) €3, 61)
= K3(61, ez) + K (e1, e3)
1

47 2
= —1.

Ric(e1,e2) = Ria

=g (3R (e1,€1)e1,e2) + g (R (e1,e2) €2, e2) + g (R (e, e3) e, €2)

T
R’iC (62,62) = R22
=g (1R (e2,€1) €e1,6e2) + g (R (ea,€3) €2, €2) + g (R (e2, e3) €3, €2)

Ric(e1,e3) = Ri3

=g (1R (61, 61) €1, 63) +9 (R (617 62) €2, 63) +g (R (61, 63) €3, 63)

Ric (62, 63) = R23
=g (R (e2,€1)e1,e3) + g (R (e2,e2) e2,e3) + g (R (€2, e3) €3, €3)
=0.

Ric (e3, e3) = Ras
=g (1R (63, 61) €1, 63) +9 (R (637 62) €2, 63) +g (R (€3a 63) €3, 63)



16

k(m) = ZR(% ej,€e;,€ej) = ZK (€i,€j) = 2Trace (P) = ZRU'
i,j i,J ,J
= K (e1,e3) + K (e2,e3) + K (e, e3)
_ 3 _ 1.1
=—3 7 1t1

_3
1

1.8 Premiére et deuxiéme forme fondamentale :

1.8.1 Premiére forme fondamentale :

Définition 1.20 On appelle premiére forme fondamentale de la surface S paramétrisé par
f:UCR?—R?
(u,v) — f(u,v)

symétrique définie positive suivante :

, la forme quadratique qu’on noté I et qui s’écrit par la matrice

By
ou’ Ov ov’ Ov
AR R
- (%,g—% <§—Z‘,%>)’

par :

— (9f of
R
F <g’gv>
G = (.5

On peut écrire la premiére forme fondamentale sous la forme quadratique comme suit :

I (du, dv) = Edu? + 2Fdudv + Gdv®.

1.8.2 Deuxiéme forme fondamentale :

Définition 1.21 On définit [’expression de la deuxiéme forme fondamentale par :

I1 (du,dv) = Ldu* + 2Mdudv + Ndv?*.

ou L, M et N sont appelées les coefficient de la deuxiéme forme fondamentale données
par :

L="2IN.
_ 0%

M = B%BUN' ’

N = ZIN.

— ov?
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tel que N : le vecteur normal unitaire qui donné par :
(5 7 2
NEY

1.8.3 La courbure moyenne et la courbure de Gauss :

Soit kjet ko des courbures principales .

La courbure moyenne :

Définition 1.22 On appelle courbure moyenne (en tout point de S ) la moyenne entre les
courbures principales noté H, telque :

1
H — 5 (]{71 + /{?2)

EN +GL —2FM
2(EG — F?)

Si H = 0, on dit que la surface est minimale .

La courbure de Gauss :

Définition 1.23 On appelle courbure de Gauss (en tout point de S ) le produit des courbures
principales noté Kg,telque :

KG - ]{31]{72
LN — M?
 EG - F?
det (I1)

det (I)



Chapitre 2

L’espace de Lorentz-Heisenberg :

Soit Hjs le groupe de Lorentz-Heisenberg doté d’une métrique lorentzienne invariante &
gauche est donnée par :

ge = da® + dy® — (dz + £ (ydw — xdy))* , £ €R.
Nous rappelons que le produit de Hs est donné par :
(#.9,2) (x,9,2) = (T + 2,5 +y, 2+ 2 — Ty + 27)).

Hi3 est un group de Lie tridimensionnel, connecté, simplement connecté et a 2 — pas.

L’algebre de Lie de Hza une base orthonormée € = (ey, €2, €3) qui définie par :

_ 9 o , _ 0 o . _ 0
er= g, — &g, e2= 5, T 825,63 = 5.

On peut facilement vérifier que e satisfait ge (e;,e;) = 0;; , ici désigne les symboles de
kronecker
1 i=j
o = { 0 it

Nous avons les crochets de Lie :

[61, 62] = 2§63, [61, 63] = [62, 63] = 0.

avec
Ge (61761) = g¢ (62, 62) =1, Ge (63763) = -1

La conneéxion de Levi-Civita V de g¢ est explicitement donné comme suit :

Velel = 0, Veleg = 563, Veleg = 562
V@el = — 563,V82€2 = 07V6263 = — 561
V6381 - 5627 v6362 - - 5617 vege?) = O

La base dualede 0 = (91,' 05, 03) associé a € = (eq, €2, €3) est un triplet de 1 — forme qui
satisfait pour la condition 60" (e;) = d;;.
La base duale de {ej, 5, €3} est donnée par :

0' = dz,0* = dy, 0° = dz + € (ydx + xdy) .

Notons que le 1 — forme 6° est une forme de contact sur Hs si et seulement si & # 0.

18
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En autre, les formes de connexion sont déterminées par :
ge = (vX€i7 6]’) = eij (X) )
Nous obtenons alors :
613 — _592 912 — _593 923 — 591

Le tenseur de Ricci est défini par :

Ric(X,Y) =) eige (R(X,e)Y.e)).

i=1

Ou X et Y sont des champs vecteurs sur Hs et e; = ey =1 et e3 = —1.
Les composantes du tenseurs de Ricci sont :

Rll = RQQ = —252,R33 = 2&2, et Rij =0 pour ) 7é j

La courbure scalaire est donnée par :

2.0.4 Equation des surfaces minimales :

Soit S une surface immergée dans H3 qui est donnée comme un graphe de la fonction
z=f(z,y)

Le vecteur de position X (z,y) de S est exprimé sous la forme d’un vecteur fonctionel
évaluée X (z,y) = (z,y, f (z,9)) .

Les vecteurs tangents X, = %—f et X, = %—); sont décrits par :

Xx<x>y): %_‘_fx%:el—i—]?e&
X, (z,y) = a—y+fy% = eg + Qes.

En termes de la forme orthonormale €. Ici, les fonctions P et () sont définies par :

{ P=f,+¢&y.
Q:fy_gx-

La premiére forme fondamentale I de S est définie par :
I = Eda® + 2Fdzdy + Gdy?,

ou :
E = g (X, Xo) .
F =g (X, Xy) .
G =g (vaXy) :
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Les coefficients fonctionnels F, F' et G sont données par :

E=1-P2
F=-PQ.
G=1-Q

Prenez le vecteur normal unitaire N & S. A savoir que N est le long d’un champ vectoriel
de S qui satisfait :
ge (X4, N) = g¢ (X,,N) =0et g (N,N) =1.

La deuxiéme forme fondamentale 11 dérivée de N est définie par :
II = Ldz?* + 2Mdxdy + Ndy?,

ou :
L= ge(Vx, X, N).
M = g¢ (Vx, X2, N) .
N =g (Vx, X, N).

Puisque S est un graphe de la fonction f, on peut choisir le vecteur normal unitaire N

tel que :
N:P€1+§/€2+63,W: PP ro 1.

Les coeflicients fonctionnels de la deuxiéme forme fondamentale de cet vecteur normal
unitaire est donnée par :

L= (fo +26PQ).
M:%(fxy+£P2_€Q2)
N:%(fyy_QfPQ)-

Notons les fonctions matricielles suivantes associées a [ et I par les mémes lettres I et

11, respectivement :
E F L M
Iz(F G>,II:(M N).

Les solutions A\; et Ay de I'équation caractéristique det(I1 — AI) = 0 sont appelées les
courbures principales de S.
Rappelons que la courbure moyenne

H— (kl —|—]€2)
2 b

tel quekiet ko sont appelées les courbures principales de S.
La courbure moyenne H est calculée par la formule :

y_ EN+GL-EFM
2| EG - F?|

Une surface S : z = f (z,y) est dite minimale si H = 0.
D’autre part, la courbure gaussienne K de S est donnée par la formule :

det I'1

Ko =9c(N.N) ST
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Une surfaceS : z = f (z,y) est dite plat si K¢ = 0.

L’équation différentielle H = 0 pour une surface S définie comme un graphe (z,y, f (z,v))
est appelée ’équation de la surface minimale dans Hi.

[’équation de la surface minimale est donnée explicitement par :

(Ee) (1—Q?) fouw+ (1= P?) fy, +2PQf,, = 0.

Il est clair que si & = 0, cette équation se réduit a ’équation de la surface minimale de
I'espace de Minkowski R?.
L’équation de la surface minimale (E¢) peut étre réécrite sous la forme de divergence

suivante : 9 /p 9 /0
%(W)*@(W)ZO



Chapitre 3

Surfaces minimales dans ’espace de
Lorentz-Heisenberg Hs; :

Dans cette section, nous étudions des exemples élémentaires et fondamentaux de la sur-
face minimale dans ’espace de Lorentz-Heisenberg Hj.

Il est facile d’observer que dans Hjs, la fonction linéaire f (z,y) = azx + by + ¢ est une
solution de I’équation de surface minimale (Ek).

Proposition 3.1 Soit H3 un espace de Lorentz-Heisenberg de dimension 3, alors la surface
de type espace z = ax + by + ¢ est minimale pour a,b et C sont arbitraires.

Par analogie dans ’espace de Heisenberg Hiz, ot le parabole hyperbolique est une surface
minimale, nous avons dans Hj3 également la surface minimale particuliére

z=[f(z,y) =£&xy, R

Théoréme 3.1 Dans Hs, la surface z = f (z,y) = £&xy + o ot « et £ € R, est minimale
dans His.

3.0.5 Hélicoides dans Hj; :

Les hélicoides euclidiens peuvent étre caractérisés comme les surfaces minimales dans E?
qui sont des graphes des fonctions sous la forme f (z,y) =g (%) :

D’autre part, le minimum des hélicoides semblables & des intervalles de R? ont été exami-
nés dans [5] et les Hélicoides minimales Lorentzeinne de R? ont été examinés dans [woestijne].
Dans cette sous-section, nous voyons que les surfaces minimales sont déterminées par la

solution de I'equation de la surface minimale f (x,y) = g (%) dans Hi.
Soit S une surface qui est un graphe d’une fonction sous la forme f (z,y) = g (£) .
Mettre v = £ pour z # 0. On a alors :

Yy .1,
f:r: — _ﬁgvfy_zga
2y y? 1 Y 1
facac - Fg/ + Fg”u fzy - _ﬁg, - ;g”mfyy = ﬁg”'

22
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Ici ¢’ et ¢” sont les dérivés par rapport & u.
Maintenant nous insérons ces données a l'équation de la surface minimale (E¢), alors
nous avont ’équation différentielle :

(1+u?) ¢" +2ug’ = 0.

On peut vérifier facilement que la solution générale & cette O. D. E. est donnée explici-
tement par :

flx,y)=g (%) =atan™! (%) + 3, oo, eR.

Théoréme 3.2 La seule surface minimale dans Hs qui a la forme z = f (x,y) =g (%) sont
les surfaces :

flz,y)=g (%) = atan! (g) + B,0o0 «,p €R.

T
3.0.6 Les surfaces minimales axiales symétriques :

Il est facile de voir les métriques g sont invariantes sous les rotations autour du z—axis
et la long de la translation du méme axe.

Sur la base de cette propriété fondamentale, dans cette sous-section, nous étudierons des
graphes minimaux axialement symétriques dans Hj.

Une surface S : z = f(z,y) est dite axialement symétrique si f ne dépend que r =
Va2 +y2.

maintenant soit S un graphe d’axiale symétrique de la fonction f (z,y) = T (r), alors
nous avons :

foo= trp =21
r r

2 2 2 2
Y L™ n Ty Y~ Y 4y LY
fox = 7“_3T —l—ﬁT ,fyy—ﬁT —|—§T ,fwy——ﬁT +ﬁT .
Ici T" et T" sont des dérivés par rapport a r. De 14, nous obtenons I’équation de la surface
minimale suivante :

r(1=?)T"+(1-T%)T =0.
Pour résoudre cette équation, nous mettons 77 = u. Puisque r (1 — §2r2) 2 0, nous avons

u ud

r (1 — 527"2) - r (1 — 527“2) '

Cette équation est une équation de Bernoulli. Maintenant nous mettons v = u% puis

I’équation précédente est réécrite comme suit :
, 2v 2
v =

o (1 — 527“2) o (1 — 527‘2) '

Les solutions générales de cette équation sont données par :

u +

1+cr?
V==, c>0.
1—&7r2
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Par conséquent
1+ cr?
2 1
2
Cere c>0.

¢ c+r?

Pour résoudre cette équation, nous avons besoin de discussions séparées en fonction des

valeurs de &, on a :
(1)Si & =0 : Dans ce cas nous avons :

1

m,c>0.

T/ (7")2 _

La solution est la surface axialement symétrique

1
T (r) = —=cosh ' er +cy.

Ve

Donc la surface est une caténoide dans ’espace de Minkowski
(2)Si € # 0 : La solution est la surface axialement symétrique :

¢ €|
-4

Cette intégrale elliptique peut étre exprimée par les intégrales elliptiques de la forme

Legendre de premier et de deuxiéme genre
En fait, I'intégrale :

a? + 72

est représenté comme :
b2 — 2

I(u)=vVa*+b(F(y,s)— E(y,s))+t i

avec b >t > 0.
Ici F(v,s) et E(v,s) sont les intégrales elliptiques de la forme de Legendre de premier

et deuxiéme type, respectivement, telles que
( v
1

F(v,s)= / (1 - s*sin’*a) 2 do.

0
v

E(’}/,S):/(I—S2Sin2&)%d&.
0
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Le module v et la variable s sont donnés par :

{ y=sin (5) /B

_ b
= Vari

Théoréme 3.3 les seules surfaces minimales axialement dans Hs sont des graphes de fonc-
tions f (x,y) =T (r) avec r* = 2? + y2, ou

()T (r)= cosh Lyer +c,e>0  pouré = 0.
€]

|5/~/ L2t + 9, ¢ > 0 pouré # 0.
ct+t2

3.0.7 Les surfaces minimales de translation dans ’espace de Lorentz-|

Heisenberg :

Une approche similaire & celle de trouver les surfaces de Sherch. On pose f(z,y) =
u(x) + v (y) — Ery et nous substituons dans I'équation (E¢). Nous obtenons I’équations
suivante :

(1 — (v — 251’)2) u’ 4+ (1 —u?)v" — 28 (v — 28x) = 0.

Cette équation devient lorsque on prend v (y) = cte, on obtient :
(1 —42%) u" + 4%z’ = 0.

L’intégration nous donne :

u(z) = z—é (arcsin 26x 4+ 28w/ 1 — 4§2x2) + ¢o.

Les équations des surfaces sont :

flz,y) = Z—z <arcsin 28x + 284/ 1 — 4£2x2) — Exy + co.

Sont minimales dans H.

Théoréme 3.4 Dans Hs, les translations des surfaces f (x,y) = 5 (arcsm 28w 4 28w/ 1 — 4€ m2> I
Exy + co, 01,00 et £ € R, sont minimales .
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Dans la suite en travail par la métrique :
ge—1 = dz® + dy? — (dz + (ydz — :Udy))2 )

Théoréme 3.5 Les surfaces minimales de translation dans [’espace de Lorentz-Heisenberg
qui sont paramétrisées par :

X (.13,y) = (JI,O,f (.7})) (07y70> = (Ji,y,h(l’) - ZEy),

sont :
k
X (z,y) = (:z:, Y, 5:5\/1 — 422 + k arcsin (2x) — xy) ,
ou k € R**.
Preuve
On pose : f(z,y) = h(z) — xy.
Donc :
f:c = h- Y, fy =
fx:v = hllufyy = O7fxy = -
et
P=f.+y="n.
Q=/f—x=-2z.
Alors (E¢—1) devient :
(Eezr) (1= Q) foe + (1= P?) fpy +2PQfry = 0% (1 —4a?) " + 4zh’ =0,
Donc :
h" x
2
(1 —4a®) W' +4dah/ = O(:)/ /1_41:2

& In(W) = 2(1—4a;)+c ceR
& W (z) =kV1—42? k=exp(c) € R*"
& h(x)zgx\/l—élﬁ—f-kz arcsin (2z) .

Théoréme 3.6 Les surfaces minimales de translation dans [’espace de Lorentz-Heisenberg
qui sont paramétrisées par :

X (z,y) = (0,9,0) (x,0,h (z)) = (z,y,h (z) + 7Y),

sont :
X (z,y) = (z,y,ax + b+ xy),

oua,b e R.
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Preuve
On pose : f (z,y) = h(z) + zy.
Donc :
fa: = h/+y7fy = .
oo = W' fy =0, fuy = 1.
et

{ P=f.+y="n+2y.
Q=f,—x=0.
Alors (E¢—1) devient :
(Eezr) (1= Q) for+ (1= P?) fy, +2PQf0y =0 B = 0.
Donc :
" (z) = 0 W (x)=a, a=cte eR
& h(zx)=ax+b, b= cte e R.

Théoréme 3.7 Les surfaces minimales de translation dans [’espace de Lorentz-Heisenberg
qui sont paramétrisées par :

X (z,y) = (0,9,9(y)) (,0,0) = (z,y,9 (y) + 2y),

sont :
k
X (z,y) = (aj,y, §y\/ 1 —4y? + k arcsin (2y) + xy) ,

ou k € R*T.
Preuve
On pose : f (z,9) = g (y) + 2.
Donc :

fm = y’fy :g/+[L’.

fxz = Oa fyy = g”7fa:y =1
et

{ P=f.+y=2y.
Q=f,—z=47.
Alors (E¢—1) devient :

(Ee—1) (1= Q%) fow+ (1= P?) fyy + 2PQfry, = 0= (1 —4y?) ¢" + 4yg' = 0.

Donc :

gl/ 4y
1-4°)¢" +4yg = 0« [ L =—
( v') g+ 4ug /g’ /1—4y2
1

s In(¢)==(1-4y*)+c, ceR
2

& ¢ (y)=kv1—492 k=exp(c) € R*"
k
s gy = ay\/ 1 —4y? + k arcsin (2y) .
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Théoréme 3.8 Les surfaces minimales de translation dans [’espace de Lorentz-Heisenberg
qui sont paramétrisées par :

X (z,y) = (2,0,0)(0,y,9(y)) = (x,y,9 (y) — xy),

sont :

X($7y) = (.fﬁ,y,(ly—l-b—ﬂfy),
oua,b e R.
Preuve
On pose : f (x,) = g (y) — 7.
Donc :

fz = _y7fy :g,—l’.

fmm = Oafyy = gllufxy = —1.
et

P=f+y=0.
Q:fy—Izg'—Qx.
Alors (E¢—1) devient :
(Be=1) (1— Q) fow+ (1= P?) fyy + 2PQfry =0 ¢" = 0.
Donc :
" (y) = 0&d((y) =a, a=cteeR

< g(y)=ay+b, b=cte € R,
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