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Introduction

Le dévelloppement de la théorie du controle optimal nécéssite les données suivantes :
(i) Un controle appartenant & un ensemble U,, (ensemble des controles admissibles).

(ii) Pour un controle donné u , I’état du systéme a controler est donné par la solution :

Ay(u) = w(fv u)>

ol ¥ est donné, généralement linéaire par rapport a f et & u , olt A est un opérateur supposé
connu (A est le modeéle du systéme ).

(iii) L’observation z(u), est une fonction de y(u) , (supposée connue ).
(iv) La fonction cott J(u) (fonction économique ) est une fonction numérique. On s’intéresse

a trouver

inf J(u), u € Uyq .

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le chapitre 1 est un consacré a quelques rappels
sur les espaces de Sobolev.

Dans le chapitre 2, on étudie la minimisation d’une forme quadratique définie positive sur un
sous ensemble convexe fermé d’un espace de Hilbert, puis on généralise pour I’étude des in-
égalités variationnelles qui ne représentent pas nécessairement un probléme de minimisation.
Ce chapitre se termine par des exemples d’applications illustratifs.

Enfin, le chapitre 3 étudie le controle optimal des systémes régis par des équations aux
dérivées partielles elliptiques.

Ce travail, est tiré de I’étude faite par J.L.Lions dans son ouvrage intitulé "Controle Optimal
Des Systémes Régis Par Des Equations Aux Dérivées Partielles" [1].



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Sobolev

1.1 Notations

1- On note par €2 tout ouvert de R™ .

2- Soit @ = (g ,... ,a) € N" | |a| = a; + ... + ay, et ¢ est une fonction suffisement
differentiable sur €2. on pose

0l (x)

= [e%} a9 *
0x{"' 0y ... Oxon

D% (z)

Cette expression est appelée dérivées d’ordre || de ¢ .
3- L’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur 2 est noté C*(€2) .

4- On appelle support d’une fonction ¢ , I’ensemble

suppp = {z € Q; ¢ () # 0} .

5- L’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et a support compact dans {2 est noté
D (Q) ou CX(Q) .

1.1.1 Les dérivées faibles

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R™ et u une fonction localement intégrable sur ) , s’il

existe g € L* (Q) tel que :
/u D% dzx = (—1)a|/g o dz .

Q Q

On dit que g est la dérivée faible d’ordre « sur €2 et on note : g = D%u .
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1.1.2 L’espace H!(Q)
Définition 1.2 On note par :

H' (Q)={ueLl*Q): Vue L*(Q)}

H' (Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre 1.
L’espace H' () est muni du produit scalaire

n

(U, 0) i) = (W V) p2(0) + Z (Oiu, 0iv) 2(q)
i=1

Proposition 1.1 Muni de la norme :

=

2 2 2
ll sy = (el gy + 1Vl 2 (1.1)

H' (Q) est un espace de Hilbert.
L’expression

ull gy = lull L2y + VUl 12

est une norme sur H'(Q) , équivalente a sa norme usuelle définie dans .

D(@) = {pla v € DR},

Proposition 1.2 L'espace D () est dense dans H'(12).
En d’autres termes :

Vue H (Q),Ye>0, 39 DQ): llu—lyg <e
Proposition 1.3 L’application :
Yo : D (ﬁ) — C> (D)

u — ulp

se prolonge en une application linéaire, continue et surjective

Yo : H'Y(Q) — Hz(D)

U = YU .

Définition 1.3 v u est appelée trace de u surT.

Définition 1.4 La fermeture de D (Q) dans H' () est un sous espace fermé de H*(S2),

on le note : H} () .



1.1 Notations

Proposition 1.4 Si Q est un ouvert régulier (I' est lipschitzien) on a :

Hy(Q) ={ue H(Q): vy=0surD }.

Le dual de Hj(f2) est noté H () .



Chapitre 2

Minimisation des fonctions et
problémes aux limites unilatéraux

2.1 Minimisation des formes coercitives

Soit U un espace de Hilbert réel. Dans les chapitres suivants, ’espace U désignera 1’espace
des controles.
Pour le moment, on va supposer les données suivantes :

m est une forme bilinéaire continue sur U, et symétrique :
(1) u,v — w(u,v) , m(u,v)=mr(v,u)VuoveU,

[ (u, 0)] < cllullflv]l.

(i1) {v — L(v) est une forme linéaire continue sur U.

Le but est trouver un minimum sur U,, de la forme quadratique :

J(v) = m(u,v) — 2L(v) (2.1)
ou U, est un convexe fermé de U. Cet espace sera appelé, espace des controles admissibles.
2.1.1 Le cas ou 7 est coercitive
Définition 2.1 On dit que la forme bilinéaire  est coercitive sur U si

Ja>0 =n(v,v)>alv|? VoeU. (2.2)

On a le théoréme suivant



2.1 Minimisation des formes coercitives

Théoréme 2.1 Soit w(u ,v) une forme bilinéaire symétrique continue et coercitive sur U.

Alors il existe un élément unique u dans U,y tel que :

J(u) = inf J(v).

VEUq

Preuve. Comme 7 est coercitive et L est continue alors :

J() = alvl* = 2Ll Joll, ¥YoveU.

Mais,
L] ||L||2 2
2||L =2— < )
H || HUH \/a\/aHUH = +a HUH
Alors,

L 2
J(v) > _IEE e v

Q

J(v) est minorée dans R, elle admet donc une borne inferieure.
Soit
d= inf J(v).

v€EU 4

Montrons qu’il existe un unique u € U,q4, vérifiant :

J(u) = inf J(v)=d.

v€EULq

De la caractérisation de la borne inférieure, on a :

1
Vn e N Ju, € Uy : ng(un)<d+E.

La suite (u,,) est appelée suite minimisante.
Sachant que

Up + Uy, Uy + U,
4a ,
( 2 2

) = a (Up, Up) + & (Un, Up) + 20 (Up, Upy)

et donc

Up + Uy Up + U
2 72

—2a (Up 5 Up) = @ (Up, Up) + @ (U, Up) — 4da (

alors, de la coercivité de la forme bilinéaire a (u,v) on a :

a||un_Um||2 S G(un—um ; un_um)
<A (U, Un) + @ (U, Up) — 20 (U, Uy

2 ’ 2

(2.3)

(2.4)
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D’autre part, on a :

—MX%J—4LM%@+8L(E1%Eﬁ):O,

alors,

a[vn = vll? < 20 (n) + 2J () — 4J (“*T“m) ,

Comme U,, est convexe alors

1
§(un + um) € Uad>

Up + Um,
(e 4
1 1

1 1
oga|\un—umu2g4d+z<—+—> —4d—2<—+—> |
n m n m

et donc

On a alors :

On déduit alors que la suite (u,,) est de cauchy dans U , alors elle converge vers un élément
uw € U. Comme U,, est fermé alors u € U,y .
De plus, du fait que la fonction

v— J)=a(v,v) — 2L (v)

est continue sur U alors
J (uy) — J (u).
De la double inégalité (2.4)) on obtient :

J(u)=d= inf J(v).

vEU,q

L’unicité : Supposons que le probléme (2.3) admet deux solutions u; et uy. Le méme
raisonnement que précédemment, donne :

aflur — us|)? < @ (ur — g, ur — us) = 2J(uy) + 2J (us) — 4J (“1 ; “2) <0.

U + Us

Car, le fait que U,y est convexe, € Ugq-

JC“;W)gjwmisz

et donc

Ce qui donne u; = us.
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Exemple 2.1 Prenons

7(u,v) = (u,v) Produit scalaire dans U,

L(U):(Q’U)Uy gEU
Alors,

J(u) = llg = vl = llgllz,

et l'unique élément de u € U,y tel que

J(u) = inf J(v)

vEU 4

est défini par :

lg —ullv < llg=vllv Vo € Usa;

l’élément u est donc la projection de g sur U,q.

2.1.2 La caractérisation de 1I’élément minimum

Inégalités variationnelles

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, I’élément minimum u donné par

le théoréeme 2.1, est caractérisé par :

u € U ; m(u,v —u) > L(v —u), Yv € Uyy.

Preuve. (=) Supposons que
Ju) < J(v) YoveEUyy

et montrons que
m(u,v —u) > L(v—u) Yvé&Uy.

Soit v € U,y. Du fait que U,y est convexe alors
w=u+tlv—u) €Uy, Vte0,1],

alors,

J(u) < J(w).

Mais,
J(w) = m(w,w)—2L(w)

= m(u+tlv—u), u+tlv—u)—2L(u+tlv—u))

= m(u,u) + 2t7(u,v —u) + 7 (v — u,v — u) — 2L(u) — 2tL(v — u).

(2.5)
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Donc
J(w) — J(u) >0 < 2t (u,v — u) + t*7(v — u,v — u) — 2tL(v — u) > 0,

on simplifie par ¢ puis on fait tendre ¢ vers 0 on obtient
m(u,v —u) — Llv—u) >0 Vv&Uy.
(<) Soit v € U,q quelconque, on a :

J)—Ju) = Jw—u+u)—J(u)
= 7(v—u+u,v—u+t+u)—2Lwv—u+u)—7(u,u) + 2L(u)
= m(v—uv—u)+2m(u,v —u) — 2L(v — u) — 2L(u) + 7(u,u) — 7(u,u) + 2L(u)

= m(v—u,v—u)+2[r(u,v—u)— Llv—u)] >0

car
(v —u,v—u) > allv—ul*>0.

Et
m(u,v —u) — L(v—u) >0 par hypothese.

2.1.3 Autres formes d’inégalités variationnelles

Les résultats suivants sont tres utiles dans un sens technique :

Théoréme 2.3 Supposons que les hypothéses du théoréme 2.1 sont satisfaites. Alors, la ca-
ractérisation est équivalente a :

u€ Uy mw,v—u)>Lv—u) Yv & Uy. (2.6)

Preuve. (=) Ona:

m(v,v—u)= (v —u,v—u)+ 7(u,v—u) > L(v—u)
car
(v —u,v—u) > allv—ul*>0.

(<) Supposons que
(v, v —u) > L(v—u) V€U

Pour v € U,y , on a
w=u-+t (v — u) € Uyq car U,y est convexe

alors :
T (w,w—u) > L(w—u)
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T(u+t(v—u),t(v—u))>tL(v—u)
tr (u,v —u) + *r(v —u,v —u) > tL (v —u).

On simplifie par ¢ puis on fait tendre ¢ vers 0,on obtient :

m(u,v—u) > L(v—u) Vuve&Uy.

2.2 Solutions directes de certaines inégalités variation-
nelles

2.2.1 Enoncé du probléme

Soit m(u ,v) une forme bilinéaire donnée sur U qui n’est pas nécessairement symétrique et L
est une forme linéaire continue sur U ; on cherche u € U,y qui satisfait

m(u,v —u) > L(v —u) Vv € Ug. (2.7)

Notons que lorsque 7 est non symétrique, (2.7)) ne correspond pas & un probléme de calcul
de variations, de la recherche d’extrema d’une fonctionnelle. En dépit de cela, les inégalités
du type (2.7) sont désignées comme des inégalités variationnelles.

2.2.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 2.4 Supposons que la forme bilinéaire (non nécessairement symétrique) m(u ,v)
satisfait

Ja > 0; m(vy — v, U1 — Vg) > af|vg — UQH2, Y 1,09 € Uyg.

Alors il existe un u unique dans U,y qui satisfait .

Preuve. 1- Si 7 est symetrique, alors

vEU,q

1' uw€Uy: J(u)= inf J(v)

et donc (2.7) admet un u € U,y unique, d’aprés le théoréme 2.1.
2- Si m n’est pas symétrique, on pose :

(m(u,v) = m(v, u))

N | —

(m(u,v) + m(v,u)) et blu,v) =

N | —

a(u,v) =

m(u,v) = a(u,v) + th(u, v).
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On remarque que

(i) 7(u,w)=alu,w)+alu,w)

(ii) la forme bilinéaire a est continue et symetrique

(iii) 7(v ,w)=a(v,w) Yvel.

Du point (iii) on déduie que si 7 est coercitive alors a est coercitive; en effet

a(v,v) =7(v,v) > « ||1)||2

Comme a est symetrique alors, pour toute forme L linéaire et continue sur U , il existe un
unique u € Uy :

a(u,v —u) > L(v—u) Vv &€ Uiy,

ol u est solution de
J(u) = inf J(v).

vEU 4

Pour la suite de la démonstration, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1 Sipours € [0,1] , le probléeme est résolu pour ws(u ,v) et pour tout L € U’
, alors il est résolu pour my(u,v) ot s <t <t+71,

[b(u, v)]

avec; 0 <7 < 57 et M:supm<oo.

Preuve. Définissons 'application :
T U— Uad
w—u=Tw

comme suit :
U€ Uy ms(uyv—u)>Li(v—u) YveUy (2.8)
ou
Li(v) = L(v) — (t — s) b(w,v) s<t.

L; est bien une forme linéaire et continue sur U donc, par hypothese le probléeme(2.8)) admet
une unique solution u € U,y. L’application T' est donc bien définie. Montrons que T est
contractante pour ¢ — s bien choisi.

Soit
uy =Tw, et wu =Tw.
On a:
(a) s (U1, v —up) > Lo —uy) — (t — )b (w1, v —uy) Vv € Up.
(b) s (Ug, v —ug) > L(v —ug) — (t — 8)b(wa, v —uz) Vv € Uy

En posant v = uy dans (a) et v = u; dans (b) on aura :

s (U1, u1 — ug) < L(up —ug) — (t — $)b (wy,ug — uz)

s (—ug, uy — uz) < —L(up —ug) — (t — 8)b (—we, ug — us) .
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En faisant la somme, on obtient :
s (U1 — ug, up — ug) < (t — $)b(wy — wa, ug — ug).
De la coercivité de 7, et la continuité de la forme bilinéaire b(u ,v) on obtient :
alluy — ug||* < (t = 5) M [Jwy — wsl| -

M
En posant 7 =t — s , 'application T est contractante pour 7— < 1. Alors, T" admet un
o

point fixe unique u € U, ,
u="Tu.

Cet élément vérifie
s (U, v —u) > L(v—u)— (t—s)b(u,v—u)

& ms(u,v—u)+ (t—$)b(u,v —u) > L(v—u)
< a(u,v—u)+sb(u,v—u)+ (t—s)b(u,v—u) > L((v—u)

< a(u,v—u) +th(u,v—u) > Llv—u)

e (u,v—u) > L(v—u).

Le lemme est ainsi démontré pour tout ¢ tel que: s <t < s+ 7.
Comme, pour
t= 07 7T0(’LL,U) = a(uv U)

et on a vu que le probléme est résolu pour la forme a(u ,v), alors, le probléme est résolu pour
e (u,v) ;5 0<t <,
puis il est résolu

Tor ('LL, U) )

on refait n fois le procedé jusqu’a :
nt > 1.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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2.3 Exemples

2.3.1 Exemples de problémes aux limites

Soit €2 un ouvert de R" et a;; ;¢ ,j =1 ......... n , des fonctions sur €2 vérifiant les
propriétés
a;; € L*(Q) (a valeurs réelles) (2.9)
D ai(2) G > a(GH G+ +¢2). a>0, VCeR" (2.10)
ij=1

presque partout sur 2 .

ap € L*(Q) avec ap(x) > a >0, presque partout sur §. (2.11)
Pour u ,v € H' (Q) ,

m(u,v) = Z /Qaw(x)%gs dx—l—/ﬂaouv dx. (2.12)
j i

ij=1

On a ainsi défini une forme bilinéaire sur H'(£2) et en vertu de (2.10]) et (2.11)

(v, v) > a||v||%p(m, Vove HY(Q).

On choisie U sous-espace fermé de H'(Q) et L une forme linéaire continue sur U.
Du fait que m(v ,v) > a|[v]|* ;& > 0, Vv € U on obtient, d’aprés le théoréeme de Lax-Milgram

il existe un unique u € U tel que

(2.13)
m(u,v) = L(v), Vv eU.
Exemple 2.2 Dans le cas ou U,g = HJ () I’équation précédente est équivalente a :
Au= f , dans Q
(2.14)

u=0 surl = 01,

ol 'opérateur A est donné par :

Av = — i a% <ai,j(x)§7”) + ag(@)o. (2.15)

i,j=1 J

En effet; Pour U = H} (), l’équation est équivalente a

7(u, ) = L(p). Yo € D(Q).
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Ce qui donne, aprés une intégration par parties :

(A1t 2) priemie / fo  VeeDQ@

et donc
Au = f au sens des distributions.

Du fait que u € H () alors u|p = 0;0n obtient alors le probleme (M)
Le probléeme est un probléme du type Dirichlet homogéne.

Exemple 2.3 Soit U = H L(Q) ; les coefficients ay;, ag sont réquli¢res dans Q0 (par ezemple,
a;; € C* (Q), on choisie L(v) de la forme

- fQ fvdx + <g7ry0v>H_%(F)*H%(P) )
(2.16)
fel?Q),ge H=2(I).

Notons que L(v) définie par est une forme linéaire continue sur H'(Q) = U, car
lopérateur (trace) :

Yo : HY(Q) — H%(F) est linéaire et continu.
De méme, pour v =@ € D(Q) , donne [Au = f dans Q] . Le fait que

u€ HY(Q), et Au € L*()
alors
0
8_u = E ;5 o cos(n, ;) sur T
VA ]

est un élément de H_%(F). La formule de Green donne alors :

/(Au) vdr = <§—u,%v> . .t 7(u,v).
2 va H™2(T)H?2 (T)

D’aprés la forme , on obtient

/fvdx:/(Au) vdx = <§Tu,”yov> . . t(u),
A A H™2(D)«H?2(T)

Q

d’ot

ou
/(Au)vdm + <m,%v> = /fvdm + (g,%wH_%(F)*H%(F) Y oue HY(Q),

Q Q
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Ce qui donne

< ou > 0
= = G, YoV = 0.
Ova H™%(T)«H 2 (I)

1

Yo 1 H'(Q) — H3(D)

Du fait que Uapplication :

est surjective, on déduie :

0
% =g surl.
On obtient, le probléme
Au=f dans ¥,

(2.17)
881]—1; =g surl.

Ce probleme est du type Neumann non homogéne.

2.3.2 Problémes aux limites Unilatéraux

Jusqu’a présent, on a appliqué la théorie générale dans le cas ou il n’y a pas de contraintes;
avec U,y = U.

La forme bilinéaire 7(u ,v) est la méme que dans mais U,q est un sous-ensemble convexe
fermé de U.

On considére d’abord le cas ou U = H(Q) et

Uw={v| velU, v|p>0}. (2.18)

Remarque 2.1 L’ensemble U,y défini par est un cone convexe fermé de sommet {0}.

Remarque 2.2 Dans ce cas, du fait que U,y est un cone convexe fermé de sommet {0}, la
solution u donnée par le théoréme 2.2 est caractérisée par :

m(u,v) > L(v) ¥V v € Uy,
(2.19)
7(u,u) = L(u).

Preuve. En effet
soit v € Uy, comme u € U,y et U,q est convexe alors

tu+(1—t)v€Uad Vte ]0,1[

or U, est un cone de sommet {0} alors,

1
w:¥[tu+(1—t)v]:u+ ve Uy VYiteo,l1].
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Comme
m(u,w —u) > L(w — u)
alors
1—-t 1—-1t
Tﬂ(u, v) > TL(U,U) = m(u,v) > L(v) Vv & Uy,
1-—-t
car >0.

Pour obtenir 1’égalité
m(u,u) = L(u)
il suffit de prendre w = 0 € U,4 puis w = 2u € U,4, on aura

m(u,u) > L(u) et m(u,u) < L(u) .

Interprétons le probléme défini par ([2.19))

Soit v = ¢ ,p € D(Q) (car v € Uyq). on a alors

m(u, ) = L(p) VYo € D(Q), (2.20)

et donc

Au = f dans Q. (2.21)

Multipliant (2.21)) par v € Uyq , la formule de Green, donne :

ou
<8_ — g,’yov> . ) + 7m(u,v) = /fv dx
va H™2(D)«H2 (T) A

et a partir de I’ inégalité de (2.19)), on en déduit

ou
<(9_ — g,’yov> ) . =0 (2.22)
vA H™2(0)«H3 (T)

Dans (2.22)), v € U,4 et par conséquent v > 0 sur " alors (2.22)

est équivalente &

Ou g >0 sur T (au sens de H’%(F)). (2.23)
(%A

De (2.19) et (2.22)) on déduie
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ou
oL 9 u) . =0
vA H™2(T)xHZ (T)

qui, combiné avec (2.23)) et le fait que u > 0 sur I montre que

ou
U(% - )

on a montré 'existence de I'unique u € H'(Q) satisfaisant les conditions aux limites :

=0 surl.

( Au=f dans )

u >0 sur I,

(2.24)
ou _ g >0 surT,

ova

du
ovp

| u(z- —g) =0sur T,

Remarque 2.3 Les conditions auzx limites sont appelées conditions aux limites uni-
latérales.



Chapitre 3

Contréle des systémes gouvernés par
des E.D.P. Elliptiques

3.1 Controle des problémes variationnels elliptiques

3.1.1 Enoncé du probéme

Soient V' et H deux espaces de Hilbert sur R et supposons que :

V C H, linjection de V sur H est continue, V est dense dans H. (3.1)

H sera identifié avec son dual. Si V' est le dual de V', on a :

VCHCV, (3.2)

avec,

V est dense dans H et H est dense dans V' et les injections correspondantes sont continues .
Soit a(u ,v) une forme bilinéaire continue sur V, et coercitive (c.f. (2.2)) ).

Remarque 3.1 La forme bilinéaire a(u ,v) n'est pas nécessairement symétrique .

Pour f € V', on considére L la forme linéaire continue sur V' définie par :

L(v)=(f,v) YoveV, (3.3)

Ou
(.,.) est le croché de dualité entre V' et V.
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Théoréme 3.1 Supposons que est satisfaite. Pour f donnée dans V', il existe un unique
y €V tel que :

aly, ) = (f,¢)  VyeV. (3.4)

On peut interpréter de la maniére suivante : Pour tout u € V' fizé la forme
v — a(u ,v) étant linéaire et continue alors
[’application
0, 2 v — au,v) (3.5)

est une forme linéaire et continue sur V' et donc ¢, € V.
Soit alors

AV =V

u — Au=p,.

Lopérateur A est un isomorphisme de V' sur V' et vérifie

a(u,v) = (Au,v) s YV u,v eV, (3.6)
Donc l’équation est équivalente a

Ay = f, dansV’'.

Soit U l'espace de Hilbert des controles et un opérateur,
B e L(UV").

Le fait que A est un isomorphisme de V sur V' alors, pour tout f € V' et tout u € U le
probléme

Ay = [ + Bu,

admet une unique solution, y € V.

On note que y dépend de wu, on écrit alors :
Ay(u) = f 4+ Bu, y(u) €V. (3.7)

Soit H un espace de Hilbert, espace des observations, et un opérateur C' € L(V ,H). On se
donne aussi une équation d’observation

z(u) = Cy(u). (3.8)

Finalement, on se donne une forme hermitienne sur U, (Nu ,v)y vérifiant :

Jpu>0 (Nv,v)>uplv|Z, VYvel. (3.9)
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A tout controle u € U , on associe la fonction cotit
J(u) = ||Cy(u) — zallf + (Nu, u)y (3.10)

ol z4 est un élément donné de H.
Soit U,4 un sous ensemble convexe et fermé de U.
Le but est de trouver u € U,y qui minimise la fonction .J.

Définition 3.1 L’élément u € U,y tel que :

— 3 3. I
J('LL) Ulellllald J(U) ( )

Ecrivons J(u) sous la forme

J(u) = [|Cly(u) = y(0)] + Cy(0) — 2allf; + (Nu,u)y

et posons :
m(u,v) = (Cly(u) = y(0)], Cly(v) = y(0)) & + (Nu, v)u (3.12)
et
L(v) = (24 = Cy(0) , Cly(v) = y(0)])p - (3.13)
On a:

1- La forme 7(u ,v) est bilinéaire, continue et, du fait que

ICTy(u) = y(O)]I* >0
alors,
m(v,v) = [|C (y(v) = y(O)I5 + N(v,v) > pllvll; Vv eU.

2- La forme L est linéaire et continue sur H.
3-On a:
J(v) = m(v,v) = 2L(v) + [|z¢ — Cy(0) |17

Comme ||zg — Cy(0)||3; est constante par rapport & v alors il suffit de minimiser la fonction :

J(v) = m(u,v) — 2L(v).
On a le théoreme suivant,
Théoréme 3.2 Supposons que I’hypothése et satisfaite et que l’état du systéme est
donnée par alors il existe un élément unique u € U,q tel que

J(u) = inf J(v).

v€EU,q

La preuve est la méme que celle du théoreme 1.1.
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3.1.2 L’ensemble des inégalités définissant le contréle optimal

Si u est un controle optimal (Theorem 1.2, chapitrel), alors il est caractérisé par :

u € Upg; m(u,v—u) > Llv—u) Vvé&Uig. (3.14)

L’inégalité (3.14) s’écrit :

(Cy(u) — 24, Cly(v) — y(w)]) g + (Nu,v —u)y >0 Vv € Ugg. (3.15)

Mais du fait que 'opérateur A est un isomorphisme de V sur V' alors (3.7) donne

y(u) = A~ (f + Bu),

et donc

y(v) = y(u) = A7 B(v — u).
Alors, I’ inégalité (3.15)) s’écrit :

(Cy(u) — 24, CAT'B(v —u)),, + (Nu,v — u)y >0, VoveUyq. (3.16)

H

Introduisons le dual H' de H et

A = isomorphisme canonique de H sur H'.

défini par :

En introduisant 'opérateur A , I’ inégalité (3.16) devient
(A[Cy(u) — z4), CA'B(v — u)>H,*H + (Nu,v —u)y > 0.
L’adjoint C* € L(H'; V') est défini par :

(9, vy = CHyy » YgeH VeV,

En utilisant cet opérateur on aura :

<C’*A[Cy(u) — 2], A7'B(v — u)>v,*v + (Nu,v —u)y > 0, (3.17)
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Soit
A" € L(V" V') = L(V, V),

I’adjoint de I'opérateur A.
Pour un controéle u € U,y , adjoint p(u) € V' est défini par :

A*p(u) = C*A[Cy(u) — z4)-
L’ inégalité (3.17]) devient

(A*p(u), A7 B(v — u))

ce qui est équivalent & :

vy T (Nu, v —u)y >0

(p(u), AA™'B(v — u)>v*v, + (Nu,v —u)y >0

et donc,

(p(u), B(v — u)) + (Nu,v —u)y > 0. (3.18)

VVv!
Si B* € L(V ,U’) , est adjoint de B, on obtient de (3.18)) :
(B*p(u),v — w) .y + (Nu,v — u)y > 0. (3.19)

Soit
Ay : U — U lisomorphisme cannonique

<Uv w>U = <AUU7 w>U’*U

et Al}l son inverse.

L’ inégalité (3.19)) devient

(A" B*p(u),v — u>U + (Nu,v —u)y > 0. (3.20)

On obtient alors :
(A;'B*p(u) + Nu,v — u>U >0 Vv € Uyy. (3.21)

Ces résultats sont résumés dans le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3 Supposons que la condition de coercivité est satisfaite et la fonction

colt étant donnée par .

la condition nécessaire et suffisante pour que u soit un controle optimal est que les équations
et les inégalités suivantes soient satisfaites :

¢

u & Uad
Ay(u) = f + Bu,
(3.22)
Ap(u) = C*A[Cy(u) — zd,
| (A" B*p(u) + Nu,v — u>U >0 Vv € Ug.
3.2 Applications
3.2.1 Systéme Régi par le probléme de Dirchlet
On commenge par le cas le plus simple; soit V = H(2), H = L?(Q) et
_ () 22 0V
a(p, ) = Z /am (x) o, O, dx + /ao(:c)godx (3.23)
L) Q
on choisie
Qij, Qg € LOO(Q),
D a@)es = al€ .. +E), a>0, (3.24)

ij=1
ap(x) > a.

On definit I'opérateur elliptique A du second ordre par :

Z(‘?x (z]a S0>+QUS0

et

U=H=L*),

Dans ce cas on dit que le controle est distribué (sur 2).
Du fait que
V=H,CH=U=L*(Q)=H cV'=H (%)
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on a donc

(i) B e L(U ,V’) est 'injection (identité) de U dans V'

(ii) C € L(V ,H) est l'injection de V dans H

(iii) H = H' alors 'isomorphisme A est l'identité.

L’état y(u) , par conséquent, est donné par la solution du probléme de Dirchlet

Ay(u) = f +u,
(3.25)
y(u) € HY(Q) (donc y(u) = 0 sur I').
On veut trouver :
Uie%ﬁd /(y(v) — zg)%dz + (Nv,v) (3.26)
Q

ou U,, est un sous-ensemble convexe fermé de U.

Remarque 3.2 La solution du probléme est une fonction de x et de u.

T yg) y(x;u).

En vertu de (3.24), on peut appliquer le théoréme 2.3.
Le probléme adjoint :
A*p(u) = C*A [Cy(u) — z4]
devient
A'p(u) = y(u) — zq.
De plus, comme B est I'injection de U dans V' alors I’ inégalité devient

<p(U)JU - u>U’*U + (NU,U — u)U 2 0.

De plus comme U = U’ = L*(Q) alors Ay est l'identité
I'équation (3.21]) devient

(p(u), v —u)y + (Nu,v — u); > 0.

& (p(u) + Nu,v —u),; >0

<:>/(p(u)+Nu)(v—u)du20

on obtient alors le systéme suivant :
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( Ay(u)=f+u dans Q, y(u) =0 sur T,
A*p(u) = y(u) — zq dans Q, p(u) =0 sur T,

(3.27)
/(p(u) + Nu)(v—u)dex >0 Vv & Uy,

L u € Uad,

Exemple 3.1 Cas sans contraintes : U,q = U.
Dans ce cas, du fait que U est un espace vectoriel, la derniére condition de se réduit a

P(u) + Nu = 0.

On peut alors éliminer u : (u = —N~'p)) , on obtient le contréle optimal de la manicre
susvante :
On résout le systéme d’équations aux dérivées partielles suivantes :

Ay+ N-1lp=f dans 2,
A'p—y=—z4 dans 2, (3.28)

y=0, p=0 surl,
alors, le contréle optimal u est donné par :
u=—N"1p. (3.29)

Cas particulier : Si a;j(x) = 0;; etap = X € R alors, lopérateur A se réduit a
—A+ X et le systéeme devient :

—Ay+AXy+ Np=f dans?(,
—Ap+Ap—y=—zg dans €,

y=0, p=0, sur T.

et
u=—N"1p. (3.30)

Supposons que les coéfficients de A sont réguliers dans Q. Alors, en utilisant la régularté de
solutions des problémes elliptiques on déduie que la solution p de I’équation

Ap=y—=z, plr=0,

appartient o H*().
p € H*(9). (3.31)

Si de plus lopérateur N~ : H*(Q) — H?(Q) , le controle u appartient donc o H?(S2).
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Exemple 3.2 Considérons maintenant le cas o
Ua = {v € Hy(Q) | v > 0 presque partout dans 2}.

D’aprés, la remarque 1.1, on obtient

(

Ay=f+u dans Q,y=0 sur T,
A*p(u) = y(u) — zq dans Q, p(u) =0 sur T,
y >0 presque partout dans S, (3.32)

p(u) + Nu >0 presque partout dans €2,

u(p(u) + Nu) =0 presque partout dans Q.

\

En posant u = Ay — f , et en éliminant u, on obtient les équations et inégalités suivantes :

( Ay — f>0 dans Q,
A*p—y =24 dans Q,
p+ N(Ay — f) >0 dans , (3.33)

(Ay—f)[p+ N (Ay — )] =0 dans Q,

\ y|F =0, p|F =0.

En résolvant ce systéme on déduie le controle optimal

u= Ay — f.

De I’équation
u(p(u) + Nu) =0,

on a, soit : u =0oup+ Nu=0ouu et p+ Nu égal a zéro. Dans le dernier cas, on a :

Ay=1[ ety=rz4
donc
Ay = 24.

Comme (dans le cas générale)
Azq # f presque partout dans €.

On obtient & deux cas possibles :
(i) w=0 dans Qy et p>0.
(ii) u > 0 dans Q; et p+ Nu=0.
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Pour simplifier supposons que

N=ul, pn>0.

Par conséquent, a partir de (i) et (ii) on déduie :
1
u = ——1nf(0,p). (3.34)
1

Conclusion

Le controle optimal est donné par (3.34), ot p est la solution du probléme aux limites (non
linéaire).

(

1
Ay+;mﬂam=f,

A'p —y = zq, (3:35)

L ylp =0, plp =0.

3.2.2 Systéme Régi par le probléme de Neumann
On prend :

V=H(Q), H=L*Q)
La forme a (p, 1) est donnée par (3.23) et (3.24]).

Dans ce cas si  # R", D () n’est pas dense dans V = H! (Q2) alors le dual V' de V' ne peut
pas étre identifié & un sous espace de D’ (). Ce pendant, pour h € L%(Q) et g € H~2(T'), on
peut définir des élément de V'’ comme suit :

g@g:/h¢m,heﬁun, (3.36)

Q
Lo (¥) =49 9) -4 yurd oy (3.37)

L’isomorphisme A de V sur V' doit étre interprété sous la forme variationnelle; pour une
forme linéaire continue f sur V , il existe un unique y tel que :

a(y,)=f) VeeV. (3.38)
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On suppose maintenant que :
U=1L*9),

B = opérateur identité,

C = opérateur d'injection de V dans H.

Dans (3.7)), on choisie f comme,

FO) = [fodot o), g,y REINQ), geHAID. (339
Q

L’état du systéme y(u) est donné par la solution de

o (y(w), ) =f<w>+/u¢dx Ve H (9, (3.40)

Q

ce qui peut étre interprété comme (chapitre 1, probléme de Neumann)

Ay (u) = fi+u  dans Q,
(3.41)
887?{4 =g surl.
La fonction cott J(v) est identique a celle donnée par (3.26). L’état adjoint est donné par la
solution du probléme adjoint du probléme Neumann,

A*p (u) = y(u) — z4 dans €,

o (3.42)
Jor (u) =0 surl.
Le controdle optimal u est donnée par la solution de (3.41)), (3.42) avec
U € Uy : /(p(u) + Nu) (v—u)de >0 Vv € Uy (3.43)

Q
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3.3 Lecas N =0
Soit V' un espace de Hilbert, V'’ son dual,
u=Vv' (3.44)
B=1I1d:V' =V, C=1d:V = V. (3.45)
L’équation :
Ay(u) = f+u (3.46)
avec
A:V —= V' isomorphisme (3.47)
et I'observation est :
z(u) = y(u) dans V. (3.48)
La fonction cout est :
J(v) = ly(v) = zalliy; 2a€ V. (3.49)

Théoréme 3.4 Sous les hypothéses —, il existe un unique élement u (controle

optimal) tel que :

J(u) = inf J(v).

v€EU,q

De plus l’élement u est donné par tes équations et les inégalités suivantes :

UEUadi Ay(u):f+u
Ap(u) = Ay(u) — z4)
<p(u>7 v = U’>V*V/ > 0 Yve Uad-

Preuve. On pose

m(u,v) = (y(u) = y(0),y(v) — y(0)) = (A" 'v, A™'u)

alors,
m(u,v) = |A7 || > a Jul|? .

Alors, on peut appliquer la théorie générale.
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3.3.1 Applications

On pose : V = H}(Q2) , muni de la norme

||u||%/:/|u|2dx+/|Vu|2d93
Q Q

V' = H71(Q) est le dual de V et lopérateur

A=—-A+T: H)— H Q) estun isomorphisme.

La fonction cout est

J(v) = / y(0) — 2l da + / 1V (y(v) — z) da.

Q
Posant

m(u, v) = (y(u) = y(0),y(v) = y(0))y

et
L(v) = (za = y(0), y(v) — y(0))y,

| J(w) = (v, v) — 2L(w) + |24 — y(O)]*.

Comme 7 est coercitive alors il existe un unique élément u € Uy, tel que :

J(u)= inf J(v); U= convexe fermé de U =V"

v€EU4q
De plus, I’élément u est caractérisé par :

m(u,v —u) > L(v—u) Vv & U.

ce qui donne :
(y(u) = za, y() —y(u))y 20 Vv eUy.

Utilisant I'isomorphisme A = —A+1:V — V' | on obtient :

(A + D [y(u) = za), y(v) = y(u)yry 20 Vv € U

comime

Ay (u) = f+u

(3.50)
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alors
y(v) =y (u)=A"" (v —u)
L’ inégalité (3.50)) devient :
(FA+D)(y(u) —z) A (v—1u))y,,, >0 Vove Uy (3.51)
Soit A* € L(V", V') =L (V" V') 'adjoint de A.
On pose :
Ap(u) = (=A+1) (y (u) — z4) ,
(3.52)
p(u) € Hy(9).
L’inégalité (3.51)) devient :
(A*p(u) , A" (v — u)>V,*V >0 Vové&Uuy,
ce qui donne :
(p(u) , v =)y >0 Y& Uy (3.53)
Le controle optimal est défini par les équations et les inégalités suivantes :
(
-y 2 <aij (g;)y;—g) +agy(u) = f +u.
12
u € Uad;
=37 2 (a0 22 + agp(u) = (~ A+ 1) (y(w) — =) (3.54)

]

y(u) € Hy(Q), pu) € Hy(Q)

(p(u) ,v— U)HI(Q) 1) 20 Vv € Usa-

Cas particulier
1-SiU,=U=H'(Q) (sans contrainte).
Dans ce cas, I'inégalité de (3.54) devient

<p(u), U>H =0.
De l'équation (3.52)) on déduie que
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= Ay(u) = Az,

Le controéle optimal est donné par :
u€ Hy'(Q), ylu)=f+u, ye€H(Q),
A'p(u) = (=A + 1) (y(u) = za),
u=Azs— f.

2
U = {v € HY(Q); v >0 dans Q} .

Dans ce cas, U,q est un cone fermé de u, le controle optimal est donné par :
m(u,v) 2 L(v) Vv € U
m(u,u) = L(u).
On déduit alors :
(p(u); vy 20 Vv € Uag (i)
(p(u), u)y = 0. (ii)

Comme v > 0 sur 2 ,V v € U,y alors

(i) = p(u) > 0 sur €.
D’aprés, (ii) on a :

plu) >0,u>0et (p(u) u) =

Alors,
u p(u) = 0.

Dans ce cas, le controle optimal est donné par le systéme
( Ay(w) = f+u, ye B
A'p(u) = (=A+ I)(y(u) — za), p(u) € Hy(Q)
uw>0 sur .

p(u) > 0 sur Q.

up(u) = 0.
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Le systéeme précédent s’écrit aussi
( Ay — f > 0 dans Q2
A*p — (—A—l—[)y =Azg— 24

p>0

{ ylp =0, p|.=0.

Le controle optimal est donné par :

u= Ay — f.
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