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Introduction

Le but de ce travail est de présenter une nouvelle formule numérique pour estimer

I'intégrale double
A (B
I:f f f(x,y)dxdy,
a Jb

ou f est une fonction intégrable sur le pavé [a,A] x [b,B] et a,A, b,B sont des réels
donnés.

Cette formule d’intégration est basée sur les matrices opérationnelles d’'intégration,
P,,Py, associées aux ondelettes de Legendre bidimensionnelles. Ces matrices ont été in-
troduites en 2005 par H.Parsian [6]. Elles sont connues pour avoir été utilisées dans la
résolution des problemes aux limites d’ordre deux et en deux dimensions [5].

On commence par aborder le calcul général de I'intégrale d’'une fonction f(x) sur un
domaine fini délimité par des bornes finies a et b (les cas des bornes infinies n’est donc
pas couvert ici) :

b
I:f fx)dx.

On veut évaluer l'intégrale d’'une fonction f sur un intervalle [a; b]. Si 'on connait sa pri-
mitive F, alors

b !
f f(x)dx=F(b)-F(a) ou F = T.
a

Mais dans de nombreux cas, la primitive U ne peut pas étre connue comme cela est le cas
pour [e % dx et X gy,

Dans certains cas trés limités, une telle intégrale peut étre calculée analytiquement (a
la main). Cependant, ce n'est que tres rarement possible, et le plus souvent un des cas
suivants se présente :

-Le calcul analytique est long, compliqué et barbatif.

-Le résultat de I'intégrale est une fonction compliquée qui fait appel a d’autres fonc-
tions elles-méme longues a évaluer.

-Cette intégrale n’a pas d’expression analytique.

Dans tous ces cas, on préferera calculer numériquement la valeur de 'intégrale 1.

L'idée principale est de trouver des méthodes qui permettent de calculer rapidement
une valeur approchée I,,,, de I'intégrale a calculer (I = I,pp).

Une méthode bien connue consiste par exemple a diviser I'aire sous la courbe en un
grand nombre de petits rectangles d’aire I, « et de les sommer. Le résultat

Lapp = Xk:IaPPk
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est alors une approximation de I'intégrale 1. Cette approximation est d’autant meilleure
que la largeur h des rectangles tend vers 0, c’est a dire :

Cette méthode dite des rectangles est un exemple parmi d’autres. On le reverra, mais on
verra aussi d’autres méthodes, plus générales et plus performantes[3].

Pour presque toutes les méthodes (sauf la méthode de Monte-Carlo), 'intégrale nu-
mérique est calculée a partir de I’évaluation de la fonction f(x) en un nombre de points
n+ 1distincts : fi = f(xx), k=0,...,, n. Elle s’écrit alors :

Lapp = (b—a) Z Wy fre
k=0

Dans ce cas, on parle de méthodes de quadrature. On va voir deux types de méthodes
différentes :

1- Les méthodes de Newton-Cotes simples

2- Les méthodes de Newton-Cotes composites.
La performance d'une méthode se juge en comparant

e la précision du résultat : Celle-ci se caractérise en estimant |'erreur € entre ’approxi-
mation et la valeur réelle de I'intégrale :

e=I-Igpp

La valeur de I'erreur ne peut pas étre calculée exactement puisqu’en général, on ne
connait pas 'intégrale I que I'on cherche a estimer. Cependant, une majoration peut sou-
vent etre estimée.

* La rapidité d’exécution nécessaire pour atteindre ce résultat. De maniere générale,
toutes les méthodes peuvent atteindre de tres grandes précisions. Cependant, le temps
de calcul augmente avec la précision.

Ce temps n‘augmente pas de la méme maniere pour toutes les méthodes si bien que
certaines s’averent plus efficaces que d’autres. En particulier, le temps de calcul des mé-
thodes de quadrature est proportionnel au nombre de points ot11a fonction f(x) est évaluée[3].
On rappelle que notre objectif est I’estimation de I'intégrale double

A B
I:f f f(x,y)dxdy,
a Jb

qui a pour interprétation graphique, la figure suivante :
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S

Volume positif
_____,__-—?

Volume négatif

FIGURE 1 - Interprétation géométrique de I'intégrale double

Pour obtenir les formules de cubature, c’est a dire les formules numériques pour esti-
mer les intégrales doubles, on s’appuie sur le théoreme de Fubini en appliquant deux fois
I'une des formules de quadratures successivement (comme cela a été fait dans [1]. Les
formules de cubature de types trapezes et Simpson composites vont étre décrites dans le
détail ultérieurement.

Ce manuscrit est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, un rappel des méthodes d’intégration numériques est fait,

ou'on s’intéresse aux formules de quadratures et formules du cubatures de type Newton-
cotes. Dans le deuxieme chapitre, on rappele les définitions principales des polynomes de
Legendre, des ondelettes de Legendre et on détermine par les matrices opérationnelles
d’intégration notées dans Parsian P, et P, . Un résultat sur I'approximation des fonctions
est rappelé aussi. On termine ce chapitre par I'établissement de la nouvelle formule d’in-
tégration numérique.
Dans le dernier chapitre, on fait un traitement numérique sous forme d’exemples aca-
démiques. La nouvelle méthode d’intégration est comparée avec les méthodes compo-
sées de simpson et de trapézes. Les résultats numériques obtenus, montrent I'efficacité
de cette méthode [2].

On termine ce travail par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Lintégration numérique

1 Introduction

Dans ce chapitre, on varappeler les méthodes d’'intégration numériques les plus connues
et les plus utilisées pour estimer | : f(x)dx qui sontla méthode du rectangle, des trapezes
et la méthode de Simpson.

Le principe général des méthodes de Newton-Cotes simples est d’approximer la fonc-
tion f(x) aintégrer par un polynome P(x) = f(x). Si cette approximation est suffisamment
bonne alors, I'intégrale de ce polynéme : 1, = [, f P(x)dx sera une bonne approximation
del= [ f f(x)dx. Lavantage est que I'on sait calculer analytiquement la valeur exacte de
Lapp. Dans ces méthodes, on choisit P(x) comme étant des polyndmes d’interpolation de
degré n > 0.

Des polynomes de degrés différents définissent des méthodes différentes aux perfor-
mances différentes.

On va voir les plus courantes, c’est a dire les méthodes d’ordres les plus bas(3].

2 Formules des quadratures de type Newton-Cotes

2.1 Méthode de Newton-Cotes simples :

2.1.1 Laméthode durectangle (1 =0)

Cette méthode utilise le polynome de degré le plus bas, a savoir le polynome constant :
Po(x) = f(xo) = fo, ol1 X est un point choisit dans l'intervalle [a, b].
Lintégrale I= [ f f(x)dx est alors approchée par

b
Iapp():f Po(x)dx:(b—d)fo.
a

Il s’agit de I'aire du rectangle de cotés (b—a) et fy qui est représentée par la figure (1.1).
Cette intégrale numérique nécessite une unique évaluation de la fonction f en xy.
Lerreur de cette approximation est donnée par

h?
€0 = 7f (Q); avec (€la, bl

10



2. FORMULES DES QUADRATURES DE TYPE NEWTON-COTES

qui peut étre majorée par

h? /
leol < ?Sup[a,b]Uf (x)]); o h=b— al3].

(=,
T

W

FIGURE 1.1 — Méthode du rectangle (n = 0)

Remarque 1.1 Dans le cas particulier ot xy est le point milieu de lintervalle [a, b], cette
méthode est appelée formule d’intégration du point milieu, elle s'exprime par

a+b)

ff(x)dx (b— a)f(

Elle a l'avantage de bien exploiter la symétrie de la fonction a intégrer/3].

2.1.2 Laméthode des trapezes (n=1)

Pour approximer la fonction f, cette méthode utilise le polynome P; d’ordre 1; (la
droite) qui passe par les points (a, f(a)) et (b, f (b)) et qui est donné par :

X—a

Pl(x)=f02_ f1
ou fo=f(a) et f1=f(b).

Lintégrale approchée I,,p1 = [, PP, (x)dx se calcule facilement et donne :

fo+ f1

ff(x)dx (b-a)

Géométriquement, il s’agit de 'aire du trapéze illustrée dans la figure (1.2).
Cette méthode nécessite deux évaluations de la fonction f en a et en b[3].
Lerreur de cette approximation est donnée par :

h3 Ui
€= Ef (Q); avec (€l a, b[

qui peut étre majorée par

3

h
ler] < ESup[ab](If (x)]); ot h=b—al3].

11



2. FORMULES DES QUADRATURES DE TYPE NEWTON-COTES

lu K

FIGURE 1.2 — Méthode des trapézes (p=1)

2.1.3 Laméthode de Simpson simple (72 =2)

Pour approximer la fonction f, cette méthode utilise le polynome P, de degré 2 (la
parabole) qui passe par les trois points : (a, f(a)), (%b,f(%b)) et (b, f(b) qui est donné
par:

b b
(x4 e-b) (x—a) (x— b) (x-a)(x-42)
a+b 1 a+b at+b * f2 a+b)’
(“—T)(“—b) (T_a)(T_b) (b_“)(b_T)

ol fo=f(@), fi= (&) et o= f(D).

Lintégrale approchée I, = /, f P, (x)dx se calcule alors simplement et donne :

)f.2+4f1+f0
—

P, (x) = fo

b
I:f fx)dx=(b-a
a

Cette méthode nécessite trois évaluations de la fonction f en a, (a+ b)/2 et b et est
représentée géométriquement par la figure (1.3).
Lerreur de cette approximation est donnée par

h5
€9 = —%fm (©),avec(€]a,bl.

(3]

Remarque 1.2 Pour les différentes méthodes :
1. lerreur n'est pas connue car la valeur de ( € ]1a, b| reste indéterminée. Cependant, on
peut la majorer,
2. plus l'intervalle [a, b] est petit, plus l'erreur est faible car Uerreur décroit en fonction
deh=b-a,
3. de maniere générale, la méthode de Simpson est plus précise que celle du rectangle et
des trapeézes car les erreurs associées a ces méthodes vérifient

L2 _omd), Boomd. (1.1)
€0 €1

[3]

12



2. FORMULES DES QUADRATURES DE TYPE NEWTON-COTES

Xg X X
FIGURE 1.3 — Méthode de Simpson simple (p = 2)

Exemple 1.1 On va appliquer ces trois méthodes pour estimer les deux intégrales

I—fl dx etl—f% dx
- 0o 1+x2 2” 0 1—x2

On connait la valeur exacte de ces intégrales, a savoirly = arctan(l) = g etl, = arcsin(%) =

ol

Les erreurs obtenues suite a l'application de ces méthodes sont résumées dans le ta-
bleau :

1 1

Les erreurs

L+a? Vi-a?
€ —0.01460183 | —0.0537514936
€] 0.035398163 | —0.015076359
€ 0.002064830 | —0.0002247889

TABLEAU 1.1 — Tableau des erreurs

Remarque 1.3 Comme on le voie dans I'exemple précédent, les méthodes de Newton-Cotes
simples ne permettent pas, a elles-seules, d'atteindre des précisions suffisantes sur des in-
tervalles [a, b] finis et en général, ne sont pas utilisées dans ce cas. En revanche, elles de-
viennent précises lorsque |b— a| — 0. C’est cette idée qui constitue alors la base élémentaire
des méthodes composites présentées dans la section suivante.

2.2 Lois de Newton-Cotes composites

2.2.1 Principe

L'idée est donc de découper le domaine total d’'intégration [a, b] en un nombre fini m
de sous intervalles de petite longueur. Dans chaque sous domaine, on applique une des
méthodes de Newton-Cotes simples.

13



2. FORMULES DES QUADRATURES DE TYPE NEWTON-COTES

Soit I5ppr I'approximation de I'intégrale de la fonction f sur le kieme domaine pour
k=1,...,m on en déduit une approximation de I'aire totale par une simple somme :

1

m—
Lapp = Z Lappk-
k=0

Lorsque m est suffisamment grand, la longueur (b—a)/m des intervalles devient aussi
petite que I'on veut, si bien que ces méthodes peuvent atteindre des précisions aussi
grandes que nécessaire, sans pour autant se heurter au probleme des polynémes de grand
degré.

Plus ce nombre est élevé, plus la méthode est précise, mais plus lente.

En utilisant sur chaque intervalle des méthodes de Newton-Cotes simples de degrés
différents, on obtient des méthodes composites aux propriétés et aux performances dif-
férentes.

Dans certains cas, ces m intervalles peuvent étre espacés de maniere non réguliere
pour mieux représenter une zone ou la fonction f(x) varie beaucoup, mais dans cette
partie, on se limite au cas d’intervalles réguliers[3].

2.2.2 Laméthode des trapézes composite

La méthode des trapézes composite applique la méthode des trapezes simple (n
1) sur chacun des m sous-intervalles de [a, b]. Soit (x;)o<;<m, la subdivision associée
I'intervalle [a, b] vérifiant :

[

a=xp<x1<..<Xxu=Dhb.

Dans chaque sous intervalle [xj, X¢11]; £ =0,...,m — 1, 'intégrale f;;’“” f(x)dx est ap-
prochée par :
Je+ fean

Lapp1k = (Xk+1 — xk)T; ou fi = f(xg).

Lintégrale totale étant la somme des I;p,1,x pour k=0,...,m —1 est alors approchée
par:

h m-1 A b—a
Lapp1 = E(fo +2 kz‘i Lappk +lappm); ou h=

m
Par conséquent, I'erreur étant la somme de toutes les erreurs, elle est donnée par :

h3 "
€= —Emf (Q),avecl€la,bl.

(3]

2.2.3 Laméthode de Simpson composite

Pour la méthode de Simpson composite, le nombre total de sous-intervalles est n =
2m.
Dans 'intervalle [a, b], on choisit la subdivision (x;)o< <2, Vérifiant:

A=x9<x1<..<Xom=Dhb
Dans chaque sous domaine [xy, xx2], I'intégrale est approchée par :

fe+4fie1+ fiee2
6

Lapp2,k = (Xk+2 — Xi)

14



3. FORMULES DES CUBATURES

Si bien que I'intégrale totale est approchée par :

n/2—-1 n/2—-1

h . b—a
Iappzzg fot+4 ];) foks1+2 ;;) fok+ fn|; o0 h= )

2m

I'erreur étant simplement la somme de toutes les erreurs, elle est exprimée par

h5
€= —%mfm ©.

(3]

Remarque 1.4 1. On peut construire des méthodes composites d’ordres plus élevés en
utilisant des polynémes d’interpolation de degrés plus élevés.

2. La précision de toutes les méthodes de Newton-Cote augmente avec le nombre de
points utilisés.

3. Numériquement, chaque addition génere une petite erreur d'arrondi machine (I’er-
reur relative est de l'ordre de 10717 pour des réels en doubles précision). Lorsque l'on
somme beaucoup de nombres, les erreurs de chaque addition s'ajoutent et l'erreur re-
lative totale augmente. Dans le cas des méthodes de Newton-Cotes composites, une
erreur due aux arrondis machine s'ajoute donc aux erreurs de troncations étudiées
précédemment. Et cette erreur augmente avec le nombre de points. En pratique, on
ne peut donc pas augmenter infiniment le nombre d’intervalles.

4. Notre objectif étant 'approximation des intégrales doubles, on va présenter les for-
mules de cubatures associées aux formules de Newton-Cote composites|3].

3 Formules des cubatures

On choisit pour domaine d’intégration le rectangle R= {(x,y) e R% a < x < A; b< y <B}
ol a, A, b et B sont des réels donnés. Lapproximation de I'intégrale

A B
ff(x,y)dxdy:fff(x,y)dydx,
b

®) a

est obtenue parI’application successive des formules de Newton-Cotes composites[1].

3.1 Formule de cubature de type trapezes

On divise respectivement chacun des segments [a, A] et [b, B] en n et m parties égales
par les points

xi=a+ik;yj=b+jhoui=0,1,2,..,n,j=0,1,2,...,mouk A-a p B=b

D’apres le théoreme de Fubinion a:

A(f B
ff(x,y)dxdy:f f(x,ydy|dx. (1.2)
(R) a \p

En appliquant la formule de quadrature de trapeze composite par rapport a la deuxieme
variable y, on obtient :

15



3. FORMULES DES CUBATURES

m—1
ff(x, ydxdy = f[—( (x,yo)+22f(x,yj)+f(x,ym)) dx
j=1

R

On applique la formule de trapeze une deuxiéme fois par rapport a la variable x, on
obtient :

[ fydxdy =2 18L((f(x0, yo) +2 z f o, y7) + fx0, Ym))
R)

n-1
+2 ~Z1 (f (xi, o) +2 Zl F i, yi) + f(xi, ym)) + (f (X0, yo) +2 Zl fQen, yi) + f (20, ym)I]
1= ]: ]:

En arrangeant les termes, on a

[ fy)ydxdy = B=BCD[(£(x0, yo) + £ (x0, Ym) + f(Xnr Yo) + F (X, Ym))
(R)

+2 Z (f (X0, ¥) + f(xp, 7)) +2 Z (f (i, y0) + f(xi, ym)) +4 Z Z fxi,ypl.
i=1 ]—

On note f(x;, y;) = fi,j, alors la formule de cubature de trapézes est donnée par

ff(x, ydxdy (1.3)
R)

n-1m-1

kh m-—1 n—-1
= (f0,0+f0,m+fn,o+fn,m+2 Zi (fo,j + fnj) + Zi(ﬁ,0+ﬁ,m)+2 Z Z fi,j)) 0N
J= i=

i=1 j=1
3.2 Formule de cubature de type Simpson

On va suivre les mémes étapes qui ont permis d’aboutir a la formule (1.3).

On divise respectivement chacun des segments [a, A] et [b, B] en 2n et 2m parties
égales par les points

xi=a+ik, yj=b+jhotti=0,1,2,..,2n,j=0,1,2,.,.2mou k=424, h=52,

D’apres le théoreme de Fubinion a:

ff(x ydxdy= f(ff(x y)dy) dax. (1.4)

®

En appliquant la formule de quadrature de Simpson composite par rapport a la deuxieme
variable y, on obtient :

f Flx,y)dxdy = f

®)

(f(x o) +2 Z fx,y2))+4 Z FOy2j01) + (5, y2m))

On applique la formule de Simpson une deuxieme fois par rapport a la variable x, on
obtient la formule de cubature de Simpson
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3. FORMULES DES CUBATURES

J fx,y)dxdy

(R)

m—1 m—1

J (X0, y0) +2 Zl [ (X0, y2j) +4 'Zo J (x0, y2j+1) + f (x0, Y2m)
j= J=
m—1 m—1
+ | f(x2n, y0) +2 Zl J(x2n, y25) +4 'Zo f(x2n, y2j+1) + f (X20, Yom)

~ hk 1= J=
=79

n-1 m=1 m—1
+2 Zl [ (x4, yo) +2 _Zl f(xi, y2) +4 ZO [, y2j+1) + [ (x2i, Yam)
i= Jj= =

n-1 m-1 m-1
+4 ‘Zo (f(x2i+1,y0) +2 Zl fx2i41,y2j) +4 'Zo fx2it1, y2j+1) +f(x2i+1,y2m))
1= ]: ]: ]

On note f(x;,y;) = f; j, cette formule prend I'expression suivante :

[ fx,y)ydxdy

R)
m-1 ]
f00+f02m+f2n0+f2n2m+2 Z (fOZ] + fon2j) +4 Z (fo2j+1+ fon2j+1)
]_ :
hk —-1m-1 —-1m- 1
=~ ff +2 Z (f2i0+ foizm) +4 21 Y f2i2j+8 Z Z (f2i2j+1 + f2it1,2))
i=1 j=1
1m
+4 Z (foi+1,0 + f2i+1,2m) + 16 Z Z feit12j+1
i-0 i=0 j=0

On peut reformuler cette approximation comme suit

f fooydxdy =1 Z S i i 1.5)

® i=0j=0

tel que les coefficients A;; sont les éléments correspondants 4 la matrice

[ 1 4 2 4 2 ... 4 2 4 1]
16 8 16 8 .. 16 8 16 4
2 8 4 8 4 .. 8 4 8 2
S=1] i il e e e e | (1.6)
2 8 4 8 4 8 4 8 2
16 8 16 8 16 8 16 4
1 4 2 4 2 4 2 4 1
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Chapitre 2

Formule d’intégration des ondelettes de
Legendre

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est d’élaborer une nouvelle formule d’intégration numérique
basée sur les ondelettes de Legendre en deux dimensions ainsi que sur les matrices opé-
rationnelles d’intégration associées a chaque variable d’intégration. Pour cela, on com-
mence par rappeler les outils mathématiques de base; les polyndmes de Legende, les on-
delettes de Legendre en 2D, les résultats d’approximation,...

2 Définitions et notions préliminaires

2.1 Les polynomes de Legendre

Définition 2.1 Les polynémes de Legendre, notés L, ; n > 0, sont des polynémes de degré n,
définis dans [9] sur U'intervalle[—1, 1], comme étant les solutions de l'équation différentielle,
dite de Legendre

d’L, dL,
(x) —2x—x(x) +nn+1)L,(x)=0;, —1<x<1.

1_2
=)0z d

qui est équivalente a :
[(1-x*)L, 0 +n(n+1DLy(x)=0; —1<x<1.

Proposition 2.1 Les polynomes de Legendre {L,} >0 définis dans ([8], [4]) sur lintervalle
[—1,1] vérifient la relation de récurrence

Lo(x)=1; Li(x) =x

Vn>1l:2n+1)xL,(x)=(n+1)L,1(x)—nL,_1(x) ~
Proposition 2.2 Les polynomes de Legendre {L,},>0 sont caractérisés par deux autres re-
présentations :

1. Iis sont définis par la formule dite de Rodriguez

n
ni2n dxn

2. Ils admettent la représentation intégrale

1 T
Ln(x):—f |x+V1-x2cos(t)|dt.
T Jo

L,(x) = x-1D"%n=o0.
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2. DEFINITIONS ET NOTIONS PRELIMINAIRES

2.2 Lesondelettes de Legendre

Dans toute la suite, on note par k, k' deux entiers positifs non nuls fixés. Le pavé I =
. . 2, —_— ,_ . z
[0,1] x [0, 1] est subdivisé en 2K7125 1 sous intervalles notés I, n, tels que

[0,1] x [0,1] = U In,n”
lsns<2k-1 1<p/<2K'-1
avec
I _ n—1 n I’ZI -1 !
nn' = 2k—1 ) 2k—1 2k—1 , 2](;—1

Les ondelettes sont une famille de fonctions construites a partir de la dilatation et de
la translation d’'une fonction de moyenne finie, appelée ondelette mere. Si cette ondelette
mere est notée ¥, si a est le parametre de dilatation et b le parameétre de translation, alors
la famille d’ondelettes notées ¥, ,, est définie par :

-b
%,b(x):mr%w(—xa ); a#0

Définition 2.2 (Ondelettes de Legendre en deux dimensions)[6]
Les ondelettes de Legendre en deux dimensions, sont définies sur le carré1=10,1] x [0, 1]

comme Suit :
2222\:/m+ \/ +1Lm(2kx 2n+1)Ly 2K y—2n'+1)
nmny (X, Y) =4 si (zk PSX< etzk T <Y <) o (20)

ailleurs

k /
2

oum ,m, >0,n=1,...,22 ,n =1, ...,2% etL,, est le polynéme de Legendre de degré m.

Proposition 2.3 La famille d'ondelettes définie dans (2.1), est orthonormée dans L2();

1 pl
ﬁ ‘[0 Ymn'mr (X, y)wnlmln’lmi (x, y)dXdy: 6nn15mm16n’n16m’mi’

ol

5 = lsim=n
"m0 sinon

est le symbole de Kronecker.

2.3 Lapproximation dans I'espace 1.2(]0,1[x]0,1[)
2.3.1 Ladécomposition dans 1.2(]0,1[x]0,1[)

Théoreme 2.1 La famille {!pnmn’m’}lgnggk—l L<ni<al -1, T, m' = 0 est une base hilbertienne
del?(10,1[x]0,1).
Toute fonction f(x,y) € 12(]0,1[x]0,1D), peut étre décomposée comme :

/
2k*1 00 2k -1 00

fl,y) = Z Z Z Z Chumn'mYnmnm (X, ), (2.2)

n=1 m=0 n'=1 m'=0

ot les coefficients de cette décomposition sont donnés par :

1 1
Comn'm' = <frlpnmn'm’>L2(I) :/(; j(; f(x» J/)L-[/nmn’m’(xy J/)dXdy,

et(.,.) est le produit scalaire de 1.2(]0,1[x]0,1]).
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3. LES MATRICES OPERATIONNELLES D’INTEGRATION EN DEUX DIMENSIONS

Remarque 2.1 Pour des considérations numériques, on choisit deux entiers M, M’ et on
considere la troncature de la série (2.2) ce qui conduit a l'approximation par la série finie :

2k=1 M1 2K -1 M1

fl,y) = Z Z Z Z Comn'mYnmn'm (X, ¥), (2.3)
0

n=1 m=0 n'=1 m'=

qu’'on peut exprimer sous la forme contractée :
fx,y)=C"W(x,y), (2.4)
ou C et W(x; y) sont deux vecteurs de dimension 2k=1ok'~INIM! 1 donnés par:

C (2.5)
C1,0,1,05 -+ C1,0,1,M-1,C1,0,2,05 > C1,02,M' 15+ C} g 31 g over
= Cl,o,zk’—l,M'—l’ e Cl,M—l,zk’—l,o’ e Cl,M—l,zk’—l,M'—l 1C2,0,1,00 -+
C2,0,1, =15+ Gkt \p 1 gk-1 9o +or Copmt gy ob-1 \pr g

et

1 (2.6)
U1,0,1,00 - 1,0,1,M'=1,¥1,0,2,00 -0 ¥1,0,2,M =15 -+s ¥} g o001 g5 veos
= V10,261 -1+ Y1 M1,281,00 0 1 Mo1,28 -1 w1 P2,0,1,00 00
W2,0,1,M =15 ++s Yoot 1 ok/-1 gr -oor Wokot N1 ok =1 M

3 Lesmatrices opérationnelles d’intégration en deux dimen-
sions

Soit Y(x, y) la famille d’ondelettes de Legendre en deux dimentions donnée en (2.6).

3.1 Lamatrice opérationelle d’'intégration par rapport a x

Théoreme 2.2 La matrice opérationnelle d’intégration P, [6] est entierement déterminée
par la formule :

fox U(t, y)dt =P W(x,y). (2.7
La matrice Py, est d'ordre 212K -\MM' et est donnée par :
[ L F F .. F]
) OL F .. F
neffoon D
0] O 0] L

ot O; L et F sont des matrices de taille Zk"lMM', O est la matrice nulle et L et F sont
données par

(2D 0 0 0]
0 00 0
F=| 0 0 0 0
0 00 0
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3. LES MATRICES OPERATIONNELLES D’INTEGRATION EN DEUX DIMENSIONS

1
11) \/§D 10 0 0 0
_ﬁD (1) mD 10 cee 0 0
0 —mD 0 \/§\/§\/7D 0 0
1 .. .. :

L= o 0 —7==D 0
. . . 1 0
2M—3v2M—-5
0 0 - 1 0 1
2M-3v2M—-5 . 2M-1v2M-3
0 0 0 T V2M-1v2M-3 0
(2.8)

D est la matrice identité et 0 est la matrice nulle, les deux sont d’ordre 2k =1pp

Preuve. On rappelle 'expression : ¥, m' (X, ¥) = Ynm (X)W e () [11].

Pour la détermination de la matrice Py, on exprime fox Yymn'm (T, y)dT en fonction des
éléments du vecteur ¥(x, y). Ces expressions sont données dans[11] par :

Pour m=0:

x
f wnOn’m’ (T;_V)dT

051x€[2k1,2k1[n1 ,n—-1,Yy

27(7 nin'm! (X, ¥) + Ynon' m (X, ¥))
SI(XJ/)‘E[Z;”,Z;CI[ 2k11’2]:/l [
gkllwnOnm/(xy)&xe[zk1,2“[,” n+1,..,251 vy

qui prend la forme

X
fwnOn’m’(T’y)dT
0

11 A2l

= ?(%lpnln'm’(xry)+wn0n’m’(x»y)+2 Z WnOn’m’(x,y))-

n=n+1

Pourl1< m<M-2,

X
f !pnmn’m’ (T, y)dT
0

0six< gk;_{ etVy
Zlk Vﬁ(ﬁw’mﬁln m’(x’ y) - \/ﬁwnm—ln’m’ (x, y))

si (x, J/)E[Zk T 3T [X [zk, 1,2,? [
0s12k—,1 xetVy
1 1 1

= — ( v, 't (X, ) —
2k amal yvame3 mmiey

an—ln’m’(x’ y))

1
v2m+1
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3. LES MATRICES OPERATIONNELLES D’INTEGRATION EN DEUX DIMENSIONS

Pour m=M-1,

Osix < I-Lletvy
2k /2 /2m+ !pnM—Zn’m’(x; y)

n-1. n
si (x,y) € 255 5 [x vyl
0312171 xetVy

-1

2k\2m+1vV2m+3

I

x
f q—/nM—ln’m’(T»y)dT
0

I

VuM—2n'm' (X, ).

Exemple 2.1 Pour faciliter la compréhension de la preuve, on va prendre l'exemple ot k =
k'=2etM=M =3.

Le carré unité est subdivisé en 2¥-12K =1 = 4 sous domaines comme cela est illustré dans
la figure(2.1)

La subdivision du carré unité pour k=k'=2

09 3 B

08 B

Wwon
o =
"
[

-]
I
i1

= 3

0.7k 1 .

06+ -

04} 3 E

03F —

3,:
won
=
1l
ny

02+ 1 -

01- B

FIGURE 2.1 - représentation de la subdivision du carré unité pour k=k'=2

La taille du vecteur W est 2¥~12¥ "I\MM' = 36. Ce vecteur est donnée par

U(x,y) (2.9)

Y1010(x, ¥), Y1011 (%, ¥), Y1012 (%, 1), Y1020 (X, 1), - - .,
U1110(%, 1), -« -, 2200 (X, 1), Wa201 (X, ¥), 222 (X, ¥)

On sait que pour obtenir la matricePy, on doit exprimer fox Vymn'm' (T, y)dT, en fonction
deVoul<nn<2et0<mm <2 avec

2222,/m+-,/m+ L@ x—2n+1)L,y Q" y—2n'+1)

nl
Slkl\ 2klet2k1 y\2k1

0 azlleurs

ann’m’ (x, _V) =

Par exemple U'expression de l'intégrale de la premiere composante [ W1010(t, y)dT four-
nie la premiere ligne de la matrice Py.

OnnoteInn/:{2 <x<2k1€t2k1<3’<2%}
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3. LES MATRICES OPERATIONNELLES D’INTEGRATION EN DEUX DIMENSIONS

On a besoin pour ce calcul, des trois polynomes de Legendre Ly, Ly et L.

Lodx—-2n+1) 1, Lidx-2n+1)=4x-2n+1;

Lodx—-2n+1)

—(4x-2n+1)"—-.
2 2
Lexpression de quelques ondelettes :

2 x z\@\@Lomx—zm DLo(dy—2n'+1)
Ynono(x, y) = si(x,y) €l
0 ailleurs

2 x 2\/§\/g(4x—2n+ DLo@y—2n' +1)

si(x,y) €l

0 ailleurs

2 x 2\@\@[%(4x—2n+ 1)2 - 31Lo(4y—2n'+1)
si(x,y) €Ly )
0 ailleurs

wnln’o (x, J/) =

WnZn’O (x, J/) =

On s'intéresse au calcul de :

. 2><2\/§\/gf0x(41—1)L0(4y—2n’+1)dT
f() Uiino(t,)dt=1 ¢ (x, ) €Ly .
0 ailleurs

3 /1 2 / . 1
Jo Pipo(T, y)dT = szl\/;\/;(zx —x)Lody—-2n'+1) six <3
OSl.zgx

car )
f2(4‘r— 1)dt=0.
0
On vérifie facilement que

2x% —x= 1—12(L2(4x— D—-Lo(dx—1)).

D'ou

X0 ot y)dT_{ 2x2\/§\/g[%(L2(4x—1)—Lo(4x—1))Lo(4y—2n’+1), Six<j
0 ~1n'0t% = :

Odégx

En revenant a la définition des ondelettes, on peut exprimer cette derniere égalité comme
suit

x 1 V3 V3
Ui1,00(T, VAT ==[—=W12,0(x, ¥) — —P10,0(x, ¥)].
fo 1no(T,y)dT 4[3\/5 12n'0(X, y) 3 10170 (X, Y]

Pour n' =1, Jo Tr10(t, y)d représente Uintégrale de la septiéme composante et donc
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3. LES MATRICES OPERATIONNELLES D’INTEGRATION EN DEUX DIMENSIONS

elle fournie la septieme ligne de la matrice Py. C'est a dire

X
f Uno(T, y)dT

1 V3 V3
= —[—\/_lelo(x y)——lplolo(x: I
N T P 0,...,010(x, ).
T2 (B \/_ \/_ Y
11 zéros 23 zéros

Donc la septieme ligne de la matrice Py est

1

1 1
—[-—,0,..,0,——,0,..,01.
2 Nyl

\/gy ,..:, ’\/g\/gy

11 zéros 23 zéros

3.2 Matrice opérationnelle d’intégration par rapportay

Théoréme 2.3 La matrices opérationnelle d’intégration P, [6] est entierement déterminée
par la formule :

y
f U(x,D)dt=P,W(x,y). (2.10)
0

La matrice opérationnelle d'intégration P, qui est d’ordre 251K “INVIM est donnée par:

P O O .. O]
OPO .. O
p.-tfoop .. o0
Y ok . |
000 .. P]

oi1 O et P sont des matrices de taille 25~ 'MM’ x 2K=1MM’, O est la matrice nulle et P sont
données par

L F F F ]
0 LF F
p=|0 0 L F
000 .. L|

F, L et 0 sont des matrices de taille M xM avec0 la matrice nulle, L est la méme matrice
donnée par (2.8) et F est définie par :

(2.0 0 0
000 0
F=| 0 0 0 0
(000 .. O]

Proposition 2.4 Les matrices opérationnelles d'intégration P et Py, définie par les sous
matrices précédentes, sont inversibles.
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4. LAFORMULE D’INTEGRATION DES ONDELETTES DE LEGENDRE

4 Laformule d’intégration des ondelettes de Legendre

La formule d’intégration des ondelettes de Legendre qu’on veut établir dans cette sec-
tion s’exprime en fonction du vecteur d’ondelettes ¥(x, y) donnée par (2.9) et des ma-
trices opérationnelles d’intégration P, et P,. On dispose donc de tous les outils dont on
a besoin. Cette formule, notée IWF (Formula Wavelets Legendre), est énoncée dans le
théoréme suivant :

Théoréme 2.4 Soit f(x, y) une fonction de1?(la,A[x]1b,B]) oit a,A, b,B sont des réels don-
nés. On a alors l'approximation

A B
fff(x,y)dxdy: (A—a)B-b)C'P,P,¥(,1), 2.11)
a b
ot le vecteur C est le vecteur de décomposition suivant la base d’ondelettes de la fonc-
tion:
(x,y)— f((A-a)x+a,(B-Db)y+Db).

Preuve. On considere le changement de variables qui transforme le pavé ]a,A[x]b,B[ en
carré unité =]0,1[x]0, 1[ et qui est donné par

X
Y

A—-a)x+a
B-b)y+b,

de tel sorte que

A B 11
fff(x,y)dxdy:(A—a)(B—b)fff((A—a)x+a,(B—b)y+b)dxdy.
a b 00

Comme la fonction (x,y) — f(x,y) € L2(Ja,A[x]b,B]), alors la fonction (x, y) —
f(A—a)x+a,(B-b)y+b)e L2(I).
D’apres la formule (2.4), on peut avoir 'approximation :

2k=1 -1 2K -1/ 1

Z Z Z Z Chnmn'm'Ynmn' m (X, ¥) (2.12)

n=1 m=0 n'=1 m'=0

ctu(x,y),

1

f((A-a)x+a,(B-b)y+Db)

1

ou

11
Cnmn’m’ :fff((A_ a)x+ a, (B - b)y+ b)wnmn’m’(x, y)dxdy.
00
AB
Lintégrale [ [ f(x,y)dxdy est alors aprochée par
ab

A B 11
f flx,y)dxdy = (A—a)(B-b) f f Ctw(x, y)dxdy.
a p 00

En appliquant le théoreme de Fubini, on a

25



4. LAFORMULE D’INTEGRATION DES ONDELETTES DE LEGENDRE

1

A B 1
fff(x,y)dxdy:(A—a)(B—b)CTf(f!I/(x,y)dx) dy.
0

a p 0

En tenant compte de la relation (2.7) avec x =1, on arrive a

A B 1

fff(x,y)dxdy:(A—a)(B—b)CTfolP(l,y)dy.
b

a 0

Finalement, la relation (2.10) pour y =1, nous conduit a la formule d’intégration des
ondelettes de Legendre

a

A B
fff(x, y)dxdy = (A—a)(B-b)C'P,P,¥(1,1).
b

Remarque 2.2 Comme les deux matrices d’intégrations Py, P, commutent c’est a direP,P,, =
PPy, alors cette formule d’intégration peut aussi s'écrire

A B
fff(x,y)dxdyz(A—a)(B—b)CTPnyLT/(l,l).
b

a
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Chapitre 3

Les tests numériques

Pour valider la nouvelle formule d’intégration LWE on va la tester numériquement
et on va la comparer avec les deux méthodes d’intégration des trapézes composite et de
Simpson composite et ceci sur plusieurs exemples. Les codes permettant cette étude ont
été réalisés sur le logiciel Matlab

On va considérer différentes valeurs de M, M (degré du polyndme de Legendre) et dif-
férentes valeurs de k, K (niveau de décomposition du carré unité).

Le vecteur des coefficients C apparaissant dans la formule d’intégration LIWF (2.11),
est obtenu de maniére approximative et ceci en discrétisant la relation (2.12). Il est donc
solution du systeme linéaire d’ordre 28~ 12K ~1MM’

flA-a@xi+a,B-Dby;+b) = CW(x,y)), (3.1)
ol < i<2FM'Met1<j<2¥ M. (3.2)

Les points (x;, y;) de cette discrétisation sont donnés dans [7] par

i—0.5 j—05

:m,yj:m;gigzk—llvl er1<j<2K M, (3.3)

Xi

Lerreur d’'intégration Er est définie par : Er = [lox — Igppl,
ol
I.x : représente I'intégrale exacte .
Lapp : Teprésente I'approximation de I'intégrale obtenue par 'une des trois formules.
On note
Erwr : Uerreur associée a la formule des ondelettes de Legendre.
E¢rap : 'erreur associée a la formule des trapézes composite.
Esimp : I'erreur associée a la formule de Simpson composite.

1 Exemple 1

On prend la fonction f(x, y) = x* + y° sur I'intervalle [0,1] x [0, 1].
Pourk=k =2:
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1. EXEMPLE 1

M=M | N Erwr Etrap Esimp
2 16 | 8.9730e—02 | 3.6328e—02 | 5.2083e—04
4 64 | 9.9763e—04 | 9.1064e—-03 | 3.2552e—-05
6 144 0 4.0493e—-03 | 6.4300e— 06
8 256 0 2.2781e—03 | 2.0345e—-06
10 400 0 1.4581e—03 | 8.3333e—-07

TABLEAU 3.1 — Le tableau des erreurs pour f(x, y) = x*+ y3 etk=k =2:

I'erreur des trois methodes pour k=k'=2
-2
T T T T T T

T
log|ELWF|
log|Etrap|
log|ESimp|

log|E|
[==]
T

1 _
3 4 5 6 7 8 9 10

M=’

4 ; ; ; ; ; —
2

FIGURE 3.1 — Logarithme de I'erreur absolue pour f(x, y) = x* + y°

Pour k=k =3:
M = M, N Erwr Etrap ESimp
2 64 | 3.0561e—02 | 9.1064e—03 | 3.2552e— 05
4 256 | 6.9328e—05 | 2.2781e—03 | 2.0345¢ - 06
6 576 0 1.0126e—-03 | 4.0188e—07
8 1024 0 5.6963e—-04 | 1.2716e—-07
10 1600 0 3.6457e¢—-04 | 5.2083e—08

TABLEAU 3.2 — Le tableau des erreurs pour f(x,y)=x*+ 3 et k= k'=3:

D’apres les tableaux précédents, on remarque que toutes les méthodes convergent nu-
mériquement car l'erreur diminue quand le nombre des niveaux (k, k/) et le degré des
polynomes de Legendre (M, M) augmentent, (c’est a dire quand le nombre des points
N = 2k= 1ok =1\ augmente). cette décroissance de |'erreur est visible dans le graphe [2].

On remarque que la méthode LWF est sensible au degré du polynéme de Legendre. En
effet, pour un nombre de points N correspondant a des degrés M, M’ strictement inférieur
a6, la méthode de Simpson donne de meilleurs résultats mais quand les degrés M, M’ sont
supérieur ou égale a 6, c’est la méthode LWF qui devient plus précise. Elle est exacte pour
cet exemple (polyndme de degré inférieur ou égal a 4 ) alors que l'erreur par la méthode
de Simpson reste inférieur a 1078,
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2. EXEMPLE?2

2 Exemple 2
On prend la fonction f(x, y) = x%eY sur l'intervalle [-1,1] x [0, 1].
Pourk=k =2:
M= M, N Erwe Etrap ESiWLP

2 16 | 2.4116e—01 | 1.4990e—01 | 2.4676e— 05
4 64 | 5.7575e—05 | 3.7335e—02 | 1.5508¢e — 06
6 144 | 3.7127e—-08 | 1.6582e—02 | 3.0665e — 07
8 256 | 1.2454e—11 | 9.3252e—03 | 9.7062¢ — 08
10 400 | 3.1086e—15 | 5.9674e—03 | 3.9763e—08

TABLEAU 3.3 - Le tableau des erreurs pour f(x,y) = x’e et k = k=2:

l'erreur des trois methodes pour k=k'=2

0 —— log|[ELWF|
T T T T log|Etrap]
—— log|ESimp|
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z i i
g : :
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FIGURE 3.2 — Logarithme de I'erreur absolue pour f(x, y) = x*>e¥

Pour k=k =3:
M = M, N Erwr Etrap ESimp
2 64 | 8.0108e—-02 | 3.7335e—02 | 1.5508e — 06
4 256 | 4.0323e—-06 | 9.3252e—-03 | 9.7062¢ — 08
6 576 | 6.4891e—10 | 4.1438e—03 | 1.9178e—08
8 1024 | 5.3291e—14 | 2.3307¢—03 | 6.0685¢—09
10 1600 | 6.6613e—16 | 1.4916e—03 | 2.4858e —09

TABLEAU 3.4 — Le tableau des erreurs pour f(x, y) = x’e” et k= k'=3:

Pour cet exemple d'une fontion polyndémiale de degré infinie, on peut faire les mémes
remarques que pour le précédent exemple. La décroissance de I'erreur est visible dans le
graphe.

La méthode de Simpson donne de meilleurs résultats pour un nombre de points N
correspondant a des degrés M, M’ strictement inférieur a 6, mais quand les degrés M, M’
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sont supérieurs ou égalaux a 6, c’est la méthode LWF qui devient plus précise. Elle atteint
des erreurs de I'ordre 10716 alors que I'erreur par la méthode de Simpson reste inférieur a

1079,
3 Exemple3
On prend la fonction f(x, y) = : fzyz sur l'intervalle [0,1] x [0,2].
Pourk=k =2:
M= M, N Erwe Etrap ESimp
2 16 | 3.2749e—-02 | 1.0398e—-02 | 6.7350e—04
4 64 | 1.9809¢—-04 | 2.6037¢—03 | 2.8645e—06
6 144 | 1.8651e—05 | 1.1576e—03 | 3.2984e—07
8 256 | 1.1605e—06 | 6.5125¢—04 | 1.0388e—07
10 400 | 6.5143e—10 | 4.1682e—04 | 4.2591e—08
TABLEAU 3.5 — Le tableau des erreurs pour f(x, y) = % etk=k =2:
Pourk=k =3:
M=M | N Erwr Eirap Esimp
2 64 | 3.2749e—-02 | 1.0398e—-02 | 6.7350e—04
4 256 | 1.9809e¢—-04 | 2.6037e—03 | 2.8645e¢ — 06
6 576 | 1.8651e—05 | 1.1576e—03 | 3.2984¢e—07
8 1024 | 1.1605e—06 | 6.5125e—04 | 1.0388e—07
10 1600 | 6.5143e—10 | 4.1682e—04 | 4.2591e—08
TABLEAU 3.6 — Le tableau des erreurs pour f(x, y) = %}2 etk=k =3

Dans cet exemple, d'une fonction rationnelle aussi on remarque la décroissance de I'er-
reur qui est visible dans le graphe.

On a les mémes remarques que pour les exemples précédents, la seule différence ré-
side dans la vitesse de convergence de la méthode LWF tel que jusqu’a des degrés M, M’
strictement inférieur a 8, la méthode de Simpson donne de meilleurs résultats mais quand
les degrés M, M’ sont supérieur ou égale a 10, c’est la méthode LWF qui devient plus pré-

cise.
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log|E|

FIGURE 3.3 — Logarithme de l'erreur absolue pour f(x, y) =

l'erreur des trois methodes pour k=k'=3
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Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, on a proposé une nouvelle méthode pour estimer les intégrales doubles.
Cette méthode est basée sur la décomposition, de la fonction a intégrer, en ondelettes de
Legendre en deux dimensions. Les tests réalisés, montrent que cette méthode est plus éf-
ficace par rapport aux autres méthodes de cubature telles que la méthode des trapezes et
celle de Simpson composites. Lapproximation est de plus en plus précise que 'on aug-
mente I'ordre du polynéme de Legendre.

On rappelle que la formule d’'intégration numérique LIWF s’exprime en fonction du
vecteur C et en fonction des matrices opérationnelles P, et P,,.

Le vecteur des coefficients C apparaissant dans la formule d’intégration LWF (2.11), est
obtenu de maniere approximative comme étant la solution d'un systéme linéaire d’ordre
2k-12K'~1MM’ et ceci apres discrétisation de la relation (2.12).

Les matrices opérationnelles P, et P, sont elles aussi calulées de maniére approxima-
tive voir [6].

Comme perspective pour améliorer la précision des résultats de la méthode LWE on
propose de

1. Calculer les matrices opérationnelles P, et P, de maniere exacte (ceci est possible
grace aux propriétés des polynomes de Legendre).

2. Améliorer le calcul du vecteur C et ceci en trouvant un autre systeme de points dif-
férent de celui donné par [7].

Comme autre perspective, on espére pouvoir trouver une estimation de I'erreur d’'inté-
gration de la formule IWF qui n’est que l'intégrale de I'erreur de I'approximation (2.3). I
est donc trés intéressant de se pencher sur ce domaine.
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Résumé :

Dans ce mémoire, on propose une nouvelle méthode pour estimer les intégrales doubles.
Cette méthode est basée sur la décomposition, de la fonction a intégrer, en ondelettes de
Legendre en deux dimensions.

Pour introduire cette nouvelle formule, on a rappelé certains outils mathématiques;
les polyndmes de Legende, les ondelettes de Legendre en deux dimensions, 1'approxi-
mation et la décomposition dans certains espace de Hilbert 1?(]0,1[x]0, 1[), les matrices
opérationnelles d’intégration P et P,, .

Numériquement, cette méthode a été testée et comparée avec d’autres méthodes.

Les tests numériques réalisés, montrent que cette méthode est plus éfficace par rap-
port aux autres méthodes de cubature telles que 1a méthode des trapezes et celle de Simp-
son composites.

Mots-Clés : Intégration numérique, les polynomes de Legende, les Ondelettes de Le-
gendre bidimensionnelles, les matrices opérationnelles d’intégration P, et P,,.

Abstract :

In this thesis, we propose a new method to estimate double integrals. This method is
based on the decomposition of the function to be integrated into Legendre wavelets in
two dimensions.

To introduce this new formula, we recalled certain mathematical tools; Legendre poly-
nomials, two-dimensional Legendre wavelets, approximation and decomposition in cer-
tain Hilbert spaces L2(]0,1[x]0, 1), operational matrices d’integratin P, and P, .

Numerically, this method has been tested and compared with other methods.

The numerical tests carried out, show that this method is more efficient compared to
other cubature methods such as the trapezoidal method and that of composite Simpson.

Key words : Numerical integration, Legendre polynomials, two-dimensional Legendre
wavelets, operational matrices d’integratin P, and P,,.
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Annexe

Dans cette partie, on présente les différents codes utilisés.

4 Les sous programmes

4.1 Polynome de Legendre px et py

function [px] = polyx_legendre(x,Mx)
px = zeros(Mx,1);
px(1) =1;
px(2) =X;
fori=3:Mx
px(@) = 1/(i-1)*((2*i-3)*x*px(i-1)-(i-2)*px(i-2)) ;
end
end

function [py ]= polyy_legendre(y,My)
py = zeros(My,1);
py(1) =1;
py(2) =y;
fori=3:My
py(@) = 1/G-1)*((2*1-3)*y*py(i-1)-(i-2)*py(i-2)) ;
end
end

4.2 Londelette de Legendre

function [ psi | = OndLeg(x,y,kx,ky,nx,ny,mx,my,pxm,pym)

if (x>=(nx-1)/2" (kx—1)) &&(x<=(nx) /2" (kx—1)) && (y>=(ny-1)/2" (ky—1)) &&(y<=ny/2" (ky—1))
psi = sqrt((mx - .5)*(my - .5))*2" ((kx + ky) /2)*pxm*pym;

else

psi=0;

end

end

4.3 Levecteur dondelette de Legendre

function [ psiv ] = VectOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky)
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4. LES SOUS PROGRAMMES

i=0;
psiv = zeros(1,2" (kx—1)*2" (ky -1)*Mx*My) ;
fornx=1:2A(kx-1)
for mx =1 :Mx
forny =1 :2A(ky-1)
px = polyx_legendre(2/ (kx)*x-2*nx+1,Mx) ;
py = polyy_legendre(2/ (ky)*y-2*ny+1,My);

formy=1:My
i=i+1;
psiv(i) = OndLeg(x,y,kx,ky,nx,ny, mx,my,px(mx),py(my)) ;
end
end
end
end
end

4.4 Lamatrice d’ondelette de Legendre

function [ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky)
psim = zeros(2/ (kx -1)*2A (ky -1)*Mx*My, 2/ (kx -1)*2A(ky -1)*Mx*My) ;
i=0;
for ix= 1 :length(x)
for iy =1 :length(y)
i=i+l;
psim( :,i) = VectLegWav(x(ix),y(iy), Mx,My,kx,ky) ;
end
end
end

4.5 Les matrices d’intégrations Px; Py

function [Px] = matrice_integrationx(Mx,My,kx,ky)
%D la matrice identité

D=eye(2A(ky-1)*My);

L = tri_diag_matricx(Mx,My,kx,ky);

F = zeros(Mx) ;

F(1,1)=2;

Px =(1/27kx)*repeat_matrixx(EL,kx) ;
Px=kron(Px,D);

end

function [Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx)
L = tri_diag_matricy(My,Mx);

if Mx==My

F =zeros(My);

ifky>1

F(1,1)=2;
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else if ky ==

F(1,1) =0;

end

end

May = eye(2/ (kx-1)*My);

Py =(1/2Aky )* kron(May,repeat_matrixy(EL,kx,ky,Mx,My)) ;
else

F = zeros(Mx,My);

ifky>1

F(1,1)=2;

else if ky ==

F(1,1) =0;

end

end

if(Mx < My)

May = eye(2/ (ky-1)*My, 2/ (kx-1)*MXx) ;
elseif (Mx > My)

May = eye (2 (ky-1)*My, 2/ (kx-1)*MXx) ;
end

Py =(1/27ky )*kron(May,repeat_matrixy(EL,kx,ky,Mx,My)) ;
end

end

4.5.1 Lesmatrices LxetLy

function [L] = tri_diag matricx(Mx,My,kx,ky)
ifkx >=ky
if Mx==My
v = zeros(Mx*My-2,1);
fori=1:Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L=diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
elseif Mx <My
v = zeros(Mx*My-2,1);
fori=1:Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L=diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
else
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
fori=1:Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My+1,1 :My+1);
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end
else if kx < ky
if Mx==My
v =zeros(1,Mx*My - 2);
fori=1:Mx*My - 2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L = diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My - 2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
elseif Mx < My
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
fori=1:Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L=diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
else
v = zeros(Mx*My-2,1);
fori=1:Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My+1,1 :My+1);
end
else
if Mx==My
v = zeros(1,Mx*My - 2);
fori=1:Mx*My - 2
v(i) = 1/sqrt(4*([i)A2-1);
end
L =diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My - 2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx-1,1 :Mx-1);
elseif Mx < My
v = zeros(Mx*My-2,1);
fori=1:Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(1)"2-1);
end
L=diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My,1 :My);
else
v = zeros(Mx*My-2,1);
fori=1:Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My-1,1 :My-1);
end
end
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end

function [L] = tri_diag matricy(My,Mx)
if Mx == My
v =zeros(My-1,1);
fori=1:My-1
v(i) = 1/sqrt(4*([i)A2-1);
end
L=diag(v,1) + diag([1,zeros(1,My-1)]) - diag(v,-1);
else if Mx <My
v =zeros(1,My-1);

fori=1:My-1
v(i) = 1/sqrt(4*(i)"2-1);
end

L =diag(v,1) + diag([1,zeros(1,My-1)]) - diag(v,-1);
L=L(1:Mx, 1);

else
v =zeros(Mx-1,1);
fori=1:My
v(i) = 1/sqrt(4*(i)A2-1);
end
L =diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx-1)]) - diag(v,-1);
L=L(:1:My);
end
end
end

4.5.2 les sous programmes repeatMtrix x; y

function [Max] = repeat_matrixx(EL,kx)

nc = size(F);

Max = zeros(2/ (kx - 1)*nc) ;

fori=1:2~rkx-1)
Max((d - 1)*nc + 1 :i*nc,(i- 1)*nc + 1 :i*nc) = L;
form=i+1:2A(kx-1)

Max((i - 1)*nc + 1 :i*nc,(m - 1)*nc + 1 :m*nc) = F;

end

end

end

function [May] = repeat_matrixy(EL,kx, ky,Mx,My)
if Mx==My
nc = size(F);
May = zeros(2/ (ky - 1)*nc);
fori=1:22n(ky- 1)
May((i- )*nc+1:i*nc,(i- 1)*nc+ 1:i*nc) =L;
form=i+1:2A(ky- 1)
May((i- 1)*nc + 1 :i*nc,(m - 1)*nc + 1 :m*nc) = F;
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end
end
else
a = triu(ones(2/ (kx - 1),2A(ky - 1)),1);
f=kron(a,F);
b=eye(2/(kx - 1),27(ky - 1));
I=kron(b,L);
May=f+l;
end
end

4.6 Lessous programmes des données, la solution exacte, le vecteur se-
cond membre, trapeéze et Simpson :

4.6.1 Les données

function [ x,y ] = donnees( kx,ky,Mx,My )
for i=1 :Mx*2A(kx-1)
x()=(1-0.5)/ (Mx*27 (kx-1));
end
X;
for ii=1 :My*2A(ky-1)
y(ii)=(ii-0.5)/ (My*2A (ky-1)) ;
end
y;
end

4.6.2 Lasolution exacte

function [ fff ] = solex(f,a,A,b,B)
syms Xy

J=int(f(x,y));

gx)=0);

h(y)=g(A)-g(a);

k=int(h(y));

r(y)=(k);

ftff=r(B)-r(b);

end

4.6.3 Le vecteur second membre

function [ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f,kx,ky,Mx,My )
ff=zeros(1,2/ (kx-1)*2/(ky-1)*Mx*My) ;
j=1;
for ii=1 :My*2A(ky-1)
for i=1 :Mx*2A(kx-1)
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ff(j)=f((A-a)*x(i)+a, (B-b)*y(ii)+b) ;
j=j+1;
end
end
end

4.6.4 Trapeéze

function [ II ] = trapeze(a,A,b,B,kx, ky,Mx,My,f)

hx=(A-a)/ (2" (kx-1)*MXx) ;

hy=(B-b)/ (2 (ky-1)*My);

fori=1:2A(kx-1)*Mx-1
x(i)=a+(@{)*hx;

end

for ii=1 :2/ (ky-1)*My-1
y(ii)=b+(ii)*hy;

end

S=0;

S1=0;

S2=0;

S3=0;

S4=0;

for i=1 :My*2A(ky-1)-1
S=S+f(a,y(i));
S1=S1+f(A,y(i));
for ii=1 :Mx*2A (kx-1)-1

S4=S4+f(x(ii),y (1)) ;

end

end

for ii=1 :Mx*2/ (kx-1)-1
S2=S2+f(x(ii),b);
S3=S3+f(x(ii),B);

end

[I=(hx*hy/4)*(f(a,b)+f(a,B)+2*S+{(A,b)+f(A,B)+2*S1+2*(S2+S3+2*S4)) ;

end

4.6.5 Simpson

function [ I ] = simpson(a,A,b,B,kx,ky, Mx,My,f)
hx=(A-a)/ (2" (kx-1)*MXx);
hy=(B-b)/ (27 (ky-1)*My);
fori=1 2/ (kx-1)*Mx-1
x(i)=a+(@)*hx;
end
for ii=1 :2/(ky-1)*My-1
y(ii)=b+(ii)*hy;
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end

S1=0;

S2=0;

S3=0;

S4=0;

S5=0;

S6=0;

for i=1 :(My*2A (ky-1))/2-1
S1=S1+f(a,y(2*1))+f(A,y(2*));

end

fori=1:(My*2/(ky-1))/2
§2=82+f(a,y(2*i-1))+f(A,y(2*i-1));

end

fori=1 :(Mx*2A(kx-1))/2-1
S$3=S3+f(x(2*i),b)+f(x(2*1),B) ;

end

fori=1 :(Mx*2A(kx-1))/2
S4=S4+f(x(2*i-1),b)+f(x(2*i-1),B);

end

fori=1 :Mx*2/(kx-1))/2-1
for j=1 :(My*2/(ky-1))/2-1

S§5=85+f(x(2*1),y(2%))) +2*f(x(2*1),y(2*%j-1)) ;

end
$5=85+2*f(x(2*)),y(My*2A (ky-1)-1)) ;

end

fori=1:Mx*2/(kx-1))/2
for j=1 :(My*2/(ky-1))/2-1

S6=S6+f(x(2*i-1),y(2%)))+2*f(x(2*i-1),y(2*j-1)) ;

end
$6=56+2*f(x(2*i-1),y(My*2A (ky-1)-1));

end

[=(hx*hy/9)*(f(a,b)+f(a,B)+f(A,b)+f(A,B)+2*S1+4*S2+2*S3+4*S4+4*S5+8*S6) ;

end

Le programme principale

clear all

close all

clc

%% %% % % %% TestLWEm
format long

%%le pavé d’intégration
a=-1;

L

1;
f=@(x,y) x"2*exp(y)) ;%%La fonction qui est intégrer

o
Ihn
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[ fff ] = solex( f,a,A,b,B);%%Lintégrale exacte

kx=2;%%le nombre des niveaux par rapport x

ky=2;%%le nombre des niveaux par rapporty

Mx=2;%%le degré des polyndmes de Legendre px

My=2;%%le degré des polynomes de Legendre py

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );%%La subdivésion du pavé d’intégration [-1,1]*[0,1]

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;%%La matrice psi

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My ) ;%%Le vecteur secand membre

C=(pinv((psim)’))*((ff)’) ;%%Le vecteur des coefficients

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;%%La matrice opérationnelle Px

[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;%%La matrice opérationnelle Py

[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;%%Le vecteur psi(1,1)

ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’) ;% %L intégrale approche de la formule LWF

% %L erreur absolu de la formule IWF

Eo2=abs(fff-ffff)

[ II | = trapeze(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f ) ;%%Lintégrale approche de la formule de tra-
péze composite

%%L erreur absolu de la formule de trapeze composite

Et2=abs(fff-11)

[ 1] = simpson(a,A,b,Bkx,ky,Mx,My,f) ;%%Lintégrale approche de la formule de tra-
peéze composite

%%L erreur absolu de la formule de Simpson composite

Es2=abs(fff-1)

Mx=3;

My=3;

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );

C=(pinv((psim)")*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;

[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;

[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;

ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);

Eo3=abs(fff-ffff) ;

[II ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);

Et3=abs(fff-II);

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);

Es3=abs(fff-I);

Mx=4;

My=4;

[ X,y ] = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );

C=(pinv((psim)’))*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;

[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;

[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;

ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);

Eo4=abs(fff-ffff)
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[1I ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et4=abs(fff-1I)

[ 1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es4=abs(fff-1)

Mx=5;

My=5;

[ x,y ] = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );
C=(pinv((psim)”))*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eo5=abs(fff-ffff) ;

[II ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et5=abs(fff-11) ;

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es5=abs(fff-1);

Mx=6;

My=6;

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );
C=(pinv((psim)")*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eo6=abs(fff-ffff)

[II ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et6=abs(fff-1I)

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es6=abs(fff-1)

Mx=7;

My=7,

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );
C=(pinv((psim)")*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky);
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eo7=abs(fff-ffff) ;

[1I] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et7=abs(fff-1I) ;

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es7=abs(fff-1);
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Mx=8;

My=8;

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim ] = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );
C=(pinv((psim)")*((ff)");

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eo8=abs(fff-ffff)

[1I ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et8=abs(fff-1I)

[ 1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es8=abs(fff-I)

Mx=9;

My=9;

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff ] = vectff( a,b,A,B,x,y,f,kx,ky,Mx,My ) ;
C=(pinv((psim)’))*((ff)’) ;

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eo9=abs(fff-ffff) ;

[II ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et9=abs(fff-II);

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es9=abs(fff-1);

Mx=10;

My=10;

[ x,y | = donnees( kx,ky,Mx,My );

[ psim | = MatOndLeg(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

[ ff] = vectff( a,b,A,B,x,y,f kx,ky,Mx,My );
C=(pinv((psim)’))*((ff)’);

[Px] = matrice_integration(Mx,My,kx,ky) ;
[Py] = matrice_integrationy(My,ky,Mx,kx) ;
[ psivl ] = VectOndLeg(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
ffff=(A-a)*(B-b)*((C)")*Px*Py*((psivl)’);
Eol0=abs(fff-ffff)

[1I ] = trapeze(a,A,b,B,kx,ky,Mx,My,f);
Et10=abs(fff-1I)

[1] =simpson(a,A,b,B kx,ky,Mx,My,f);
Es10=abs(fff-1)

M=(2,3,4,5,6,7,8,9,10];
E=[log(Eo02),log(E03),log(Eo4),log(Eo5),log(E06),log(Eo7),log(E08),log(E09),log(Eo10)];
e=[log(Et2),log(Et3),log(Et4),log(Et5),log(Et6),log(Et7),log(Et8),log(Et9),log(Et10)];
ee=[log(Es2),log(Es3),log(Es4),log(Es5),log(Es6),log(Es7),log(Es8),log(Es9),log(Es10)];
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plot(M,E,M,e,’'g’ M, ee,’1’)

grid

xlabel(M=M"’)

ylabel('log|E|")

legend(log|ELWF|",' log|Etrap|', log|ESimp]|")
title(”erreur des trois methodes pour k=k”’=2")
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