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Introduction

L�objectif de ce travail et la résolution de l�équation opérationnelle donnée par

(u�)00(x) + Au�(x) = g�(x) sur ]�1; �[ (1)

avec les conditions aux limites et de transmission non homogènes�
u� (�1) = f�,

�
u�
�0
(�) = f �+ ;

u� (0�) = u� (0+) , p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) ,

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe E, g�est donnée dans C ([�1; �] ;E), f�, f �+ sont donnés dans E,
� est un petit paramètre �xé dans ]0; 1] et p�, p+ sont des coe¢ cients positifs de conductivité
des corps [�1; 0] et [0; �] respectivement, dépendant de �.
On supposera l�unique hypothèse d�ellipticité suivante :

�(A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� � 0;


(A� �I)�1




L(E)

� C

1 + j�j , (2)

où �(A) est l�ensemble résolvant de A.
Plusieurs auteurs se sont penchés sur des problèmes de transmission. On mentionne,

par exemple, K. Lembrabet [8] et [7] dans le cadre Hilbertien. A. Favini, R. Labbas, K.
Lembrabet, S. Maingot [4] dans les espaces LP . O. Belhamiti [2] a résolu le problème avec
les conditions non homogènes dans le cadre des espaces de Hölder.
Notre travail consiste à une synthèse de l�article de O. Belhamiti, R. Labbas, K. Lem-

brabet et A. Medeghri [3], dans cette article les auteurs ont utilisent la notion d�impédance
caractérisée par un opérateur T� obtenu en décomposant le problème en deux problèmes
intermidiaires

�
P �+
�
et
�
P ��
�
ayant pour solution u�+ et u

�
�:

Ce mémoire comporte quatre chapitres
Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions. On commencera par des résultats

sur les espaces d�interpolations et on donnera aussi la dé�nition des espaces de Hölder. On
terminera ce chapitre par quelques lemmes techniques, très utiles pour la suite.
Au chapitre 2 ce chapitre contient la construction de la solution et il est divisé en deux

parties :

1. L�étude dans le cas scalaire du problème�
(u�)00(x) + zu�(x) = g�(x) sur ]�1; �[
z 2 S�0 = f� 2 C : jarg �j > �0g ; �0 2 ]0; �[�
u� (�1) = f�;

�
u�
�0
(�) = f �+ ;

u� (0�) = u� (0+) ; p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) :
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Elle permettra d�obtenir une représentation explicite de la solution, dans le cas abstrait
avec le calcul fonctionnel de Dunford.

2. L�étude dans le cas abstrait du problème(1), où A véri�e l�hypothèse d�ellipticité.

Le chapitre 3 contient les conditions nécessaires et su¢ santes pour obtenir une solution
stricte du problème précédemment décrit résumes par les théorèmes suivantes

Théorème 0.1 Soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A

�
alors la représentation de u�+ est l�unique solution de (P

�
+) satisfaisant :

1. u�+ 2 C ([0; �] ;D (A)) si et seulement si A � g�+(0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A),

2. u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) si et seulement si A � g�+(0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A).

Théorème 0.2 Soient g�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E), g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) et f� 2 D (A) ; f �+ 2
D
�p
�A

�
avec 0 < 2�0 < 1 alors la représentation de la solution stricte u�� a la propriété

u�� 2 C2 ([�1; 0] ;E) \ C ([�1; 0] ;D (A))

si et seulement si

Af� � g�� (�1) 2 D (A); g�+ (0)� g�� (0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A).

En �n, le chapitre 4 contient un exemple d�application.



Chapitre 1

Rappels et lemmes techniques

Soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme k:kE et L (E) désigne l�espace
des opérateurs linéaires bornés sur E.
Dans la suite de ce travail, on désigne par

� (A) =
�
� 2 C : R (�;A) = (A� �I)�1 2 L (E)

	
,

L�ensemble résolvante de l�opérateur A et

� (A) = Cr � (A)

le spectre de A.

1.1 Les espaces de Hölder

Soit (E; k:kE) un espace de Banach complexe et � 2 ]0; 1[ un nombre �xé.

1.1.1 Cas d�un intervalle de R
Soit I un intervalle quelconque de R.

Dé�nition 1.1 On désigne par

- B(I;E), l�espace des fonctions bornées muni de la norme

kfkB(I;E) = sup
x2I

kf(x)kE .

- C(I;E) l�espace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

kfkC(I;E) = kfkB(I;E) .

- Ck(I;E) avec k 2 N, l�espace des fonctions dont les dérivées jusqu�à l�ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

kfkCk(I;E) =
kP
i=0



f (i)


B(I;E)

.
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1.1. LES ESPACES DE HÖLDER 7

- C1(I;E) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiable.

Dé�nition 1.2 Les espaces de Hölder des fonctions continues C�(I;E) et Ck+�(I;E) avec
k 2 N sont dé�nit par

C�(I;E) =

�
f 2 B(I;E) : [f ]C�(I;E) = sup

x;y2I; x>y

kf(x)� f(y)kE
(x� y)�

< +1
�

muni de la norme
kfkC�(I;E) = kfkB(I;E) + [f ]C�(I;E)

et
kfkCk+�(I;E) =

�
f 2 Ck(I;E) : f (k) 2 C�(I;E)

	
muni de la norme

kfkCk+�(I;E) = kfkCk(I;E) +
�
f (k)

�
C�(I;E)

.

1.1.2 Cas d�un ouvert quelconque non vide de Rn

Soit 
 un ouvert quelconque non vide de Rn.

Dé�nition 1.3 On désigne par

- B(
;E) l�espace des fonctions bornées muni de la norme

kfkB(
;E) = sup
x2


kf(x)kE .

- C(
;E) l�espace des fonctions continues bornées muni de la norme

kfkC(
;E) = kfkB(
;E) .

- Ck(
;E) avec k 2 N, l�espace des fonctions dont les dérivées jusqu�à l�ordre k sont conti-
nues et bornées, muni de la norme

kfkCk(
;E) =
kP

j�j�k



@�f(x)


B(
;E)

où � est un multi-indice.
- C1(
;E) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiable.

Dé�nition 1.4 Les espaces de Hölder des fonctions bornées de 
 dans E, C�(
;E) et
Ck+�(
;E) avec k 2 N sont dé�nit par

C�(
;E) =

(
f 2 B(
;E) : [f ]C�(
;E) = sup

x;y2�


kf(x)� f(y)kE
jx� yj� < +1

)
muni de la norme

kfkC�(
;E) = kfkB(
;E) + [f ]C�(
;E)
et

Ck+�(
;E) =
�
f 2 Ck(
;E) : @�f(x) 2 C�(
;E)

	
muni de la norme

kfkCk+�(
;E) = kfkCk(
;E) +
�
@�f(x)

�
C�(
;E)

où � est un multi-indice.
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Quelques propriétés

1. Les espaces de Hölder sont intermédiaire entre B1(
;E) et B(
;E) :

B1(
;E) � C�(
;E) � B(
;E).

2. Les fonctions de C�(
;E) sont uniformément continues sur 
.

3. Dans la dé�nition de C�(
;E), il su¢ t de supposer que jx� yj� � ", avec " est un
nombre positif très petit, car pour jx� yj� � " on a toujours

kf(x)� f(y)kE � 2 sup
x2


kf(x)kE

� 2
jx� yj�

"�
sup
x2


kf(x)kE

� C jx� yj� .

1.2 Les espaces d�interpolation

Soient (E0; k:k0) et (E1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continûment dans un
espace topologique séparé F . On considère les espaces E0\E1 et E0+E1, munis des normes
respectives (

k'kE0\E1 = k'kE0 + k'kE1 si ' 2 E0 \ E1
k'kE0+E1 = inf

'i2Ei;'0+'1='

�
k'0kE0 + k'1kE1

�
si ' 2 E0 + E1,

ce sont des espaces de Banach.

Dé�nition 1.5 Soit (E0; E1)�;pun espace intermédiaire entre E0 \ E1 et E0 + E1, avec p 2
[1;+1] et � 2 ]0; 1[, on dit que

' 2 (E0; E1)�;p
si et seulement si

1. 8t > 0, 9u0(t) 2 E0, 9u1(t) 2 E1 tels que

' = u0(t) + u1(t),

2. t��u0 2 Lp� (R+; E0) et t1��u1 2 Lp� (R+; E1).
Posons8<: k'k�;p = inf ui:R+!Ei; i=0;1:

8t>0; '=u0(t)+u1(t)

�

t��u0

Lp�(R+;E0) + 

t1��u1

Lp�(R+;E1)�
si ' 2 (E0; E1)�;p .

Alors �
(E0; E1)�;p ; k:k�;p

�
,

est un espace de Banach véri�ant

E0 \ E1 � (E0; E1)�;p � E0 + E1,

(avec injections continues).
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Autre dé�nitions

1. ' 2 (E0; E1)�;p ,
�
8t 2 R, 9u0(t) 2 E0, 9u1(t) 2 E1 : ' = u0(t) + u1(t)
e��tu0 2 LP (R; E0) , e(1��)tu1 2 LP (R; E1)

2. ' 2 (E0; E1)�;p ,
�
9u : R! E0 \ E1 : ' =

R
R u(t)dt

e��tu 2 LP (R; E0) et e(1��)tu 2 LP (R; E1)

3. ' 2 (E0; E1)�;p ,
(

9u : R+ ! E0 \ E1 : ' =
R
R+ u(t)

dt

t
t��u 2 LP� (R+; E0) et t1��u 2 LP� (R+; E1) .

1.3 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques très utiles pour la suite de
ce travail.
On considère A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), 
 une courbe simple

joignant 1ei� à 1e�i� avec �0 choisi entre
h
0;
�

2

i
telle que 
 � �(A) r R+ (�(A) désigne

l�ensemble résolvante de A) et le secteurP
�0
= fz : jzj � r0 et �0 � arg z � 2� � �0g ,

où r0 > 0 �xé.

Lemme 1.1 Pour tout complexes z1 et z2 di¤érents de zéro, on a

jz1 + z2j � (jz1j+ jz2j) cos
�
arg (z1)� arg (z2)

2

�
.

Lemme 1.2 Pour tout complexe z tel que jarg (z)j � � � �

2
, on a��arg �1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

��� � �.

Lemme 1.3 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2
P

�0
on a���1 + e�p�z��� � C�0 = min

�
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )
�
> 0,

avec r0 est assez petit.

Lemme 1.4 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2
P

�0
on a���1� e�

p
�z
��� � C�0 = min

�
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )
�
> 0.

Remarque 1.1 Il existe une constante C�0 > 0 indépendante de � 2 ]0; 1] telle que pour
tout z 2

P
�0
on a ���1� e�2�

p
�z
��� � C�0 > 0.
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Pour tout � 2 [�1; 0] et � 2 ]0; 1] ; on a

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�,

(cette expression apparaîtra dans les chapitres suivants).

Lemme 1.5 Pour tout � 2 ]0; 1] et z 2
P

�0
on a

j�z (�1; �)j �
(C�0)

2

4
sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1) > 0.

Remarque 1.2 Il est important de noter qu�on a aussi la minoration

j�z (�1; �)j �
p (C�0)

2

4
sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1) > 0.

En fonction de la dépendance de p en fonction de �, on prendra l�une ou l�autre.

Lemme 1.6 Pout tout � 2 [�1; 0], � 2 ]0; 1] et z 2
P

�0
on a

j�z (�; �)j � (1 + p) eRe
p
�z(���)

et
j@��z (�; �)j � (1 + p) jzj eRe

p
�z(���).

Lemme 1.7 Il existe une constante C > 0 indépendante de � telle que8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

����coshp�z (� � x)

cosh
p
�z�

���� = ���e�p�zx���
�����1 + e�2

p
�z(��x)

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�xjzj
1=2 sin(�0=2)����sinhp�zxcosh

p
�z�

���� = ���e�p�z(��jxj)���
�����1� e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�(��jxj)jzj
1=2 sin(�0=2)����coshp�zxcosh

p
�z�

���� = ���e�p�z(��jxj)���
�����1 + e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�(��jxj)jzj
1=2 sin(�0=2),

pour tout x 2 [�1; �] :

Lemme 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense
alors :

D(A) = D
�p
�A

�
.

1. Il existe une constante C > 0 telle que pour chaque z 2 
 et r > 0, on a

jz � rj � Cr et jz � rj � C jzj ,

2. Soit v 2 ]0; 1[, alors il existe C > 0 ne dépendant que de 
 telle que pour chaque r > 0,Z
�

1

jz � rj jzjv jdzj �
C

rv
.

Les preuves de ces lemmes techniques sont trouvées dans la thèse de Belhamiti [2].



Chapitre 2

Problème de transmission

On considère le problème aux limites et de transmission8>>>><>>>>:
(u�)00(x) + Au�(x) = g�(x) sur ]�1; �[

CL

�
u�(�1) = f�
(u�)0(�) = f �+

CT

�
u�(0�) = u�(0+)
p�(u

�)0(0�) = p+(u
�)0(0+),

(2.1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, g� est donnée dans C([�1; �] ;E) et f�, f �+ sont
donnés dans E et véri�ant certaines conditions qu�on précisera dans la suite, � est un petit
paramètre �xé dans ]0; 1], p�; p+ sont des coe¢ cients positifs de conductivité des corps
[�1; 0] et [0; �] respectivement, dépendent de �, et g� c�est :�

g�� = g�
��
[�1;0] 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)

g�+ = g�
��
[0;�] 2 C2�0 ([0; �] ;E) ,

(2.2)

avec 0 < 2�0 < 1. Notons que l�Hölerianité de g�� et g
�
+ implique Hölerianité globale de g

� si
et seulement si g��(0) = g�+(0).
Pour analyser le problème (2:1) notre méthode consiste à résoudre d�abord le problème

(P �+) sur le domaine ]0; �[ :

(P �+)

8<:
(u�+)

00(x) + Au�+(x) = g�+(x) sur ]0; �[
u�+(0) =  
(u�+)

0(�) = f �+,

où  est un donné auxiliaire dans E, la solution de ce problème nous permettra de dé�nir
formellement l�opérateur d�impédance T� par

(u�+)
0(0) = T�

�
g�+; f

�
+;  

�
.

Ensuite, résoudre le problème (P ��) sur le domaine ]�1; 0[

(P ��)

8><>:
(u��)

00(x) + Au��(x) = g��(x) sur ]�1; 0[
u��(�1) = f�

(u��)
0(0) =

p+
p�
(u�+)

0(0) =
p+
p�
T�
�
g�+; f

�
+; u

�
+(0)

�
.

11



12 CHAPITRE 2. PROBLÈME DE TRANSMISSION

Pour la résolution de ces deux problèmes (P �+), (P
�
�) on utilise un problème modèle

(P )

8<:
u00(x) + Au(x) = g(x) sur ]a; b[
u(a) = ua
u0(b) = ub,

avec (a; b) 2 R2, ua,ub sont donnés dans E et g 2 C2�0 ([a; b] ;E).

2.1 Problème de transmission : cas scalaire

Dans tout cette partie �0 est �xé dans ]0; �[ et �0 2
i
0;
�

2

h
est dé�ni par

�0 =
�

2
� �0
2
.

On pose � P
�0
= f� 2 C� : jarg �j > �0g

S�0 = f� 2 C� : jarg �j < �0g .

On présente la méthode de résolution basée sur la notion d�impédance du problème
à coe¢ cient scalaire z 2

P
�0
. Cette étude nous permettra de passer au cas opérateur.

Pour z 2
P

�0
(voir �gure 2.1).

Fig. 2.1 �Le secteur
P

�0

On note que �z 2 S1 = f� 2 C� : jarg �j < � � �0g (voir �gure 2.2)
et
p
�z 2 S�0 (voir �gure 2.3).

On Considère le problème aux limites et de transmission
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Fig. 2.2 �Le secteur S1

Fig. 2.3 �Le secteur S�0
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8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + zu�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[�

u�+
�00
(x) + zu�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

CL

�
u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+

CT

(
u�� (0) =

�
u�+
�
(0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ,

(2.3)

avec z 2
P

�0
.

2.1.1 La résolution du problème (P ) : cas scalaire

Le problème aux limites sur [a; b] s�écrit

(P )

8<:
u00 (x) + zu (x) = g (x) sur ]a; b[
u (a) = ua
u0 (b) = ub,

où z 2
P

�0
, ua et ub sont données dans un espace de Banach complexe E et g 2

C ([a; b] ; E).
La solution générale du problème (P ) est de la forme

u (x) = Ae
p
�zx +Be�

p
�zx.

Par la méthode de la variation de la constante, on obtient

u (x) = A(x)e
p
�zx +B(x)e�

p
�zx.

D�autre part,

u0(x) = A0(x)e
p
�zx +B0(x)e�

p
�zx +

p
�zA(x)e

p
�zx �

p
�zB(x)e�

p
�zx

et on pose que
A0(x)e

p
�zx +B0(x)e�

p
�zx = 0

u00(x) =
p
�zA0(x)e

p
�zx �

p
�zB0(x)e�

p
�zx � zA(x)e

p
�zx � zB(x)e�

p
�zx

=
p
�zA0(x)e

p
�zx �

p
�zB0(x)e�

p
�zx � zu(x)

= g(x)� zu(x).

Donc on obtient ce système pour le résoudre�
A0(x)e

p
�zx +B0(x)e�

p
�zx = 0p

�zA0(x)e
p
�zx �

p
�zB0(x)e�

p
�zx = g(x),

alors
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8>><>>:
A0(x) =

g(x)e�
p
�zx

2
p
�z

B0(x) =
g(x)e

p
�zx

�2
p
�z

)

8>><>>:
A(x) =

1

2
p
�z

Z x

a

e�
p
�zSg(s)ds+ A0

B(x) = � 1

2
p
�z

Z x

a

e
p
�zSg(s)ds+B0.

Donc

u(x) =
1p
�z

Z x

a

sinh
p
�z(x� s)g(s)ds+ A0e

p
�zx +B0e

�
p
�zx, (2.4)

et

(u)0(x) =

Z x

a

cosh
p
�z(x� s)g(s)ds+

p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e�

p
�zx.

Les conditions aux limites donnent

8<:
A0e

p
�za + e�

p
�zaB0 = ua

A0e
p
�zb �B0e

�
p
�zb =

1p
�z

�
ub �

Z b

a

cosh
p
�z(b� s)g(s)ds

�
.

Donc

8>><>>:
A0 = �

Z b

a

e�
p
�za cosh

p
�z(b� s)

2
p
�z cosh

p
�z(b� a)

g(s)ds+
e�

p
�za

2
p
�z cosh

p
�z(b� a)

ub +
e�

p
�zb

2 cosh
p
�z(b� a)

ua

B0 =

Z b

a

e
p
�za cosh

p
�z(b� s)

2
p
�z cosh

p
�z(b� a)

g(s)ds� e
p
�za

2
p
�z cosh

p
�z(b� a)

ub +
e
p
�zb

2 cosh
p
�z(b� a)

ua.

On remplace A0 et B0 dans (2:4) on obtient

u(x) =
1p
�z

Z x

a

sinh
p
�z(x� s)g(s)ds�

Z b

a

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds

+
cosh

p
�z(x� b)

cosh
p
�z(b� a)

ua +
sinh

p
�z(x� a)p

�z cosh
p
�z(b� a)

ub

= I +
cosh

p
�z(x� b)

cosh
p
�z(b� a)

ua +
sinh

p
�z(x� a)p

�z cosh
p
�z(b� a)

ub,

telle que
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I =
1p
�z

Z x

a

sinh
p
�z(x� s)g(s)ds�

Z b

a

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds

=
1p
�z

Z x

a

sinh
p
�z(x� s)g(s)ds

�
Z x

a

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds

�
Z b

x

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds

= �
Z x

a

sinh
p
�z(s� a) cosh

p
�z(x� b)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds

�
Z b

x

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s)p

�z cosh
p
�z(b� a)

g(s)ds.

Donc, la solution du problème (P ) s�écrit

u(x) = �
Z b

a

�z(x; s)g(s)ds+
cosh

p
�z(x� b)

cosh
p
�z(b� a)

ua +
sinh

p
�z(x� a)p

�z cosh
p
�z(b� a)

ub,

où, le noyau de Green est donné par

�z(x; s) =
1p

�z cosh
p
�z(b� a)

�
sinh

p
�z(s� a) cosh

p
�z(x� b) si a � s � x

sinh
p
�z(x� a) cosh

p
�z(b� s) si x � s � b.

2.1.2 Résolution du problème sur le domaine [0; �]

D�après la section précédente la solution du problème (P �+) est donnée par

u�+(x) = �
Z �

0

��z;+(x; s)g
�
+(s)ds+

cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

 +
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+,

avec

��z;+(x; s) =
1p

�z cosh
p
�z�

�
sinh

p
�zs cosh

p
�z(x� �) si 0 � s � x

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � �) si x � s � �.

2.1.3 L�opérateur d�impédance

La dérivée de u�+; pour x 2 ]0; �[ est donnée par

(u�+)
0(x) = �

Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

�
Z �

x

cosh
p
�z(� � s) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

+

p
�z sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

 +
cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

f �+.
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Donc l�opérateur d�impédance est dé�nie par

�
g�+; f

�
+;  

�
! (u�+)

0(0) = T�
�
g�+; f

�
+;  

�
,

et

T�
�
g�+; f

�
+;  

�
= �

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds (2.5)

�
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 +
1

cosh
p
�z�

f �+.

2.1.4 Résolution du problème sur le domaine [�1; 0]
De même, la solution du problème (P ��) s�écrit

u��(x) = �
Z x

�1

cosh
p
�z sinh

p
�z(s+ 1)p

�z cosh
p
�z

g��(s)ds�
Z 0

x

cosh
p
�zs sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

+
cosh

p
�zx

cosh
p
�z

f� +
sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z

pT�
�
g�+; f

�
+;  

�
,

avec p =
p+
p�
.

En remplaçant T�
�
g�+; f

�
+;  

�
par son expression (2:5), on obtient

u��(x) = �
Z x

�1

sinh
p
�z(s+ 1) cosh

p
�zxp

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

�
Z 0

x

sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�zsp

�z cosh
p
�z

g��(s) +
cosh

p
�zx

cosh
p
�z

f�

�p sinh
p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

�p sinh
p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)

cosh
p
�z cosh

p
�z�

 +
p sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

f �+,

et
u�+(0) = u��(0) =  .

Et

u��(0) = �
Z 0

�1

sinh
p
�z(s+ 1)p

�z cosh
p
�z

g��(s)ds+
1

cosh
p
�z

f�

�
Z �

0

p sinh
p
�z cosh

p
�z(� � s)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds

�p sinh
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z cosh

p
�z�

 +
p sinh

p
�zp

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

f �+,
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pour obtenir la forme �nale de u��(x), on résoudre le système suivant8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u��(0)�  = 0

u��(0) +
p sinh

p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z cosh

p
�z�

 = �
Z 0

�1

sinh
p
�z(s+ 1)p

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

�
Z �

0

p sinh
p
�z cosh

p
�z(� � s)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds

+
p sinh

p
�zp

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

f �+ +
1

cosh
p
�z

f�,

ainsi

u��(0) =  = �
Z 0

�1

sinh
p
�z(s+ 1) cosh

p
�z�p

�z�z(�1; �)
g��(s)ds

�
Z �

0

p sinh
p
�z cosh

p
�z(� � s)p

�z�z(�1; �)
g�+(s)ds

+
p sinh

p
�zp

�z�z(�1; �)
f �+; +

cosh
p
�z�

�z(�1; �)
f�,

avec �
�z(�; �) = cosh

p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�

pour � 2 [�1; 0[ .
D�où

u��(x) = �
Z x

�1

sinh
p
�z(s+ 1) cosh

p
�zxp

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

�
Z 0

x

sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�zsp

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

�
Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds

+

Z x

�1

p sinh
p
�z(s+ 1) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds

+

Z 0

x

p sinh
p
�z(s+ 1) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds

+

Z �

0

p2 sinh
p
�z cosh

p
�z(� � s) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z��z(�1; �)

g�+(s)ds

+

�
cosh

p
�zx

cosh
p
�z

� p sinh
p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)

cosh
p
�z�z(�1; �)

�
f�

+

�
p sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

� p2 sinh
p
�z sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z��z(�1; �)

�
f �+,

or

I1 =
cosh

p
�zx

cosh
p
�z

� p sinh
p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)

cosh
p
�z�z(�1; �)

=
�z(x; �)

�z(�1; �)
,
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I2 = �
Z x

�1

sinh
p
�z(s+ 1) cosh

p
�zxp

�z cosh
p
�z

g��(s)ds

+

Z x

�1

p sinh
p
�z(s+ 1) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds

= �
Z x

�1

sinh
p
�z(s+ 1)�z(x; �)p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds,

I3 = �
Z 0

x

sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�zsp

�z cosh
p
�z

g��(s)

+

Z 0

x

p sinh
p
�z(s+ 1) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds

= �
Z 0

x

sinh
p
�z(x+ 1)�z(s; �)p
�z�z(�1; �)

g��(s)ds,

I4 = �
Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds

+

Z �

0

p2 sinh
p
�z cosh

p
�z(� � s) sinh

p
�z� sinh

p
�z(x+ 1)p

�z cosh
p
�z cosh

p
�z��z(�1; �)

g�+(s)ds

= �
Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z�z(�1; �)
g�+(s)ds.

Par conséquent

u��(x) = �
Z 0

�1
��z;�(x; s)g

�
�(s)ds+

�z(x; �)

�z(�1; �)
f�

�
Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z�z(�1; �)
g�+(s)ds

+
p sinh

p
�z(x+ 1)p

�z�z(�1; �)
f �+,

avec

��z;�(x; s) =
1p

�z�z(�1; �)

�
sinh

p
�z(s+ 1)�z(x; �) si � 1 � s � x

sinh
p
�z(x+ 1)�z(s; �) si x � s � 0.

2.2 Problème de transmission : cas abstrait

On considère le problème aux limites et de transmission8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[�

u�+
�00
(x) + Au�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

CL

�
u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+

CT

(
u�� (0) =

�
u�+
�
(0)

P�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ,

(2.6)
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où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, f�, f �+ sont données dans E; � est un petit paramètre
�xé dans ]0; 1], p�; p+ sont des coe¢ cients positifs de conductivité des corps [�1; 0] et [0; �]
respectivement, dépent de �, et g��; g

�
+ véri�ent l�hypothèse (2:2).

Comme le cas scalaire, pour la résolution du problème (2:6), on considère d�abord, le
problème sur le domaine ]0; �[

(P �+)

8<:
(u�+)

00(x) + Au�+(x) = g�+(x) sur ]0; �[
u�+(0) =  
(u�+)

0(�) = f �+,
(2.7)

où  est un élément dans E, ce qui nous permettra de dé�nir formellement l�opérateur
d�impédance T� par

(u�+)
0(0) = T�

�
g�+; f

�
+; u

�
�(0)

�
= T�

�
g�+; f

�
+;  

�
et ensuite, le problème sur le domaine ]�1; 0[

(P ��)

8<:
(u��)

00(x) + Au��(x) = g��(x) sur ]�1; 0[
u��(�1) = f�
(u��)

0(0) = pT�
�
g�+; f

�
+; u

�
�(0)

�
,

(2.8)

où p =
p+
p�
.

On suppose que A véri�e l�hypothèse d�ellipticité suivante

�(A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� � 0;


(A� �I)�1




L(E)

� C

1 + j�j , (2.9)

cette dernière implique qu�il existe �0 2
i
0;
�

2

h
et r0 > 0 telle que

�(A) � S�0 = fz 2 C� : jarg(z)j � �0g [B(0; r0),

et l�estimation (2:9) reste encore vraie dans S�0.

Remarque 2.1 L�hypothèse (2:9) implique que � (�A)1=2est générateur in�nitésimal d�un
semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro [1]:

2.2.1 Représentation de la solution du problème sur [0; �]

On considère le problème

(P �+)

8<:
(u�+)

00(x) + Au�+(x) = g�+(x) sur ]0; �[
u�+(0) =  
(u�+)

0(�) = f �+,

en utilisant le calcul opérationnel de Dunford comme dans [6], [5] et [9] la solution du
problème (P �+) est représentée formellement par
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u�+(x) =
1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz (2.10)

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s) (A� zI)�1 g�+(s)dsdz

= S+ (x;A) + V + (x;A) f �+ +W+
�
x;A; g�+

�
,

avec le noyan de Green

��z;+(x; s) =
1p

�z cosh
p
�z�

�
sinh

p
�zs cosh

p
�z(x� �) si 0 � s � x

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s) si x � s � �.

On rappelle que 
 est la frontière de S�0 orientée de 1ei� à 1e�i� (voir �gure 2.4) et
p
�z

est la détermination analytique dé�nie sur C�R�:

Fig. 2.4 �Le secteur S�0 et la courbe 


La convergence des intégrales

Pour la convergence absolue des intégrales

1. Soit  2 E et x 2 ]0; �], on montre la convergence de [S+ (x;A) ] par un découpage
de 
 en �


+ = fz 2 
 : jzj � 1=x2g

� = fz 2 
 : jzj � 1=x2g ,

et on considère
� =

�
z : jarg (z)j � �0 et jzj = 1=x2

	
;

orienté positivement (voir Figure 2.5).Alors
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Fig. 2.5 �Les courbes 
+ et 
�

S+ (x;A) =
1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

=
1

2i�

Z

+

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z

�

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

=
1

2i�

Z

+

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z

�

cosh
p
�z (� � x)� cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z

�[�

(A� zI)�1  dz � 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1  dz

=

4X
i=1

Ii:

Comme 
� [ � est un contour fermé et (A� zI)�1 est analytique dans ce domaine,
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alors I3 = 0 et

kI1kE =









1

2i�

Z

+

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz









E

� 1

2�

Z

+

��coshp�z (� � x)
��

jzj
��coshp�z��� k kE jdzj (grâce à l�hypothèse (2:9))

� 1

2�C�0

Z

+

e�xjzj
1=2 sin(�0=2)

jzj k kE jdzj (grâce le lemme (1:7))

� 1

2�C�0

+1Z
1

e�� sin(�0=2)

�2

x2
x2

2�d� k kE

� C

+1Z
1

e�� sin(�0=2)

�
d� k kE

� K k kE ;

kI2kE =









1

2i�

Z

�

cosh
p
�z (� � x)� cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz









E

=









1

2i�

Z

�

xZ
0

�
p
�z sinh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dsdz









E

� 1

2�

Z

�

xZ
0

coshRe
p
�z (� � s)

jzj1=2
��coshp�z��� ds jdzj k kE (grâce à l�hypothèse (2:9))

� 1

2�

Z

�

xZ
0

eRe
p
�z(��s)

jzj1=2 eRe
p
�z�C�0

ds jdzj k kE (grâce à la remarque (1:4))

� 1

2�C�0

Z

�

xZ
0

e�Re
p
�zs

jzj1=2
ds jdzj k kE

� 1

2�C�0

Z

�

xZ
0

1

jzj1=2
ds jdzj k kE
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� 1

2�C�0

Z

�

x

jzj1=2
jdzj k kE

� 1

2�C�0

1=x2Z
r0

x

�1=2
d� k kE

� C k kE ,

et

kI4kE =







 12i�
Z
�

(A� zI)�1  dz








E

�
Z
�

1

jzj k kE jdzj

�
�0Z
��0

1

1=x2
1=x2d� k kE

� C k kE .

� Si x = 0, on a pas la convergence de S+ (x;A) si  2 E, pour ce la on montre que

 2 D (A), lim
x!0+

S+ (x;A) =  .

Pour tout y 2 D (A), on a

S+ (x;A) y =
1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 ydz

=
1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1Ay

z
dz

� 1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz (grâce à l�identité de la résolvante),

le terme sans résolvante0@ 1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz

1A = 0,

en e¤et

�R = 
R [ CR

R = fz 2 
 : jzj � Rg
CR = fz 2 
 : jzj = Rg ,
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I =
1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz = lim

R!1

0@ 1

2i�

Z

R

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz

1A
I = lim

R!1

0@ 1

2i�

Z
�R

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz � 1

2i�

Z
CR

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz

1A = I1 + I2,

puisque �R un contour fermé, alors I1 = 0 et

I = lim
R!1

1

2i�

Z
CR

cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

y

z
dz = 0,

alors

lim
x!0+

S+ (x;A) y =
1

2i�

Z



(A� zI)�1Ay

z
dz = y (par la formule de résidu au point 0) :

Pour  2 D (A), il existe (yn)n 2 D (A) tel que

yn !  ,

avec

S+ (x;A) �  


 � 

S+ (x;A) � S+ (x;A) yn



+

S+ (x;A) yn � yn


+kyn �  k � ",

car pour tout ( � yn) 2 E, on a

S+ (x;A) � S+ (x;A) yn



E
� C k � ynkE � ",

d�où
S+ (x;A) �  ! 0.

-puisque pour tout x 2 ]0; �],

S+ (x;A) 2 D (A) ,

la réciproque est vraie. Alors

lim
x!0+

S+ (x;A) =  2 D (A).

2. Maintenant, on regarde le terme V + (x;A) f �+. Pour tout x 2 [0; �] et f �+ 2 E,

V + (x;A) f �+



E
=





 12i�
Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz






E

� 1

2�

Z



��sinhp�zx��
jzj3=2

��coshp�z��� 

f �+

E jdzj (d�après l�hypothèse (2:9))
� 1

2�C�0

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2


f �+

E jdzj (grâce à la remarque (1:4))

� 1

2�C�0

Z



1

jzj3=2
jdzj



f �+

E � C


f �+

E :
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3. En �n, on va voir le terme W+
�
x;A; g�+

�
:

Soit g�+ 2 C ([0; �] ;E), on a (grâce à l�hypothèse (2:9) et le lemme (1:7)) pour z 2 
 et
8x 2 [0; �]



W+
�
x;A; g�+

�


E
=





 12i�
Z



Z �

0

��z;+(x; s) (A� zI)�1 g�+(s)dsdz






E

� 1

2�

Z



Z x

0

��sinhp�zs�� ��coshp�z (� � x)
��

jzj3=2
��coshp�z��� 

g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

+
1

2�

Z



Z �

x

��sinhp�zx�� coshRep�z (� � s)

jzj3=2
��coshp�z��� 

g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

� C

2�

Z



Z x

0

e�Re
p
�z(x�s)

jzj3=2


g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

+
C

2�

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(s�x)

jzj3=2


g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

� C

2�

Z



Z x

0

e�Re
p
�zx coshRe

�p
�zs

�
jzj3=2



g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj
+
C

2�

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(��x) coshRe

p
�z (� � s)

jzj3=2


g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

� C

2�

Z



Z x

0

e�Re
p
�zxeRe

p
�zs

jzj3=2


g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

+
C

2�

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(��x)eRe

p
�z(��s)

jzj3=2


g�+(s)

C([0;�];E) ds jdzj

� C

2�

Z



1� e�Re
p
�zx

jzj2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
+
C

2�

Z



1� e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� C

2�

Z



2� e�Re
p
�zx � e�Re

p
�z(��x)

jzj2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� C

2�

Z



1

jzj2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� K



g�+(s)

C([0;�];E) :
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2.2.2 L�opérateur d�impédance

En fessant un calcul formelle de la dérivée de u�+, pour x 2 [0; �] on a

(u�+)
0(x) = � 1

2i�

Z



Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



Z �

x

cosh
p
�z(� � s) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

+
1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

=
3X
i=1

Ii:

Où I1 est le premier plus le deuxième terme.

1. Soit g�+ 2 C ([0; �] ;E) et x 2 [0; �] on a

kI1kE �




 12i�

Z



Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz






E

+





 12i�
Z



Z �

x

cosh
p
�z(� � s) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz






E

;

et d�après le lemme (1:7) et l�hypothèse (2:9)

kI1kE � C

2�

Z



Z x

0

e�Re
p
�z(��s)eRe

p
�z(��x)

jzj ds jdzj


g�+(s)

C([0;�];E)

+
C

2�

Z



Z �

x

eRe
p
�z(��s)e�Re

p
�z(��x)

jzj ds jdzj


g�+(s)

C([0;�];E)

� C

2�

Z



Z x

0

e�Re
p
�z(x�s)

jzj ds jdzj


g�+(s)

C([0;�];E)

+
C

2�

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(s�x)

jzj ds jdzj


g�+(s)

C([0;�];E)

� C

2�

Z



1� e�Re
p
�zx

jzj3=2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
+
C

2�

Z



1� e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� C

2�

Z



2� e�Re
p
�zx � e�Re

p
�z(��x)

jzj3=2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� C

2�

Z



1

jzj3=2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� K



g�+(s)

C([0;�];E) :
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2. Si  2 D (A) alors pour tout x 2 [0; �] on a d�après l�identité de la résolvante

I2 =
1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1A dz

� 1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

z cosh
p
�z�

 dz;

et puisque le deuxième terme est nul,

kI2kE =





 12i�
Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1A dz






E

� 1

2�

Z



e�Re
p
�z(x��)

jzj3=2 eRe
p
�z�
��1 + e�2Rep�z��� kA kE jdzj

� 1

2�C�0

Z



e�Re
p
�zx

jzj3=2
jdzj kA kE � C kA kE :

3. Si f �+ 2 D
�p
�A

�
alors pour tout x 2 [0; �] on a d�après l�identité de la résolvante

I3 =
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

(�z)1=2 cosh
p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

(�z)1=2 cosh
p
�z�

f �+dz:

et puisque le deuxième terme est nul,

kI3kE =






 12i�
Z



cosh
p
�zx

(�z)1=2 cosh
p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+dz






E

� C

2�

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
jdzj




(�A)1=2 f �+



E
� K



f �+

D(p�A) :
-Donc l�opérateur d�impédance est dé�nie par

�
g�+; f

�
+;  

�
! (u�+)

0(0) = T�
�
g�+; f

�
+;  

�
,

or

T�
�
g�+; f

�
+;  

�
= � 1

2i�

Z



Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 dz +
1

2i�

Z



1

cosh
p
�z�

f �+dz.
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2.2.3 Représentation de la solution du problème sur [�1; 0]
On considère le problème (P ��) sur [�1; 0]

(P ��)

8<:
(u��)

00(x) + Au��(x) = g��(x) sur ]�1; 0[
u��(�1) = f�
(u��)

0(0) = p(u�+)
0(0).

Comme pour le problème (P �+), le calcul opérationnel de Dunford donne la représentation
formelle de la solution de ce problème

u��(x) =
1

2i�

Z



�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz (2.11)

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
��z;�(x; s) (A� zI)�1 g��(s)dsdz

+
1

2i�

Z



p sinh
p
�z(x+ 1)p

�z�z(�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z�z(�1; �)
(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

= S� (x;A) f� +N� �x;A; g���+ V � (x;A) f �+ +W� �x;A; g�+� ,
avec

��z;�(x; s) =
�1p

�z�z(�1; �)

�
sinh

p
�z(s+ 1)�z(x; �) si� 1 � s � x;

sinh
p
�z(x+ 1)�z(s; �) si x � s � 0:

�
�z(�; �) = cosh

p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�

pour � 2 [�1; 0] .

La convergence des intégrales

Pour la convergence absolue des intégrales, on a

1. I Soit f� 2 E et x 2 ]�1; 0], pour montrer la convergence de [S� (x;A) f�], comme
pour [S+ (x;A) ] on découpe 
 en8>><>>:


+ =

�
z 2 
 : jzj � 1

(x+ 1)2

�

� =

�
z 2 
 : jzj � 1

(x+ 1)2

�
,

et on considère

� =

�
z : jarg (z)j � �0 et jzj =

1

(x+ 1)2

�
,
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orienté positivement. Alors

S� (x;A) f� =
1

2i�

Z



�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

=
1

2i�

Z

+

�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z

�

�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

=
1

2i�

Z

+

�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z

�

�z(x; �)��z(�1; �)
�z(�1; �)

(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z

�[�

(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1 f�dz

=
4X
i=1

gi.

g3 = 0, puisque 
� [ � est un contour fermé et (A� zI)�1 est analytique dans ce
domaine, et

kg1kE =






 12i�
Z

+

�z(x; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dz







E

� 1

2�

Z

+

j�z(x; �)j
j�z(�1; �)j jzj

kf�kE jdzj (grâce à l�hypothèse (2:9) )

� 1

2�

Z

+

(1 + p) e�Re
p
�zxeRe

p
�z�

j�z(�1; �)j jzj
kf�kE jdzj (d�après le lemme (1:6) )

� 1

2�

Z

+

e�Re
p
�zxeRe

p
�z�

jzj eRe
p
�zeRe

p
�z� kf�kE jdzj (grâce à le lemme (1:5) )

� 1

2�

Z
jzj> 1

(x+1)2

e�Re
p
�z(x+1)

jzj jdzj kf�kE

� 1

2�

Z 1

1

2e�� sin(�0=2)

�
d� kf�kE ,
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kg2kE =






 12i�
Z

�

�z(x; �)��z(�1; �)
�z(�1; �)

(A� zI)�1 f�dz







E

=






 12i�
Z

�

Z x

�1

@s�z(s; �)

�z(�1; �)
(A� zI)�1 f�dsdz







E

� 1

2�

Z

�

Z x

�1

j@s�z(s; �)j
j�z(�1; �)j jzj

kf�kE ds jdzj

� 1

2�

Z

�

Z x

�1

(1 + P ) jzj1=2 e�Re
p
�z(s��)

j�z(�1; �)j jzj
ds jdzj kf�kE (d�après le lemme (1:6) )

� 1

2�

Z

�

Z x

�1

(1 + P ) jzj1=2 e�Re
p
�z(s��)

jzj eRe
p
�z(�+1) ds jdzj kf�kE (d�après le lemme (1:5) )

� (1 + P )

2�

Z

�

Z x

�1

e�Re
p
�z(s+1)

jzj1=2
ds jdzj kf�kE

� (1 + P )

2�

Z

�

x+ 1

jzj1=2
jdzj kf�kE

� (1 + P )

2�

Z 1=(x+1)2

r0

x+ 1

jzj1=2
jdzj kf�kE

� (1 + P )

2�

Z 1=(x+1)2

r0

x+ 1

jzj1=2
jdzj kf�kE

� C kf�kE ;

et

kg4kE =





� 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1 f�dz






E

� 1

2�

Z
�

1

jzj kf�kE jdzj

� 1

2�

�0Z
��0

1
1

(x+ 1)2

1

(x+ 1)2
d� kf�kE

� C kf�kE .

I Si x = �1, on a pas la convergence de S� (x;A) f� si f� 2 E, pour ce la on montre
que

f� 2 D (A), lim
x!�1+

S� (x;A) f� = f�.

Comme dans S+ (:; A),

8y 2 D (A) : lim
x!�1+

S� (x;A) y = y.

Alors pour f� 2 D (A), il existe (yn)n 2 D (A) tel que

yn ! f�,
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Avec

S� (x;A) f� � f�


 � 

S� (x;A) f� � S� (x;A) yn



+

S� (x;A) yn � yn


+kyn � f�k � ",

car pour tout (f� � yn) 2 E, on a

S� (x;A) � S� (x;A) yn



E
� C kf� � ynkE � ",

d�où
S� (x;A) f� � f� ! 0.

-puisque pour tout x 2 ]�1; 0],
S� (x;A) f� 2 D (A) ,

la réciproque est vraie. Alors

lim
x!�1+

S� (x;A) f� = f� 2 D (A).

2. Soit g�� 2 C ([�1; 0] ;E), on a pour chaque z 2 
 et pour tout x 2 [�1; 0]

N� �x;A; g���

E =





 12i�
Z



Z 0

�1
��z;�(x; s) (A� zI)�1 g��(s)dsdz






E

� 1

2�

Z



Z x

�1

���z(x; �) sinh
p
�z (s+ 1)

��
j�z(�1; �)j jzj3=2

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E)

+
1

2�

Z



Z 0

x

���z(s; �) sinh
p
�z (x+ 1)

��
j�z(�1; �)j jzj3=2

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E) ,

et d�après les lemmes (1:5), (1:6) et l�hypothèse (2:9)

N� �x;A; g���

E � 1

2�

Z



Z x

�1

4 (1 + p) e
Re

p
�z(��x)

coshRe
p
�z (s+ 1)

(C�0)
2 sin (�0=2) e

Re
p
�z(�+1) jzj3=2

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E)

+
1

2�

Z



Z 0

x

4 (1 + p) e
Re

p
�z(��s)

coshRe
p
�z (x+ 1)

(C�0)
2 sin (�0=2) e

Re
p
�z(�+1) jzj3=2

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E)

� 1

2�

Z



Z x

�1

4 (1 + p) e
�Re

p
�z(x+1)

e
Re

p
�z(s+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin (�0=2)

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E)

+
1

2�

Z



Z 0

x

4 (1 + p) e
�Re

p
�z(s+1)

e
Re

p
�z(x+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin (�0=2)

ds jdzj


g��(s)

C([�1;0];E)

� 2 (1 + p)

(C�0)
2 sin (�0=2)�

Z



Z x

�1

e
Re

p
�z(s�x)

jzj3=2
ds jdzj



g��(s)

C([�1;0];E)
+

2 (1 + p)

(C�0)
2 sin (�0=2)�

Z



Z 0

x

e
�Re

p
�z(s�x)

jzj3=2
ds jdzj



g��(s)

C([�1;0];E)
� 2 (1 + p)

(C�0)
2 sin (�0=2)�

Z



2� e�
Re

p
�z(x+1) � e

Re
p
�zx

jzj2
jdzj



g��(s)

C([�1;0];E)
� 2 (1 + p)

(C�0)
2 sin (�0=2)�

Z



1

jzj2
jdzj



g��(s)

C([�1;0];E)
� C



g��(s)

C([�1;0];E) :
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3. Pour tout x 2 [�1; 0] et f �+ 2 E, on a grâce à le lemme (1:5) et l�hypothèse (2:9)

V � (x;A) f �+



E
=





 12i�
Z



p sinh
p
�z(x+ 1)p

�z�z(�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz






E

� p

2�

Z



coshRe
p
�z(x+ 1)

jzj3=2 j�z(�1; �)j
jdzj



f �+

E
� 4p

2�

Z



eRe
p
�z(x+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin (�0=2) e

Re
p
�z(�+1)

jdzj


f �+

E

� 4p

2� (C�0)
2 sin (�0=2)

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
jdzj



f �+

E
� 4p

2� (C�0)
2 sin (�0=2)

Z



1

jzj3=2
jdzj



f �+

E
� C



f �+

E .
4. Soit g�+ 2 C ([0; �] ;E), pour tout x 2 [�1; 0] et z 2 
 on a

W� �x;A; g�+�

E = 



 12i�

Z



Z �

0

p sinh
p
�z(x+ 1) cosh

p
�z(� � s)p

�z�z(�1; �)
(A� zI)�1 g�+(s)dsdz






E

,

et d�après le lemme (1:5) et l�hypothèse (2:9)



W� �x;A; g�+�

E � 4p

2� (C�0)
2 sin (�0=2)

Z



Z �

0

eRe
p
�z(x+1)eRe

p
�z(��s)

jzj3=2 eRe
p
�z(�+1)

ds jdzj


g�+(s)

C([0;�];E)

� 4p

2� (C�0)
2 sin (�0=2)

Z



Z �

0

e�Re
p
�z(s�x)

jzj3=2
ds jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� 4p

2� (C�0)
2 sin (�0=2)

Z



�e�Re
p
�z(��x) + eRe

p
�zx

jzj2
jdzj



g�+(s)

C([0;�];E)
� C



g�+(s)

C([0;�];E) .



Chapitre 3

L�existence et l�unicité des solutions
strictes

Dans ce chapitre on va étudier l�existence et l�unicité de la solution pour les deux pro-
blèmes (P �+) et (P

�
�).

3.1 L�unicité des solutions

Pour l�unicité de la solution u�+ (x), on suppose qu�il ya deux solutions
�
u�+
�
1
(x) et�

u�+
�
2
(x) pour le problème (P �+), on obtient

(P �+)1 � (P �+)2

8<:
�
(u�+)1 � (u�+)2

�00
(x) + A

�
(u�+)1 � (u�+)2

�
(x) = 0 sur ]0; �[�

(u�+)1 � (u�+)2
�
(0) = 0

((u�+)1 � (u�+)2)0(�) = 0,

donc d�après [11] l�unique solution de ce problème est 0, donc�
(u�+)1 � (u�+)2

�
(x) = 0) (u�+)1 (x) = (u

�
+)2 (x) .

D�où l�unicité de la solution u�+ (x), et le même pour l�unicité de la solution u
�
� (x).

3.2 Les conditions nécessaires et su¢ santes pour (P �
+)

Dans cette partie on donne des conditions nécessaires et su¢ santes sur les donnés, a�n
d�obtenir une unique solution stricte u�+ pour le problème (P

�
+) telle que

u�+ 2 C ([0; �] ;D (A)) \ C2 ([0; �] ;E) .

Dé�nition 3.1 Soit (P ) le problème dé�nit comme suite :

(P )

8<:
u00(x) + Au(x) = g(x) sur ]a; b[
u(a) = ua
u0(b) = ub,

On dira que u 2 C ([a; b] ;E) est solution stricte de problème (P ) si :

u 2 C2 ([a; b] ;E) \ C ([a; b] ;D (A)) , et véri�e le problème (P ).

34
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Théorème 3.1 Soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A

�
alors u�+ donnée par (2:10) est l�unique solution de (P

�
+) satisfaisant :

1. u�+ 2 C ([0; �] ;D (A)) si et seulement si A � g�+(0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A),

2. u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) si et seulement si A � g�+(0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A).

Preuve. Puisque g�+ 2 C ([0; �] ;E), il su¢ t de montrer que
Au�+ 2 C ([0; �] ;E) ,

ceci entraine que �
u�+
�00
(x) 2 C ([0; �] ;E)

1. D�abord on doit montrer que u�+ donnée par la représentation (2:10) véri�e bien l�équa-
tion et les conditions aux limites du problème (P �+).

Puisque  2 D (A) on a

1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz =
1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1A dz.

D�où on véri�e aisément que u�+(0) =  .
On rappelle que

(u�+)
0(x) = � 1

2i�

Z



Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



Z �

x

cosh
p
�z(� � s) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

+
1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz +
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

et comme

1

2i�

Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz =
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
f �+dz,

alors
(u�+)

0(�) = f �+.

Il reste à montrer que
(u�+)

00(:) + Au�+(:) = g�+(:).

Puisque les deux premier termes de (u�+)
0(x) ne sont pas clairement di¤érentiables. Donc si

on fait un calcul formel de leurs dérivées, on obtient

� 1

2i�

Z



sinh
p
�zx sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x)dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x)dz

=
1

2i�

Z



(A� zI)�1 g�+(x)dz
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ce qui n�est pas bien dé�ni.
C�est pour cette raison, a�n de calculer (u�+)

00(x) on adapte la méthode utilisé par [10].
Soit " est un nombre positif très petit tels que

0 < " � x � � � " < �:

Alors

�
(u�+)

0�
"
(x) = � 1

2i�

Z



Z x�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



Z �

x+"

cosh
p
�z(� � s) cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(s)dsdz

+
1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz +
1

2i�

Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

=
4X
i=1

Ii.

Il est clair que toutes ces intégrales sont absolument convergentes, en e¤et

kI3kE =





 12i�
Z



p
�z sinh

p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz






E

=





 12i�
Z



sinh
p
�z(� � x)p

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1A dz






E

� 1

2�

Z



e�Re
p
�zx

jzj3=2C�0
jdzj kA kE � C kA kE :

kI4kE =





 12i�
Z



cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz






E

=





 12i�
Z



cosh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+dz





E

� 1

2�

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2C�0
jdzj




(�A)1=2 f �+



E
� C



f �+

D((�A)1=2) :
On utilise les mêmes techniques que dans la section (2:2:1), on obtient la convergence

absolue de I1 + I2: �
(u�+)

0�
"
(x)! (u�+)

0(x) fortement

quant "! 0:
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Par un calcul formel, la dérivée de
�
(u�+)

0�
"
(x) est

��
(u�+)

0�
"

�0
(x)

=
�1
2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
A � g�+(0)

�
dz

� 1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
g�+(0)� g�+(x)

�
dz

� 1

2i�

Z



sinh
p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

f �+dz

+
1

2i�

Z



Z x�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

+
1

2i�

Z



Z �

x+"

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � 2x� ")� cosh

p
�z(� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz

= �S+ (x;A)
�
A � g�+(0)

�
� S+ (x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� A

�
V + (x;A)

�
f �+

+
1

2i�

Z



Z x�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



Z �

x+"

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � 2x� ")� cosh

p
�z(� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz

=

8X
i=1

Ii.

La convergence des intégrales

1) Les intégrales I1; I2 et I3 sont déjà vu.
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2) Grâce à les deux estimations (3:1) et (3:2) on obtient

kI4kE =






 12i�
Z



Z x�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dz







E

� C

Z



coshRe
p
�z(� � x)��coshp�z��� jzj1=2

Z x�"

0

coshRe
p
�zs js� xj2�0 ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z



e�Re
p
�zx

C�0 jzj
1=2

eRe
p
�z(x�")

jzj1=2+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C



g�+

C2�0 ([0;�];E) .
De même pour I5

kI5kE =






 12i�
Z



Z �

x+"

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dz







E

� C


g�+

C2�0 ([0;�];E) .

Pour I6

kI6kE =






 12i�
Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz







E

� C

Z



����coshp�zx coshp�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

���� "2�0jzj jdzj

g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z



e�Re
p
�z"��1 + e�2Rep�z��� "2�0jzj jdzj

g�+

C2�0 ([0;�];E)

� C"2�0
Z



e�Re
p
�z"

jzj jdzj


g�+

C2�0 ([0;�];E)

� C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) .

Pour I7 on fait le même, on obtient

kI7kE =






 12i�
Z



sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz







E

� C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) .
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Pour I8, on a

kI8kE =






 12i�
Z



cosh
p
�z(� � 2x� ")� cosh

p
�z(� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz







E

=






 12i�
Z



Z 2x+"

2x�"

sinh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

g�+(x)dsdz







E

� C

Z



Z 2x+"

2x�"

����sinhp�z(� � s)

cosh
p
�z�

���� 1

jzj1=2
ds jdzj



g�+

C([0;�];E)
� C

Z



Z 2x+"

2x�"

e�Re
p
�zs��1 + e�2Rep�z��� jzj1=2ds jdzj

g�+

C([0;�];E)

� C

Z 2x+"

2x�"

Z



e�Re
p
�zs

jzj1=2
jdzj ds



g�+

C([0;�];E) (D�après fubini)
� C

Z 2x+"

2x�"

"Z
jzj� 1

s2

e�Re
p
�zs

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj� 1

s2

1

jzj1=2
jdzj

#
ds


g�+

C([0;�];E)

� C

Z 2x+"

2x�"

�Z +1

1

2e�� sin(�0=2)

s
d� +

2

s
� 2pr0

�
ds


g�+

C([0;�];E)

� C

Z 2x+"

2x�"

1

s
ds


g�+(x)

C([0;�];E) � C ln

�
2x+ "

2x� "

�

g�+

C([0;�];E) :
D�autre part, on a

A(u�+)
0(x)� g�+(x) = S+ (x;A)

�
A � g�+(0)

�
+ A

�
V + (x;A) f �+

�
+ S+ (x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz.

Maintenant, on montre que
��
(u�+)

0�
"

�0
(x) + A(u�+)

0(x)� g�+(x)! 0 quand "! 0.
Pour cela, on écrit��

(u�+)
0�
"

�0
(x) + A(u�+)

0(x)� g�+(x)

= � 1

2i�

Z



Z x

x�"

sinh
p
�zs cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

� 1

2i�

Z



Z x+"

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � 2x� ")� cosh

p
�z(� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz

5X
i=1

Ji:
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On a déjà vu

kJ3kE =






 12i�
Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz







E

� C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) ,

kJ4kE =






 12i�
Z



sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz







E

� C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

et

kJ5kE =






 12i�
Z



cosh
p
�z(� � 2x� ")� cosh

p
�z(� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz







E

� C ln

�
2x+ "

2x� "

�

g�+

C([0;�];E) .
Donc il reste J1 et J2
1)

kJ1kE =






� 1

2i�

Z



Z x

x�"

sinh
p
�zs cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz







E

� C

Z



Z x

x�"

����sinhp�zs coshp�z(� � x)

cosh
p
�z�

���� (x� s)

jzj1=2
ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z



Z x

x�"

eRe
p
�z(x�s)��1 + e�2Rep�z��� (x� s)2�0

jzj1=2
ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z x

x�"

24Z
jzj� 1

(x�s)2�0

eRe
p
�z(x�s)

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj� 1

(x�s)2�0

1

jzj1=2
jdzj

35 (x� s)2�0 ds


g�+

C2�0 ([0;�];E)

� C

Z x

x�"
(x� s)2�0�1 ds



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C"2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) .
2) J2 se traite comme J1, on obtient

kJ2kE =






� 1

2i�

Z



Z x+"

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz







E

� C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) .

Il est claire que (Ji)! 0 quand "! 0
�
i = 1; 5

�
.

Finalement, �
(u�+)

0�
"
(x)! (u�+)

0(x) fortement
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et ��
(u�+)

0�
"

�0
(x) + A(u�+)

0(x)� g�+(x)! (u�+)
00(x) + A(u�+)

0(x)� g�+(x) = 0

quant "! 0:
2. Grâce à la section (2:2:1), il est clair que

u�+ 2 C ([0; �] ;E) ,

si  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A

�
.

Pour tout x 2 [0; �], on a

u�+(x) =
1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s) (A� zI)�1 g�+(s)dsdz

et

Au�+(x) =
1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1 g�+(x)dsdz

=
1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1A dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz

� 1

2i�

Z



cosh
p
�z(x� �)

z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 g�+(x)dz

+
1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
g�+(x)dz

= S+ (x;A)
�
A � g�+(0)

�
+ A

�
V + (x;A) f �+

�
+ S+ (x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz + g�+(x).

Grâce à l�assertion 1, la section (2:2:1), on obtient pour A � g�+(0) 2 D (A) et x 2 [0; �]

S+ (x;A) �A � g�+(0)
�


E
� C



A � g�+(0)



E
,
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pour g�+(0)� g�+(x) 2 E et x 2 [0; �]



S+ (x;A) �g�+(0)� g�+(x)
�


E
� C



g�+(x)

C2�0 ([0;�];E)
et pour x 2 [0; �[, (�A)1=2 f �+ 2 E (grâce à l�identité de la résolvante)



A �V + (x;A) f �+
�



E
=





 12i�
Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+dz






E

d (x;A) f �+

E =





 12i�
Z



sinh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+dz





E

=





 12i�
Z



sinh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1wdz






E

� 1

2�

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj jdzj kwkE

� C kwkE ,

mais pour x = �, on a pas la convergence de d (x;A) f �+ si w 2 E, donc comme pour le terme
S+ (x;A) , on montre que

w 2 D (A), lim
x!��

d (x;A)w = w:

En e¤et si w 2 D (A), il existe wn 2 D (A) telle que

kw � wnk � " et " > 0.

Alors

d (x;A)w � w = d (x;A)w � d (x;A)wn + (d (x;A)wn � wn) + (wn � w) ,

et puisque pour wn 2 D (A) il est facile de voir que

(d (x;A)wn � wn)! 0 quant x! ��.

Réciproquement si

lim
t!��

d (x;A)w = w

or d (x;A)w 2 D (A) pour tout x 2 [0; �[ donc w 2 D (A).
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D�après l�inégalité de Hölder, on obtient

xZ
0

coshRe
p
�zs js� xj2�0 ds (3.1)

�

24 xZ
0

coshRe
p
�zsds

351�2�0 24 xZ
0

coshRe
p
�zs js� xj ds

352�0

�
�
sinhRe

p
�zx

Re
p
�z

�1�2�0 "coshRep�zx� 1�
Re
p
�z
�2

#2�0
� sinhRe

p
�zx�

Re
p
�z
�1+2�0 �coshRep�zx� 1sinhRe

p
�zx

�2�0
� C

sinhRe
p
�zx

jzj1=2+�0

et de la même manière, on a aussi

�Z
x

coshRe
p
�z (� � s) js� xj2�0 ds � C

sinhRe
p
�z (� � x)

jzj1=2+�0
. (3.2)

Les deux estimations présidentes nous permettent déduire la convergence absolue de

I = � 1

2i�

Z



Z �

0

��z;+(x; s)A (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz,

en e¤et

kIkE

=





 12i�
Z



Z �

0

��z;+(x; s) (A� z + z) (A� zI)�1
�
g�+(s)� g�+(x)

�
dsdz






E

� C

Z



Z �

0

����z;+(x; s)�� js� xj2�0 ds jdzj


g�+

C2�0 ([0;�];E)

� C

Z



Z x

0

��sinhp�zs coshp�z (� � x)
��

jzj1=2
��coshp�z��� js� xj2�0 ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
+C

Z



Z �

x

��sinhp�zx coshp�z (� � s)
��

jzj1=2
��coshp�z��� js� xj2�0 ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z



eRe
p
�z(��x)

jzj1=2 eRe
p
�z�
��1 + e�2p�z���

Z x

0

coshRe
p
�zs js� xj2�0 ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E) (d0après fubini)
+C

Z



eRe
p
�zx

jzj1=2 eRe
p
�z�
��1 + e�2p�z���

Z x

0

coshRe
p
�z (� � s) js� xj2�0 ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
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� C

Z



e�Re
p
�zx

jzj1=2
��1 + e�2p�z��� sinhRe

p
�zx

jzj1=2+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
+C

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj1=2
��1 + e�2p�z��� sinhRe

p
�z (� � x)

jzj1=2+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C

Z



1

jzj1+�0 C�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
� C



g�+

C2�0 ([0;�];E) ,
d�où la continuité.

3.3 Les conditions nécessaires et su¢ santes pour (P �
�)

Soient g�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) et g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1:
On suppose que �

u�� 2 C2 ([�1; 0] ;E) \ C ([�1; 0] ;D (A))
u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) \ C ([0; �] ;D (A)) ,

alors on a nécessairement
g�+ (0)� g�� (0) 2 D (A).

En e¤et, si pour tout x 2 [�1; �], u (x) 2 D (A), on a

u0 (0) = lim
s!0

u (s)� u (0)

s
2 D (A),

de même

u00 (0) = lim
s!0

u (2s)� 2u (s) + u (0)

s2
2 D (A),

donc on déduit que � �
u��
�00
(0) = g�� (0)� Au�� (0) 2 D (A)�

u�+
�00
(0) = g�+ (0)� Au�+ (0) 2 D (A),

de plus

u00� (0) = g�� (0)� Au�� (0) = u00� (0) = g�� (0)� Au�+ (0)

= g�� (0)� g�+ (0) +
�
u�+
�00
(0) ,

par conséquent
g�+ (0)� g�� (0) 2 D (A).

Théorème 3.2 Soient g�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E), g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) et f� 2 D (A), f �+ 2
D
�p
�A

�
avec 0 < 2�0 < 1 alors la représentation de la solution stricte u�� donnée par

(2:11) a la propriété
u�� 2 C2 ([�1; 0] ;E) \ C ([�1; 0] ;D (A))

si et seulement si

Af� � g�� (�1) 2 D (A); g�+ (0)� g�� (0) 2 D (A) et (�A)
1=2 f �+ 2 D (A).

-Pour la démonstration les mêmes techniques du théorème (3:1) sont utilisées.



Chapitre 4

Exemple

Dans ce chapitre on applique les résultats trouvés sur un exemple concret tel que E =
C
�
F
�
avec la norme sup.

On considère le problème aux limites suivant8><>:
1

b�
div

�
b�rU �

�
= G� sur 
�

U � = 0 @
� n ��
@�U

� = 0 ��,

où � est un petit paramètre donné dans ]0; 1], 
� est le cylindre ]�1; �[�F de Rnde variable
(�; �), F est un domaine ouvert régulier de Rn�1, �� = f�g�F et b� est une fonction dé�nie
par

b� (�)

(
1 si � 2 ]�1; 0[
1

�
si ]0; �[ .

Ce problème, représente par exemple, la propagation de la chaleur entre le corps �xe


� = ]�1; 0[� F

et une couche mince

+ = ]0; �[� F .

On note par U �� et G
�
� les restrictions respectives de U

� et G� sur 
�, et par U �+ et G
�
+ les

restrictions respectives de U � et G� sur 
+.
La famille

�
P �
�
est équivalente au problème aux limites et de transmission suivant8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
�U �� = G�� sur 
�
�U �+ = G�+ sur 
+

(bc)

8<:
U �� = 0 @
� n �0
U �+ = 0 @
+ n

�
�0 [ ��

�
@�U

�
+ = 0 ��

(tc)

(
U �� = U �+ �0

@�U
�
� =

1

�
@�U

�
+ �0,

(4.1)

où �0 = f0g � F et @
+ sont les frontières de 
+.

45
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En utilisant les notations classiques�
u� (�) (�) = U � (�; �) := U � (�) (�) pour (�; �) 2 ]�1; �[� F
g� (�) (�) = G� (�; �) := G� (�) (�) pour (�; �) 2 ]�1; �[� F ,

notre problème (4:1) peut être réécrit sous forme d�un problème abstrait suivant

�
P �
�8<:

�
u�
�00
(�) + A

�
u�
�
(�) = g� (�) sur ]�1; �[ n f0g

u� (�1) = 0 et
�
u�
�0
(�) = 0

u� (0�) = u� (0+) et
�
u�
�0
(0�) = p

�
u�
�0
(0+) ,

où p =
1

�
et A est un opérateur linéaire fermé dé�ni par�

D (A) =
�
' 2 C

�
F
�
: 4' 2 C

�
F
�
et ' = 0 sur @F

	
(A') (�) = 4' (�) ,

où 4 est le Laplacien sur F (sur la variable �). Le domaine D (A) est tel que

D (A) =
�
' 2 C

�
F
�
: ' = 0 sur @F

	
6= E

Par conséquent tout nos résultats précédents s�appliquent à cet exemple avec f �+ = f� = 0
et �

g�� = g�
��
[�1;0] 2 C2�0

�
[�1; 0] ;C

�
F
��

g�+ = g�
��
[0;�] 2 C2�0

�
[0; �] ;C

�
F
��
, (0 < 2�0 < 1) :

On rappelle que les propriétés anisotropiques entre la fonction concrète G�� et la fonction g
�
�

spéci�é par

g�� 2 C2�0
�
[�1; 0] ;C

�
F
��

,
�
G�� 2 C

�
[�1; 0]� C

�
F
��
et

G�� (:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 F .

La condition de compatibilité
g�+ (0)� g�� (0) 2 D (A)

signi�e que

� 7! G�+ (0; �)�G�� (0; �) 2 C
�
F
�
et G�+ (0; �)�G�� (0; �) = 0 pour � 2 @F .

Donc on obtient le théorème suivant (correspondant au théorème (3:1) la solution U � sur la
couche mince) quant n > 0.

Théorème 4.1 On suppose

G�+ 2
�
[0; �]� F

�
et G�+ (:; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 F .

Alors il existe une unique solution stricte

U �+ sur [0; �]
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pour (4:1) telle que8<: � 7! ��U
�
+ (�; �) 2 C ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 F

� 7! @2

@�2
U �+ (�; �) 2 C ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 F

si et seulement si �
� 7! ��U

�
+ (0; �)�G�+ (0; �) 2 C ([0; �]) ,

G�+ (0; �) = G�+ (�; �) = 0 pour � 2 @F .

Et le théorème correspondant à (3:2) est le suivant

Théorème 4.2 On suppose�
G�� 2

�
[�1; 0]� F

�
et G�� (:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 F

G�+ 2
�
[0; �]� F

�
et G�+ (:; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 F .

Alors il existe une unique solution

U �� sur [�1; 0]

de (4:1) telle que8<: � 7! ��U
�
� (�; �) 2 C ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 F

� 7! @2

@�2
U �� (�; �) 2 C ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 F

si et seulement si8<:
� 7! G�� (�1; �) 2 C ([0; �]) , G�+ (�1; �) = 0 � 2 @F
� 7! G�+ (0; �)�G�� (0; �) 2 C

�
F
�
et

G�+ (0; �)�G�� (0; �) = 0 pour � 2 @F .
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