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Introduction

L’objectif de ce travail et la résolution de I’équation opérationnelle donnée par
(w*)"(z) + Au’(z) = ¢°(x) sur ]-1,0] (1)
avec les conditions aux limites et de transmission non homogeénes

{u%—l) =f- () (0) = f1; ,
W (07) =’ (0%), p () (07) = py () (0),

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe F, g°est donnée dans C ([—1,6]; E), f—, f° sont donnés dans E,
J est un petit parametre fixé dans 0, 1] et p_, p, sont des coefficients positifs de conductivité
des corps [—1,0] et [0, d] respectivement, dépendant de 4.

On supposera 'unique hypotheése d’ellipticité suivante :

C

p(A) D [0, +oo] et 30 > 0: VA2 0:[[(A = AD) | ) < T (2)

ou p(A) est ’'ensemble résolvant de A.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur des probléemes de transmission. On mentionne,
par exemple, K. Lembrabet [8] et [7] dans le cadre Hilbertien. A. Favini, R. Labbas, K.
Lembrabet, S. Maingot [4] dans les espaces L. O. Belhamiti [2] a résolu le probléme avec
les conditions non homogenes dans le cadre des espaces de Holder.

Notre travail consiste a une synthése de I'article de O. Belhamiti, R. Labbas, K. Lem-
brabet et A. Medeghri [3], dans cette article les auteurs ont utilisent la notion d’impédance
caractérisée par un opérateur 75 obtenu en décomposant le probléme en deux problémes
intermidiaires (P_‘i) et (Pf) ayant pour solution ui et ul .

Ce mémoire comporte quatre chapitres

Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions. On commencera par des résultats
sur les espaces d’interpolations et on donnera aussi la définition des espaces de Holder. On
terminera ce chapitre par quelques lemmes techniques, trés utiles pour la suite.

Au chapitre 2 ce chapitre contient la construction de la solution et il est divisé en deux
parties :

1. L’étude dans le cas scalaire du probléeme
(u)"(z) + 2u’(2) = ¢°(x) sur -1,
zZ € SBO = {)\ €C: |arg)\| > 50}7 50 < ]Ovﬂ-[
(#C0-1 (6t |
u (07) = (0%), po (u?) (0) = py (u)' (0%).

4
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Elle permettra d’obtenir une représentation explicite de la solution, dans le cas abstrait
avec le calcul fonctionnel de Dunford.

2. L’étude dans le cas abstrait du probléme(1), ou A vérifie '’hypothese d’ellipticiteé.

Le chapitre 3 contient les conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir une solution
stricte du probléme précédemment décrit résumes par les théorémes suivantes

Théoréme 0.1 Soient g5 € C?* ([0,6]; E) avec 0 < 209 < 1, ¢ € D (A) et f0 € D (vV/—A4)
alors la représentation de ui est ['unique solution de (Pji) satisfaisant :

1. w4 € C([0,8]; D (A)) si et seulement si Ay — g5.(0) € D (A) et (—A)Y? f2 e D(4),

2. v’ € C2([0,6]; E) si et seulement si Ay — ¢.(0) € D (A) et (—A)Y? f2 € D(4).

Théoréme 0.2 Soient ¢° € C* ([-1,0]; E), ¢5 € C?** ([0,0];E) et f- € D(A), fl €
D (\/—A) avec 0 < 20 < 1 alors la représentation de la solution stricte u’ a la propriété

uw e C?([-1,0]; E)NC ([-1,0]; D (A))

st et seulement st

Af-—g¢° (1) € D(A), ¢’ (0)—¢° (0) € D(A) et (—A)'"* f0 € D(A).

En fin, le chapitre 4 contient un exemple d’application.



Chapitre 1

Rappels et lemmes techniques

Soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme ||.||; et L (E) désigne ’espace
des opérateurs linéaires bornés sur F.
Dans la suite de ce travail, on désigne par

p(A)={ e C:RM\A) =(A- )" € L(B)},

L’ensemble résolvante de 'opérateur A et

o (A)=Cx\p(A)
le spectre de A.

1.1 Les espaces de Holder

Soit (E, .|| ;) un espace de Banach complexe et o € ]0, 1] un nombre fixé.

1.1.1 Cas d’un intervalle de R

Soit I un intervalle quelconque de R.
Définition 1.1 On désigne par

- B(I; E), l'espace des fonctions bornées muni de la norme

Hf”B(I;E) =sup || f(z)| -
xel
- C(I; E) Pespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme
HfHC(I;E) = HfHB(I;E) :

- C¥(I; E) avec k € N, I'espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

k .
I lleriy = 2NN aim -
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- C*(I; E) Vespace des fonctions indéfiniment différentiable.

Définition 1.2 Les espaces de Hélder des fonctions continues C*(I; E) et C***(I; E) avec
k € N sont définit par

C1:8) = { £ € BUSE) s sy = swp WOIDNe ool

zyel; x>y (z —y)*
muni de la norme
[ fllcar.my = 1 lpae) + oo
et
[ fllenrarm = {f e CHL;E): ™ e o, E)}
muni de la norme

k
||f||Ck+ﬁ(I;E) = ||f||C’k([,E) + [f( )}CQ(I;E) .

1.1.2 Cas d’un ouvert quelconque non vide de R"
Soit 2 un ouvert quelconque non vide de R".

Définition 1.3 On désigne par

- B(Q; E) espace des fonctions bornées muni de la norme

1 5@m) =sup [ f(2)] 5 -
€N

- O(Q; E) l'espace des fonctions continues bornées muni de la norme
HfHC(ﬁ;E) = HfHB(ﬁ;E) :

- CF(Q; E) avec k € N, lespace des fonctions dont les dérivées jusqu’a Uordre k sont conti-
nues et bornées, muni de la norme

k
181<k
ot [ est un multi-indice.
- O=(Q; E) l'espace des fonctions indéfiniment différentiable.

Définition 1.4 Les espaces de Hdlder des fonctions bornées de 2 dans E, CYQE) et
C*+(Q; E) avec k € N sont définit par

CY(Q;E) = {f € B E) : [flea@.py = sup () = f(g)HE < +OO}

z,ye |z — |
munt de la norme
HfHCQ(ﬁ;E) = HfHB(ﬁ;E) + [f}Cﬂ(ﬁ;E)
et
CF (O, E) = {f c C*Q;E): 0°f(z) € C*( E)}
muni de la norme
||fHCk+a(§;E) = Hf“ck(ﬁ;E) + [aﬁf(x)]

ot [ est un multi-indice.

CH(4E)
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Quelques propriétés
1. Les espaces de Holder sont intermédiaire entre B'(Q; E) et B(Q; E) :
BYQ; E) c C*(; E) C B(; E).

2. Les fonctions de C'“(2; E') sont uniformément continues sur §.

3. Dans la définition de C%(Q; E), il suffit de supposer que |z —y|* < ¢, avec ¢ est un
nombre positif trés petit, car pour |z — y|* > ¢ on a toujours

£ = @l < 250 | @]

|z —y|*

6&

< Clz—y|*.

IN

2

sup || f(z)|
FISY)

1.2 Les espaces d’interpolation

Soient (Ey, ||.|l,) et (£41,]|.||;) deux espaces de Banach s’injectant continment dans un
espace topologique séparé F'. On consideére les espaces FyN E; et Ey+ E;, munis des normes
respectives

{ 12l ey, = 12l + Nl 57 @ € Eo N Ey

E
lellgyem, = pint_ leolln, + liealls) s ¢ € Eot By

ce sont des espaces de Banach.

Définition 1.5 Soit (Ej, El)eypun espace intermédiaire entre Eg N Ey et Ey 4+ E1, avec p €
[1,400] et 6 €]0,1], on dit que
@ S (E07 El)@,p

st et seulement si
1. Vt > 0, Jue(t) € Ey, Jui(t) € E; tels que
@ = uo(t) + us(t),

2. t~0ug € L? (R, Ey) et t'~0u; € LP (R, Ey).

Posons
_ , 0 1-0
lellg, = 1nfv;a;$;zi)¢(t§i%11(:t) (Ht “0| 2Ry Eo) T Ht “1| LQ(R+,E1)>
S1 Y2 - (Eo, El)@,p .
Alors

((Bo, Ex)ay Il )

est un espace de Banach vérifiant
EyN Ey C (Ey, El)e,p C Ey+ E4,

(avec injections continues).
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Autre définitions

Vt € R, Juo(t) € Ey, Fui(t) € By : o = up(t) + ui(t)
L ¢ € (Eo, E1)y,, < { e %ug € LY (R, Ey) , e~y € LY (R, Ey)

Ju:R — EyNE; o= [pu(t)dt
2. Y e (E(], El)@,p ~ { e—@tu c LP (R, EO) et e(l_ﬂg)tu c LP (R, El)

dt
3. ¢ € (B, By),y, & Elu:R+—>E0ﬂE1230:fR+u(t)7
’ t7%u e LY (R, Ey) et t'%uc LY (R, E)).

1.3 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques trés utiles pour la suite de
ce travail.

On considére A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), v une courbe simple

joignant coe® a coe™® avec 6, choisi entre [0, g] telle que v C p(A) N Ry (p(A) désigne

I’ensemble résolvante de A) et le secteur
Do, =171zl = moet g <argz <21 — 0o},
ou ro > 0 fixé.

Lemme 1.1 Pour tout complexes z, et zo différents de zéro, on a

e ) )

m+mzam+mmm(

Lemme 1.2 Pour tout compleze z tel que |arg (z)| < 0 < %, on a

‘arg (1 — e_z) —arg (1 + e_z)’ <4.

Lemme 1.3 Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € ZQO on a

1477 = Gy = min (1 —e 2e(3E) 1 e—”é/%os(’é—ez”)) >0,

avec Ty est assez petit.

Lemme 1.4 I existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € Y, on a

0

)1 —e VT > Cy, = min <1 — 67“&“(%770) 1= eré”cos(’é?)) > 0.

Remarque 1.1 ] existe une constante Cy, > 0 indépendante de 6 € |0,1] telle que pour
tout z € Y 4 on a

‘ 14+ 6_25\/3

2090 > 0.
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Pour tout £ € [—1,0] et 6 €]0,1], on a
A, (£,9) = cosh /—2z0 cosh /—2& — psinh /—20 sinh /—2¢,
(cette expression apparaitra dans les chapitres suivants).

Lemme 1.5 Pour tout § € ]0,1] et 2 € } , on a

2
A, (—1,0)] > (Cff) sin (%) elRev=200+1) 5

Remarque 1.2 Il est important de noter qu’on a aussi la minoration
Coo)’ 0
AL (=1,0)] > % sin (g) ehev=2(0+1) ~ ¢,

En fonction de la dépendance de p en fonction de d, on prendra I'une ou 'autre.

Lemme 1.6 Pout tout { € [-1,0], 6 €]0,1] et 2 € . ona

A, (£,8)] < (1 + p)elev=20-9)

et
BeA, (€,6)] < (1+ p) |2] eRe V=20,

Lemme 1.7 1[I existe une constante C > 0 indépendante de § telle que

(

coshy/—z (0 — x) _ ‘ el [T e~ 2V=E0-a) < Cle—l2"/*sin(60/2)
cosh /=20 l+e /=2 | =
. — _ —2v/—z|7]
sinh /—zz| _ ‘67\/,7(5,@” l—e < Cle—6—la])[=l*/2 sin(8/2)
cosh \/—z0 1+e2v=20 | =
_ —2v/—z|z|
cosh zr) )e—ﬁ(5—\$|) 1+e < Ce—(6—|az\)|z|1/2sin(00/2);
| [coshy/=20 1+e V=2 | =

pour tout x € [—1,0].

Lemme 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense

alors :
D(A) =D <\/—A>.
1. Il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque z € y et r > 0, on a
|lz+r|>Cret |z+r|>Clz,

2. Soit v € ]0, 1], alors il existe C' > 0 ne dépendant que de 7 telle que pour chaque r > 0,

1 C
— |dz] < —.
rlz £z rv

Les preuves de ces lemmes techniques sont trouvées dans la thése de Belhamiti [2].



Chapitre 2

Probléme de transmission

On considére le probléme aux limites et de transmission

<u5>"<x>5? ?3‘5(””} — () sur ]-1,4]

oL { Wy (8) = 12 (2.1)
W (07) = w3 (0)

p_(wY(07) = py (uP)(0%),

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, ¢° est donnée dans C([—1,6]; F) et f_, f2 sont
donnés dans F et vérifiant certaines conditions qu’on précisera dans la suite, J est un petit
paramétre fixé dans ]0,1], p_, p; sont des coefficients positifs de conductivité des corps
[—1,0] et [0, 0] respectivement, dépendent de §, et ¢° c’est :

10 € C? ([_]17 0]; E)

{ 9 =9
9% =¢° g € C*™ (0,0]; E),

avec 0 < 2ap < 1. Notons que I'Holerianité de ¢° et ¢ implique Holerianité globale de ¢° si
et seulement si ¢° (0) = ¢5.(0).

Pour analyser le probléme (2.1) notre méthode consiste a résoudre d’abord le probléme
(P?) sur le domaine 0, d] :

(2.2)

(u})"(x) + Aud (z) = g} (z) sur ]0,0]
(P){ uf(0) =1
(ul,)'(d) = f2,

ou ¢ est un donné auxiliaire dans F, la solution de ce probléme nous permettra de définir
formellement 'opérateur d’impédance Ty par

(u3)'(0) = T5 (95, f1, %) -

Ensuite, résoudre le probléme (P°) sur le domaine |—1,0[

)" <x>+Au (2) = ¢ (2) sur ]=1,0]
1=

(u
(ul ) (0) = §—+<ui>'<o> - i—m (9%, £2.u%.(0)).

(P4 we =

11



12 CHAPITRE 2. PROBLEME DE TRANSMISSION

Pour la résolution de ces deux problemes (P?), (P?) on utilise un probléme modéle

u (f) Au(x) = g(z) sur Ja,b]

avec (a,b) € R?, uq,uy sont donnés dans E et g € C?% ([a,b]; E).

2.1 Probléme de transmission : cas scalaire

Dans tout cette partie 3, est fixé dans |0, [ et 0y € }0, g [ est défini par

bo="_ Do
2 2

On pose

Y = (€T farg | > o)
Spp ={A € C* : Jarg A| < 6o} .

On présente la méthode de résolution basée sur la notion d’impédance du probléme
a coefficient scalaire z € > By" Cette étude nous permettra de passer au cas opérateur.
Pour z € >~ (voir figure 2.1).

Imz

Rez

11

F1a. 2.1 - Le secteur 5

On note que —z € S} = {A € C* : Jarg \| < — (3} (voir figure 2.2)
et /—z € Sy, (voir figure 2.3).
On Considére le probléme aux limites et de transmission
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Imz

Rez

Fi1G. 2.2 — Le secteur S;

Rez

F1G. 2.3 — Le secteur Sy,
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( (u‘i)”ﬂ(az) + 2’ (x) = ¢° () sur ]—1,0]
ul)" (z) + zu’ (z) = g5 (z) sur ]0,6]

u® (
(u2) (8) = f2 (23)

avec z € 3 4 .

2.1.1 La résolution du probléme (P) : cas scalaire

Le probléme aux limites sur [a, b] s’écrit

u’ (z) + zu () = g (x) surla,b|
(P)q u(a)=uq
u (b) = uy,

ou z € Zﬁo’ u, et u, sont données dans un espace de Banach complexe E et g €
C([a,0], E).

La solution générale du probléme (P) est de la forme
u(z) = AeV™*" 4+ Be V",
Par la méthode de la variation de la constante, on obtient
u(x) = A(x)eY ™ + B(x)e V",
D’autre part,
W'(x) = A'(x)eV™* + B'(x)e VT 4+ /—zA(x)eV T — —2B(z)e VT

et on pose que
A'(I)e\@m + B’(m)e_*/j“ =0

W'(x) = =zA(x)eVTF — /=zB'(z)e VT — 2A(x)eV T — 2B(x)e V"
= V=zA(x)eV T — V=ZB'(x)e V7 — zu(z)
= g(x) — zu(z).

Donc on obtient ce systéme pour le résoudre

{ Al(z)eV=*" + B'(x)e V** =0
Ve A (w)eV — /2B (x)e VT = g(a),

alors
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g(z)e” —zz 1 r e
A,(l’) = (Z)T A(l‘) = 2\/__2 e rSg(S)dS + Ao
= g
gla)ey = 1 V=zs
Bl(z) =22 B(z) = eV=*°g(s)ds + By.
—2v/—2 2V—=zJ 4
Donc
ux sin —zx—s s)ds + AgeY  *" + Dbpe VT, .
\/_ h+/ ds + AgeV™** 4 Bpe V™= 2.4
et

) = / cosh V=z(x — s)g(s)ds + v/=zAgeY " — \/=zBoe V.

Les conditions aux limites donnent

1
Aoe\/ij — Boe_\/ij =
—Z

{ AgeV ™ 4+ eV=R B = g,

(ub _ / b cosh /=3 (b — s)g(s)ds> |

Donc
b —/—za h/— _ —/—za —v/—2b
A = _/ e cosh /—z(b S)g(s)ds n e w + e “
o 2¢/—2zcosh/—z(b— a) 2y/—zcosh/—z(b— a) 2cosh/—z(b—a)
b evV=*acosh/—2(b — s) eV eV
By = g(s)ds — up + Ug.
o 2v/—zcoshy/—2z(b—a) 2y/—zcoshy/—z(b—a) 2 coshv/—z(b—a)

On remplace Ag et By dans (2.4) on obtient

®sinh /—2(x — a) cosh /—z(b — s)
u(r) = \/—_z/ sinh v/—z(z — s)g(s)ds — /a s cosh /20— a) g(s)ds
+cosh V—z(x — b) N sinh /—z(x — a)
cosh /—z(b — a) ta v/—zcosh/—z(b— a)
cosh /—z(x — b)u N sinh /—z(z — a) .
coshy/—z(b—a) *  +/—zcoshy/—z(b— a) >

Uy

- I+

telle que
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- “in s . ®sinh \/—2z(x — a) cosh v/—2(b — s) S\ds
L= \/_ b= J9(s)d /a v/—zcosh/—z(b— a) 9(s)d

= \/_ smh V—z(x — 5)g(s)ds
B / sinh v/—2z(z — a) cosh \/—z(b — s)

a v/—zcosh/—z(b— a)

B /b sinh /—z(x — a) cosh /—z(

. v/—zcosh/=z(b— a)

B / sinh v/—2(s — a) cosh \/—z(x — b) (5)ds
a v/—zcoshy/—z(b — a) g

/ sinh v/—z(z — a) cosh v/—2(

- v/—zcoshy/—z(b — a)

Dong, la solution du probléme (P) s’écrit

b —

b—

_ b cosh /—z(x — b) sinh /—z(z — a)
uz) = _/a el s)g(s)ds + coshv/—2z(b — a) ta v/—zcoshy/—z(b— a)

ol, le noyau de Green est donné par

Up,

K.(z,s) =

1 sinh/—2(s —a)coshy/—z(x —b) sia<s <z
v—zcoshy/—z(b—a) | sinhv/—z(z —a)coshy/—z(b—s) six <s<b.

2.1.2 Résolution du probléme sur le domaine [0, ]

D’apres la section précédente la solution du probléme (Pji) est donnée par

N cosh /—z(z — §) sinh /—zz

5
P _ § 5 (s)d '
u () /0 Ko (2,8)g%(s)ds cosh \/—2z0 * \/—zcosh\/—Z(Ser’

avec

5 (5 5) = 1 sinh/—zscoshy/—z(x —§) si 0 < s <z
Fet\T,8) = /—zcosh/—z6 | sinhy/—zzcoshy—z(d —7) si v < s <.

2.1.3 L’opérateur d’impédance

La dérivée de ul, pour z € |0, 4] est donnée par

BV = - /Ox sinh \/—_zzss}iln\}/li?(x — ) 42 (s)ds
_/5 cosh /—2(§ — s) cosh /—zx 3 (s)d

- cosh\/—24 g °
+\/—_zsinh\/_(a:' — )¢ N cosh\/—zx

cosh /—z6 cosh /=20

(

12
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Donc 'opérateur d’impédance est définie par

(9%, f2.) — (@) (0) =Ts (g5, f1.¢)

et

T (givfi’w) cosh /—z0

_\/—zsinh\/—z5w+
cosh v/—z0 cosh\/ 20 +'

B /‘5 cosh /—z(6 — S)gi(s)ds (2.5)

2.1.4 Résolution du probléme sur le domaine [—1, 0]

De méme, la solution du probléme (P°) s’écrit

* coshy/—zsinhy/=2z(s + 1) ; p 0 cosh /—zssinh/—z(z + 1) p
_/_1 Ty -0 3‘/9& /=7 cosh v/—2 g=(s)ds
cosh \/—zx sinh /—z(z + 1)
Ty B e NS LU GIRFASLUR

_ b+
avec p = —.
P
En remplacant Ty (gi, fe, w) par son expression (2.5), on obtient

(1) = _/jsinh\/—_z(s—l— 1) cosh /—zx § (5)ds

b \/—zcoshy/—z N
sinh /—z(x + 1) cosh/—zs cosh /—zx
/ V/—zcoshy/—z 9=(s) + coshv/—z I-
_psinhy/=z(z +1) [°coshy/=2(d —s) ;
/—zcosh/—z / cosh /—z6 g (s)ds

_ psinhy/—2dsinh /—z(z + 1)ij psinh/—z(z + 1) 1
cosh /—z coshv/—zd V/—zcosh v/—zcoshy/—26" 1’

et
ul (0) = u® (0) = 9.

Et

5 O sinh/—z(s+1) 4 1
u=(0) = _1 \/—z cosh \/_ 6" (s)ds + cosh \/—_zf_
B % psinh /=2 cosh /—2(8 — 5) 5 #2 (5)ds
o /—zcosh+/—zcosh/—2zd I+
psinh y/—z sinh /=24 psinh /=2 5
~ cosh v/—z cosh \/—20 vt \/—zcosh /—z cosh /=20 I
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pour obtenir la forme finale de u° (), on résoudre le systéme suivant
(u’ (0) — 1 =0
2 (0) + psinh /—z sinh \/—zéw _ /0 sinh /—z(s + Ug‘i(s)ds
cosh y/—z cosh \/—z6 _1 v/—zcoshy/—=z
® psinh \/=z cosh /=2(6 — ) o (5)ds
\/—zcosh \/—zcosh vV —2z0 I+

psinh

L +\/—z cosh/—z cosh V- 5 cosh \/—sz’

ainsi

- _ 0 sinh /=2(s 4 1) cosh /=20
uw(0) = o= —/_1 J=2A(—1.9) ¢’ (s)ds
® psinh /—z cosh/—2(0 — 5) ;
_/o VAL ks
psinhy/—z s  coshy/—20
AL T A=)

f-

avec

{ A, (&,8) = cosh \/—z€ cosh /=20 — psinh \/—2zE€ sinh /=20

pour £ € [—1,0].

v/ —zcosh/—z g-(s)ds

sinh v/—z(z + 1) cosh/—zs
/x /—zcosh/—z g-(s)ds
® psinh/—2(z + 1) cosh/—2(6 — 5)
a 0 \/—2z cosh /=2 cosh \/— 20 g (s)ds
n /w psinh y/—z(s + 1) sinh /=20 sinh /=2 (z + 1)95 (s)ds
1 V/—zcosh/—zA,(—1,6) -
N /0 psinh v/—z(s + 1) sinh /=24 sinh /=2 (z + 1)95 (5)ds
» V/—zcosh/—2A,(—1,06) -
. /5 p? sinh \/—z cosh /—2z(d — s) sinh /=24 sinh v/—z(z + 1)96 (5)ds
v/—zcosh \/—z cosh /=20 A, (—1,6) *
{cosh —zx _ psinh V—z0sinh /—2(z + 1)

() = _/jsinh\/_(s—i— 1) cosh /—zx

+

cosh /—z cosh /—zA,(—1,0) J-
psinhy/—z(z + 1) p2 sinh \/—z sinh /—zd sinh /—z(z + 1)
v/—z cosh /—z cosh /=26 v/—z cosh/—zcosh /—20A,(—1,0)

coshy/—zx  psinhy/—zdsinh /—2z(z + 1)
coshy/—z cosh v/—2A,(—1,9)
A.(,6)

A(-1,6)

é
I

+

or

I
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T Taemy S

N /”” psinh /—z(s + 1) sinh /—2dsinh/—z(z + 1) ;

_/aC sinhy/—z(s+ 1) cosh/—zx

-1 V/—zcosh/—2A.(—1,9) 9° (s)ds
[T sinhy/=z(s + DA, (2,9) 5 (5)ds
I VA7 WES ) B

I /0 sinh /—z(x 4+ 1) cosh/—zs
, = —

/—zcosh/—2 9-(5)

N /0 psinh v/ —z(s + 1) sinh/—20 sinh /—2z(x + 1) ,

v/—zcosh/—zA,(—1,6) 9° (s)ds

O sinh /=2 (2 4+ 1)A,(s,0)
B A
B ® psinh /—z(z + 1) cosh/—2(6 — 5) 5

I, = d
! 0 v/ —zcosh y/—zcosh /—z6 g (s)ds

N /6 p?sinh \/—z cosh /—2z(§ — s) sinh /=24 sinh /—z(z + 1)g5 (5)ds
0 \/—z cosh \/—z cosh /—20A,(—1,6) N
% psinh /—z(2 + 1) cosh/—2(6 — 5) 5
- VAL
Par conséquent
0
Ew) = = [ R e s oy
% psinh /—z(z 4 1) cosh /= 2(6 — 5)
- VEA-LD) e
+psinh V—z(z +1) 7
V=zA.(-1,0) 77
avec
W (zs) = 1 { s%nh\/—_z(s—i—l)Az(x,é) sz: —1<s<ux
2 V—2A,(—1,8) | sinhv/=z(z +1)A.(s,0) si x < s <0.

2.2 Probléme de transmission : cas abstrait

On considére le probléme aux limites et de transmission

( (u‘i)” (z) + Au® (2) = ¢° (z) sur |—1,0]

? (=
() 0) = 12 20
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ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, f_, fj‘r sont données dans F, § est un petit paramétre
fixé dans |0, 1], p_, p; sont des coefficients positifs de conductivité des corps [—1,0] et [0, ]
respectivement, dépent de d, et ¢°, g vérifient 'hypotheése (2.2).

Comme le cas scalaire, pour la résolution du probléme (2.6), on considére d’abord, le
probléme sur le domaine 0, d]

(ui)”(x} + Aui(m) = gi(a:) sur |0, d]
(P){ u(0) =1 (2.7)
(uf)'(0) = £3,

ol v est un élément dans F, ce qui nous permettra de définir formellement I'opérateur
d’impédance T}y par

(W) (0) =T5 (g%, f1,u’(0)) =T5 (g%, f1. )

et ensuite, le probléme sur le domaine |—1,0]

(u®)"(x) + Aud (z) = ¢° (v) sur |-1,0]
(P2) 4 ul(=1)=f_ (2.8)
(u2)'(0) = pTs (g%, £2,u2(0)) ,
N 2
oup=—.
On supp(;se que A vérifie I'hypothése d’ellipticité suivante
1 C
p(A) D [0, +00[ et IC > 0: VA > 0; (A=A | ) < O (2.9)

T
cette derniére implique qu’il existe 6y € }O, 5 [ et rg > 0 telle que

p(A) D Sy, ={z € C" :|arg(z)| < 6o} UB(0,rg),

et Pestimation (2.9) reste encore vraie dans Sp,.

Remarque 2.1 L’hypothése (2.9) implique que — (—A)l/ 2est générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro [1].

2.2.1 Représentation de la solution du probléme sur [0, ]

On considére le probléme

(5 (g‘i(z)’;(f)JAUi(w)zgi(ﬂf) sur ]0, 4
@y =1,

en utilisant le calcul opérationnel de Dunford comme dans [6], [5] et [9] la solution du
probléme (Pﬁ) est représentée formellement par
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1 cosh /—z(x — 9)
’ = — —zI) " yd 2.1
U (@) 2im J,  cosh/—z0 (A = 2l) (2.10)
1 sinh /—zx 1 s
— A—2I d
+2@'7r 4V —zcosh/— 5( ) fide

~%- AA —2I)7" ¢ (s)dsdz

= St(x, )+ V" (z, A)f++W+(a:Ag+)

avec le noyan de Green

5 (2,5) = 1 sinhy/—zscoshy/—z(x —9) si0<s<uzx
Fet\ s 8) = /—zcoshy/—z6 | sinhy/—zzcoshy/—2z(d —s) six <s <.

On rappelle que 7 est la frontiére de Sy, orientée de coe? a coe™ (voir figure 2.4) et \/—2
est la détermination analytique définie sur C\R_.

F
Imz

T

o{A

F1G. 2.4 — Le secteur Sy, et la courbe 7y

La convergence des intégrales

Pour la convergence absolue des intégrales
1. Soit ¢ € E et x € ]0,6], on montre la convergence de [ST (x, A) ¢)] par un découpage
de v en
v ={z€v:|z| >1/2%}
- ={z €712 £1/27%},

et on considére
I'={z:|arg(z)| < et |z] =1/2%},

orienté positivement (voir Figure 2.5).Alors
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Imz

F1G. 2.5 — Les courbes v, et v_

St (a, Ay = — [ oh i Gl (A~ 2I) 4z

24T cosh v/—z6

v

1 cosh /—z (0 — z) .
= — A—zI d
um cosh /—20 ( D) ydz

T+
+L cosh /—z (0 — z)
2im cosh y/—z0

Y-

_ 1 COSh\/__Z((s_w)(A—zI)_lwdz

24T cosh v/—z0

T+

(A— 2" 4pdz

i/cosh\/—z(é—x) — cosh y/—2z0 (A— 21" s
2 cosh /—z0
Y-
4 (A —2I) " pdz — ! /(A— N~ yd
2in : °7 2in : :
y_uUr’ r

Comme y_ UT" est un contour fermé et (A — z/ )_1 est analytique dans ce domaine,
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alors I3 =0 et

1]l
12lly =
<

<

<

<

(A— 20" pdz

20m
T+

|cosh /=2 (6 — z)|

i/cosh\/—_z(é—x)

cosh v/—z0

E

S o 2] |cosh /=24

T+

Y]z |dz| (grace a I’hypothese (2.9))

—x|2|*? sin(60/2)

¥ 5 |dz| (grace le lemme (1.7))

1 /e
<
— 27wCy, H
T+
+o0
1 e—asin(90/2)
< 20d
< so | ool

+o0

IN

1

Klllg,

IN

e—asin(00/2)
¢ [ ol

20w
v_

i/cosh\/—_z@ — x) — cosh /=24

i/

A—z2D)"tyd
cosh v/—z0 ( )z
E
—+v/—zsinh/—2z (§ — s) 1
A—zI dsd
cosh+/—z0 ( 20) " pdsdz
E

coshRev/—2 (6 — )
dz| ||Y|| » (grace a 'hypothese (2.9
// . /2|COSW_5| ds 21 6] (2.9)

Rev/—z(5—s)

1 // e - d
-_— S
iy A ’2’1/261{6\/72‘;090

vy_

|dz| ||¢||p (grace a la remarque (1.4))

—Re+/—zs

1 / / e
2T Ogo
vy_ O

s ldel e

1 // 1
21 Cy, 2|/
vy_ O

ds |dz[ [[¢ ]l g
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IA

et

[1all

< e

1 x
d
s e e 1l
Y-

1/x?
1 x
d
o | el
To

1
i / —z2I)” Ypdz

/mwmm|
I

0o

E

“do ¥
_90

< Cldllg-

¢ Si x =0, on a pas la convergence de ST (x, A) ¢ si ¢ € E, pour ce la on montre que

Y eD(A) < lim St (z,A)¢ = .

Pour tout y € D (A), on a

z—0t

1 cosh /—z (0 — z) 1
ST (z, A = — A—zI d
(@, 4)y um cosh /—z0 ( 1) ydz
¥
1 cosh/—z (6 — ) (A —2I)"" Ay
= —/ dz
24 cosh v/—z60 z
Y
1 h/—
o8 Gl )—dz (grace a l'identité de la résolvante),
% coshv/—20 =z
Y
le terme sans résolvante
1 / coshy/—z(0 —x)y
—_— —dZ = O,
24T cosh+y/—z0 =z
il
en effet
I'r YrUCR
Y = {z€7:]2| <R}
(:&2 == {;2 € v |Z| - }'
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I L/cosh\/—z@—x)gdz _ lim L/cosh\/—z(é—x)gdz
24T coshv/—2z0 =z R—oo \ 24 coshv/—20 =z

Y TR

I — lim L/COSh\/_Z((S_@de 1 cosh/—2z (6 — )gdz
R—oo \ 2im coshv/—20 =z % coshy/—z20 =z

I'r Cr

= [1 +]2;

puisque I'g un contour fermé, alors I; = 0 et

[= fim L [eshV=z0-D)y,
R—00 2277 coshy/—z0 =z
Cr
alors
1 [(A—2D)'A
lim St (z,A)y 2—/ ( D) Yir = y (par la formule de résidu au point 0) .
z—0 (i z

Y

Pour ¢ € D (A), il existe (y,), € D (A) tel que
Yn = Y,
avec
[5* (2, A) b = ¢ < [|ST (2, A) v — ST (2, A) ya[+]|ST (2, A) g — |+ 19 — ¥l < €]
car pour tout (¢p —y,) € E, on a
5% (2, A = 5" (2, A) yul|y < CllY =yl < e,

d’ou

St (x,A)p — 1 — 0.
-puisque pour tout z € ]0, d],

St (x,A)yp € D(A),
la réciproque est vraie. Alors

lim S* (x, A)¢ = € D(A).

z—0t

2. Maintenant, on regarde le terme V' (x, A) f2. Pour tout = € [0,6] et f$ € E,

L sinh \/—zx (A= 2D)

2im ) /=2 cosh /=20
/ ‘smh V- x‘

2|3/ |cosh V- 5|

—Re@(é z) 5 p | A
ace a 1.
27?000/7 |z|3/2 ||f+HE| z| (grace a la remarque (1.4))

Lfodz

vt @yl = |

E

||fi||E |dz| (d’aprés ’hypothese (2.9))

1 1
< o | kel <A
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3. En fin, on va voir le terme W+ (z, 4, ¢%) .

Soit g5 € C ([0,6]; E), on a (grace a I'hypothese (2.9) et le lemme (1.7)) pour z € 7 et
Yz € [0, 0]

1 b _
W (2, 4,65, = ’ﬂ / / K (w,5) (A — 2) " g (s)dsdz
E
< o [ IO )1
2 2% |cosh /=26 (0.31:E)
|sinh v/=zz| coshRe /=2 (6 — s) sl
2%// |z|3/2{cosh\/_5| Hg+(S)HC([o,5];E) s |dz]
< // ||3/2 H9+ )HC([O,é];E)dS‘dZ‘
0 7Re V—z(s—x)
v | | 1t lose 4010
z g~ Rev=22 oosh Re \/_s
= 32 ( Hg+ HC([O(S]E)dS|dZ|
2]
C 0 ¢~ Rev=2(0-2) cosh Re /=2 (6 — )
_// FEE g% (s HC([O,a};E) ds |dz|
C $€—Re\/jzxeRe —2s
< /] il 1% 5o 51 45 1
0 —Re v—=( Rev/—2(6—s) 5
// P |3/2 Hg-l-(s)HC([O,é];E)dS|dz|
C 1_6—Re —zxT
< o ’YTWZ’ 193 ) o1
C 1— e Rev/—2z(6—z) 5
+§ : PRk ‘dZ‘Hg-l-(s)HC([O,é];E)
C [ 2—e Rev=ew _ g=Rev=2(0-2) 5
= o0 ), 2P 2] {192 ()| o, 619
C 1
S o /7 12 421 {12 (5)ll e o5,
<

K ||gi(S)HC([O,(5};E)'
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2.2.2 L’opérateur d’impédance

En fessant un calcul formelle de la dérivée de u‘i, pour z € [0,4] on a

() = =g [ [ (g o

// cosh /—z(§ — s) coshy/—zx (A— =) ¢ (s)dsd>
% cosh \/—z6
— h/— _
g YRSV R ) gyt g,
24 cosh+/—z0
cosh N —z2T _
A—zI

+2m - cosh y/— 5( )

! fidz

Ou I est le premier plus le deuxiéme terme.

1. Soit g5 € C([0,6];E) et z € [0,6] on a

L // sinh /—zssinh y/—z(z — 9) (A—21)"" g5 (s)dsdz
21T cosh /—2z0 E

h — hv—
// cosh /— s) cosh /—zz (A= 20)" & (s)dsd>
2 v Ja
et d’apres le lemme (1.7) et I'hypothése (2.9)

Il < '

)
E

cosh N/ —2z0

C z ,—Rev/—2(6—s) ,Re/—2z(6—x)
il < o [ [ ° o s 1421 |935) e o
C 0 eReJ?z(5—s)e—Re¢?Z(5_w)
L e
x —Rerz(w 5)
< 27T// —————ds|dz| H9+ )HC’([O,é};E)
5 —Re\/—iz(s x)
QW/W/;E ————ds|dz| Hg+ )HC([O,S];E)
efRe\/jzm
S o 7’2‘—3/2|d’2|Hg+ ||C[06]E)
C 1 — ¢~ Rev=z(6-2)
+% : |z|3/2 |dz| Hgi(s)HC([O,é];E)
C [2— e Bev—zr _ o~Rev—2(6-2) 5
< % |Z|3/2 |dZ| Hg-l‘(S)HC([O,(S];E)
C 1
x| 2 1 Ol
< K Hgi(s)HC([O,é};E)’
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2. Si¢ € D (A) alors pour tout = € [0, ] on a d’apres l'identité de la résolvante

L — i V/—zsinh /—z(x — 9) (A= 21)" Apds
2im J, zcoshy/—2z6

1 [/—zsinhy/—z(z —0)
2im J, zcosh /—z0

Ydz,

et puisque le deuxiéme terme est nul,

%/ V/—Zzsinh /—2(x

—9) -1
z cosh /=26 (A =z0)" Aydz

ILl, = '
E

—Re V—z(z—6)
< A J
o 27T/ |Z|3/2€Re\/—726}1+ 2Re\/?26‘ || r(/}||E| Z|

e dz| ||A C|A
Z <
27T000/7 |z|3/2 |dz] [| A 1A% 5 -

3. Si fj‘r eD (\/ —A) alors pour tout = € [0,6] on a d’aprés l'identité de la résolvante

1 coshy/—zx 1 1/2 46
I = — / A — Z_[ —A dZ
’ 2im J (—2)"% cosh /=26 ( )AL

n 1 cosh/—zx
2im J (—2)"% cosh /=26

et puisque le deuxiéme terme est nul,

L / CODVEEL (4= oy (=) 2
2im J, (—2)1/2 cosh /—z6 -

C ¢~ Re V—2(6—1)
2 J, ‘Z|3/2

fj‘r dz

slle =

E

1/2 5 s
|dz] H<—A) f+HE <K Hﬁ”;a(ﬂ) :
-Donc l'opérateur d’impédance est définie par

(9%, F2,0) = (uh)'(0) =T (9%, £1.4)

or

cosh \/—25

v —zsinh\/—zd 1 1 5
Ydz + — | ———=f1d
2w 4 cosh/—2z0 2im J, coshy/—z0

h+/—
Ts (g%, f,0) = 2@#//0 o )i(s)dsdz
v
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2.2.3 Représentation de la solution du probléme sur [—1, 0]

On considére le probléme (P°) sur [—1,0]

Comme pour le probléme (Pji), le calcul opérationnel de Dunford donne la représentation
formelle de la solution de ce probléme

ul(zr) = 2; <—5515;) (A—zD)7' fdz (2.11)
2Z7T// 2y (A —2I)7" ¢° (s)dsdz
—i—% psxl/rg\g—_f(x +)1) (A— z[)_l fidz
5 // psinh \/—_Z\/x_-l—Al)(Cosh \)/—_Z( s) (A— z])_l gi(S)dez
= S (z,A)f-+ N~ (:c A, g% )+V (_Qj’A)fj__‘_W_(l»’A,gi)’
K (as) = -1 {sinh\/—_z(s—irl) Ax,0) si—1<s<u,
2T JZAL(-1,6) | osinhy/=z(z + 1)A(s,6) si z < s <0

{ A, (&,6) = cosh \/—z& cosh /=20 — psinh /—zE& sinh /=20

pour ¢ € [—1,0].

La convergence des intégrales
Pour la convergence absolue des intégrales, on a

1. » Soit f- € E et z € |—1,0], pour montrer la convergence de [S™ (z, A) f_], comme
pour [ST (z, A) )] on découpe vy en

1
=qz€7:|2| 2
o= {renililz )

1
_=qzEev|z < ,
v={eeqsis (Hl)z}

1
F:{z:|arg(z)| < Oy et |z] = (x+1)2}7

et on considére
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orienté positivement. Alors

S_ (I,A)f_ = —[rm(A—ZI)lf_dZ

1 A, (x,0) — AL (—1,9) _1
+% /7_ A1) (A—2z2I)" fodz

—{—L (A— 20" fodz

2im ), ur
1
— (A—ZI)_l f_dZ

2im Jr

4
= Z!]i-
i=1

gs = 0, puisque v_ UT est un contour fermé et (A — zI )_1 est analytique dans ce
domaine, et

(x,0) .
- d
2]l 227T A 1, ) zl)" fodz .
A (2, 0)|
our || f_|l; |dz| (grace a ’hypothése (2.9))
21 )y A (=1,0)[ |2 T
1 (1+p) ¢~ Rev—zz Re /=26
S o I/ |lz|dz| (d’apres le lemme (1.6))
2m oy 1A=L) £
1 ¢~ Rev/—zz Re /=26
< A N
- / 2| eRev==eRev=20 | f=|lz |dz| (grace a le lemme (1.5))
1 ¢~ Rev=z(z+1)
S o ——dz||If-
<5 e 1 I
|Z‘>(z+1)2
1 oo 2€fo'sin(90/2)
= do |/l

2
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Ple = N5z | AL(—1,0)

- 227?// e A
/ /1|A|8A e |||f I ds |dz|

1 p 1/2 e~ Rev/=z(s—9)
27r/ / a ’Z’ —1917] ds|dz| || f-||p (d’apres le lemme (1.6))

1+P |Z|1/2 —Rev/—2(s—96) ’ .
/ / 2| cRev=ZTD ds|dz| || f-||p (d’aprés le lemme (1.5))

e—ReJTz(s+1)
ds |dz|[| f-|| g

(A—2I)"" fodz

E

E

IN

IN

IA

IA

IA

(1+P) :z:+1
= / 1

(1 )//(xH) i |d |||f H
z
27 ro E |1/2 E

(1+ P) /1/(”1) x+1|d e
- 2z
27T ro | |1/2 E

Clif-llg

IN

IA

et

1
lgall e =

——/(A — 207 fdz

um

<
< 2W/ NS

1
2 1 (x+1)
o (x + 1)2
Clf-llg-

» Siz = —1, on a pas la convergence de S~ (z, A) f_ si f_ € E, pour ce la on montre
que

E

IN

Zdoz ||f—||E

IN

foeDA) e lm S (z,A)f =f..

rz——171

Comme dans ST (., 4),
Vye D(A): lim S (z,A)y =

z——1+
Alors pour f_ € D (A), il existe (y,), € D (A) tel que
Yn — f-
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Avec
187 (@, A) f- = f-|| < (|87 (@, A) f= = 57 (2, A) [ +[| ™ (@, A) y — |+l — Il < €]
car pour tout (f_ —y,) € E, on a

HS x A)¢ ST (ZL‘ A yn <C||f—_yn“E <E

I
d’ou

S (2, A) f— [ =0,
-puisque pour tout z € |—1,0],

S™(z,A) f- € D(4),
la réciproque est vraie. Alors

lim S~ (v,A)f. =f € D(A).

rz——11

. Soit ¢° € C'([~1,0]; E), on a pour chaque z € v et pour tout x € [—1,0]

1 ° -1 5
INT (2, A7), = ] ﬂ// WL (,8) (A = 2D) g (s)dsdz)|
}A z,0) smh\/ Z(s+1)] s
// “1,0)| |2 ds |dz| Hg—(S)HC([—l,O};E)
‘A s, (5 Slnh\/ ($+1)|ds|dz| 16(s)|
27r —1,0)| |2 |3/2 9- C(-1,0;E) *
et d’apres les lemmes (1.5), (1.6) et lhypothese (2.9)
(1+p)e™ " coshRe/—z (s + 1) 5
N~ a: A, g% < // ds|dz|||g° (s .
|| )HE 090 sin (00/2) eRe\/Tz(éJrl) |Z|3/2 ’ ’ || ( )HC([fl,O],E’)
Y7 coshRe /=2 (x + l)d p 5
CQO . (60/2) Re v/—2(6+1) ‘Z|3/2 S| Zl Hg_(S)HC([—l,O];E)
(1+p)e f(zﬂ)eReE(sH)
< / / s 121119 (5 v,
2(|3/2 090) sin (00/2> H ||C([ 1,0;E)
// 1 +p Re\/7(8+1)eRe\/—7z(x+l)d |dz| Hg§ (S)H
v S |21*% (Cy,)” sin (6/2) — Lok
1 + p //,1- Re V—z(s—zx)
< ————ds|dz
— (CGO sin 00/2 L) | |Hg HC( [—1,0;E)
0 7Re\/jz(s x)
+ ————ds|dz|||¢° (s
(060 sin 90/2 Ky/m FRE | |H9 ()HC’([—LO];E)
2 (1 + p) _Re+v/—z(z+1) . eRe —zx 5
< |dz| ”97(*9)“0([_1 0); )
(Ceo) sin (90/2 |2 o
<
< (Cgo sin 90/2 /| E |H9 HC[ 1,0);E
< (JHg, HC([—LO];E)'
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3. Pour tout = € [-1,0] et f° € E, on a grace a le lemme (1.5) et U'hypothese (2.9)

psinh/—z(z + 1)

HV z, A) f+||E = ‘% A1) (A_Zl)ilfj_dz )
ST ariver n
eRev—z(z+1)
- /| |3/ (Cé,) Sln(@o/z) Reﬁ&ﬂ) H‘erHE
e~ Rev/—z(6—2) S
= (Ceo) Slﬂ(90/2)/7 |z\3/2 |dZ|Hf+HE

= d
- 97 (090)2 sin (90/2) . |Z|3/2 ‘ Z‘ Hf"‘HE
< O£l

4. Soit g5 € C ([0,4]; E), pour tout z € [—1,0] et z € y on a

psinh /—z(z + 1) cosh /—2( — ) 1
mw// V—2A.(—1,9) (A=2D)

B ’l
et d’apres le lemme (1.5) et 'hypothése (2.9)

) Re\/—iz(x-&-l Rev/—2(6—s) s
W (@A), < (Ce i | Tt 1O e
0

1 —Re V—z(s—
(C’g0 sin (6o /2) // E ’3/2 d3|dz| ||9+ )HC([O,(S];E)
_e—Rerz(5 x)+eReﬁx

< d 4
= o0 (090) sin (00/2) L 122 |dz| Hg+(3)HC([U,6];E)
< C ”gi(S)HC([O,é};E) :

||W x, A gJr HE ’ gi(s)dsdz

AN




Chapitre 3

L’existence et ’unicité des solutions
strictes

Dans ce chapitre on va étudier I’existence et 'unicité de la solution pour les deux pro-
blémes (P?) et (P?).

3.1 L’unicité des solutions
Pour l'unicité de la solution u} (z), on suppose quil ya deux solutions (uf}), (z) et

(u%.), (x) pour le probleme (P?), on obtient

} ) E(Ui)l - Wib;ﬂ () + A ((Wd)1 — (uh)2) (z) =0 sur ]0,]
(P — (P29 (@)1 — (ud)2) (0)
((ud)1 = (ud)2)'(6) =

donc d’apres [11] 'unique solution de ce probléme est 0, donc

((uf)r = (ul)2) (2) = 0= (uf )1 () = (ul)2 ().

D’ot l'unicité de la solution v, (), et le méme pour 'unicité de la solution u’ (z).

3.2 Les conditions nécessaires et suffisantes pour (sz)

Dans cette partie on donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les donnés, afin
d’obtenir une unique solution stricte ui pour le probléme (Pji) telle que

ul € C([0,6]; D (A) N C?([0,0]; E).
Définition 3.1 Soit (P) le probléme définit comme suite :

u’(x) + Au(z) = g(x)  sur la,b|
(P)§ ul(a) = ua
u'(b) = uy,

On dira que uw € C ([a,b]; E) est solution stricte de probléme (P) si :
u € C?([a,b]; )N C ([a,b]; D (A)), et vérifie le probleme (P).

34
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Théoréme 3.1 Soient g5 € C?* ([0,0]; E) avec 0 < 2ap < 1,9 € D (A) et f0 € D (\/j)
alors u’, donnée par (2.10) est l'unique solution de (P?) satisfaisant :

1. ud € C([0,8]; D (A)) si et seulement si A — g°.(0) € D (A) et (—A)? fo € D(A),

2. ul € C?([0,6]; E) si et seulement si A — g%.(0) € D (A) et (—A)? 12 € D(A).
Preuve. Puisque ¢} € C([0,4]; E), il suffit de montrer que

Aul € C([0,0]; E),
ceci entraine que
(u})" (x) € C((0.0]: E)

u

1. D’abord on doit montrer que ui donnée par la représentation (2.10) vérifie bien 1’équa-
tion et les conditions aux limites du probleme (P?).

Puisque ) € D (A) on a

h/—z(x — h/—
— o8 2z —9) (A—2I) " pdz = — €08 2z —9) (A—2I)"" Az,
2im ),  coshy/—z0 2im ), zcoshy/—20
D’ou on vérifie aisément que u’, (0) = 9.
On rappelle que

0@ = 5 [ [ hFh% 220 (4 _ a1yt g8 (o)

cosh /—z(§ — s) coshy/—zx 1
 2im // cosh V=20 (A= 2D) 7 gils)dsdz
coshy/—zx (A 21)

V/—zsinh /—z(z — )
+% y cosh \/—20 (4= =D vz + oo 24 / cosh y/—20

fjidz

et comme

1 /Cosh\/—_Zx(A_ZD 1 /COSh\/—_ZxA(A_ZI)_l

5
SR e d
2im )., cosh/—z0 f+ ~ % | cosh V=20 z Jidz,

alors
(ul)'(0) = f1.
Il reste & montrer que

(uf)"() + Aul () = g ().
Puisque les deux premier termes de (u’)'(z) ne sont pas clairement différentiables. Donc si

on fait un calcul formel de leurs dérivées, on obtient

sinh /—zz sinh /—z(z — 9) (A— Z])_l gi(m)dz

2ir /., cosh v/—z0
cosh /—z(§ — x) cosh/—zx
A—zI
+227T/ cosh+/—z0 ( ) ( Jdz
1

= — [(A-zD"" 9% (z)dz

A% .
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ce qui n’est pas bien défini.
C’est pour cette raison, afin de calculer (u’)”(z) on adapte la méthode utilisé par [10].

Soit € est un nombre positif trés petit tels que

OD<e<z<f—e<d.

(0], ) =~ [ [ (4 s

e [ e

cosh /—z0
V/—zsinhy/—z(z — 9) cosh /—zw
(A—2l) " pde + % , cosh cosh \/—z6

—i-f
2im J, cosh \/—z6

Il est clair que toutes ces intégrales sont absolument convergentes, en effet

1 v/ —zsinh/—z(x — §) .
—_— A—zI d
247 / cosh v/—z6 ( D)z
1 [sinhy/—2(6 — )
2w J, v/—zcosh/—20

Ml = \
1 —Rev—zz

E

(A— 21" Apdz

‘ E
(&

= | =zl [ AV < ClAY| 5
27 - 12‘3/2090 E E

cosh /—zx 1
A— 2zl d
QZW/COSh \/—25( ) fidz

Il = |
1 coshv/—zx
2im ) \/—z cosh\/—z0

1 / e~ Rev/—z(0—x) 1/2
Sy B —— H A fﬁH <clf° .
or J, |z|3/2 Co, |dz| ||(—A) +lg ” +HD((7A)1/2)

E

(A—2D)" (=AY fodz

E

On utilise les mémes techniques que dans la section (2.2.1), on obtient la convergence
absolue de I + I5.

[(u‘i)’]8 (z) — (u}.)'(x) fortement

quant € — 0.

(A—z0)""

fidz
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Par un calcul formel, la dérivée de [(u’, )’ L (x) est

([()].) ()

= o | T (e o)
g | T (4 (0) - sl )
e e
g | IR O A () o)
"ain // s oo VIO DAL (g0 - ) s
o [t EEe PO 2D A D (- o)
T2ix e (xcc:s;)\jga\/__zw =2 - )~ (93 (z =€) = g} (2)) dz
gy R0 B DA o

= =57 (2, 4) (AY = ¢2(0)) = 5™ (2, 4) (92.(0) — g () — A [V* (2, 4)] £2
¢ sinh /—zs cosh /—2(6 — z) A (A — 21) ™"
5 (64(5) — 65(2)) dz

cosh /—2z0 vV—z
sinh /—zx cosh/—2(0 — s) A(A—2I)"" | 5
- d
227T /7/z+5 cosh /—2zd V—z (6/(5) = g () d2
1 coshy/—zzcoshy/—2(6 —x —e) A(A—2I)"" 5
+2i7r . coshy/—2z6 z (64-(v +€) = g2 (2)) d
sinh/—z (z — €)sinh/—2(0 —z) A(A— 2I)™" 5
+% . cosh /—z0 z (g3 (v —e) g+(x)) dz
L1 cosh /—2z(§ — 2z — &) — cosh/—2(6 — 2z +¢) A(A — Z[>_1gi(a;)dz
2im J, cosh /—2z0 z

La convergence des intégrales

1) Les intégrales Iy, I et I3 sont déja vu.
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2) Gréace a les deux estimations (3.1) et (3.2) on obtient

T—€ _: -1
MLl = L// sinh /—zscosh /—z(6 —x) A(A — 2I) (gi(S) B gi(l’)) &
2im /., Jo cosh /—zd V—z .
coshRey/—z(0 —z) [*° o
< C’/ ( 1/2) / cos.hRe\/—zs|s—a:|2 ds|dz| ||giHC2O‘O([OzS]-E)
~ }cosh\/—zcﬂ H 0 ”
/ e~ Rev—zz eRe\/jz(r—e) |d | H 5 ||
S z g 2a .
., Coo|2|1/2 ’Z|1/2+ao +11C220([0,6];E)
5
< C ||9+Hc2ao([o,5];E) :

De méme pour I5

1 % sinh\/—zz cosh/—2(6 — s) A (A — zI)"
5 = |5 [ [ : (6) — g5 (2)) =
20 ), Jote cosh /—2z0 vV—z .
5
< C ||g+HC2a0([O,6};E) :
Pour Ig
1 cosh /—zz coshy/—2(6 —z —e) A(A —2I)~!
alle = || [ e (e - i) d
Y

cosh \/—zz cosh \/—2(6 — x — )| g2 Dol lld
cosh /=20 |2 @21 |91l 200 1012

SC/
i

e—Re 52010 5
= C/v‘lﬂLe_ZReﬁ‘s{ H |d2] ||9+H02ao([0,5];E)

< (200 iﬁw 192
- . || I+ llc2e0((0,0);)

082(10

IA

”giHcho([O,é];E) .

Pour I; on fait le méme, on obtient

1 sinh/—z (z — €)sinh/—2(0 —z) A(A— 2I)™" 5
Ll = |- e d
inls = |5z | e (e - ) i
o 1)
< Cer ||9+Hc2ao([o,5];E)'

E

E
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Pour Ig, on a

cosh/—2(0 — 2z — ) — cosh/—2(6 — 2z + &) A(A—2I)""
Hsllz = g5 (z)dz
2im cosh /—2z0 z

_ //2“E sinh /—z(§ — s) A (A —zI)_195 (2)dsd>
2im v Jou—e cosh /—z0 vV—z v

E

274 lsinh /—2(0 — 5)| 1 5
= C/y/h e coshy/—2z0 |12 s |d2| H9+||0([o,5];13)
2z+e e—Re —zs 5
: C/Y/pr e }1 + e—2Re¢—76‘ |Z‘1/2d'9 |dz] Hg-i-HC([O,(S};E)
2x+e
< / / ]dz] ds Hg+||c (09:) (D’apres fubini)
2z
2z4e e—Re —zs 1 5
: 0/21—5 /,;|2312 2|/ ldz] + /|Z§512 2|1/ |dzl| ds H9+HC([0,5];E)
2z+e€ 400 2efosin(6‘0/2) 9
< 0/23: _ [/1 . do + S 2\/%} ds HgillC([O,é];E)
2x+-¢ 1 2$ +e
= C/ —ds Hg+ )HC([M];E) <Cln (Qx _ > H9+||c ([0,0];E)
2x—e

D’autre part, on a

A}) () = gi(x) = ST (z,4) (Aw g3(0 ))+A(V+ (2, 4) 1) + 5% (2, 4) (¢2(0) — g

2m// A—zD)7 (g0(s) — ¢ ()) dsdz.

Maintenant, on montre que ([(u)’]_ ) (z) + A(u®) (z) — ¢%.(x) — 0 quand £ — 0.
Pour cela, on écrit

([()].) (@) + A ) (@) — g2 (x)
B sinh /—zs cosh/—2(6 —z) A (A — zI)~"
B 2@7‘(‘/7/33 R

(95 (5) — ¢4 (x)) dsdz

cosh \/—z0 vz
® sinh /—zz coshv/—=2(6 —s) A(A—2I)"" 5
- dsd
ZW/Y/x cosh \/—z0 V—z (g+(s) g+($)) oz
1 coshy/—zzcoshy/—2(6d —x —e) A(A—2I)"" 5
+2@'7r . cosh /—2z0 z (g+ (r4e) - g+(x)) dz
1 sinh/—z (z — €)sinh/—2(0 —z) A(A— 2I)"" 5
+% . cosh \/—z0 z (g3(v —e) g+(x)) dz
L cosh/—z(6 —2x — &) — cosh/—2(0 — 2z +¢) A(A — z[>_1gi(a:)dz
2im J, cosh /—2z0 z

E
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On a déja vu

1 cosh/—zzcoshy/—2(0 —x —e) A(A— 21", 5
S | — — d
15 2i7r/7 cosh /=30 . (93 (z +2) — g5 (x)) dz )
2« 1
< Ce™e Hg-i-”CZao([O,(ﬂ;E)’
1 sinh /=2 (z — &) sinh/—2(0 — ) A(A — 2I)™" 5
— | ) - d
1l 2z'7r/ cosh /=20 2 (632 =) = g4(x)) d= .
< gt H9+||c2ao ([0,0];E)
et
1 cosh/—2(0 — 22z — ) — cosh/—2(6 — 2z + &) A(A— 2I)~"
1 sle = |5 g5 (x)dz
2im J, cosh /—2z0 z .
2z + ¢
< Chn (Zm ) | +Hc<[oa] )
Donc il reste J; et Jy
1)
sinh \/—zs cosh/—z(6 —2) A(A — 2I)~"
e = -5 [ [ v 2D (g (5) — o (a) disdz
 2im v Ja—e cosh /—z0 V== .
sinh /—zscosh /—z(6 — )| (z — s)
< C// cosh /—z6 P |1/2 ds |dz| ||9+H02ao ([0,0);E)
V—=2(z—s) (,I _ S>2040
< ds|d
= [y/r . ‘1+€ 2Re\/?z5’ FEE s |dz| ||9+Hc2ao ([0,6]:E)
Re@(z—s) 20 s
<of [ Tt [ kel @ ds g
T—€ \Z|2m ‘Z| ||< )zao | | 77
* 200—1 k)
< C/ (. —s)™" dng-FHCQQO([O,(S];E)
2c
< O™ H9+||c2ao([o,5};E)'

2) J, se traite comme J;, on obtient

2W//  sinh /— 72 cosh /—2(6 — s) A (A — 2I)"

||J2||E - cosh v/—z0 N —2z

< O H9+||02‘10([0,6};E) )

Il est claire que (J;) — 0 quand ¢ — 0 (z =1, )
Finalement,
[(u‘i)’]E (z) — (u})'(x) fortement



3.2. LES CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR (P?) 41

et
([()].) @) + AW ) (@) = ¢ (x) — ()" (@) + A(w) (z) = gi.(x) = O
quant € — 0.
2. Grace a la section (2.2.1), il est clair que

uS € C([0,0];E),
si € D(A) et f§ € D(V=A4).

Pour tout z € [0, 4], on a
5 cosh /—z(z — )
u—i—(aj) = S
2im J,  coshy/—2z0

1 sinh \/—zx

+% vV zcosh/—z0

2m// (A—=2I)"" g} (s)dsdz

(A —2I)" " ydz

(A — ZI)_l fj;rdz

et
wiw) = g [T A i
+% Sizn?o;/h__\jx_aA(A_Z])l fidz
zm/v/o A= 207" (g)(s) — g(x)) dsdz
Qm// R (2, 8)A(A = 21) " g (x)dsdz
cosh v/—z(z —

— ) G
2 J,  cosh/—20 ( 1) Yz

+ 1 Sinh\/—zx
20 + vV —zcosh/— 20

227r// Z+x8 A—zl)” ( ()—g+( ))dsdz
cosh /—z(x — )A
227? . zcoshy/—z0

+L/A(A;Zj)lgi(m)dz

2 2
= St (z,A) (Aw g°.(0 )) + AV (2, A) f2) + S (x,A) (¢5.(0) — ¢’ (x))
2m// (A= 2D)™ (gh(5) — 650) dsdz + . ().
Grace & Dassertion 1, la section (2.2.1), on obtient pour Ay — g% (0) € D (A) et = € [0, ]
157 (2, 4) [AY = gL ()] ||, < C [|Av = g1(0)]|

A(A - 21)71 ffidz

(A—zD)"" g (x)dz
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pour g5 (0) — ¢%.(z) € E et x € [0, ]
157 (, 4) [95.(0) = g5 (2)]]] » < C [|g5.(

et pour z € [0,4], (—A

z) ||c2ao ([0,6;E)

)1/ 2 fi € FE (grace a l'identité de la résolvante)

1 sinh \/—zx 1
A(VF(z, A) = ||=— A(A—zD)"" fid
A" 4) )]s 2im )., /—z cosh\/—z0 (A=zl)" fudz 5
1 sinh \/—zx 1 12 s
d(z,A) = A—2zI —A d
. f+HE 2 cosh\/—zc5< <) ) fadz .
h+/—
= /sm a:( A=z wdz
2 cosh /—z0 5
1 e—Reﬁ(& x)
< o [ el
), T
< Cllwllg,

mais pour = J, on a pas la convergence de d (z, A) fj‘r siw € E, donc comme pour le terme

ST (x, A) 1, on montre que

weD((A) < lim d(z,A)w = w.

T—0"

En effet si w € D (A), il existe w, € D (A) telle que
|lw —wy,|| <eete>D0.
Alors
dz,A)w—w=d(x,A)w—d(z,A)w, + (d(z,A)w
et puisque pour w, € D (A) il est facile de voir que
(d (x, A)
Réciproquement si

lim d(xz,A)w =w

t—d~

or d(z,A)w € D (A) pour tout x € [0,d[ donc w € D (A).

Wy, — wy,) — 0 quant z — & .

—wn)—i—(wn—w),
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D’apres I'inégalité de Holder, on obtient

xT

/cosh Rev/—zs|s — 2> ds (3.1)
0
z 1—2ag - 200
< /coshRe V—zsds /coshRe V—zs|s —x|ds
0 0

sinhRev/—zz]" >* |coshRe v/—z7 — 1 o
[ Rev/—2 } (Rev/—2) ? ]

< sinh Re /—zx [cosh Re/—zx — 1] 20

- (Re \/—_z) 1+2a0 sinh Re v/—zx

sinh Re+/—zz
— |z|1/2+040

et de la méme maniére, on a aussi

é

/coshRe V=2 (6—5)|s—z|*™ds < C

T

sinhRe/—z (§ — x)

‘Z|1/2+a0

(3.2)

Les deux estimations présidentes nous permettent déduire la convergence absolue de

5
I= L //0 /ig#(x, SYA(A =z (95.(s) — ¢’ (2)) dsdz,

2
en effet

1l

_ 'il/géﬁg#(%s)(zﬁl—z—i—z) (A= 2D (4.(5) — ¢ () dsd

E

5
< 0 [ [ I ata s =l sl o] oo
ol
:1: }sinh v/—zscoshy/—2z (6 — :1;)! e 5
< C/y/(; |Z|1/2 |COSh \/—_Z(Sl ‘S - .flf’ *ds |dZ| HngHCQO‘O([O,(S];E)
finh v Ercoh V@8 e

+0L i 2% |cosh v/—23] |s — 2|** ds |dz| Hg—i-chao([O,é};E)

<

O [ [ oo/l o s i (s i
coshhev—zs|s—x sl|az||lg o ] apres fubini
o |2|!/? eRe V=20 |14 e=2v=20] Jo tliczeo([0,5]:E)

eRE\/ij x )
—i—C/ / coshRev—z (6 — 5) |s — z[** ds |dz| ||¢°.|| »e .
7 |z|1/2 eRe /=26 ‘1 + 6—2\/—75| 0 ( )| | |dz| H +||02 0([0,0];E)
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- —Rey—zw sinh Re /—zx s
- /|z|1/2|1+e—2¢—76{ |2|1/2F0 Z‘H%”c%o([&dw)
~2)  sinhRev/—2 (6 — x) 5
JrC/|z!1/2}1+e 2/ | |2 /20 dz] ”g+HC2a0([0,6];E)
< C/ﬁm\dﬂ 19| c2e0 0.5
< C ”ﬁHcan([o,a];E) ’

d’ou la continuité.

3.3 Les conditions nécessaires et suffisantes pour (P?)

Soient g° € C%* ([—1,0]; E) et g5 € C** ([0,4]; E) avec 0 < 2aq < 1.
On suppose que
{u5_602([— 0; )ﬁC([ ],D(A))
uf € C2([0,0]; )N C([0,0]; D (A)),
alors on a nécessairement
9% (0) = g2 (0) € D (A).
En effet, si pour tout = € [—-1,4], u(z) € D (A), on a

u' (0) = lim ) =20 5 (A)

s—0 S
de méme 5 5 0
W (0) = hr%u( 5) — U2(3) +u (0) Em,
5— s

donc on déduit que

de plus
u” (0) =

par conséquent

g (0) = g° (0) € D (A).

Théoréme 3.2 Soient ¢° € C?** ([-1,0]; E), g} € C** ([0,8];E) et f- € D(A), f) €
D (M) avec 0 < 209 < 1 alors la représentation de la solution stricte v’ donnée par
(2.11) a la propriété

u’ € C?([-1,0]; E) N C ([-1,0]; D (A))

st et seulement si
Af-—g° (-1) € D(A), g} (0) — ¢° (0) € D(A) et (—A)*f2 € D(A).

-Pour la démonstration les mémes techniques du théoréme (3.1) sont utilisées.



Chapitre 4

Exemple

Dans ce chapitre on applique les résultats trouvés sur un exemple concret tel que £ =
C (F ) avec la norme sup.
On considére le probléme aux limites suivant

1

b—div (bsVU?) = G° sur
5

Ul=0 0Q°\T?°

U =0 T,

ol § est un petit parameétre donné dans |0, 1], Q9 est le cylindre |—1, §[ x F' de R"de variable
(€,m), F est un domaine ouvert régulier de R"~1, T° = {§} x F et bs est une fonction définie

par
1siée]—1,0]
bs (5){ 1

S si ]0,5[

Ce probleme, représente par exemple, la propagation de la chaleur entre le corps fixe
Q_=]-1,0[ x F

et une COUChe mince
Q+ - ]0, (S[ X F

On note par U? et G% les restrictions respectives de U° et G° sur §)_, et par Uﬁ et Gi les
restrictions respectives de U° et G? sur €1,
La famille (P‘S ) est équivalente au probléme aux limites et de transmission suivant

([ AU® =G° sur Q_
AUS =G sur Qy
US=0 00_\T°
UL =0 IM

Ul =02 I
(tc) { 1
\

U = 585Uj ro;

ou '’ = {0} x F et 9, sont les frontieres de Q.

45
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En utilisant les notations classiques

{ w’ (€) (n) =U° (&m) :=U° (&) (n) pour (§,7) €]-1,[x F
9’ (&) (n) =G’ (&) :==G°(§) (n) pour (§,7) €]-1,0[x F,

notre probléme (4.1) peut étre réécrit sous forme d’un probléme abstrait suivant
(u)" (&) + A (u*) (§) = ¢° (&) sur |10\ {0}
1) =

( )
(07) = u® (0%) et (u®) (07) =p(u?) (0F),

1
ol p = — et A est un opérateur linéaire fermé défini par

4]

{ D(A)z{(péC(F):A(pEC(F) et@zOsur@F}
(Ap) (n) = L (n),

o A est le Laplacien sur F' (sur la variable 7). Le domaine D (A) est tel que
WZ{QOEC(F):cp:OsurE)F}#E
Par conséquent tout nos résultats précédents s’appliquent a cet exemple avec fj‘r =f =0
et { £ g
9 =9

On rappelle que les propriétés anisotropiques entre la fonction concréte G et la fonction g°
spécifié par

-1,0 € C* ([-1,0];C (F))

0,5 € C?* ([0,8];C (F)) , (0<2a9<1).

g> € O™ ([-1,0];C (F))
G° e C([-1,0] x C (F)) et
G? (.,n) € C? ([—~1,0]) uniformément par rapport & n € F.

La condition de compatibilité
g3 (0) — g2 (0) € D (4)

signifie que
n G5 (0,n) — G2 (0,n) € C(F) et G (0,0) — G° (0,0) =0 pour o € IF.

Donc on obtient le théoréme suivant (correspondant au théoréme (3.1) la solution U° sur la
couche mince) quant n > 0.

Théoréme 4.1 On suppose
G € ([0,6] x F) et G° (.,n) € C** ([0,0]) uniformément par rapport an € F.
Alors il existe une unique solution stricte

U sur [0,d]
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pour (4.1) telle que

AN U‘S (&,m) € C([0,6]) uniformément par rapport & n € F

& fU(S (€,m) € C([0,6]) uniformément par rapport an € F

st et seulement st 5 5
= AUL(0,1) = G5 (0,m) € C([0,9]),
G4 (0,0) = G (6,0) =0 pour o € OF.
Et le théoréme correspondant a (3.2) est le suivant

Théoréme 4.2 On suppose

G5 € ([-1,0] x F) et G° (.,n) € C** ([-1,0]) uniformément par rapport & n e F
€ ([0,0] x F) et G°.(.,n) € C**([0,6]) uniformément par rapport an € F.

Alors il existe une unique solution
U° sur [—1,0]
de (4.1) telle que

& AU (€,m) € C([-1,0]) uniformément par rapport an € F

£ %U§ (€,m) € C([~1,0]) uniformément par rapport a n € F

st et seulement si

77r—>G‘i(—1,77)€ ([0,9]), G5 (~1,0) =0 0 € OF
0= G5 (0,1) = G2 (0,7) € C (F) et
G4 (0,0) — G5(0,0):OpurU€8F
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