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Introduction

Ce polycopié est destiné aux étudiants inscrits en deuxieme année licence génie mé-
canique (Option : construction mécanique), du domaine sciences et technologie.

La matiere "Analyse Complexe" (Mathématiques 4) porte sur les concepts et les résul-
tats fondamentaux de la théorie des fonctions complexes de variables complexes.

1 Contenu

Le polycopié est structuré en sept unités d’apprentissages, chaque unité fournit des
séquences pédagogiques nécessaires pour la bonne compréhension et le développement
des concepts prévus. Des activités d’apprentissages sont établies pour illustrer le cours.

Lensemble des unités d’apprentissage est décrit ici :

Ensemble des nombres complexes

Fonction d’'une variable complexe a valeurs complexes
Dérivation dans le domaine complexe

Intégration dans le domaine complexe

Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent

Théoreme des résidus et applications

N o e e

Fonctions spécilales

2 Pré-requis

Mathématiques 1, Mathématiques 2 et Mathématiques 3.

3 Visées d’apprentissage

Les compétences visées par ce polycopié, dans son ensemble, sont « d’étre capable de
maitriser les différentes techniques de résolution des fonctions et intégrales a variables
complexes et spéciales». Ce sont des performances complexes, que I’étudiant va construire
progressivement en maitrisant des savoirs, en mettant en oeuvre des savoir-faire et en le
faisant avec un savoir-étre de professionnel.

Le cours Mathématiques 4 vise a :

En termes de savoir :



3. VISEES D’APPRENTISSAGE

Comprendre la dérivation complexe,

Comprendre le théoréme de Cauchy et la formule intégrale de Cauchy,

— Citer les propriétés de convergence des séries,

Connaitre les fonctions Spéciales,

afin de pouvoir les utiliser a un niveau supérieur dans les autres disciplines.

En termes de savoir-faire :

Application des équations de Cauchy-Riemann,

Calcul des intégrales curvilignes de fonctions complexes,

Application des théoremes de Taylor et de Laurent pour obtenir des développe-
ments en série.

Classification des singularités de fonctions complexes et calcul des résidus.

Calcul des intégrales réelles en utilisant le théoréme des résidus.

Application de la fonction gamma en mécanique quantique.

En termes de savoir-étre :

Sensibiliser les étudiants a communiquer aI’écrit afin de comprendre les énoncés ma-
thématiques écrits par d’autres et rédiger une solution rigoureuse en relation avec leur
discipline.



Chapitre 1

Ensemble des nombres complexes

Probléme 1.1 /6] Trouver un nombre réel solution de I'équation algébrique
x*+1=0.

Solution 1.1 [l nexiste pas de nombre réel x qui soit solution de l'équation algébrique
x*+1=0.

Pour donner des solutions a cette équation et a des équations semblables, on introduit
I'ensemble des nombres complexes.

1 Nombres complexes
Définition 1.1 /2, 4, 6, 7, 8] Un nombre complexe z est défini par :

z=x+1y,

oit x, y sontdesnombresréelset i estappeléel'unitéimaginaire, ala propriété i’=
-1.

- Le nombre x est appelée la partie réelle de z, on note x=Re(z),

- Le nombre y est appelée la partie imaginaire de z, on note 'y =1m(z),

- Le nombre complexe zZ=x-1iy estappelé le conjugué de z,

-Si x=Re(2)=0, alorsz=iy=ilm(z) est un imaginaire pure,

-Si y=Im(z)=0, alorsz=x=Re(z) estunréel,

c(x1+iy1)=(x2+1iys) sietseulementsi, x;=x, et yi=)a.

Définition 1.2 [2, 4, 6, 7, 8] Lensemble des nombres complexes est défini par :
C={z: z=x+iy, (x,y)eR? i*=-1}.

Remarque 1.1 Tout nombre complexe peut étre représenté, de facon unique, comme un
point dans le plan R?.

1.1 Opérations sur les nombres complexes

Etant donné z;=x;+i Y1, 22=Xx2+1iy», €C, alorson peut effectuer les opérations
suivantes :



1. NOMBRES COMPLEXES

1. Addition:

(x1+iy1) + (2 +iy2)=(a+x2)+i(y1+y2),
2. Soustraction :

(x1+iy1) = (2 +iy2)=(a1—x2) +i(y1-y2),
3. Multiplication :

(x1+iy1) (o + iy2) = XX+ ix1 Yo+ iy1%2 — Y1 yo = (KXo — y1y2) + i (X132 + X231),
4. Division : Pour z, #0,on a:

(x1 + iyl) B (x1 + iyl) (x2 - iyg) _X1X2+ Y1) i(xzy1 - x1y2)

(x2+iy2) (x2+iy2) (x2—iy2) X5+ Y5 X5+ s

Remarque 1.2 z; = 2z, si et seulement si x1 = X2 et y1 = Yo.

Exemple 1.1 Soient z;=2+3ietzy=1—1i. Alors,

21+22 = 3+42i,
21—z = 1+4i,
21220 = 541,
Z1 -1 5
— = — +1-.
V) 2 2

1.2 Module d'un nombre complexe

Définition 1.3 [2, 7] La valeur absolue ou module d’'un nombre complexe z = x + iy, est

définie par :
|z =1/ X%+ y2.

Exemple 1.2 Soit z=-2+3i. Alors, le modulede z est donné par :

Izl =1/(=2)2+(3)2 = V16 =4.

Proposition 1.1 Soient zy,z, € C. Alors, on a les propriétés suivantes :

1. |z1| =0 si et seulement si z=0,

2. lz1z2l =z1l 1221,
21| lal .
3. |—|=——,81 22#0,
2| |zl
4. |z1l=1z1l,
. 2
5 z1z1=\z1l°,
6. |21 + 22| < |z1] + |22/, (Inégalité triangulaire),
7. llz1l =l1z2ll = |21 — z2].



2. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

Exercice 1.1 Soit z=x+ iy un nombre complexe tel que |z| = 3.

1
|22-1]

1
Montrer que |z + 4| < 8 et que <3

Solution 1.2 En appliquant l'inégalité triangulaire (6), on obtient :

lz+4| < |z|+4

< 3+4=7.
En appliquant l'inégalité (7), on aura :
1 1

S _—

|22-1] — [[2]-1]

1 1
s ——=-.

9-1 8

2 Représentation graphique d’'un nombre complexe

[6] On peut représenter C comme le plan (xOy) muni d'une base orthonormée ou 1
est le premier vecteur de base (c’est-a-dire dirigeant I'axe (Ox)) et i est le second vecteur
de base (c’est-a-dire dirigeant I'axe (Oy)).

Un nombre complexe x + iy pouvant étre considéré comme un couple ordonné de
nombres réels, on peut représenter de tels nombres par un point d'un plan des xy appelé
plan complexe.

A chaque nombre complexe x + i y correspond un point (x, y) du plan.

A
B 3
Droite{des Imaginaires pormmmmmee- A
g I 2
| | Partie s *
M(x+iy) I imaginaire |
6 ! '
1 1 1 L 1 1 | 1 LY
Plan des Complexes UL || L
0 - 3 Partie réelle
Droite|desRéels

(a) (b)

FIGURE 1.1 - (a) et (b) : Représentation géométrique des complexes



2. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

2.1 Forme polaire des nombres complexes

O. a

FIGURE 1.2 — Représentation polaire

Si M désigne un point du plan complexe correspondant au nombre complexe (a, b) ou
z=a+ ib, onvoit d’apres la figure 1.2 que

a=rcosO et b=rsinb,

ou r = \/x% + y? est appelé le module ou la valeur absolue de z, noté |z|. Tandis que 0

appelé l'amplitude ou l'argument de z noté par arg z, ¢’ est 'angle que fait le vecteur OM
avec le demi-axe positif Ox. On en tire

z=a+ib=r(cosO +isin0), 1.1

qui est appelée la forme polaire ou forme trigonométrique du nombre complexe z, r et 0
étant les coordonnées polaires.
Si
-n<0=<m,

alors 'angle 0 est appelé l'argument principal, noté par Arg z.On a:

argz=Arg z+2kn, ke Z.

FIGURE 1.3 — Cercle Trigonométrique sur [0, 27]



2. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

Exercice 1.2 Trouver la forme polairede z=1+iv/3.

Solution 1.3 Le module de z, est donné par :

r= 12+(\/§)2:2.

D’autre part,on a:

ol

et sinG:X:
-

N | =~

X
cosf=—=
-
Donc,
T b
Arg z= 3 argz = 3 +2kn, keZ,

et
T T
z:1+i\/§:2(cos§ +isin§).

2.2 Exponentielle d'un nombre complexe

La formule d’Euler pour 0 € R est donné par :

e = cosO +isin®.

Siz=a+ibeC, alorse® estdéfinipar:

z a+ib _ b

e‘=e = e’ = ¢%(cosh +isinh).
En utilisant la formule d’Euler dans la forme polaire (1.1), on obtient :
z=a+ib=r(cosO +isinf) = re'®.
2.3 Formule de De Moivre

[8] Soient z1,z3 € C, tels que :

z1 = Xx1+iy1=r1(cosB;+isin0),
Z2 = Xo+ lyg =1 (COS@Z + iSinez).
Alors,
212y = rirp{cos(0; +0,) +isin(0; +065)},
2 s Dicos(0,—0,) +isin(0; —0,)}, zp £0.
22 r2

Une généralisation de Eq. (1.2) conduit a

21292 =T1T2... T, {c0S (07 +02 +...+0,,) + isin(0; + 05 +... + +0,))}.

Soitz1=2zy=...=2, =z2=r(cosO+isin0). Alors,
z"" = r" (cos (nO) + i sin (n0)).

La formule (1.5) est appelée formule de De Moivre.

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)



2. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

Exercice 1.3 Calculer z=(1+iv3)".
Solution 1.4 D’apres l'exercice 1.2, ona
n bl
1+ i\/§:2(cos§ + ising).

En utilisant formule de De Moivre, on obtient :

6 6m . . 6m
2°(cos— +isin—)
3 3

(1+i\/§)6

26(cos 27 +isin2m)

25 -64.

2.4 Racines d'un nombre complexe

Un nombre w est appelé racine n—ieme d'un nombre complexe z, si ®” = z, et on
. 1 R . . .
écrit w = z». D’apres la formule de De Moivre, on peut montrer que si n est un entier
strictement positif,

d’oti il résulte qu’il y a n valeurs différentes pour z», i.e. n racines n-iemes différentes
de z pourvu que z #0.

Exemple 1.3 Calculer les racines troisieme de 1, (z3 = 1) .

Ona:
z = 13={cos(0+2kn) +isin(0+2km)}3
2kn . . 2km
= cos— +isin—, £k=0,1,2.
3 3
Donc,
pourk = 0, zy=cos0+isin0=1,
2n .. 2n -1 V3
pourk = 1, zp=cos—+isin—=—+i—,
3 2 2
am . Am -1 V3
pourk = 2, zz=cos—+isin—=——i—.
3 3 2 2



3. NOTIONS DE TOPOLOGIE

2.5 Formule d’Euler

La formule d’Euler pour 0 € R, est donnée par :
¢ = cos0+ isin®.
On en déduit donc,
010 4 =0 . o0 _
cosO = — sinf=——, 0O€eR.

SizeC,telque z=x+iy, alorse”estdéfinipar:

e“=e""V =¢*e"V = e (cosy+isiny).

3 Notions de topologie

3.1 Distance Euclidienne

Pour les nombres complexes z; = x; + iy et zp = xp + i y», on définit la distance Eucli-
dienne par :

d(z1,2) = \/(xl -x2)?+ (0 —y2)2 =|z1 — 2o|.

3.2 Ensembles de points

1. Voisinage. Lensemble
V (zp,€)={z€C:|z—z9| <€},

est appelé un e-voisinage du point z € C.

2. Points intérieurs, extérieurs et frontieres. SoitS c C.
— On dit que zj est un point intérieur de S, s'il existe un voisinage V (zp,€) < S.
— On dit que z; est un point extérieur de S, si z; est un point intérieur de C\S.

— On dit que z; € 0S est un point frontiere de S, si tout voisinage de z, rencontre S
et C\S.

3. Disque ouvert. L'ensemble
D(zg,r)={z€C:|lz— 2zl <1},

est appelé disque ouvert (boule ouverte) de centre zy € C et de rayon r > 0. Tout
disque ouvert est un voisinage de tous ses points.

4. Disque unité. Le disque
D(0,1)={zeC:|z| <1},

est appelé disque unité de C.

5. Ensemble ouvert. Un ensemble E c C est dit ouvert dans C, si pour tout z € E, il
existe r >0telque D(z,r) cE.SiE c C et ENJE = @, alors E est un ouvert de C. Tout
disque ouvert D (z, r) est un ouvert dans C.

10



3. NOTIONS DE TOPOLOGIE

10.

11.

12.

Ensemble fermé. Un ensemble F c C est dit fermé dans C, si son complémentaire
C\F estun ouvertde C. Si F c C et OF c E alors F est un fermé de C. Un ensemble est
fermé s’il contient tous ses points de frontiere. Lensemble

D(zg,r)={z€C:lz—z9| <1},

est un fermé de C.

Adhérence ou fermeture d’un ensemble. Soit S c C. Alors I'ensemble S = S U JS
est appelé I'adhérence ou la fermeture de S. Ladhérence du disque ouvert D (z, )
est le disque fermé D (zg, 7).

Ensemble borné. Un ensemble B c C est dit borné s’il existe M > 0 tel que |z] <M
pour tout z € B. On dit aussi que B est borné si B < D(0,r) pour un certain r > 0.
Lensemble {z € C: |z| < 4} est borné, mais {z € C: Re z > 0} ne I'est pas.

. Ensemble compact. Un ensemble C c C est dit compact dans C, s’il est borné et

fermé dans C. Lensemble {z € C: |z| <4} est compact, mais {z € C:|z| <4} ne I'est
pas.

Ensemble connexe par arcs. Un ensemble ouvert S c C est dit connexe par arcs si
deux points quelconques peuvent étre reliés par un chemin qui se trouve entiere-
ment dans S.

Ensemble connexe. Un ensemble ouvert S c C est dit connexe s’il ne peut pas
s’écrire comme la réunion de deux ouverts disjoints non vides. Toute partie de C
connexe par arcs est connexe. Le disque unité ouvert D(0,1) ={zeC:|z| <1} etla
couronne {z € C: 1 < |z| <2} sont connexes car ils sont connexes par arcs.

Domaine. Un ensemble D c C qui est non vide, ouvert et connexe est appelé un
domaine ou bien une région ouverte. D est un domaine si et seulement s’il n’est
pas la réunion de deux ouverts non vides et disjoints. Le disque unité D(0,1) =
{zeC:|z| <1}, le demi plan {z€ C:Im z < 0} et la couronne {z€ C: 1 < |z| < 2} sont
des domaines, mais {z € C: |z| # 1} n’est pas un domaine car il n’est pas connexe.
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4. TRAVAUX DIRIGES

4 Travaux dirigés

4.1 Exercices résolus

Exercice 1. Soient z1 =3—-2i et z;=2+1i. Effectuerlesopérations suivantes, en écri-
vant les resultats sous forme x +iy.
21+ 2

. <1 .e
i —, ii) ,  iii)
Z2 21 — 22 2229

2120+ 21

Solution . Pour écrire un quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique
x+1iy, on multiplie et on divise par le conjugué du dénominateur. On note que le conjugué
de x+iy est x-iy.

i)
2 3-2i (3-20)Q-i) 4 7,

___l,

z, 241 (2+0)@2-i) 5 5

ii)
Zi+2z,  5-i  (5—1)(1+3i)
zZ1—2, 1-3i (1-3i)(1+3i)

4 7,
=—=+-=1,
5 5

iii)

Z1Zp+ 21 B+2D)2+i)+3-2i 7

222 2+1)(2-1) 5

Exercice 2 . Déterminer le module et I'argument principal des nombres complexes sui-
vants :
i) z2=2v3+2i, ii)z=-cosf+ising, iii)z=1-i.

Solution. Le module d'un nombre complexe x + i y est défini par :

r=|x+iy|=\/x*+y>2

Largument principal d'un nombre complexe non nul x+iy estl'angle 0 € (—m,n]
défini par :

X .
cosO=— et smO:X.
r r

i)

/ 2v3 3 2 1
r:‘Z\/§+2i): (2V3)2 +22=4, cosB:—\/_:ﬁ, sinf0=—-=—.
4 2 4 2
Alors, I'argument principale 0 = 5.
ii)
T, T \/ L.
r= —cos—+zsm—‘: €0s* — +sin“ — =1,
10 10 10 10

12



4. TRAVAUX DIRIGES

Bl b1 9In
cosfB=—cos— =cos(n——)=cos—,
10 10 10

. L . b .9

sin =sin — =sin (1 — —) =sin—.

10 10 10

, o _ _9
Donc, I'argument principale 6 =t — 5 = 15-

iii)

r=11-il=v12+(-1)2=v72,

0 1 V2
cosf=—=—,
v2 2
10 1 V2
sin@=——=——-.
v2 o 2

yos - _ =
D’ot, I'argument principale 6 = —7.

Exercice 3. Représenter les ensembles des points suivants dans le plan complexe et iden-
tifier parmi eux les ensembles ouverts, fermés et bornés.

i){zeC/|z-il=<|z-1|}, ii){zeC/ |z+2—-i|<4}.

Solution. i) Soitz=x+iy. Alors,

lz—il<lz-1] & \/x2+(y—1)2< \/(x—1)2+y2.
En prenant le carré des deux membres, on obtient :
i+ (y-1) < @x-12+y%

D’olu
x—y<O.
Lensemble {zeC/|z—i|<|z—1]} estdonc la partie au-dessus de la droite x—-y=

0, la droite non comprise. Voir (i), la figure 1.4. On en déduit que cet ensemble est
ouvert.

ii) Ona

|z+2—i|54©\/(x+2)2+(y—1)234.

D'oul'ensemble {zeC/ |z+2—-1i|<4} estledisquedecentre (—2,1) etderayon
r=4, lecercley compris. Voir (ii), la figure 1.4. Cet ensemble est fermé et borné.

13



4. TRAVAUX DIRIGES

(i R

L/

Ly Lo b el 4'_,,__,____%‘ | :

e

| ‘ L
| ‘ ‘ i x-y=0

FIGURE 1.4 — Exercice 3 : Représentation géométrique

Exercice 4. Résoudre dans C les équations suivantes :
)(z+1)%=-8, ii)(z—1?*=1.

Solution. i) Ona
(z+1)%=-8.

En écrivant —8 sous forme polaire, on aura :
(z+ 1)3 =—8=8{cos(m+2kn) +isin(n+2kn)}, keZ.

En utilisant la formule de De Moivre, on obtient :

T+ 2km . (m+2kn
z=2+4cC0S 3 +isin 3 -1, keZ.

Si k=0,
;1 O | |
20 = 2{cos—+lsm—)—1
3 3
1 3
= 2 —+i£ ~1=iV3,
2 2
Si k=1,
z1 = 2{cosm+isinm}—1
= -3,
Si k=2,
50 . . 5nm
Zy = 2{cos?+zsm—}—1
1 3
= 2 ——i£ -1=—iVv3
2 2

14



4. TRAVAUX DIRIGES

En considérant k =3,4,... aussi bien que des valeurs négatives k=-1,-2,...,

retrouve les trois valeurs de z déja obtenues.

ii) En écrivant 1 sous forme polaire, on obtient :
(z—-1)?>=1={cos(2kn) + isin 2kn)}, keZ.
D’apres la formule de De Moivre,

z={cos(km) +isin(km)}+1, k=0,1.

Si k=0,
zg = {cosO+isin0}+1
= 2.
Si k=1,
z1 = {cosm+isinm}+1
= 0.

Exercice 5. Donner les nombres complexes suivants sous la forme x + i y.
Da-it, i) (1-v3i) .
Solution. i) Sous forme polaire
. m .. |
1-i= \/E{cos(—z +2kn) + zsm(—z +2kn)}, kez.
Al'aide de la formule de De Moivre, on aura :

(1-0)* = 2%{cos(—T+8km)+isin(—7+8km)} =4cos(—1) = —4.

ii) Sous forme polaire
) b . T
1- l\/§_2{cos(—§ +2kn) + zsm(—g +2kn)}, keZ.
En utilisant la formule De Moivre, on obtient

(1—1‘\/5)_1

-1 {cos (g - an) + isin(g —ZkH)}, kez.

2
}1(1+i\/§).

on
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4. TRAVAUX DIRIGES

4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1. Soient z1 = -4-3i, zp=-1+4+2i et z3=2+i. Effectuerles opérations
suivantes :

i) z1+2p, il) 20+ 2, iii) (z1+22)+ 23, 1V) 21+ (20 + z3).
Exercice 2 . Ecrire sous la forme x + iy les nombres complexes suivants :
. 2 s . 3 ese .4 . -\ 8
D)1+~ i) A+0)°, iii) A1+7 iv) (Q1+0D)°.
Exercice 3. Calculer les racines carrées de —i, 3—4i.

Exercice 4. Résoudre dans C les équations suivantes :

i) z2+2z+2=0, ii) 2°+32z*+3z+3=0.
Exercice 5. Mettre les nombres suivants sous la forme polaire :
i1, i), iii)-1, iv) —i.

Exercice 6 . Déterminer les ensembles des points suivants :

i) {zeC/ |lz—i|>|z-1]}, i){zeC/|z—i|=3}, iii){zeC/Rez—Im z<3}.

Exercice 7. Calculerlasomme S, =1+2z+z°+...+2"

Indication. Calculer (1 - z)S,,.

V6—v2i
2

Exercice 8. Soient z; = et z=1-1.
i) Calculer le module et 'argument de z; et de zy,

z
ii) En déduire le module et ’argument de a
22

Exercice 9. Déterminer le module et 'argument des nombres complexes :

. ] .s ] ssse &
i) e’ i) 2¢83% iii) e'2.

Exercice 10. Soit ze C. Illustrer géométriquement les ensembles suivants dans le plan
complexe et identifier parmi eux les ensembles ouverts, fermés, bornés et connexes.

i) lz-1+il=2, ii) lz—-1+i|l<2, iii) |[z—-1+i|=2,

iv) 2<|z—-1+1i|<4, Vv) Re(z—-1+i)=2, vi)Im(z—-1+1i)<2.
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Chapitre 2

Fonction d’une variable complexe a
valeurs complexes

Dans ce chapitre, on va introduire la notion d'une fonction d’'une variable complexe,
avaleur complexe w = f(2) = f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y).

Définition 2.1 /5, 8] Soient E et F deux ensembles non vides dans C. Si a chaque valeur
z € E, il correspond une ou plusieurs valeurs w € F, on dit que f est une fonction de z et on
écritw = f(z) ou

f + E - F

z — w =f(2).
La partie E est appelée I'ensemble de définition de f.

\Im(2)

E >
0 Re(z)

FIGURE 2.1 - f est une fonction de z

Exemple 2.1 En prenant
f:C - C
z = fa) =2,

alors, lavaleurde f en z=3i est [f(3i)= (31)% = -9.

1 Fonctions uniformes et multiformes

Définition 2.2 [3, 5, 8] Si une seule valeur de w correspond a chaque valeur de z on dira
que w est une fonction uniforme de z ou que f(z) est uniforme. Si plusieurs valeurs de w
correspondent a chaque valeur de z, on dira que w est une fonction multiforme de z.

17



1. FONCTIONS UNIFORMES ET MULTIFORMES

Remarque 2.1 Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de fonc-
tions uniformes, chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonction.
On choisit habituellement un élément comme branche principale, ainsi est appelée déter-
mination principale.

Exemple 2.2 Si l'on consideére la fonction
f + E — F
z — w =f(z)=2%

a toute valeur de z il correspond une seule valeur de w. Donc, f est une fonction uniforme
dez.

Exemple 2.3 Maintenant, si l'on consideére la fonction
g : E —- F
1
z — w =g(z)=2zz2,

a chaque valeur de z correspondent deux valeurs de w. Donc, g est une fonction multiforme

dez.(Enprenam‘z:i, onaumwe{—g—ig, \/754_1\/75})

1.1 Fonctions inverses

Si
f + E — F

z — w =f(2),

on peut aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut s’écrire sous la forme :
f1: F - E
w — z =fYw).
La fonction f~! est appelée la fonction inverse de f.

Exemple 2.4 La fonction inverse de la fonction :

f + E — F

est la fonction :
ff1': F - E

18



1. FONCTIONS UNIFORMES ET MULTIFORMES

1.2 Transformations
Définition 2.3 Siz=x+ iy, on peut écrire :
w=f2)=fx+iy)=ulx,y)+iv(x,y).

Les fonctions u et v sont appelées, respectivement, partie réelle et partie imaginaire de f.
On note

Re (f)=ulx,y), et Im(f)=v(x .
Exemple 2.5 Soitz=x+iy. En considérant la fonction

f + E - F

zZ — w :f(z):z3,

onaura:
w = f@=f(x+iy)
= (x+iy)?®
= x3+3ix2y—3xyz—iy3
= (¢ =-3x)) +i(3x°y - ))
= ulx,y)+iv(x,y),
ol

Re (f) = u(x,y)=x>-3xy* et Im(f)= v(x,y) =3x2y—y°.

1.3 Limites

Définition 2.4 SoientD c C un domaine, zo € D et f une fonction complexe, on dit que f
admet une limite l en zo = xo + i), et on note lim f(z) = 1, si et seulement si
Z— 20

Ve>0, 386>0: 0<l|z-2zl<d=|f(2)-1|<e.

Exemple 2.6 Soit
f:C —- C

z — f(z) =2
Alors,
lim f(2) = (2i)* = —4.

z—21

Exercice 2.1 Montrer que si

z - fl2)=

)

ISR

alors, liII(l) [ nlexiste pas.
—
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2. FONCTIONS ELEMENTAIRES

Solution 2.1 Soitz=x+1iy.

i) Poury=0etx—0,0na:
x+i0
li =li =1,
lim f(2) = iM%

ii) lorsque x=0 et y — 0, on obtient :

0
lim f(2) = lim—— = _1,
z—0 y—»O()—ly

On a trouvé deux directions d’'approche du point zy = 0, telles que la fonction ne tend pas
vers la méme limite, ce qui prouve que f nwadmet pas de limite en zy = 0.

Proposition 2.1 Soient z=x+iy, l=a+ib etf=u+ivou x,y,a,beR etuetv
sont des fonctions réels. Alors,

lim ulx,v)=a,
(%)= (x0,¥0) ( J’)
lim f(z)=1 <
e lim vix,y)=hb.
(x,y) = (x0,30) ( J/)

Remarque 2.2 Quand la limite d'une fonction existe, elle est unique. Si la fonction f est
multiforme, la limite de f quand z — zy peut dépendre de la branche choisie.

1.4 Continuité

Définition 2.5 Soit f une fonction complexe uniforme. La fonction f est dite continue en
zo si lim f(z) = f(z0). Une fonction f est dite continue dans une région du plan complexe
Z—20

si elle est continue en tous les points de cette région.
Exemple 2.7 Soit f la fonction définie par :

22, siz#i,

f(2)=

0, siz=1i.

Quand z tend vers i, f(z) se rapproche de i* = —1, i.e.limf(z) = i* = —1. Mais f (i) = 0. Donc,
zZ—1

limf(z) # f (i) et la fonction f n'est pas continueen z=1i.
Z—1

Remarque 2.3 La fonction f = u+ iv est continue dans un domaineD si et seulement si la
partie réelle u et la partie imaginaire v sont continues dansD.

2 Fonctions élémentaires

2.1 Fonctions polyndomiales
[8] Les fonctions polyndmiales sont définies par :
w=apz"+az" ' +...+ap1z2+a,=P(z), (2.1
ou ay #0, ay, ..., an, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé le degré

du polyndéme P (z).
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2. FONCTIONS ELEMENTAIRES

2.2 Fractions rationnelles

[8] Les fractions rationnelles sont définies par :
P(z)
w= ,
Q(2)

ol P (z) et Q (z) sont des polyndomes. Le cas particulier :

(2.2)

o 97 +b
Ccz+d’
ol ad — bc #0, est appelé transformation homographique.

(2.3)

2.3 Fonctions exponentielles
[8] La fonctions exponentielle e® est définie par :
w=e=e""V = eX(cosy+isiny), (2.4)

formule dans laquelle e est la base des logarithmes népériens. Si a est réel et positif on
définit :

a? = 1084 (2.5)
ou loga est le logarithme népérien de a. Les fonctions exponentielles complexes ont des
propriétés analogues a celles des fonctions exponentielles réelles. Par exemple :

<1
Z21+2Z Z1—Z
et —=e"T
e<2

<1

e“le® =e

2.4 Fonctions trigonométriques

[8] Les fonctions trigonométriques ou circulaires sont définies a I'aide des fonctions
exponentielles de la manieére suivante :

. elZ _ e—lZ elZ + e—lZ
singz = ———, cosz=———,
21 2
1 2 1 21

secz = = — — ., CSCZ=—— = — —,

CosSz e*+e® sinz el%—e®

sinz  e*—ei? cosz i(e'“+e'?)
tanz = = otz= =

cosz i(el?+ei7) ’ sinz eiz —e~iz

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables
dans le cas complexe. Par exemple :

sin®z+cos’z = 1, 1+tan2z:seczz, 1+cotzz:csczz,

sin (zy + z2) sin z; cos zy + c0s z1 Sin 2,

tanz; +tanzp

cos(z1 + 22) C0SZ1C0SZy —Sinz;sinz,, tan(z;+2zp)=

l1-tanz;tanzy’

sin (—z) —sinz, cos(—z)=cosz, tan(—z)=-tanz.
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2. FONCTIONS ELEMENTAIRES

2.5 Fonctions hyperboliques

[8] Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :

Z -z V4 V4
e“—e e‘+e
shz = " chz= 5
1 2 1 2
sechz = = , cschz=—= ,
chz e*+e? shz e?—e %
shz e*—-e% chz e*+e?
tanhz = = , cothz= = .
chz e?+e? shz e*—e?

Les fonctions trigonométriques (ou circulaires) et les fonctions hyperboliques sont liées
par les relations suivantes :

sin (iz) ishz, «cos(iz)=chz, tan(iz)=itanhz,

sh (iz) = isinz, ch (iz)=cosz, tanh(iz)=itanz.

2.6 Fonctions logarithmiques

[8] Si z=e"Y, on écrit w =logz appelé le logarithme népérien de z. La fonction
logz, z#0, estdoncl’inverse de la fonction exponentielle. On a:

w=logz=loglz|+i(0+2kn), —-nm<0=Arg(z)<n, keZ
o1 z=re'® = rel®+2km,
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

log(z;z2) =logz; +1og zy, logﬁ =logz; —logz,, logz" =nlogz.
21

Remarque 2.4 La fonction w =1logz est une fonction multiforme.
Exemple2.8 Ona:
log(-1) =log|-1|+iarg(-1) =i(n+2kn), keZ.

Pour la détermination principale,
log(-1) =im.

Exemple 2.9 Ona:
log(1 + 1) =log|1 + i| + i arg(1 + i) :log\/§+i(% +2kn), keZ.
Pour la détermination principale,

log(1+1) :log\/§+ ig.
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2.7 Fonctions puissances

[8] La fonction z% «,z € C est définie par:
7% = ealogz_
De méme si f(z) et g(z) sont deux fonctions données de z, on peut définir
f (2)8@ = 81 logf(2)
En général de telles fonctions sont multiformes.
Exemple 2.10
=i = gmilogi _ p-illoglil+iarg(i) _ p=i*(5+2kn) _ p3+2kn  pc 7

l ez

La détermination principale est

Remarque 2.5 Pour ac€CetkeZ, ona:
(Za)k = g0k
Mais, dans le cas général si  a,peC,
(Za)ﬁ ;Zz(xﬁ.
Exemple 2.11 Ona
((_i)Z)i = (=1)! = !NV _ pi(logi-TI+iarg(-1) _ pi*(n+2km) _ p=m-2kn  f 7.
D’autre part,

(_l-)Zi _ eZiln(—i) 21(log| i|+iarg(— 1)) _ (——+2k1‘r) en—4kn’ keZ.

(%) # (=i

2.8 Fonctions trigonométriques inverses

1 1
Arcsinz = —.log(iz+\/1—z2), Arccosz:—_log(z+\/z2—1),
i i
1 1+iz z+1
Arctgz = —log —, Arccotz_—log—
21 1-iz 21 I

2.9 Fonctions hyperboliques inverses

Argshz = log (z+ Vz2+ 1), Argchz :log(z+ Vz?— 1),

1+z +1
—log—, Argcoth z = —log z 7

Argthz
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3 Travaux dirigés

3.1 Exercices résolus

Exercice 1. Soit w = f(z) = z> + z. Trouver les valeurs de w qui correspondent aux va-
riables suivantes :

)z=1-i, ii)z=-1+2i.

Solution . Soit w= f(z) = 22+ z.

i) Pourz=1-i,ona:

w=f1-1i)
=(1-i)%+1-1i
=1-3i.

ii) Maintenant,siz=—-1+2i, on aura:

w=f(-1+2i)
=(-1+2i)*—1+2i
=—4-2i.
Exercice 2 . Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions suivantes :
i) f(z)=e7% i) f(z)=sinz, iii) f(z)=Chz.

Solution. i)

fle)=e?=e ¥ V=g ¥V
=e *(cosy—isiny)

=e “cosy—ie *siny,

donc, Re(f)=e *cosy et Im(f)=-e *siny.
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3. TRAVAUX DIRIGES

ii)
iz_e—iz
z)=sinz=
f@ 21
ei(x+iy) _e—i(x+iy)

21

e—y+ix _ ey—ix

21

e V(cosx+isinx)—eY (cosx—isinx)
21

cosx(e ¥ —e¥)+isinx(e? +e77)
21

(e+e?) (e —e7Y)
= ——SInx + ZTCOSX

=chysinx+ishycosx,

donc, Re(f) =chysinx et Im(f)= shycosx.
iii)

f(z)=chz

=ch (x+iy)

=ch xch iy+sh xsh iy.
Puisque chiy=cosy et shiy=isiny, onobtient:
f(z)=ch x cosy+ish x siny,

donc, Re(f)=ch x cosy et Im(f)= sh xsiny.
Exercice 3. Montrer que: sin(z; + z2) =sin z; cos 2z + €0s 21 Sin 2.

Solution . Par définition,on a:
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ela1tz) _ p-ilzi+22)

21

sin (z; + z»)

iz) ,iz —iz) ,—iz
e le Z_e le 2

2

(coszy +isinz;)(coszy +isinzy) — (cosz; —isinzy) (coszy —isinzy)
- 2i

21 (sinz; cos zy + cos z; Sin zp)
2i '

sin (z; + zp) = sin z; cos zp + €OS z; Sin zo.
Exercice 4. Résoudre dans C les équations suivantes :
i) Im(sinz)=0, ii)Re(Shz)=0, iii)e*=-2.

Solution. i) Im(sinz) =0. Selon !'exercice 2, I'item (ii), on a:

sinz=ch ysinx+i sh ycosx.

Alors, la partie imaginaire de sin z s’annule si

sh ycosx=0.

Ce qui est équivalent a

cosx=0 ou shy=0.

Donc, x=%+kn, k€Z ou y=0. Douzi=5+kn, keZ

ii) Re(sh z)=0. Toutd’abord, on doit déterminer la partie réelle de la fonction shz.

Soitz=x+iy. Alors,

shz=sh (x+iy)
=shxchiy+chxshiy

=sh xcosy+ich xsiny.
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Par conséquent,

Re(sh z2)=0 < shxcosy=0 < shx=0 ou cosy=0.

Alors, x=0 ou y=3+kn, keZ Dou z=i(5F+kn), keZ
iii) Pourz=x+iy,ona:

e°=-2o e cosy+iersiny=-2.

Ainsi,
e*cosy=-2,
et
e*siny=0.
Puisque e* >0, Vx € R, on obtient :
siny=0.

D'ou y=kn, keZ.

L’ équation (2.6) devient
e* cos (km) =-2.

Or
ex:2(_1)k+1 .

Ceci est possible seulement si k est un nombre impair. Dans ce cas, x =log2.

Les racines de I’équation e* = —2 sont donc,

Zy = log2 +1i (Zkl + 1) T, kK ez.

Exercice 5. Calculer

i) Log(1+i), ii)i’.

Solution. i)

log(1+ i):logll+i|+iarg(1+i):log\/§+i(%+2kn), kez.

ii)

I e ; n BN
il = pilogi _ ,i(loglil+iarg(d) _ ez(log1+z(2+2kn)) —e 2 2k7r’ keZ.

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :
o cos (2z) e €711
i) lim - - —, ii) lim —.
z—2ch(iz) +ish(iz) z——i} e*+i

Solution. i)

(2.6)

(2.7)
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3. TRAVAUX DIRIGES

i cos (2z2) cos s 0 0 " indéterminée)
1m = = =—, orme indeterminee).
e—~2ch(iz)+ish(iz) ch(iZ)+ish(i%) @n(i@) 0

Pour enlever I'indétermination, on va utiliser les relations suivantes :
ch(iz)=cosz et sh(iz)=isinz.

Ce qui implique

cos(2z) . cos (2z)

lim - - — = lim -
z—2ch(iz)+ish(iz) z-Zcosz- sinz

cos?z—sinz

= lim -
z—1 €0sz— sinz

(cosz—sinz) (cosz +sin z)

= lim

z—% cosz— sinz

= 1im7T (cosz+sinz)

z—7

4

=V2.
ii)

e+l em41 —141 0 L o
lim - =—— =——=—, (formeindéterminée).
z—-il e*+i e7la4j —i+i O

En décomposant le numérateur, on obtient

ik B O A
lim —= lim ———
z—-i} e*+1 z—--i} e*+i

(e*—1)(e*+1)

= lim -
z—-1i% e*+1
= lim (e~ i)
Z—’—ZE
_in
=e ) -1
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. 2 .
Exercice 7. Montrer que : lll’% — n’existe pas.
z—0 Z

Solution . Silalimite existait, elle serait indépendante de la fagon dont z tend vers 0.

Siz— 0 lelongdelaxedes x,alorsy=0, z=x+iy=x et Z=x—-iy=x; la
limite cherchée est donc

Siz— 0 lelongdel’axe des y,alors x=0, z=x+iy=iy et z=x—-iy=-iy; la
limite cherchée est

Les deux expressions étant différentes, dépendant de lafacon dont z — 0, iln’yapas
de limite.

3.2 Exercices supplémentaires

Exercicel. Soitz=x+iy. Trouver Rew et Imw ou w=f(z).

Dw=[(2)=1 i) w=[f(2)=22>-3z, ii) w=f(z)= 22
Exercice 2. Ecrire souslaforme a+ib les fonctions suivantes :

i) logi, ii)log(-1-1i), iii)log(-2i).
Exercice 3. Trouver toutes les solutions des équations suivantes :

i) e*=1+2i, ii)cosz=isinz, iii)e'*=4.
Exercice 4. Résoudredans C, tanhz=0.

Exercice 5. Trouver les valeursde: i) sh (£), ii)ch (L), ii) coth(3Z).

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

oy 22+l v 1
i) lim , i) lim—, iii) lim |z].
z—1 z+2 z—i z+1 z—(3—41)

Exercice 7. Soit f(z)=z?. Montrer que: Zlurzl f(2) = f(z0).
<0
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Chapitre 3

Dérivation dans le domaine complexe

Comme pour les fonctions réelles d'une variable réelle, on peut développer la notion
de dérivées de fonctions complexes en se basant sur le concept fondamental de la limite.

1 Fonctions analytiques

1.1 Dérivée d'une fonction uniforme

Définition 3.1 /3, 4, 7, 8] SoientD c C un domaineet f : D — C, une fonction uniforme.
La dérivée de f en zy € D est définie par :

F (20) = lim [ (2) = f (z0)

z—z20 Z—2

(3.1)

pourvu que cette limite existe. On dit alors que f est dérivable en zy. On utilisera souvent
zo + h, au lieu de z dans la formule (3.1).

Définition 3.2 [3, 4, 7, 8] Si la dérivée de [ existe en tout point z d'un domaine D, alors f
est dite analytique dansD. Une fonction f est dite analytique (ou holomorphe ou réguliere)
en un point zy si elle est dérivable dans un disque ouvert centré en z.

Exemple 3.1 Lafonction f:C—C, z— f(2)=2°> estanalytique dansC.
En effet, pour toutzo€ C,ona:

2 2
z2)—f(z zc—-z z—2z9)(z+ 2z '
lim—f() I 0):lirn—():lirn( 0) 0):220:f(zo).

z—z0  Z—2Zp z—20 Z—29 2720 zZ— 2o

Exemple 3.2 La fonction f :C — C, z+— f(z) =z n'est dérivable en aucun point. Ici, on
peut montrer que la limite donnée dans la formule (3.1) n'existe pas pour tout point zy € C.

Définition 3.3 Une fonction f est dite entiere si elle est dérivable dans tout le plan com-
plexe C.

Exemple 3.3 1) Les fonctions constantes sont entieres.

2) La fonction identique définie par f (z) =z, z€C, estentiere.
3) Les polynomes f (z) =} ?:0 a;jz! sont des fonctions entieres.
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1. FONCTIONS ANALYTIQUES

1.2 Conditions de Cauchy-Riemann

On va maintenant développer un moyen pour tester I'analyticité d’'une fonction com-
plexe f (z) = u(x,y)+iv(x,y), basé sur les dérivées partielles de ses parties réelles et ima-
ginaires u et v.

Théoréme 3.1 4, 8] SoientD < C un domaineet f :D—C, oif(2)=u(x,y)+iv(xy).
Si f est analytique dans D, alors les dérivées partielles de u et v existent en tout point de
D et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann :

v o2
ox 0y’ '
et
@:—@. (3.3)
dy  0x
Ju Ou Ov v

Réciproquement, si les dérivées partielles o Oy O et Dy sont continues dans

D, et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann, alors la fonction f = u+iv est analytique
dansD.

1.3 Expression de la dérivée

Proposition 3.1 Soit D c C un domaine. Si f = u+ iv est analytique dans D, alors la
dérivée de f est donnée par :

f, (z):@ Ov Ov _ Ou

ax-i'la:a—y la—y, z€D.

Exemple 3.4 On considere la fonction suivante :
f:C — C

z — f(a)=2%

Ona:

f(2) z‘g’:(x+iy)3

x*—3xy* +i(3x%y - 7).

Donc,
u(x,y)=x"-3xy* et v(x,y)=3xy-y*, u,veC®(R?.

Les conditions de Cauchy-Riemann :

Ou_Ov_q.2 o.2
E_(‘)y_sx 3y°,

Ou__Ov_ _
Oy~ Ox" 6xy,

sont satisfaites en tout point z du plan complexe C.
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1. FONCTIONS ANALYTIQUES

Remarque 3.1 En multipliant la deuxiéme condition de Cauchy-Riemann, équation (3.3)
pari et Uajouter a la premiere condition, équation (3.2), les conditions de Cauchy-Riemann
peuvent étre reformulées comme suit

of .of
—+i—=0. 3.4
ox 0Oy G4
Proposition 3.2 En notant que :
zZ+Zz ; z2—Z
X = e = R
Y= i

les conditions de Cauchy-Riemann peuvent étre écrites sous la forme :

of _

9z =0. (3.5)

Exemple 3.5 Soit la fonction f :C* — C, définie par [ (z)= % + 2z Re z.

Ona:
1 1 zZ+2z
f(z)=—+zRez=—+2z .
z z 2
En utilisant la Proposition 3.2, on obtient

of =z

—==#0, VzeC".

9227

Ce qui montre que f n'est pas analytique sur C*.
Exemple 3.6 On prend la fonction f :C— C, oit  f(z) = Z°.
Pour toutzeC,ona:

of

0.
0z

Donc f est entiere.

1.4 Dérivées d’ordre supérieur

Théoreme 3.2 Si D c C est un domaine et f est dérivable dans D, alors f est infiniment
dérivable dans D. En d’autres termes si f est analytique dans D, alors ses dérivées

1) 2

o, f, o fm

sont toutes analytiques dans D pour tout n € N.

Remarque 3.2 Une fonction analytique est indéfiniment dérivable.
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2. POINTS SINGULIERS

1.5 Régles de dérivation

Proposition 3.3 Soient f,g: D — C, deux fonctions dérivables sur U'ouvert D c C, et c une
constante. Alorson a :

1) (¢) =0,
2) (cf) @=cf (2,
3)(f+g) @=f @+g (@,

3 (fg) @=f @g@+f g (@,

@) _ f@g@-fog 2
5) (£5) =282 L0980 g0,

6) (fog) @=F (g2)g (.

Exemple3.7 a) f(z)=sinz, f (z2)=cosz, b)f(2)=32%-nz+3, [ (2)=6z—-T,
c) f(2)= ezz_l, f, (2) =227,

1.6 Regle de 'Hospital

Soit f et g deux fonctions analytiques dans un domaine D contenant le point zy, telles
que f (z0) = g (z9) =0 et g/ (z9) #0. Alors, la regle de 'Hospital permet d’affirmer que :

f@ f(z0)

im =—,
z—z20g(2) g (20)

Dansle casou f '(20) = g’ (z9) =0, on peut utiliser cette regle a nouveau.

Exemple 3.8 Ona:
z'-1 0
im =—.
z—iz?+1 0
En utilisant la régle de I'Hospital, on aura

. Zr—1 . 473 2
lim =lim— =2i{“=-2.
z—»iZ2 +1 z—i2z

2 Points singuliers

Un point en lequel une fonction f cesse d’étre analytique est appelé un point singulier
ou une singularité de f. Il existe des types variés de singularités.
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3. FONCTIONS HARMONIQUES

2.1 Poles

Si 'on peut trouver un entier positif n tel que lim (z—2zy)" f (z) = [ #0,00, alors zj
Z—20

est appelé pole d’ordre n. Sin=1, zy est appelé pole simple.

Exemple 3.9 Soit la fonction f définie par :

Fla)= 3z-2
(2= (z+1)3(z-4)
Puisque,
3z-2 3i—2
li N2 -1 _ |00,
ZIE(Z AQ zl—rg(z+1)3(z—4) (i+13(i-4) o
3z—-2 i
li +1)3 = lim —— = ——— 40,00,
Zgl_ll(z )° f(2) zin—ll(z—i)z(z—z;) 27—‘ 0o
et 3z-2 10
lim (z-4) f (2) =lim z 40,00,
Z—>

a~4(z—)2(z+1)° 53(A—i)2

alors, f aun pole doubleenz=1i, unpdletripleenz=—-1 etun pblesimpleen z=A4.

2.2 Singularités apparentes

Le point singulier z, est appelé singularité apparente de f si lim f (z) existe.
Z— 20

Exemple 3.10 Le point singulier z=0 est une singularité apparente de la fonction

sinz

f (2) = 7,
car

£1_r’r(1) f(z)=1.
2.3 Singularités essentielles

Le point singulier zj est appelé singularité essentielle de f si lim f (z) n'existe pas.
Z— 20

Une singularité qui n’est ni un pole, ni une singularité apparente est appelée singularité
essentielle.

Exemple 3.11 La fonction
1
f(z)=e=3,

a une singularité essentielle en z=3 car lin% f (z) nlexiste pas.
Z—

3 Fonctions harmoniques

3.1 Définitions et notations

Définition 3.4 SoientD un ensemblede R? et f une applicationdeD dans R. La fonc-

tion f est dite de classe C2 surD, (on note fe C2(D,R)), si les dérivées partielles %, %

et 0y existent et sont continues pour tout (x,y) de D.
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3. FONCTIONS HARMONIQUES

Définition 3.5 [4, 8] Soit u € C*(D,R). On dit que u est harmonique dans D, si pour
tout(x,y)eD,ona:

—=0. (3.6)

u
Notation 3.1 La fonction Au=V’u= 2 + 7 est appelée le Laplacien de u.

Exemple 3.12 On reprend la fonction
f:C — C

z — f(2)=2%

u(x,y)=3-3x% et v(xy)=322y-)"
Ona:u,veC™® (RZ,R),

% = 3x° 3y2 @ =6x
Ox T Ox? ’
% = —6xy @ =—6x
Jy Oy ’
et
@ = 6xY, @ 6y
O0x T Ox? ’
@ = 3x*-3)° @ =—6y
y Oy
Alors,
Au:@+@:6x—6x:0
ox2  0y? ’
et
Av:@+@:6y—6y:0
ox2  0y? ’

ce qui montre que les fonctions u et v sont harmoniques dans R?.

Proposition 3.4 Soit f (z) = u(x,y) + iv(x,y), une fonction analytique surD < C. Alors
les fonctions réelles u et v sont harmoniques dans D
Exemple 3.13 On prend la fonction entiere f :C — C, définiepar f(z)=2z°>=u+iv, oi

u(x,y)=x*-y* et v(x,y)=2xy.

Donc, les fonctions u et v sont harmoniques dans R?.

En effet, pour tout (x, y) € R?,

Au 5‘2u+@_ 2=0

Cox? 0y? -
et 32 82
v v

Av=2—=+=-=0-0=0
T o 0y?
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3. FONCTIONS HARMONIQUES

3.2 Lien Entre ’harmonicité et 'analyticité

Définition 3.6 Soit u une fonction harmonique sur E c R?. Alors, une fonction v est dite
conjuguée harmonique de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

Proposition 3.5 Soit u une fonction harmonique surE cR?.  Alors, il existe une fonction
f analytique deE c C dansC, telle que Re f = u.

Remarque 3.3 Toute fonction harmonique u(x, y) est la partie réelle d’'une fonction ana-
lytique f définie a une constante imaginaire pure pres.

Exercice 3.1 Soit la fonction u définie par: u(x,y)=x>-3x*y-3xy*+y°, x,yeR.

1) Vérifier que la fonction u est harmonique sur R?.

2) Trouver v, conjuguée harmonique de u pour que la fonction f = u+iv soit analytique.

Solution3.1 1)Ona:V(x,y)€R?

UL 52 _pxy-3y2 @—Gx—G
ox ==y 52 ¥
QU 352 _xy+3)? @——6x+6
Donc, ¥ (x,y) € R?
Au_82u+82u_0
S ox2 0y

D’oi u est harmonique sur R

2) En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, on obtient :

Qu 0V 52 gry—3) (3.7)
ox Oy Yoy '
ou _ —@——3x2—6x +3y° (3.8)
ay - ox yeeys '

En intégrant l'équation (3.7), par rapport a y, on aura :
v(x,y)=3x"y-3xy* -y +F(x), (3.9)
ou F est une fonction réelle de x.

Maintenant, des équations (3.8) et (3.9), on obtient :

ov _

3 6xy—3y2 +F (x) =3x° +6xy—3y2,
x
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d’oli ,
F (x)= 3x2,
et donc,
F(x)= 2+ c,
ot ceR.

Par conséquent, la fonction conjuguée harmonique v(x, y) est
v(x,y)=3x*y-3xy* -y’ +x*+c, ceR,
et la fonction analytique est donc

u(x,y)+iv(xy)=x>-3x*y-3xy* +y* +i(3x°y - 3xy* - y* + x> +¢).
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4. TRAVAUX DIRIGES

4 Travaux dirigés

4.1 Exercices résolus

Exercice 1. Al'aide de la définition, calculer la dérivée de la fonction f, définie par f (z) =
z?> —3z, auxpoints suivants :

i)z=2p et ii)z=1.

Solution. i) Par définition, la dérivée de f en z = z; est

i f(2)- f(20) z* -3z — (25 —32)

/ .
f (z0) = = lim
=z Z— 2 z—29 zZ—2
2 2
) z°—z5)—3(z2— zp)
I )
z—2p zZ—2y
. (z2—2z9)(z+29p—3)
= lim
z—2p zZ—2y

= lim (z+29-3)
zZ—20

= 2Z0 -3.

ii) D’apres l'item i), ou directement, on trouve que si zy = 1, alors, f’ (1)=-1.

Exercice 2. Montrer que les fonctions complexes suivantes ne sont pas analytiques en
aucun point.
i) f(z)=2, zeC ii f(z)=Rez, zeC, iii) f(z)=Imz, zeC.

Solution . Par définition, f n’est pas analytique en z, sila limite : lim f(ZZ):—go(zo) n’existe
Z—20
pas, i.e, la limite dépend de la facon dont z tend vers z.
i) Soitzp=xp+iypeC. Alors,
. 2)—f(z . z—2z . o x—iy—|xo—1iYo
hmf() f(O):hm 9 = lim _y ( .y).
=20 z—2 i=0z—2) *—=Xox+iy—(Xo+iY)
Y=JYo

Siy=y0 et x— xp, lalimite cherchée est

X— X
lim 0 -1.
X—=Xo X — X
Six=xp et y—y lalimitecherchée est
~i(y-y)

—iy+i
m M = lim —
y=y iy—iyy =¥ i(y—yo)
Cette limite dépendant de la facon dont z — zy, la dérivée n’existe pas, i.e, la fonction f
n’est analytique en aucun point.

=-1.

ii)
— Re z—Re
lim L@ @) Rez-Rez . '
z—z)  z—2 z—z)  z—2 x=xox+iy—(xo+1iyo)
y—=Yo

X — Xo
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Pour y=y)y et x— xp, lalimite cherchée est

X — X0
=1.

lim
xX—X0 X — X

Pour x=xy et y— ), lalimite cherchée est

) X—Xp . 0
lim - — = lim - — =0.
y=yoiy—1iyy Y—yiy—i)o

Dongc, f n’est analytique en aucun point.

iii)
z2)— [ (= Imz—-Imz —
lim—f() il 0):lim—ozlim 'y Yo —.
-z Z—2 i~z z—2 X=X x+iy—(xo+iyo)
Y=o
Siy=yp et x— xp, lalimite est
lim =0.
xX—X0 X — X
Six=x9 et y—yp lalimiteest
ﬁmM: limﬂ:_i'

y=ywiy—iyy Yy=¥i(y-yo)

Alors, f n’'est dérivable en aucun pointde C.

Exercice 3. Montrer que les fonctions suivantes sont analytiques sur le domaine indiqué.
x—1 ¥
i) f(z)=e*cosy+ie*siny, sur C, ii) f(2)= —i ,
! Y g ! (x—1)2+y2  (x-1)2+y?

sur C\{1}.

Solution . Siles dérivées partielles sont continues dans le domaine indiqué, les condi-

tions de Cauchy-Riemann :
ou Ov Ju  Ov

aza—y et a—y— a,

sont nécessaires et suffisantes pour que f = u + i v soit analytique.
i) Ona:

u(x,y)=e“cosy et v(x,y)=e'siny, u,veC®(R%R).

au—av—excos et u__0v_ e*sin
ox 0y y dy  Ox Y
Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites dans R?.  Alors, la fonction f est
analytique sur C.
ii) Ona:
x—1 y

u(x’J/): (x—1)2+y2
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Dong, V (x,y) € R*\ {(1,0)} :

du vy -(x-D? du v 2y(x-1)

=== et —=——=— .
Ox Jy [(x-12+y?]? dy  O0x  [(x-1)2+)?]

Les conditions de Cauchy-Riemann sont ainsi satisfaites et la fonction f est analytique
sur C\{1}.

Exercice 4 . Soit u la fonction définie par :
u(x,y)=x*-y*-3xy-3x+4y, x,yeR.
i) Montrer que la fonction u est harmonique.

ii) Trouver une conjuguée harmonique v de u telle que f = u + i v soit analy-
tique.

Solution. i) Ona: wueC®(RR),

u Pu
E:Zx—Sy 3, @_2,
et
@:—Zy—3x+4 @— 2
Oy Oy
On obtient pour tout (x, y) € R?,
Tu, Tu s s
ox%  Oy? ’

ce qui montre que u est harmonique sur R

ii) Pour trouver une conjuguée harmonique v de u telle que f = u+ iv soit analytique,
on utilise les conditions de Cauchy-Riemann.

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent

u _ v _, 4 4 (3.10)
ox Oy y= .
L (3.11)
dy  Ox Y ' '

En intégrant I’équation (3.10), par rapport a y, on obtient :
3 o
v(xy)=2xy=-2y =3y +R (), (3.12)

ou R est une fonction réelle de x.

Par substitution de (3.12) dans (3.11), on aura :

@—2 +R (x)=2y+3x—4
ox Y =2) '
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Alors,
R (x)=3x—4,
et 3
R(x) = —x —4x+c, ceR.
D’ou

3 3
V(x,y):ny—5y2—3y+ 5x2—4x+c, ceR.

Exercice 5. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les singularités et leur na-
ture :

+3
) f(2)= (zz—zl) W f@=e
Solution. i) Ona:
z+3 z+3
f@= (22-1)(z-1)> (z-1(z+1)(z—i)?
Puisque
hm(z l)f(z)_l a+3 4 = 2 =1#0,00,

“z+D(z-0? 2(1-i)? -2i
le point z =1 est un pole simple.

De méme z = —1 est aussi un pole simple car

z+3 2 -1 i

hm (z+1) f(2)= _1( —1)(z-1)? _2(—1—i)2: 2i 2

Le point z = i est un pdle double car :

lim (z—i)? f (z) =lim e+3 _ 143 3 #0
— = = = — - Q.
z—i z—»i(zz—l) -1-1 2 2

. 1 o . . .1 .
ii) Pour f (z) = e%, on a z=0 est un point singulier essentiel car hrr(l)ez n’existe pas.
Z—

4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1. A l'aide de la définition, déterminer les dérivées des fonctions suivantes aux
points indiqués :

i) f(2)=322+4iz—5+1i, z=2, ii) f(z)=2, z=-i.

z+21’

Exercice 2. Examiner si les fonctions suivantes sont analytiques

) f2)=1, i) f(2)=12* -7 iii) f(2) = ze.

Exercice 3. Vérifier que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites par les
parties réelles et imaginaires des fonctions suivantes :
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4. TRAVAUX DIRIGES

i) f(2)=sin2z, ii) f(z)=ze >

Exercice 4. Trouverlesréelsa, b, c¢ et d telsque f soit partout analytique.
i) f(2)=Bx—y+5)+i(ax+by-3),

ii) f(2)= (2% + axy+ byz) +i(cx®+ dxy+ yz).

Exercice 5. Déterminer parmi les fonctions suivantes, celles qui sont harmoniques :

Du(x,y)=3x2y+2x*—y3 -2y, i) u(x,y)=e*Vsin(x* - y?),
iii) u (x,y) =2x%y + x> - 3y°.
Exercice 6 . Est-ce que la fonction

v(x,y)=(x*+1)y%

peut former la partie imaginaire de la fonction analytique f (2) = u(x,y) = iv(x, y)?

Exercice 7. Trouver une conjuguée harmonique v de u telle que f = u+iv soit analytique.

Du(x,y)=x i) u(x,y)=y iiD) u(x,y)=x*-y* iv)cosx chy.

Exercice 8. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les points singuliers :

i) fe)=2, i) f(2)=52

Z2422+5"

Exercice 9 . Préciser la nature des singularités de la fonction suivante :

284+2z4+2
(z—1)3(3z+2)%"

f@)=

Exercice 10 . Déterminer

2 .
N 1; z°+4 sey 1: . Z—Sinz
i) Zlglzlizz2+(3—4i)z—6i’ ii) ilf,% z3

42



Chapitre 4

Intégration dans le domaine complexe

Dans ce chapitre, on va aborder les méthodes d’intégration des fonctions complexes.

1 Arcs, chemins et lacets

Définition 4.1 [2, 4] Soient a,b e R tels que a< b. On appelle arc toute application conti-
nuey d'un intervalle [a,b] c R dansC. Ondit quey (a) est l'origine et que Yy (b) est l'extré-
mité.

¥ (et

/_\ Y{h

FIGURE 4.1 - Arc

Définition 4.2 [2, 4] Soient a,b € R tels que a< b ety € C! ([a, b],C) une fonction différen-
tiable, définiepar:t— y(t)=x(t) +iy ().

Limagey ([a, b]) = {y (1), te]a, b]}, notée C estappelée chemin ety est un para-
métrage du chemin.

Les points zo =y (a) et z,, =y (b) sont l'origine et l'extrémité du chemin respectivement.

FIGURE 4.2 — Chemin
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1. ARCS, CHEMINS ET LACETS

Exemple 4.1 Soientzo=2+1i, 2z;=5+2i.0n définit
y: [0,1] — C
t — Y(t) =(1-Hzp+tz.
Ona:y0)=zpety(l)=z,. Lesegment joignant zy et zy, noté [zy, z1] est un chemin.

Exemple 4.2 Soient zo=1i et r =2. On considere

y: [0,2n] — C

t  — y() =z +re'l.
Le cercle de centre zy et de rayon r, qu'on note C(zg,r) est un chemin.

Remarque 4.1 Le paramétrage d’'un chemin n'est pas unique. On peut vérifier que les équa-
tions suivantes

Y = e, telo,2n],

Y (£) e te0,1],

nt

Y (2) e'?, tel0,4],

sont toutes des paramétrages du cercle unité |z| = 1, orienté positivement.

Définition 4.3 Si les points initial et final d'un chemin coincident, il est appelé chemin
fermé ou lacet.

Remarque 4.2 On dit qu'un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme, i.e., il n'a pas
de points doubles.

Remarque 4.3 Tout chemin fermé et simple, est appelé courbe de Jordan.

Exemple 4.3 On considere les chemins suivants :

s Imz

Imz Imz
e kB
L,

] <

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 4.3 — (a) : Chemin non fermé et simple, (b) : Chemin non fermé et non simple, (c) :
Chemin fermé et simple, (d) : Chemin fermé et non simple.

44



2. INTEGRATION CURVILIGNE

Définition 4.4 Soienty:[a,bl—C, t—Yy(@®)=x)+iy(®) etC={y(®), t€la,bl}un
chemin. On définit
C ={y (»), tela,bl},

comme le chemin opposé de C ot

Y : lab] — C
t — Y (1) =x(a+b-0+iy(a+b-1).

2 Intégration curviligne

Définition 4.5 [8] Soient D c C un domaine, f : D — C une fonction continue et C un
L e ’ . ’ . . ! . .
chemin paramétré par z: [a,b] — D, tel que z est différentiable, i.e., z existe et continue.

On définit l'intégrale de f le long du chemin C par
b !
ff(z)dz:f fz®)z (ndt.
a
C

Lintégrale le long d’'un chemin est aussi appelée intégrale le long d’'une courbe, ou intégrale
curviligne complexe.

Notation 4.1 Si la courbe est fermée et orientée positivement O, on note ¢ f (z) dz au lieu
de [f(z)dz.
C

Exemple 4.4 SoitC={z()eC: z()=e'!, te]0, g]} Calculer l'intégrale {zzdz.

Onadz=z (H)dt=ie'ldst.

Donc,
fzzdz:f
0
C

2.1 Relation entre intégrales curvilignes réelles et complexes

STk

N2 7 . 1 .
(elt) ie”dt:f ielstdt: gel?n‘
0

Proposition 4.1 Si f(z)=u(x,y)+iv(x,y)=u+iv etz(t)=x(t)+iy(t), tela,bl, lintégrale
curviligne complexe [ f (z) dz peut étre exprimée au moyen d’intégrales curvilignes réelles
C

de la facon suivante :

ff(z)dz
C

f(u+iv) (dx+idy)
C

f(udx— vdy)+i(vdx+udy)
C

b ! !
f |u(x@,y0)x 0 -v(x®,y®)y ©)]dt
b ! !
+z'f v (x0,ym)x @ +ulx®,y®)y ©]dr.
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2. INTEGRATION CURVILIGNE

Exemple4.5 Soit C = {(>,11)eR?, re[-1,3]}. Calculer [f(z)dz oit f(2)=iZ=
C
y+ix.

Ona: x(O=1> y(t)=4it etdz:dx+idy:(x'(t)+iy'(t))dt:(2t+i%)dt.
Donc,

1

S, 1
f —t+it||2t+1—
1\2 2
311 1
f[—t2+i(—t+2t3)]dt
112 4

1 1 4\]°
—ﬁ+—ﬂ”
8 2 )|,

3 ! !
[f(z)dz f (y (O +ix(D) (x () +iy (t))dt
C

dt

1
[—t3+i
6

14 .
— +40i.
3

2.2 Propriétés des intégrales

Soient C;, C, deux chemins tels que, I'extrémité de C,; est1’origine de C, et C=C;UCy,
f et g sont intégrables le long de C. Alors,

1. [(f(e+g)dz=[f(2)dz+ [g(z)dz,
C C C

2. faf(r)dz=aff(2)dz, «€C,
C C

3. [frdz=—[f(2)dz,
c- C

4

. Jf@dz= [ f()dz=[f(2)dz+ [f(2)dz.
C C G

Ci1uUCy

2.3 Longueur d’'un chemin

Soit C un chemin paramétré par la fonction continue

z: la,b] — C
t — z(t) =x(O+iy,

~ ! U . ! . . 3 z .
oll z =x +1iy existe et continue. Alors la longueur L du chemin C est définie par :

b, b
chf ’z (t)‘dt:f \/(x’(t))2+(y’(t))2dt.
a a

Exemple 4.6 SoitC={z(n)eC:z(t)=e', te[0,2nl}. Trouver la longueur du C.
Onaz (t)=ie'l et|ie”| =1. Alors,
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2. INTEGRATION CURVILIGNE

2.4 Théoréme d’estimation

Théoreme 4.1 [4, 8] Soient D c C un domaine, f : D — C une fonction continue et C =
{z(t)eD, te€[a,b]} unchemin, tel queM = %%|f(z(t))| . Alors,
z(l)e

ff(z) dz| <MLc.
C

ot Lc estla longueur du chemin C.
Exemple 4.7 Soit C le segment d’extrémités —2 et 3 + 4i qui est définie par :
C={z()eC: =z(t)=-2+5t+4it, te][0,1]}.
Soit f(z)=Rez —Imz.
Ona: f(z)=—-2+5t—-4t=-2+t,
dz=2z ()dr=(5+40)dr.

Donc,

1
ff(z)dz f (—2+t)(5+4i)dt‘
0
C

1
- f (5t—10+i(4t—8))dt’
0

5 1
= [5t2—10t+i(2t2—8t)]

0

5 1
= [zt2—10t+i(2t2—8t)]

0

= |-=-6i

225 369 3
o 436=y /===

Ainsi,
|fz(@)|=1-2+1tI<|-2|+t]<3, VYte(0,1],

1, 1
LC:f (z (t)’dt:f 5+4i|dt =41,
0 0

et
ML = 3v/41.

Do,

ff(z) dz| <MLc.
C
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3. THEOREMES DE CAUCHY

3 Théorémes de Cauchy

Définition 4.6 Un domaineD c C est dit simplement connexe si tout chemin fermé simple
deD peut étre réduit par déformation continue a un point sans quitter D.

Dans le cas contraire, D est dit multiplement connexe.

(a) (b)

FIGURE 4.4 — (a) Domaine simplement connexe (b) Domaine multiplement connexe

Théoréme 4.2 [4, 8] Soit f une fonction analytique dans un domaine D et sur sa frontiere
C. Alors,

ff(z)dz:o.
C

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoréme de Cauchy, il est a la fois valable
pour des domaines simplement connexes ou multiplement connexes.

Exemple 4.8 Soit C={z()eC: z(t)=e', te0,2n]}. Calculer §f(2)dz f(2)=
C

ZZ

Ona dz=z (Hdt=ielldt. Alors,

fzzdz

C

2m X .
f (ez”)ie”dt
0

2n .
f ieSitdrt
0

it 42T
eSlt
3

=0.
0
Proposition 4.2 Soit f une fonction analytique dans un domaine limité par deux chemins
fermés simples C; et C, et sur ces chemins. Alors,

ff(z)dz:ff(z)dz.
Ci Co

Exemple 4.9 Soit z— f(z) = % Calculer ¢ f(z)dz et ¢ f(z)dz, ou
C Co

C = {z(t) €C: z(r)=2¢", te [0,27[]},
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3. THEOREMES DE CAUCHY

et
C, = {z(t) €C: z()=e'l, te [0,2n]}.

La fonction f est analytique dans le domaine limité par les chemins C; et Cy et sur ces
chemins.

D’une part, ona:

1
ff(z)dz = f—dz
z
Cy C
1 271 . .
- —f (e_”)Zie”dt
2Jo
27
- [Ciar
0
= 2mi,
et d'autre part,
1
ff(z)dz = f—dz
z
Cz CZ
2m
_ —it) ; it
_fo (e )le dt
2n
- [Mia
0
= 2mi.
Dot

ygf(z)dz:j(f(z)dz.
G G

3.1 Primitives et indépendance du chemin d’intégration

Définition 4.7 [4, 8] Soit DcC, undomaineet f:D — C unefonction analytique. On
dit que f admet une primitive sur D, s’il existe F fonction analytique sur D, telle queF = f
surD. On écrit

F(z):ff(z) dz.

Exemple 4.10 La fonction

F:z— z+e®*—cosz,
est une primitive de

f:z—1+e°+sinz.

Théoreme 4.3 [4, 8] (Théoreme Fondamental de I'Intégration). SoientD c C un domaine,
D, f etg deux fonctions analytiques surD telles que F (2) = f (2). Alors, pour tout chemin
C de point initial zy et de point final z,, on a :

<21

ff(Z)dz:f f(2)dz=[F(2)]; =F(z1) —F(20).
2

C
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3. THEOREMES DE CAUCHY

Cela signifie que si f est analytique alors la valeur de I'intégrale est indépendante du che-
min suivi pour aller de zy a z;.

i
!11
]

N
L

FIGURE 4.5 — Indépendance du chemin d’intégration

Exemple4.11 Soit z — f(z)=3z. Evaluerff(z)dz dezy=0az =4+8i lelongdela
C
parabole

1
Clz{z(t)EC: z(t):Zt2+2it, t€[0,4]},
et le long du segment de droite
Co={z()eC: z(t)=4t+8it, te]0,1]}.

Sur la paraboleC,, ona:

1 ,
z(t):Zt2+i2t => dz=z(Ddt=

1
—t+2i)dt.
2

Donc,

f?)zdz

C

41, 1
= 3] (—t +2it)(—t+2i)dt
o \4 2
401 3
= 3](—ﬁ—u+—wﬂdt
o \8 2

1 1 .14
= 3L—ﬁ—zﬂ+—wﬂ
32 27 ],

ff(z) dz
C

= —72+96i.
Sur le segment C,, ona:

Z(1)=4t+i8t=>dz=z (H)dt=(4+8i)dt,
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4. QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

et
ff(z)dz = f?)zdz
Cg CZ
1
= Sf (4t+8it)(4+8i)dt
0
1
= 3[ (—48t+64i)dt
0
= 3[-242+32i8%),
= —=724+96i.
D'ou,

ff(z)dz:ff(z)dz.
C1 Cy

4 Quelques théoremes importants

4.1 Formule intégrale de Cauchy

Théoreme 4.4 [4, 8] Soient f une fonction analytique a lintérieur d’'un lacet C et sur C,
et zy point intérieur aC. Alors,

1 f@

2niJ z—2y
C

f(z0)= dz, 4.1)

o C estdécrit dans le sens positif.
De méme la n-ieme dérivée de f en z, est donnée par :

(n) _n [ ~
f (ZO)_ZTU'C (z—zo)”“dz’ n=12,.. 4.2)

Les formules (4.1) et (4.2) sont appelées formules intégrales de Cauchy.

C

FIGURE 4.6 — Formule intégrale de Cauchy
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4. QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

Exemple 4.12 Soient z— f(z)=—<et C={z(eC: z()=2+e', te[0,2n]}. Utiliser

z+1
la formule intégrale de Cauchy (4.1), pour évaluer l'intégrale suivante :

ff(z)dz.
z—2

C

La fonction f est analytique a l'intérieur du cercle C et sur C, alors d’apres la formule inté-
grale de Cauchy (4.1), avec zy = 2, on obtient :

PR S
z—2 2 (z—=2)(z+1)

dz=2nif(2)= gni.
C
4.2 Inégalité de Cauchy

Théoréme 4.5 [4, 8] Soit f une fonction analytique a l'intérieur du cercle C et sur C, oit C
désigne le cercle d’équation |z — zg| = 1. Alors,

M
|f(n) (Zo)| < nrn )

ol
M= sup |f(2).

|z—zg|=r

4.3 Théoreme de Liouville

Théoreme 4.6 [4, 8] Soit f une fonction analytique et bornée, sur tout le plan complexe. Alors,
f est constante.

4.4 Théoréme fondamental de 'algebre

Théoreme 4.7 [4, 8] Toute équation algébrique
P(2)=ap+a1z+..+a,z"=0, a,#0,

possede exactement n racines, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

4.5 Théoreme du module maximum

Théoreme 4.8 [4, 8] Si [ (z) est analytique a lintérieur d’'un lacet C et sur C, si de plus
f (z) nlest pas constante, alors le maximum de | f(2) | est atteint sur C.

4.6 Théoreme de Rouché

Théoreme 4.9 [4, 8] Si [ (z) et g (z) sont analytiques dans et sur un lacet C, et si | g(2) | <
| f(2) | surG, alors f (z) + g (z) et f (z) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur de C.
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5. TRAVAUX DIRIGES

5 Travaux dirigés

5.1 Exercices résolus

2,4
Exercice 1. Calculer [ (2y+x*)dx+(3x—y)dy lelongde
0,3)

i) la parabole x=2¢, y=1t>+3,

ii) la ligne brisée formée par les segments de droite (0,3) a (2,3) et (2,3) a
2,4).

Solution. i) Les points (0, 3) et (2,4) de la parabole correspondent respectivement a ¢=
Oett=1. Lintégrale donnée a alors pour valeur

1
f{Z(t2+3)+(2t)2}2dt+{3(2t)—(t2+3)}2tdt
0

1
241 +12-213—61)dt
(
0

A 1
[8t3+12t———3t2

2 0
3

w

2

ii) Le long du segment de droite d’extrémités (0,3) et (2,3), y=3, dy=0etlin-
tégrale curviligne vaut

3412

6x+ —
3

0

2
44
f(6+x2)dx+(3x—3)0: >
0

Le long du segment de droite d’extrémités (2,3) et (2,4), x=2, dx=0etlintégrale
curviligne vaut
4 -
f(2y+4)0+ (6-y)dy= [Gy— y?] =
3
3

N o

Le résultat demandé est donc
44 5 103

3 2 6

Exercice 2 . Evaluer [Zdz dez=0 a z=4+2i lelongdu chemin C dans les cas
C
suivants :
i) le chemin C défini par z(¢) = £ + it,

ii) le chemin C formé des segments joignant 0a2i et 2ia4+2i.

Solution . i) Les points z=0et z=4+2i sur C correspondanta t=0eta ¢=2.
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5. TRAVAUX DIRIGES

Lintégrale curviligne considérée vaut donc

2
ft2+lt @t+idt = | (#-it)Qt+idt
0

|
O\w

2
= f(2t3+ t—it?)dt
0

1
—
[e)

I
~
I

Autre méthode. Lintégrale donnée s’écrit

f(x—iy) (dx+idy):fxdx+ydy+ifxdy—ydx-
C C ¢

Les équations paramétriquesde Csont: x=t> et y=t de t=0 a t=2,

curviligne a donc pour valeur

2 2 2 2
ftz(Zt)dt+ tdt+ift2dt—t(2t)dt = f (282 +1) dt+lf—t2dt
0 0 0 0

A 1 .]?
__t3]
3 o

_+_
2 2

+1
0

8
10—i-.
3

ii) Lintégrale donnée vaut

f(x—iy) (dx+idy):fxdx+ydy+ifxdy—ydx-
C C ¢

I'intégrale

La droite qui joint 0 a 2i joint les points (0,0) et (0,2), on a donc sur cette droite x =

0, dx=0, etlavaleurdelintégrale est

- L] =2
-O[ydy [2]0

Sur le segment de droite 2i, 4+4+2i ona: y=2, dy=0.

D’ou
4

4
fxdx+if—2dx: —
0

0

4

+i[-2x];=8-8i.
0

Dong, le résultat demandé est
2+8-8i=10-8i.
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5. TRAVAUX DIRIGES

Exercice 3 . Evaluer les intégrales : f dz, et j( zdz, et f (z—2zg)dz, ouCestun

C
chemin fermé simple et zy une constante.

Solution . Les fonctions 1, z et z-— zp, sontanalytiques dans C, et sur C. Alors, par
le Théoréme de Cauchy, on obtient:

fdz:fzdz:f(z—zo)dz:o.
C C

C

z

Exercice4.Soit C={z(t)eC: |z|=1}. Calculer 7( dz, ou zgest

zZ— 20

i) al'extérieur de C, ii) al'intérieur de C.

ya

Solution . La fonction est analytique a l'intérieur de C.

Z— 20
i) Soit zy alextérieurde C, (|zg| >1). Donc, d’apres le Théoréme de Cauchy on
a: Z
e
f dz=0.
Z— 20
C

ii) Si zp estalintérieurde C, (|z9l <1),onpose: f(z)=e*quiestanalytique al'in-
térieur de C. Alors, d’apres la formule d’intégration de Cauchy, on trouve :

Z— 20

Z
yg ¢ dz:f /@ dz=2nif (zg) =2mie®.
& Z— 20

Exercice 5 . Soit C le cercle | z| =5. Calculer les intégrales suivantes :
. cos (11z)
i) ¢ ———dz, ii)
z2-5z+4 (z+2)3
C

Solution. i) En utilisant le fait que

1 _ 1 .\ 1
—5z+4 3(z—-1) 3(z-4)

on obtient

zZ=
z2—-5z+4 3C (z—1)

f cos (1tz) d 1 cos(nz)dz+1fcos(nz)

- (z—4)
C

Lapplication de la formule de Cauchy pour zp=1 et zy=4, donne

1 [ cos(mz) 1 . 2 .
—= dz = ——(2micosn)=-Ti, (4.3)
(z—1) 3 3
1 [ cos(mz) 1 . 2 .
— dz = —(2micos4n)=—mi, (4.4)
(z—4) 3 3
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5. TRAVAUX DIRIGES

car zp=1let zp=4sontalintérieur de C et cos (1z) est analytique dans C.
Par addition de (4.3) et (4.4), on obtient alors
fcos(nz) 2 .2 4
—————dz=—mi+—Ti=—-T7i.
z2—-5z+4 3 3 3
C

ii) Soient f(z)=e%? etzy=-2. Laformule intégrale de Cauchy s écrit

£ (29) = - /@

- z.
2ni J (z-zp)"H!
C

(4.5)

Si n=2, alors, f(z) (z) = 16€*% et f(z)(—Z) = 16e78. Dans ces conditions, la formule

(5.1) devient
2 e4Z
16e78=— —3dz,
2mi J (z+2)

d’ou

e4z
jg E,,dz:16e_8m'.
! (z+2)

5.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1 . Calculer f (1+i-2%)dz le long du chemin joignant les points z; = 0 et

Z=1+1i:
i) suivant une droite,

ii) suivant la parabole y = x2.

Exercice 2. Soient f(z) =22,
Ci={z(nHeC: z(t)=t+1it, te€][0,1]},

et
Co={z(HeC: z(t)=t+it*, tel0,1]}.

Calculer les intégrales: 1) [ f(z)dz, ii) [ f(z)dz.
Ci Co

Exercice 3. Evaluer les intégrales :

i) f z?dz, pour n'importe quel lacet C,
C
ii)fezdz, C={zeC: |z|=1},
C
L. [dz
111)%—, C={zeC: |z-3|=1}.
z
C

Exercice 4. Calculer
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5. TRAVAUX DIRIGES

Exercice 5.

dz ]
7.9’ C=1{zeC: |z|=4},

z—4z+1
11)?( dz, C={zeC: |z|=2},
zZ+1

iii)f il
zZ2+9
C

Calculer les intégrales suivantes :
sinz
i) f—dz, C={zeC: |z|=1},

. Ccosz
11)% 3 dz, C=1{zeC: |z|=
z

dz, C={zeC: |z-2i|=4}).
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Chapitre 5

Séries infinies, séries de Taylor, séries de
Laurent

Ce chapitre traite le développement en série de Laurent en analyse complexe.

1 Séries de fonctions

A partir de la suite de fonctions {u, (z)}, on forme une nouvelle suite {S, (z)} définie
par

S1(2) = wu(2),
S2(2) = w(2)+uz(2),

n
Sn(2d) = w(@D+ux(2)+...+up(2)=)_ ux(2),

k=1

ou S, (z) appelée la nieme somme partielle est la somme des n premiers termes de la suite

{un (2)}.

La suite S; (z2), S2(z),... estreprésentée par :

U () +ux(2)+...= Z U (2),
n=1

o0
appelée série infinie. Si lim S, (z) =S (z), lasérie } u,(z) estdite convergente et S (z) est
n—oo n=1
sa somme, dans le cas contraire la série est dite divergente.
Proposition 5.1 On considere u,=a,+ib,, n=1,2,...outay, etb, sontréels. Une condi-

o0 o0 (e.0)
tion nécessaire et suffisante pour que Y u, converge,estque Y a, et Y b, convergent.
n=1 n=1 n=1

o0
Définition 5.1 [8] Une série ). u, (z) estdite absolument convergente si la série des valeurs
n=1

o0
absolues, Y |u, (z)| converge.
n=1
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o0 (o0}
Proposition 5.2 Si Y |u,(z)| converge, alors ) u,(z) converge. Autrement dit une sé-
n=1 n=1

rie absolument convergente est convergente.

Proposition 5.3 Les sommes, différences et produits de séries absolument convergentes sont
également absolument convergentes.

2 Séries entiéres

Définition 5.2 Une série de la forme
[e.®]
ag+ay (z—z0) ++az (z—z9)* +...= Y an(z—20)", (5.1)
n=0
est appelée série entiere en z — 2.

2.1 Criteres spéciaux de convergence de séries numériques

Théoreme 5.1 [8] (Criteres de Comparaison).

[e,0] [, @]
i)Si Y vyl convergeetsi |uyl <|vyl, alors Y u, convergeabsolument,
n=1 n=1

[e,@] o0 (e 0]
ii) Si ) |vyl diverge et si |v,| < |uyl, alors ) |\u,| diverge, mais ) u, peut

n=1 n=1 n=1
converger ou diverger.

Théoreme 5.2 [8] (Critere de d’Alembert).

Un+1

(0,0
Si lim =L, alors, ) u,, converge (absolument) si L <1 et diverge si L > 1.
n—oo un n=1

Si L=1, on ne peut conclure.

oo
Théoreme 5.3 [8] (Critere de Cauchy). Si nlim Vluyl =L, alors, Y u,, converge (ab-
—00 n=1
solument) siL. < 1 etdivergesiL.>1.Si L=1, on ne peut conclure.

o0
Théoreme 5.4 [8] (Critere de l'intégrale). Si f(x) = O, pour x = a, alors ) f(n)
n=1

M
converge ou diverge selon que 1vl[im [ f (x) dx converge ou diverge.

2.2 Rayon de convergence

Il existe un nombre positif Rtel que (5.1) converge pour |z — zy| <R etdiverge pour |z — zy| >
R, cependant pour |z — zp| =R, elle peut ou non converger.

Géométriquement si C est le cercle de rayon R centré en zj, alors la série (5.1) converge
en tous les points intérieurs a C et diverge en tous les points extérieurs, elle peut ou non
converger sur le cercle C.

Les valeurs spéciales R =0 et R = +o0o correspondent aux cas ot (5.1) converge unique-
ment en z = zp ou converge pour toute valeur (finie) de z. Le nombre R est souvent appelé
le rayon de convergence de (5.1) etle cercle |z — zy| = R est appelé le cercle de convergence.
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3. SERIES DE TAYLOR

o0
Proposition 5.4 On peut obtenir le rayon de convergence de la sérieentiere Y a,(z—z)", par

n=0
critere de d’Alembert: R=1 = lim , ouceluide Cauchy: R= 1_ lim , SI
L™ n—co| @y L n—co {/lay,]

les limites existent.

(o9}
Exemple 5.1 On considere Y z". Ona: a,=1,VYneN. Alors, R= lim

n—oo

an+1

. 1 . .
lim I' =1. Donc, cette série converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1. Pour |z|=1,
n—o0

la série diverge car |z"*| — 1#0, condition nécessaire de convergence n'est pas vérifiée.
n—o0

1

= lim |—
n—oo| —
n+1

18

< . 1 " T
Exemple 5.2 On prend —. Ici: ap=-+,YneN*. Alors, R= lim
n

n—oo

1 An+1

S
1

1.
Cette série converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1. Sur le cercle |z| = 1, la série
converge en certains points et diverge en d'autres points.

Im z

diverge pour |z|>1

converge en certains
pts et diverge en
d'autres pts Pour
lz]=1

T

converge
pour |z|<1

) x® n
FIGURE 5.1 - Rayon de convergence de la série Y. Z-
n=1

Proposition 5.5 Une série entiere peut étre dérivée terme a terme dans tout domaine située
a l'intérieur du cercle de convergence.

Une série entiere peut étre intégré terme a terme sur tout chemin C situé entierement a
Uintérieur du cercle de convergence.

3 Séries de Taylor

3.1 Théoreme de Taylor

Soit f(z) une fonction analytique a l'intérieur d'un lacet C et sur C. Alors,

h? h"
f(zo+h)=f(z0) + hfY (z0) + Ef(m (z0) + ... + ?f(") (2z0) + ... (5.2)
Enposant z=2zy+h, h=z-zy onobtient:

(z— (z—

f(2)=f(z0) + (z— 20) f P (20) + f@( 0) + oot f(”)(z)+ (5.3)

2!
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4. SERIES DE LAURENT

Ceci est appelé le Théoreme de Taylor et la série (5.2) ou (5.3) est appelée série de Taylor
ou développement de Taylor de [ (z9+ h) ou f (2).

Le domaine de convergence de la série (5.3) est défini par |z—zp| <R, lerayonde
convergence R étant égal a la distance de zj a la singularité de f la plus proche.

Sur |z—zy| =R, la série peut ou non converger. Pour |z—zy| >R, la série di-
verge.

Si la singularité la plus proche est a I'infini, le rayon de convergence est infini, i.e. la
série converge quel que soit z.

Si zp=0 dans (5.2) ou (5.3), la série obtenue est souvent appelée série de Maclau-
rin.

Exemple 5.3 On suppose que f(z) = ﬁ est développée en une série de Taylor de centre

zg =2i. Trouver le rayon de convergence R.

La fonction f est analytique partout sauf au point z = 1. Donc le rayon de convergence
est la distance entre 1 et le centre zy = 21,

=|1-2il=V12+22=1/5,

3.2 Séries de Maclaurin de bases

[8] Laliste qui suit contient quelques séries particuliéres avec leurs domaines de conver-
gence :

z? z"
l. ef=14+z+—+..+—+.. l|z|<oo,
2! n!
2. sinz=z-%4+% — . +(-D)"1 2+ |zl<oo
: =T T E T @n—D! T ’
_ ZZ Z4 n—1 z2n72
3. COSZ—1—2—1+4—!—...+(—1) m-i— |Z|<OO,
2 3 n
4. logz=z-%+5 - +(-D"TE 4+ |zl<],
—, 22 _pn-1 2t
5. Arctgz=z—- S+ % —...+(-1) o T lz| <1,
6. t=1+z+2%+..+2"+... lzl<],
1 1
7. Q1+2)P= 1+pz+p(p )2+ +Mz +.. lzl<1.

Si (1+z)P est multiforme, le résultat est valable pour la branche de la fonction qui
prend la valeur 1 pour z =0.

4 Séries de Laurent

4.1 Théoreme de Laurent

[8] Soient C; et Cy deux cercles concentriques, de centre zp et de rayons respectifs Ry
et Ry. On suppose que f est uniforme et analytique sur C; et Cy, et également dans la
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4. SERIES DE LAURENT

couronne D (région annulaire D) limitée par C; et C,.

Soit zp+h unpoint quelconque de D. Alors, on a

a., a., a-
f(z0+h):a0+a1h+a2h2+a3h3+...+71+h—22+h—;’+..., (5.4)

RS fa

=i G da n=em2-L0L2, (e D), (5.5)
— <0
C

an

C; et Cy étant décrits dans le sens positif par rapport a leurs intérieurs et C = C; ou C = Cy.

FIGURE 5.2 — Domaine pour le Théoréme de Laurent

Avec le changement de notation z=zyp+ h, on peut alors écrire :
f@) = ag+ai(z-2z0)+az(z—20)* +az(z—20)° +...

a—1 a-y a-3
+

5.6
z—2z0 (z—z0)% (z2-2)° -0

Ceci est appelé le Théoreme de Laurent et (5.4) ou (5.6) est appelée une série de Laurent
ou un développement de Laurent.
La partie
ap+ a; (z— Z()) + ay (z— Z())2 + ds (z— Z0)3 + ...,

est appelée la partie analytique de la série de Laurent.

Cependant que le reste de la série formé des puissances négatives de z — z,

a1 a-y a-s

> 3 + ...
zZ—2zy9 (z2—2zp) (z— zp)

est appelé la partie principale.

Remarque 5.1 Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de
Taylor.

Exemple 5.4 Déterminer le développement en série de Laurent de la fonction

. ] _1( 11 )
F&=iere 3l@ey @)
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4. SERIES DE LAURENT

dans les domaines suivants :
i)
3 7
D:{ZEC: — < |z| <—},
2 2
ii)
D={zeC: 0<]|z+1|<1}.

i) La fonction f est analytique dans D et sur sa frontiere, car les singularités —1 et —4
sont a l'extérieur D.

Donc, f admet un développement en série de Laurent centré a l'origine zy = 0.
Si lz|>3>1,0na:

TERREE e

z+1 z = 2t z z¢ Z8

Si |z|<%<4, ona:

11
z+4 4

1 1 z zZ°
1+§):ZZ( 4) N 4_1_1_6+64+

n=0 n=0

D'oil, dans la couronne D={zeC: % <|z| < %}, ona:

1 1( 1 1 (-1t (-D"z"
r@ = (z+1)(z+4)_5((z+1)_(z+4))_§,§1 Zn _520 4n+1

1 1 1 ) 1(1 z z° )
———+—+... -—=|-—-—=+—=+..
z2  Z3 34 16 64

ii) Pourtout 0<|z+1|<1, on peutécrire

1
3

! LA ¥ (R S TR IR (20 Kl ol
= - _ — 1 .
z+d 3+z+l 3(1+Z+1) 3%0( 3 ) rg'o g 2D
Pt (D" 1 1 1
= — 1 n— 1 - - 1 _
@)= (z+1)(z+4) n;) gn+1 (z+1) “3z+D 9 27(z+ )

4.2 C(lassification des singularités

Il est possible de classer les singularités d’'une fonction f par '’examen de sa série de
Laurent.

Le point zj est appelé singularité isolée, ou point singulier isolé de f, sila fonction f
est analytique sur un disque pointéde z;, D={z€C: 0<|z—2zyl<r}, r>0.

Poles

Si f alaforme (5.6) dans laquelle la partie principale ne possede qu'un nombre fini de
termes donnés par :

a1 (/) a-s a_n

z—z0 (z—20)> (z—zO)3+"' (z—zo)"’
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4. SERIES DE LAURENT

ol a_,#0, alorsz=zjestappeléun pole d ordre n.

Si n=1, onaaffaireaunpdlesimple. Si z=2z, estunpodlede f, alors, leHZl f(z)=
—<0
Q.

Exemple 5.5 La fonction f(z)= m
et un pole simple au point  z, = —4.

présente un pole simple au point z; = -1,

Singularités apparentes

Siune fonction uniforme f n’'est pas définie en z = zp maissi lim f (z) existe, alors, z=
zZ— 20

zp est appelée une singularité apparente. Dans un pareil cas, on définit f pour z = zj
comme étant égal a lim f(z).
Z— 20

Exemple5.6 Si f(z)= ‘“%, alors, z=0 estunesingularité apparente car f (0) n'est pas
défini mais lirrés'i% =1. Ondéfinit f(0)= lir%“% =1.
z— 7—

On remarque que dans ce cas

sinz 1 { 2 2 7 } 22zt 78

V4 V4

Singularités essentielles

Si f est uniforme, alors toute singularité qui n’est ni un podle ni une singularité appa-
rente est appelée une singularité essentielle. Si z = zy est une singularité essentielle de
f,la partie principale du développement de Laurent posseéde une infinité de terme.

Exemple 5.7 Le développement de et sécrivant

1 1 1

—_—t — ...
z 2z2  31z3 ’

onendéduitque z=0 estunesingularité essentielle.

Singularités a I'infini

En posant z=_ dans f(z), on obtient la fonction f(1)=F(w). Alors, la na-

ture de la singularité a z = oo [le point a I'infini] est définie comme étant la méme que
cellede F(w) en w=0.

Exemple 5.8 Lafonction z— f(z)=2z> aunpéletripleen z=oco, car F(w)=f (%) =

% possede un péle tripleen  =0.

Delamémefacon z— f(z)=e* possedeunesingularitéessentielleen z=oo car F(w)=

1 : iy .
f()=ev aunesingularité essentielleen =0.
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5. TRAVAUX DIRIGES

5 Travaux dirigés

5.1 Exercices résolus

. A : L X (e
Exercice 1. Déterminer le domaine de convergence de la série Z (W
n=1n+

. : (z+2)""! (z+2)" -
Solution. Si u,(z) = —, alors u,41(2) = —————. D'olien excluant la
(n+1)°4n (n+1)°4n+1
valeur z = -2 pour laquelle la série converge, on obtient :

Up+1 (2)
Up (2)

. |z + 2]
lim =
4

n—oo

|z + 2|

La série converge donc (absolument) pour Y <1, ie |z+2|<4.

Le point z=-2 vérifiela condition |z+2|<4.

o lz+2]
Si

fois, on peut voir que dans ce cas

=1, ie. |z+2|=4, lecritere de d’Alembert ne s’applique plus. Toutes-

(z+2)"1 1 _1
(n+1)3%47| (n+1)3%47 " n¥’
+00 +00
et comme Z — converge [série Z —, avec p=3], lasérie considérée converge
n=1 Tl3 n=1 np

absolument.
On en déduit que la série donnée converge (absolument), pour |z +2|<4.

Géométriquement, on obtient ainsi I’ensemble de tous les points intérieurs au cercle
de rayon 4, centré en z=-2 ou situés sur ce cercle; ce cercle est appelé le cercle de
convergence. Le rayon de convergence est égale a 4.

Exercice 2. Déterminer le domaine de convergence des séries :

+00 (_1)n—1 ZZn—l

o)

)

+00
i) ) nlz".
n=1
(_l)n—l Z2n—1 (_1)n22n+1
Solution. i) Si wu,(z)=———, alors u z)=———_ D’ousil’onne
) n(2) Cn_1 n+1 (2) Cnt !
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tient pas compte de la valeur z = 0, valeur pour laquelle la série converge, on a

.| une1(2) . z22@2n-1)!

lim = lim|-——

n—oo| Uy (z) n—oo 2n+1)!
|2%| 2n—-1)!

lim

n—oo(2n+1)(2n) 2n-1)!
: |2%]

lim =

n—oo(2n+1)(2n)

< 1,

pour tout z fini. La série converge donc quel que soit z, ce que I’on traduit en disant la série
converge pour |z| <oco. De facon équivalente, on peut dire que le cercle de convergence
est infini ou que le rayon de convergence R = co.

ii) Si uy,(2) = n'z", alors uu41(2) = (n+ 112"

laquelle la série donnée converge, on a:
(n+1)!z"*!

nlz"

En excluant z = 0, valeur pour

Up+1 (2)
Up (2)

lim = =lim (n+1)|z| =00.
n—oo n—oo

n—oo

La série converge donc seulement pour z =0.

Exercice 3. Soit f(z) =Log(l1+2z), oulon considerelabranche quiprend lavaleur zéro
pour z=0.

i) Développer f(z) ensérie de Taylor auvoisinagede z=0,

ii) Déterminer le domaine de convergence de la série de litem ).

Solution. i) Ona

Log(1+2), f(0)=0, f’(z):iz(uz)‘l, =1,
1+z

f(2

f (2 ~(1+27%, f 0=-1, f (@=20+27°, f 0)=2,

f(l’l+l) (Z) — (_1)71 n| (1 + Z)_(I’H—l)’ f(n+1) (0) — (_l)n n|

Alors,
/ " Z2 n Z3
f(z) = Log(l+2)=fO)+f (0)z+f (0)§+f (0)§+...
z2 Z
= zZ—-—+—-—
3
1
Autre méthode. Si |z| <1, Toz° 1-z+2z>-2z>+... Onobtient alors par intégration
z
entre 0 et z,
Log (1+2) 2+Z3 Z4+
Z2)=z——+———+..
8 2 3 4
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. " ="t . :
ii) Len-ieme termeest u;,(z)=———. D’apres le critere de d’Alembert,
n
. |Uunn1 (@) . | —nz
lim [———|= lim =|z|,
n—oo| u,(z) —ooln+1

et la série converge pour |z| <1. On peut montrer que la série converge pour |z| =1
sauf pour z=—1.

Ce résultat est aussi une conséquence du fait que la série converge dans un cercle qui
s’étend jusqu’a la singularité la plus proche (i.e. z=—1) de f (2).

Exercice 4. Soit [ (z)=sinz.
i) Développer la fonction f en série de Taylor au voisinage de z =7,

ii) Déterminer le domaine de convergence de cette série.

Solution. i)

. ’ " X n
sinz, f (z)=cosz, [ (z)=-sinz, [ (z)=-cosz,

f ()

B =2 B2 )L )2

) N _T[
D’ou avec Zo—Z,

" —_ 2 " —_ 3
f2) = sinz=f(z)+f (20)(z—20)+f (zo)%+f (ZO)%+...

VE VI VA3 VEG-3

2 2 2.2! 2.3!
_ Q{l (Z_g)_(z—%)z_(z—%)er }
2 2! 3l

. T
Autre méthode. Soit u=z- 1 ou z=u-+ %. On a alors,

) . U . L . T 2 .
SINnz sm(u+Z):smucosz+cosusmzz?(smu+cosu).
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ii) La singularité de sinz la plus proche de 7 est a I'infini, la série converge donc pour
toutes les valeurs finies de z, i.e. |z] < co. Ceci peut aussi étre établi par la critere de
d’Alembert.

Exercice 5. Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au
voisinage des singularités indiquées.

2z

i = ; z=1,
i) f(2 N z

" PP
i) f(r)=(z 3)sz+2’ z=-2.

Solution. i) Soit z—1=u. Alors, z=1+u et

2z eZ+2u 2

€ _ _ e_eZu
z-13 w3 ud
&2 Cuw? @u?® @u*?
= -3 1+2u+ + + + ...
u 2! 3! 4!

e? 202 2% 4e®
= S+t +t—+—_—+eu+..
u u u 3

&2 262 &2 4e% 262
3+ 5+ +—+—(-D+..
(z—1) (z—1) (z—1) 3 3

Le point z=1 estun podle d’ordre trois, ou pole triple. La série converge pour toute
valeur de z #1.

ii) Soit z+2=u ou z=u-2. D'ou,

1 1
(z—3)sin (u—5)sin—
z+2 u

( 5){1 1 N 1 }
= U-5){————+———...
u 3lud 5ud
5 1 N 5 N 1 1
u 3w 33 5lut Aud T

5 1 5 1 1
- - + + - -
zZ+2 6(z+2)?2% 6(z+2)3 120z+2)* 24(z+2)°

z=-2 estune singularité essentielle (point singulier essentiel).

5.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1. Trouver la série de Maclaurin de :

i) z—f(g)=¢* ii) z— f(2)=

3

(1-2)
Exercice 2. Etudier la convergence des séries :
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+o0o Lk +00
i) Z 5 ii) Zk'(z—z)k
k=1 k k=1

Exercice 3. Développer Log (%) en série de Taylor au voisinage de z = 0.

Exercice 4. Trouver la série de Taylor et le rayon de convergence de chacune des fonctions
suivantes autour du centre indiqué :

1
z+1

, Zoz—i, ii) Z0=2i.

)
B-2)?°
Exercice 5. Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au
voisinage des singularités indiquées :

) z P z _
D z+Dz+2) °° 2 1 z2(z—3)2 =3

. . 1 .
Exercice 6 . Développer f(z)= ———— ensérie de Laurent valable pour :
(z+1)(z+3)

i) 1<]zl<3, i) O<l|z+1|<?2.

Exercice 7. Analyser quelle type de singularité z = 0 dans les fonctions suivantes :

sinz 1
i) — i) sin-.
z z
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Chapitre 6

Théoreme des résidus et applications

1 Résidus et leurs calculs

Soit f une fonction analytique et uniforme a I'intérieur d'un cercle C et sur C, excepté
au point z = zy centre de C. Alors, f (z) possede un développement en série de Laurent
dans le voisinage de z = zp, donné par :

+00 ) a_ a_,
flz) = Z an,(z—z0)"=ap+ a1 (z—zp) + as (z2—z9)° +... + 5+
n=—o0o z2—20 (z—zp)
(6.1)
ou )
Ly T@ 2 1012, 6.2)
2ni J (z—zp)"*!
C
Dans le cas particulier n=-1, ona:
ff(z) dz=2mnia_;. (6.3)
C

On peut obtenir (6.3) a partir de (6.1), par intégration terme a terme en utilisant le résul-

tat: )
dz { 2ni, p=1,

_ (6.4)
L @=2" | o Lez_qy.

Lintégrale de (6.3) s’exprimant a ’aide du seul coefficient a_; de (6.1).

Définition 6.1 [4, 8] On considere le développement de Laurent de f au voisinage de z
donné par (6.1). On appelle le coefficient a_, le résidu de f (z) en z = zy. On note:

1
Res (f,z0)=a-; = ﬁff(z) dz. (6.5)
C

Pour obtenir le résidu d'une fonction f en z = zy, on pourrait croire d’apres (6.1) a
la nécessité d’écrire le développement de f (z) en série de Laurent dans le voisinage de
z = z¢. En fait, dans quelques cas, il existe des formules simples qui donnent a_.

70



1. RESIDUS ET LEURS CALCULS

1.1 Polesimple

Si z=2zpestun podle simple, le calcul du résidu est particulierement simple

Res (f,20) = a-1 = lim (z-z) f (2). (6.6)
Z—20

z+1

Exemple 6.1 Soit f(Z) = m

Trouver lerésidude f en z=1.

Le point z=1 estun pole simple. On a d’apres (6.6), le résidu en z=1 est

Res (f,1) = lim (z—2z0) f(2)
Z— 20

. z+1

= lim(z-1)————
z—1 (z+2)(z—-1)

z+1

= lim
z—1z+2

i 2

= 3

Remarque 6.1 Si z=2z, estun polesimpleet f (z) se présente sous la forme

P (Z) /
f(2)= @, Q(z0)=0, Q (z0)#0,
alors, P ()
<0
Res | f, =— . (6.7)
(f:20) Q (z0)

1.2 Pole d’ordre k

Dans le cas ou z = zy estun pole d’ordre k = 2, le résidu a-, est donné par la
formule :

1 dk—l %
Res (f,20) = a-) :zh—»nzlo(k—l)! g {(Z—Zo) f(Z)}- (6.8)
Si k=2 (pole double), le résultat est
Res (f,z0)=a —limi{(z—z)zf(z)} (6.9)
y&0) — _1_2_’ZOdZ 0 . .
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2. THEOREME DES RESIDUS

Exemple 6.2 Trouver lerésidude f(z)= ;2, en z=-1.
(z=1(z+ 1)

Le point z=-1, est un pole double. Alors, en utilisant la formule (6.9), on obtient:

d
Res (f,z0) = limE{(z—zo)zf(z)}

Z—20

= lim i{(z+1)2;}
T z—-1dz (z—1) (z+ 1)?

_ nmi{ 2 }
T z5S1dz (2=

-1
lim
z—-1(z—1)2
1

e

1.3 Point singulier essentiel

Si z=2zy estun pointsingulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utili-
sant des développements en série connus :

Exemple6.3 Si f(z)= e_%, alors z =0 est un point singulier essentiel et d’apres le déve-
loppement connu de

" > ul
e“=1+u+—+—+..,
2! 3
avec u=-1i, ontrouve:
1 1 1

b+ ...
z 21z2 31z ’

1
ou l'on voit que le résidu en z =0 étant le coefficientde — savaleurest —1.
z

2 Théoreme des résidus

Soit f une fonction uniforme et analytique a I'intérieur d'un lacet C et sur C, sauf en
un nombre fini de singularités z;, z,.., 2z, intérieuresa C.

Alors le Théoréeme des résidus établit que :

f(@)dz=2mi) Res (f,z). (6.10)
c k=1

i.e. Lintégrale de f (z) le long de C est égale a 2ni fois la somme des résidus de f (z) en
les singularités contenues dans C. Notons que le Théoréeme de Cauchy et les formules
intégrales sont des cas particuliers de ce Théoreme.
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3. APPLICATIONS DES RESIDUS AU CALCUL DES INTEGRALES

C

FIGURE 6.1 — Lacet C contenant un nombre fini de singularités z,, ..., z,

. 22 +1
Exemple 6.4 Calculer 7{ f(2)dz o f(z)=
C

et C lecercle centré a l'origine et
zZ2+1

derayonr, r>1.

La fonction f posséde deux poles simples zy=1 et zp=—i. Alors, enutilisant(6.7),

ona:
3+1 1 1

R )' = :___'_)
es(fri)=—r =315
et 3
N (@7 +1 1 1
Res (f,—l) = Y ——E+l5.

Maintenant, en utilisant la formule (6.10), on aura :

Z2+1 . : . (1 1 1 1 ,
fzz_'_ldz:Zm(Res (f,i) + Res (f,—l))_2ﬂl(—§—l§—5+l§ N

Remarque 6.2 Si 0<r <1, [lintégrale f f(2)dz =0, car la fonction f est analy-
C

tique a l'intérieur de C et sur C.

3 Applications des résidus au calcul des intégrales

3.1 Théoreme particulier utilisé

[4,8] Soientae R* et IR undemicerclecentré al’origine etderayonR. Lorsque
I'on calcule certaines types d’intégrales, il est souvent nécessaire de montrer que f f(2)dz

Iy
tend vers zéro quand R — oo.

—R T

FIGURE 6.2 — [ est un demi cercle centré a I'origine et de rayon R.
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3. APPLICATIONS DES RESIDUS AU CALCUL DES INTEGRALES

On présente le Théoreme fondamental suivant :

M .
Théoréme 6.1 [4, 8] Si |f(2)| < RE R=¢e'", oltk>1et M >0 sontdes constantes,

alors si Iy est le demi-cercle de la FIGURE 6.2, lim f f(2)dz=0.

R—+o00
Ik
3.2 Intégrales de fractions rationnelles
Intégrale de la forme
+00
I= f fx) dx, (6.11)
. P (x) A
ou f(z)= m; P (x) et Q (x) sont des polyndmes tels que deg Q = deg P + 2, et Q ne
X

s’annule pas sur R.

Soit  f(z2) wune fonction complexe analytique dans le demi plan Im z > 0 sauf

en un nombre fini de points singuliers isolés z;, z,...,z;,. On suppose de plus que

M ;
f@)|=<—, R= e'!, ot k>1 et M>0sontdesconstantes.
Rk

Pour calculer I'intégrale I, on considere ¢ f(z)dz, ou Cgr=[-R,Rlu{z€C:|z|=RetImz>0}
Cr
désigne le contour fermé formé dusegment [-R,R] etdudemicercle Iy décritdans

le sens direct, comme dans la FIGURE 6.3.

Im z

FIGURE 6.3 - Cg = [-R,R] U I est un contour

D’apres le Théoreme des résidus,

R
n
jgf(z)dz:ff(x)dx+ f(@)dz=2mni) Res (f,z). (6.12)
E R . k=1

R—+o0

En utilisant le Théoréeme 6.1, on aura lim f f(2)dz=0.

Ix
Finalement, lorsque R — +oo dans (6.12), on obtient :
+00 n
I= | f(x)dx=2ni) Res (f, z). (6.13)
k=1
—00
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3. APPLICATIONS DES RESIDUS AU CALCUL DES INTEGRALES

+00

’ . dx
Exemple 6.5 Déterminer la valeur de 1= f

1+ x2
La fonction f vérifie les hypothéses de l'intégrale de la forme (6.11). Alors, la formule
(6.13) donne:

+oo d
x
I= | ——=2niRes|(f,z1),
f 1+ x? (f,21)
—0o0
out les poles sont zy =1 et zp=—i et seulement le pole simple: z; =i situé dans le
demiplan Imz>0. Alors, un calcul simple du résidu donne :

1 1
Res (f,i)=lim(z—i =lim(z—i)—— =lim =—.
(£:1) z—»i( )1+zz z—»i( )(z+i)(z—i) z—i(z+1) 2i
Par conséquent,
+0o0 d 1
X
I= =2ni Res (f,i)=2ni|—|=m.
f1+x2 (f ) (21’)
—00

3.3 Intégrales de fractions rationnelles trigonométriques

Intégrale de la forme

21
I= f R(cost,sint) dt, (6.14)
0
P(x,
ot R(x,y)= 9 (( y)) ; estune fonction rationnelle de cos ¢ et sin ¢, avec la fonction Q qui
X,y

ne s’annule pas sur C = {(x,y) e R?: x* + y* = 1}.

Pour calculer I'inégrale donnée, on pose: z=e', te[0,2n]. Alors,

-1 -1
. z—2z z+2z L dz
sint= YRR cost= , dz=ie''dr et dt=—

I 2 iz
D’oul'intégrale (6.14), devient

21

. 1 z+z 1 z—z71
fR(cost,smt)dt: f —R , - dz.
0

1 z+z ' z-z71 . P ‘s
En posant f(z) = —R > et en appliquant le Théoreme des résidus, on
iz
aura: .
I=2mi ) Res (f,zx),
k=1
ot zr, k=1,..n, sontlespdlesde lafractionrationnelle f qui appartiennent al'inté-
rieur du cercle |z| = 1.

2
dat
Exemple 6.6 Calculer l'intégrale 1= f -
0 3 +2sint

En posant le changement de variable :

z=e'!, rel0,2n],
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3. APPLICATIONS DES RESIDUS AU CALCUL DES INTEGRALES

on obtient : .
dz=ie'ldt.
Alors,
2m
I_f dt _jg dz _jg 2dz ~ 2dz
~J 242sint (5 pz=zl) 5iz+222-2) 2z+10) (z+2i)
J 3+2sint J lz(2+zzzzl_ ) kA (5iz+222-2) |z|:1( ) ( )

ot les les singularités sont : z) = —% et zp=-2i.

% qui appartient a l'intérieur du cercle |z| = 1.

Donc d’apres le Théoreme des résidus,

21
dt

i
I:f—:ZniRes( ,——):—n,
) >+2sins ! 2} 3

j 2 1
Res (f,—i): lim (z+—) - — = lim -
2)7 oi\" 2] Qa+i)(z+20) T oli(z+20)

Im “

.
N

-2i

2
~3i°

FIGURE 6.4 -Seul z; = %l est a l'intérieur du cercle |z| = 1.

On considere seulement 2z =
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4. TRAVAUX DIRIGES

4 Travaux dirigés

4.1 Exercices résolus
z2+4

Exercice 1. Trouver les polesde —————
Z3+27z%+2z

et déterminer les résidus en ces poles.

Solution. Soit
Z2+4
34222 +2z
Alors, les singularités z;=0, z,=-1-i, z3=-1+1, sontlespolessimplesde f.

f@=

Lerésidude fen z;=0 est

2
z°+4
R ,0)=1i =lim————=2.

Lerésidude fen z,=—-1-1i est

Res (f,-1-i) = lim (z+1+0)f(2)
z——1-i
. . Z2+4
= lim (z+1+1i) ; -
z——1-1i zZ(z+1+1)(z+1-1)
Z2 +4
= lim ———
z——-1-iz(z+1-1)
1(1+3')
= -= 0).
2
Lerésidude fen zz3=—-1+1i est
Res (f,—1+i) = lim (z+1-1i)f(2)
z——1+i
) ) Z2 +4
= lim (z+1-1) - ;
z——1+i zZ(z+1+1)(z+1-1)

Z2+4
m ——0r
z—-1+iz(z+1+1)

- La-si
= —;-3D.

Z2 -2z
(z+1)? (2% +4)

Exercice 2. Trouver les résidusde f(z) = , entous les poles a distance

finie.

Solution . La fonction f possede un pole double en z = -1 et des poles simples en z =
—2i et en z=2i.
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4. TRAVAUX DIRIGES

Lerésiduen z=-1 est

Res (f,-1)

Lerésiduen z=-2i est

Res (f,-2i)

Lerésiduen z=2i est
Res (f,2i)
+00

lm ?d—{(z+ 1)? f (2}

lim i{(z+1)2 2" —2z }
—-ldz (z+1)? (22 +4)
im 42222
z=-1dz | (2?2 +4)

2z°+8z-8

1m —
14

25

limz.{(z+2i)f(z)}
Z——czl

z2 -2z
(z+1)2 (z+2i0) (z—21)

lim
z——2i

}

{(z+2i)

. z2-2z
lim
z—-2i(z+1)%(z—-21)

7—1i
25 °

lim {(z—2i) f (2)}
z—2i

z2 -2z

(z+ 1% (z+20) (z—-2i)

lim
z—2i

}

{(Z—Zi)

z2 -2z

lim
z2—2i(z+ 1)% (2 +2i)

7T+1
25 °

. ) 1
Exercice 3. Evaluer f ——dx.
x4 +1

0

dz
Solution . On considere f a1 ou Cg désigne le contour fermé de la FIGURE 6.5
z

Cr

formé du segment [—R, R] et du demi cercle [ g décrit dans le sens direct.

78



4. TRAVAUX DIRIGES

Imz

Z1
12
Re z
-R = R
C_{R}E[-RRIUI_{R)
Z 24

3

FIGURE 6.5-Cg =[-R,R]U IR.

ix PELS j2x jm
sontzy=e'4, zZx=e"4, Zzg=e 4, zZy=et. Seuls

Les poles simples de
P p A +1

les poles z; et z, sontal’intérieur de Cg. Alors,

1 l'ﬂ . iﬂ 1 . 1
Res ,e't = lim (z—e 4) = lim — =
zt+1 mi Z+1) w4z’

z—e 4

o |
Q

1 j3n . FELS 1 . 1 1 _idn
Res ,e'4 | = lim (z—e 4) = lim —=-e""4%.
zt+1 ami Z+l]  midzd 4

z—e 4
D’ou
f dz__ Zm(Res( %) Res( e’%ﬂ))
zZ4+1 z4 zZ4+1’
Cr
i 1 _jon
= 2mi|—-e "t +—-e "4
V2
= —7I.
2
Par conséquent,
+R
dz 1 dz V2
= dx+f—:—7r. 6.15
fz4+1 fx6+1 z4+1 2 (6.15)
Cr -R I

Sil'on prend la limite des deux membres de (6.15) quand R — +oo et si l’on utilise le fait
que

) Rze”
lim 7] t=0,
R—+oc0 z*+1 R—>+oo elt
Iy
on obtient .
+ +00
, 1 V2
lim = dx=—m.
R—+oo) x%*+1 xt+1 2
—R —00
Donc,
+00
f 1 V2
——dx=—m,
xt4+1 4
0
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4. TRAVAUX DIRIGES

car la fonction est paire.
x4+1
+00 2
. X 7m
Exercice 4 . Montrer que f 5 dx=—.
(x2+1)7 (x2+2x+2) 50

Z2

(22 + 1)2 (22 +2z2+2)
contour C,sont z;=i dordre 2 et z,=-1+1i d ordrel, voirla FIGURE 6.6.

Solution. Onpose: f(z)=

Les poles de f situés a l'intérieur du

Imz

FIGURE 6.6 - Cgr =[-R,R]U I'R.
Alors,

Res (f, i)

. d "2
lZILI}E{(Z—l) f(2)}

2
z
= lim—{ (z—i)*
z—»idz{ (z—i)*(z+0)? (22 +22+2)
-12+9i
100
D’autre part, on a

2

Res (f,-1+i) = lim (z+1-i) =
Z—=l4i (22+1) (z+1-0)(z+1+1)
. z
= lim 5
4 (224 1) (2 + 1+1)
_ 3-4i
25
D’ou
2 (—12+9i 3-4i\ 7
f 5 dz=2mi + =—T.
(22+1)7 (22 +2z+2) 100 25 50
R
Donc,
+R 2 )
f 5 al dx+f 5 £ dz:ln. (6.16)
o (P +1)7 (% 4+ 2+ 2) 7 (22+1)" (22 +22+2) 50
R
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En prenant la limite de (6.16) quand R — +oo et en remarquant que la deuxieme intégrale

tend vers 0, on obtient le résultat demandé.

2n

. B dt
Exercice 5. Evaluer

3-2cost+sint

Solution . Soit z=e!’, Alors,

it 1

ell+e il z4z- )
COSt = = , sint=
2 2
et
27
f dt )
3—2cost+sint
0 |z|=1

|z|=1

|z|=1

2
(1-2i)z%2+6iz—-1-2i

On pose: f(z) =

e Z2—2z
oY = dz=izdt,
i i
dz
iz(s _pzzl —Z—Z’l)
2 2i
2dz

6iz—2i(22+1)+22—1

2dz

(1-20)z2+6iz—1-2i

Les poles de f sont les poles simples

2—1 et zzzz%i. Seul 22:2%" est al'intérieur du cercle |z| =1.
Alors,
2—1 2—1 2
Res (f,—) = lim (z— ) 5 ; - -
5 PR 5 Jz¢(1-2i)+6iz—-2i—1
. 2
= lim - -
Z_,%Zz(l—21)+61
B 1
27
d’apres la regle de 'Hospital.
D’ou
2m
f dt i dz
3—2cost+sint - z4z7l | z—z71
0 I2=1 12(3_2 2t )
. -1
= 2mRes( ,—)
(21
= 21 |—|=m,
21

21 =
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qui est la valeur demandée.

2n
. dt 2
Exercice 6 . Montrer que — =—T.
5—-4sint 3
0
. pll _pmit 5 -1 .
Solution. Onpose z=e''. D oul sint= TR dz=ie'ldt=izdt.
i i
Dongc,
2m
f dt _f dz
5—4sint : z—z71
) | R ERE=
2

—4z24+10iz+4

1l
ﬁ%eﬁ

ou C est le cercle unité centré a I'origine.

2dz

Les pbles de , sont z;=2i et zy=3ii.
P (-422+10iz+4) ! 272
Seul z, est al'intérieur de C, car |z;| < 1.
Alors,
2 i . i 2
Res - ,—| = lim|z—- -
—4z2+10iz+4 2 z—i 2) —4z2+10iz+4
2
= lim———
z—1—8z+10i
B 1
- 3i
D’ol
2 : 2 i (1) 2m
- dz=2ni Res - = =2ni [—]|=—,
—4z%2+10iz+4 —4z2+10iz+4 2 3i) 3
C
qui est la valeur demandée.
271
. cos3t bl
Exercice 7. Montrer que f —dt=—.
5—-4cost 12
0
, pit L o=it  Z4 -1 i3 4 pi3t
Solution. On pose z=e'’. D oll cost= > = cosSt:T:
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4. TRAVAUX DIRIGES

3, -3
+z . '
— dz=ie''dt=izdt etdonc
2n 3, .-3
cos3t 21z
5ot = P
—4cos (= pztz
0 o zz(5 4= )
1 Z2+z73

dz

" 2i) 222—-5z+2
C

1 Z8+1
2iC z3 (222 -5z +2)

dz

1 z2%+1
2i) 23 (z-2)(2z-1)
C

<

ou C est le cercle unité centré a I'origine.
Z2%+1

B(z-2)2z-1)

al'intérieur de C.

Soit  f(z) =

La fonction f a un pole triple en z = 0 et un pole
simple z = %
D’une part, on a

2

. 1d 3
Res (£,0) = lim=——{z"f (2)}
I 1 d? { 3 2P+1 }
= lim- z
=02dz? | 2z3(222-5z+2)
I ldz{ 2P+1 }
= lim-
z—02 dz? (222 -5z +2
21
= 3
D’autre part, on a
1 1
Res |f,=| = lim|z—=|f(2)
2 1" 2
_ ( 1) 2% +1
= lim|z—-- 3
z—1 2)z°(z-2)2z—-1)
1. 25+1 65

—lim—m—=——.
2Z_,%z3 (z—=2) 24

Donc,
1 28+1 21 65| ™

1
——¢ = dz:——.(zni)(———):—,
ZZC z°(z-2)(2z-1) 21 8 24) 12

qui est la valeur demandée.
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4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les poles et les résidus en

ces poles:
2z+1 oo 3z+2 ... 3z-1

i) ——, i) ——, iii .
) z2—z-2 ) z2+4 5z+2

. 22 +5
Exercice 2. Calculer f
J (z+2)3 (22 +4) 22

+00
. dx
Exercice 3. Calculer T
(x2+1) (x%+4)
+00 2
X
Exercice 4 . Montrer que f 5 dx
(x2+1)7 (x2+2x+2)
2m
. cos3t
Exercice 5. Calculer f e —
5+4cost
2m
2

Exercice 6 . Calculer f -
cost+2sint+3

2n
Exercice 7. Montrer que f
0

dt 5
—— =—T.
(5—3sin#)? 32

dz, ouCestlecercle |z—2i|=6.
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Chapitre 7

Fonctions spécilales

Dans ce chapitre, on va s’instéresser aux fonctions d’Euler gamma et béta.

1 Fonction gamma

Lune des fonctions spéciales est la fonction Gamma qui apparait dans divers do-
maines, comme les séries asymptotiques, la théorie des nombres et la théorie du cal-
cul fractionnaire. Dans I’étude de cette fonction, certaines constantes mathématiques cé-
lebres se produisent.

1.1 Définition et propriété
Définition 7.1 [9] Pour x > 0 réel, la fonction Gamma est définie par :

+00
Ix) = f * e tdt. (7.1)
0

Iix)
4

1 | I 1 | |
| | | 1 | |
I | | I | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| I I | I |
| " | | | |
Tl | ] | | ]
| I- | I- | ]
| | | | | |
| | | | | |
| | I i | |
| | | | | |
| | | i | [
| | I | | |

FIGURE 7.1 — Variations de I (x) pourx réel

Lintégrale (7.1) converge pres de t =0, puisque la fonction t*~! est intégrable d’apres
le critere de Riemann, et elle converge aussi pour ¢ — oo, simplement parce que la dé-
croissance de e~ neutralise toute croissance polynomiale.
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1. FONCTION GAMMA

Proposition 7.1 Lafonction x— I'(x), x>0, seprolongecomme fonctionanalytique
dans le demi-plan droit {z€C: Rez> 0}, parlaformule:

+00

F(z):ftz_le_tdt, Rez>0; z=x+1iy. (7.2)

(=]

FIGURE 7.2 — I'(z) pour z complexe

1.2 Prolongement analytique de gamma
Proposition 7.2 Pour toutzeC, telque Rez>0, ona:
I(z+1)=2zI(2), (7.3)

etsi neN*, ona:
I'n+1)=n!, YneN*. (7.4)

Preuve. On peut démontrer (7.3) par une intégration par parties dans le domaine de
convergence {z€C: Rez>0},

+00 +00
Nz + 1):ftze—fdt:[—e—fﬂ]g“’mf t* e ldt=2zI2). (7.5)
0 0
Comme
+00

—t —t]1+00
ra= f etdt=[-e""]," =1,
0
une récurrence instantanée donne /(n+1)=n'm

La relation de réccurence (7.3) permet de définir x — ['(x) pour les valeurs négatives
de x, tel que pour: -1 <x<0,onaura:0< x+1<1.Alors, [(x+1) est bien définie par la
formule (7.1), mais pas ['(x). On peut définir /'(x) par la relation :

o) = I(x+ 1).
X

Ainsipour: - (n+1)<x<-n,neN*, onaura:

B [(x+n+1)
T x(x+1D..(x+n)’

I'(x)
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1. FONCTION GAMMA

Exemple 7.1 Pour x:—g, ona

F( 5)_ N-3+2) Iz 9 1

T T TCINTE

ol —2<-32<-1.

Proposition 7.3 La fonction I'initialement définie dans{z€ C: Rez> 0} s'‘étend en une
fonction analytique au plan complexe C tout entier, dont les seules singularités sont des
poéles simples aux entiers négatifs z=0,-1,-2,-3,..., ouellea pourrésidus:

(_Yl

Res (I',—n) = n')' VneN.

Proposition 7.4 La dérivée de la fonction gamma est

+00

F’(z):fe‘ftz‘lln(t)dr, Rez>0.
0

Ainsi la n-i’eme dérivée de gamma est

+00

ﬂ”)(z):fe‘ftz‘l(lnt)”dt, Re z>0.
0

1.3 Formule des compléments

Proposition 7.5 Formule des Compléments. Soit ze€C, avec 0<Rez<1. Alors,

I'2)I'1-2)=— . (7.6)

sinmz

En faisant z:% dans (7.6), on obtient:
rf-ag
2 2 s1ng
D’ot,
1

F(E):\/ﬁ. (7.7)
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2 Fonction béta
Dans de nombreux cas il est plus commode d’employer la fonction Béta au lieu d'une

certaine combinaison des valeurs de la fonction Gamma.

Définition 7.2 [9] La fonction Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

1
B(z,w):f(l—t)z_l " 'dt, Rez>0, Rew>0. (7.8)
0

Cette fonction admet une autre représentation intégrale

cos** 10cos**710d0, Rez>0, Rew>0.

B(z,w)=2

o\wl:

Proposition 7.6 La relation entre les fonctions Gamma et Beta est donnée par l'expression :
(7.9)

I (2)](w)
B(z,w)z=———=B(w,z), Rez>0, Rew>0.
I(z+w)

3 Surface dela sphére dans R

[1] Il s’agit ici de présenter une application importante de la fonction /' (et/ou B) en
mécanique quantique. La surface de la sphére dans I'espace a D dimensions R®. Pour
montrer comment le calcul fonctionne et I'articulation des idées, commencons par traiter

lecas D=3.

e rdf

— X N .
e rdf rcos 0 dp = r- cos 0dOd¢

/~ /\T

// -
| //4/0 |

*M

\ ////Kx, r cos 0d¢
xTr ////

Y

\
rcos 0

FIGURE 7.3 — Utilisation de coordonnées polaires sphériques pour calculer la surface de la sphere
Compte tenu de la formule (7.6), et en faisant le changement de variable = y2, on

aura: o e
I'(z) dgfftz_le_tdtzzfyzz_le_yzdy, Re z > 0. (7.10)
0 0
On part de la relation (7.10), écrite pour z= %,
+00 +00
F(%):Zfe‘yzdy:fe_yzdy,
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3. SURFACE DE LA SPHERE DANS RP

ce qui permet d’écrire :
e 3 s 2 _72 . 3
FE =11 eyidyiffe dar’, (7.11)
i=1
—00 R3

ol on a bien pris soin de distinguer les variables muettes d’'intégration pour écrire le cube
de l'intégrale. Passant en cordonnées polaires sphériques pour effectuer I'intégration,

x=rcosdsind, y=rsindsin®, z=rcosH, drgzrzdrsinﬂdﬂdq),

on aura:

+00 21 +00

3 L
[F(%)] = / e_’zrzdrfsinedefdtbif e rldr f ds, (7.12)
0 0 0

0 sphere unité

ot dS notel’élément de surface de la sphere de rayon unité.

de

dé

FIGURE 7.4 — Angle solide dans R3

En notant (2p la surface de cette sphére (c’est la valeur de I'angle solide dans RP), il

vient donc
neE o 1 (3
[F(—)] :fe_r rzdrﬁgz—F(—)Qg, (7.13)
2 2 \2
otion autilisé (7.10) avec z=3, d'ol
3
[1(3

(7.14)

) %F(?) ZF[(F()l]) f?é))] - [rfg)] on

Onretrouve ainsilasurface Sz delasphérederayonRdansR3, égalea 4nR3™! =4nR2,
Le calcul se généralise sans peine a D quelconque. On écrit maintenant comme en

R P

D

:fe_(y%+y§+"'+y12))dy1 dys. ...dyp, (7.15)
D
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3. SURFACE DE LA SPHERE DANS RP

de sorte que (7.13) devient :

+00 D
1\1P ) 1 (D 2[1(3)]
=l = | e rPldrn :—F(—)Q o p=——%—, 7.16
[(2) fer A F) e A ) (710
2
d’ou
T2 2m D-1
2p=2—=+, Sp=—5R~ (7.17)
D D
r'(3) r(3)
En particulier: S;=2R, S,=2nR, 83:4HR2, S4:2n2R3, S5:§n2R4,...
Enfaisant R=1 dans cesformules, on obtient!’angle solide {?p, D=,1,2,3,..., pour

les dimensions d’espace “ordinaire”. Notons que I'expression de ces éléments géomé-
triques a I'aide de fonctions définies pour D quelconque (réel, pas forcément entier po-
sitif, et méme complexe) permet de traiter des problémes en dimension quelconque, pas
forcément entiere (ce que font parfois les physiciens, exemple : phénomenes critiques).
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4 Travaux dirigés

4.1 Exercices résolus

Exercice 1. La fonction Gamma est définie par :

+00
F(x):ftx_le_tdt, x>0.
0

i) Pourtout xeR}, exprimer ['(x+1) enfonctionde x et I'(x).

ii) Endéduire, pourtout xeR} et neN* uneexpressionde ['(x+n),
enfonctionde x, n et ['(x), ainsiquelavaleurde ['(n)pourtout neN*.

Solution. i) Soit xeR}. Oncommence par remarquer que pour tout x e R}, x+1€
R%. Dongc, une intégration par parties donne

+00 +00
F(x+1):ftxe‘tdt:[—e‘ftx]g"%xf t*le7ldr,
0 0

d’ ol
Ix+1D)=xI(x).

ii) Pour xeR}, onmontre parrécurrence que la propriété P(n) ci-dessous est
vraie pour tout neN*,

n-1
P(n): I'x+m)=I) ][] x+k).
k=0

Pour n=1, onadéjamontrédansl’item (i) que:

1-1
Ix+D)=xI'x) =T [] x+k).
k=0

Sil’on supposons que :
n-1
Ix+n)=I ][] x+k), (7.18)
k=0
alors,
I'x+n+1)=x+n)l(x+n).

En utilisant la formule (7.18), on aura:

Ix+n+1) (x+n)lx+n)

n-1
x+m) I [] (x+k
k=0

n
I'o[]@x+k).
k=0
Doty, la propriété P (n) est vérifiée a tout ordre n € N*.

91



4. TRAVAUX DIRIGES

Par récurrence, on a donc montré que

n—1
VxeR;, VYneN*, Ix+n)=I'[]&+k.
k=0

Ainsi, le calcul direct
+00

ra)= f e ldt=[-e"];7=1,
0

et 'application de la formule ['(x+1)=xI'(x) fournissent par une récurrence immeé-
diate la valeur de I (n) pour tout entier n non nul :

VneN*, I'n)=mn-1)!

+00 +00
. . . . 2 4
Exercice 2. Montrer I'existence des deux intégrales [ e *'dx, [ e dx etlesex-
0 0

primer a I'aide de .

. . _ 42 _ 44
Solution. Lesfonctions t—e " et t—e !

majorées sur (1,+oo) par e~ qui est intégrable.

sont continuessur R;, positives et

t? -t

Les fonctions t—e et t—e sont donc intégrables sur R.

2

Les changements de variable: u=t* et u= t* donnent, respectivement,

+00 +00 +00 +00

1 1
fe_tzdtzafe_”u_%dt et fe_ﬂdtzzfe_”u_%dt.

+oo
Exercice 3. Calculer I'(). Endéduire [ e * dx.
—00

Solution. Ona: . .
[F(l)]MB(H)
2 ' 2 2

Par définition,

B(l 1)—f1(1 072 5dt (7.19)
2’2 _0 : :

2

On effectue le changement de variable #=x“ dans (7.19) etl’on obtient:

1
B(l 1)—2f dx =2arcsinl =7
2’2) ") -2 -

0
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d’ ou
1 +00
1
F(z):fﬁe‘tdt:\/ﬁ
0
On remarque que
+00 +00 +00
ft_%e_[dtzzfe_x2dx:fe_x2dx,
0 0 —00
donc
+00
fe_xzdx:\/ﬁ.
—Oo0

Exercice 4. La fonction Béta d'Euler est définie par:

1
B(x,y):f(l—t)x_lty_ldt, x>0, y>0.
0

Montrer que pour tousréels x>0 et y>0, B(x,y)=B(yx).

Solution. Soient x>0 et y>0. Alors,

1
B(x,y):f(l—t)x'lty'ldt, x>0, y>0.
0

Il suffit de prendre comme changement de variable: wu=1-¢. D'ou du=-dt. Donc

0 1
B(x»y)=—fux_1 (1—u)y—ldu:f(l—u)y‘lux‘ldu:B(y,x).
1 0

Exercice 5. Vérifier que, pourtout x,y: x>0, y>0, ona:

i) B(x+1,y):xTxyB(x,y),

1
i) B(1l,y)=-.
(Ly) 5

Solution. i) Soient x>0 et y>0. Alors,

I'x+1)I(y)

B 1,y)=—/——"""—"=.
(x+1.7) I(x+1+y)

Puisque
Fx+D=xI"(x) et Ix+1+y)=(x+y)(x+y),
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on obtient :

r nr I'x) I’
B(x+1,y)= GrDI) *TWIG) )B(x,y),

Ix+1+y) (x+y)[(x+y) (x+y
d’ou le résultat.
ii) Soit y>0. Enutilisantla propriété ['(1+y)=yI'(y), onaura:

rary) Iy 1
BL.y)= ri+y) yI(y) v

4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1. En utilisant la formule des compléments, calculer F(

+00 2
%) En déduire of e Y dx.

Exercice 2. Montrer que :

1) ~1.35...2n-1) VT

_1\non
VneN, F(n+5 1) (D"2"ym

= et F(—n+— =0
2n 2} 135..2n-1)

Exercice 3. Montrer en utilisant un changement de variable adéquat que :

B(x,y)=2 | cos® '0cos*’"10d0, x>0, y>0.

O\;mm

Exercice4. i) Montrerque xB(x,y+1)=yB(x+1,y), x>0, y>0,

.s Ly n-—1
ii) Endéduireque B(x,n)=——B(x+1,n—-1), x>0, n—-1>0.
X

Exercice 5. Vérifier que pour tousréels x>0 et y>0, ona:

X
i) B(x+1,y):xTyB(x,y),

ii) B(l,y):i
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