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INTRODUCTION

Des systemes implicites parfois dits singuliers notés Ex (t) = Az (t)+ Bu (t) peuvent étre uti-
lisés pour décrire beacoup de systémes dynamiques comme les installations électriques,
les systémes biologiques et économiques ; on les retrouve de méme en robotique, dans les
systémes interconnectés et les réseaux. Donc beaucoup de problémes de contréle pour
des systemes implicites ont été bien développés pendant plusieurs décennies. Parmi ces
problémes sont ’analyse de stabilité et la stabilisation, le probléme de valeurs propres

la robustesse etc... Nombreux problémes demeurent encore & développer.

Le principe de positivité réelle notée PR et négativité imaginaire notée NI de systémes dyna-
miques est fondamental dans la théorie de controle et a trouvé beaucoup de demandes
et d’applications dans des problémes de controle comme 'analyse de circuits (ot on

parle de méme de la dissipation d’énergie), le controle adaptif et la stabilité.

Dans ce mémoire nous allons nous intéressé a la classe de systémes implicites ou non pour
tester la PR et la NI a travers des conditions algébriques. Des caractérisations LMI
pour garantir la stabilité seront développées; pour ce faire, nous nous basons sur les

références suiantes [5], [2].

Le chapitre 1 est consacré aux notions de bases et les préliminaires tout en introduisant le

formalisme LMI.
Les systémes singuliers on pris leur part dans le chapitre 2

Dans le chapitre suivant nous étudions la positivité réelle pour la classe des systémes singu-

liers tout en caractérisant des condition sous forme LMI.

Le chapitre 4 sera consacré & la négativité imaginaire pour de méme donner des condition

LMI.

Le dernier chapitre fera I'objet d’extention des résultats des chapitres (3) et (4) a la classe

des systéme de type lyapunov.




Chapitre 1

Notions de bases et préliminaires

1.1 Les systémes linéaires en temps continu et en temps
discret :

1.1.1 Notion de systéme

Un systéme, combinaison d’éléments interconnectés entre eux, est constitué naturellement ou
artificiellement afin d’accomplir une tache prédéfinie. Son état est affecté par une ou plusieurs
variables, dites les entrées du systéme. Le résultat de ’action des entrées est la réponse du

systéme qui peut étre caractérisée par le comportement d’une ou plusieurs variables de sorties.

1.1.2 Systémes Linéaires Invariants

Définition 1.1.1 On appelle systéme linéaire invariant, un systéme dont le comportement

dans le temps, peut-étre décrit par une équation différentielle linéaire & coefficients constants.

Remarque 1.1.1 Un processus transformant un signal d’entrée en un signal de sortie (si-
gnaux électriques par exemple) est appelé systéme invariant (ou stationnaire) lorsqu’une
translation du temps appliquée a [’entrée se retrouve a la sortie. Dans ce sens, la sortie

ne dépend pas explicitement du temps.

1.1.3 Trajectoire d’états et réponse des systémes en temps continu :

Nous rappelons brievement dans cette section ’expression des trajectoires d’état et des ré-

ponses des systémes linéaires en temps continu.
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Considérons le systéme linéaire standard en temps invariant suivant,

{ i (t) = Az (t) + Bu(t) (1.1.1)

y(t) = Cx (t) + Du(t)
ou, x (t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le
vecteur de sortie et A, B, C, D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Pour tout £ > t,

A est appeleé la matrice d’évolution

B est appeleé la matrice de controle

C est appeleé la matrice de sortie

D est appeleé la matrice de transmission,
nous obtenons,

Trajectoire d’état :

t
z(t) = et gy 4 /eA(t_tO_T)Bu (r)dr
to

Réponse du systéme :

t
y (t) = Celt=0) gy 4 C’/GA(ttOT)Bu (1)dt + Du (t)

to
1.1.4 Trajectoire d’état et réponse des systémes en temps discret :

Considérons le systéme linéaire suivant,

Tl = AZL‘k + Buk
k>0 1.1.2
{ Y = Cl’k + Duk - ( )
Trajectoire d’état :
k—1
x, = Afzo + ZA’C_(Z“)BW k>0
i=0

Réponse du systéme :
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k—1
yp = CAFzo + C Y AU Bu; + Duy,
1=0

1.1.5 Critéres de commandabilité (controlabilité)

Définition 1.1.2 Un systéme de type (1.1.1]) est controlable s’il existe un controle u (t) pour

t € [o,T] transférant ’état du systéme d’un état initial vers une cible finale x¢ i.e
JueR™ /x (T,xo,u) =x5 Vo, VryeR"

Définition 1.1.3 Le systéme (1.1.1)) ou la paire (A, B) est complétement controlable si tous

les états sont controlable.

La commandabilité est une propriété caractéristique du couplage entre I’entrée et la sortie
du systéme et fera donc intervenir les matrices A et B : Kalman a proposé un critére simple

construit a partir de ces deux matrices. Nous le résumons dans le théoréeme suivant
Théoréme 1.1.1 (Critére de Kalman) Un systéme LTI d’équation dynamique d’état,
z(t) = Az (t) + Bu (t)

ou, A € R™" B € R"™™ est commandable si et seulment si la matrice de commandabilité,

C est de rang plein i.e ,
rang (C) =rang ([B AB------ A"'B]) =n
On illustre cela par Uexemple d’application suivant,

Exemple 1.1.1 Soit le sysyéme de bacs modélisé par :

noter que physiquement, le systéme n’est pas controlable car, il est clair que le niveau du bac

2 ne peut étre modifié par la commande u.
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dho ho
“ax T PR
dhl h2 hl
T A A

En choisissant (z1,x2) = (h1,hs) et Ry =1, ¢; = ¢o = 1, on obtient
{@@)]—{o 1}{xﬂﬂ Tlo)u®
On peut alors calculer, rang (C') = rang ([B AB]) = rang < (13 _01 > = 1. Cela implique

que le systéme n’est pas complétement commandable.
Théoréme 1.1.2 (Test Popov-Belevitch-Hautus)

La paire (A, B) est commandable si et seulment si la matrice complexe n x (n 4+ m) :

M —A B

est de rang égal a n pour toute valeur propre A de A.

1.1.6 Critére d’observabilité

Une caractéristique structurelle complémentaire de la controlabilité peut étre définie. Elle
correspond & la capacité pour un systéme de connaitre ’historique d’un état internne a
partir de la seule connaissance de variables de sorties mesurées. Il s’agit de ’'observabilité.
Un critére de Kalman existe également pour la notion d’observabilité et fait intervenir

la matrice dynamique A et la matrice de sortie C.

Théoréme 1.1.3 (Critére de Kalman) Un systéme LTI d’équations dynamique et de me-

sures,

y(t)=Cx (1)

ou, A € R (' € RP*" est observable si et seulment si la matrice d’observabilité noteé, O

{ z(t) = Az (t) + Bu (t)

est de rang n,
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C

CA
rang (O) = rang

I
3

CAn—l
De méme que pour la commandabilité, un critére d’observabilité équivalent au critére

de Kalman quoique moins facile & manipuler est donné par le test Popov-Belevitch-Hautus

(PBH).
Théoréme 1.1.4 (Test PBH) La paire (A,C) est observable si et seulment si la matrice

e

est de rang égal a n pour toute valeur propre A de A.

complexe (n +p) X n :

Remarque 1.1.2 I existe de nombreux critéres pour tester si oui ou non un systéme est

controlable ou observable, autres que les tests cités plus haut.

1.1.7 Reéalisation minimale

On appelle réalisation d’une matrice de transfert donnée G (p) € CP*™, toute représentation

d’état LTI (A, B, C, D) telle que :
Gp)=C(pl—A)""B+D

La réalisation (A, B, C, D) est minimale (irréductible) si et seulement si, elle est commandable

et observable. Dans ce cas, on utilise la notation :

G(p) = C D

A B]'

1.1.8 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équations

et les systémes différentiels linéaires en temps continu.

Définition 1.1.4 Une fonction est dite Causale, si elle est nulle pour t < 0.
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Définition 1.1.5 Soit f une fonction du temps t et causale, sa transformée de Laplace notée

F (p) est donnée par,

+o0
L@ =F )= [ o).
0
ol p est a priori un nombre complexe.

1.1.9 Conditions suffisantes d’existence

Nous allons maintenant donner une condition sur f (¢) qui garantisse ’existence de

+oo
f(t).e Pdt.
0

Théoréme 1.1.5 Si f (t) est continue par morceauz sur tout intervalle fini [0,a] , a >0,
et est de lordre de e quand t — +oo , la transformée de Laplace L(f(t)) existe pour tout

Re(p) > 0.

La démonstration découle directement de la définition de la transformée de Laplace et d’'une

fonction d’ordre exponnentiel.
Propriétés

Quelques propriétés seront citeés. Pour plus d’information on se réfere a [7], [11].
Pour tout «, f € R et pour f, g deux fonctions causales, nous décrivons les propriétés impor-

tantes et utiles pour répondre a certains problémes de résolution,
1. Linéarité :
Llaf (t) + Bg ()] = aF (p) + BG (p)

2. Dérivation :
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3. Intégration :

4. Convolution :

1.1.10 Transformée inverse de Laplace

La transformée inverse de Laplace notée f (t) dite aussi originale d’une fonction F' (p) est

définie par,
+oo

/ F (p) .edp,

0

1

LT F(p)]=f(t) = Py

ol, le chemin d’intégration peut étre choisi quelconque dans le plan complexe & condition de

rester dans le domaine de convergence de F (p) .

1.1.11 La Z-transformée

La Z-transformée est aussi un outil important et trés puissant pour résoudre les équations et

les systémes différentielles linéaires mais en temps discret.

Définition 1.1.6 La transformée en Z d’une séquence x (n) est définie comme la série X (z),

calculée comme suit,

X (2) = Zx (n)z7",

ol, 2z est une variable complexe. On appelle encore ’équation, la transformée directe
car c’est la relation qui permet d’obtenir X (z) a partir de x (n).
Cette transformation est qualifiée de bilatérale par opposition a unilatérale.

La transformée en Z unilatérale est définie par X, (2), calculée comme suit,

X, (2)= Zaz (n)z7".

Remarque 1.1.3 Dans le cas de séquences causales, ces deux transformations sont les mémes.

Toute transformée en Z doit étre accompagnée de la région pour laquelle elle converge.
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Propriétés

Quelques propriétés importantes seront cependant données,

pour tout o, 5 € R et 1 (n), z2 (n) deux séquences, nous avons,
1. Linéarité : si

z(n) = azxy (n) + Bz (n),

alors,
+oo +oo +oo
X(z) = Z z(n)z™" = Z axy(n)z™" + Z Pxg(n)z™"

= aXj(2)+ X2 (2).

2. Dérivation : comme,

X (2) = Z x(n)z ",
on a aussi )
dX =
diZ) — n;w (—=n)z (n) 2",
et donc,
dXx -
—z diZ) = n_z_oona: (n)z"
De ce fait, il apparait que —z%ﬁz) est la transformée de nz (n) .

3. Convolution :
Cette propriété est une des plus importantes et justifie a elle seule 'usage qui est fait
de la transformée en Z pour étudier les systémes linéaires permanents en temps discret.

Si y (n) est obtenue par convolution de z (n) et g (n), on a que :

y(n)= Y na(m)g(n—m),
donc, )
v = Y gmem= 3 Y amgn—m) =
= [ Z x (m) zm] [Z g(n—m)z"(n=m
=X (2)G(2).
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1.1.12 Z-Transformée inverse

Pour inverser une transformée en Z, on peut s’aider utilement du théoréeme de Cauchy qui

1 -1, 1 pour [ =0
%%Z dz = { 0 ailleurs
r

ol, [ est un contour qui entoure 1’origine du plan complexe et parcouru dans le sens anti

établie que :

horlogique.
En reprenant la définition de la transformée en Z en multipliant les deux membres par 2!~ et

on intégre le long d’un contour entourant ’origine et appartenant au domaine de convergence,

“+oo
fX l 1dz_f Z —n-‘rl—ldz

n=—oo

on trouve :

ou, I'inversion de 'intégrale de la somme est licite compte tenu du fait que I’on opére dans
la zone de convergence de la transformée.

En utilisant le théoréme de Cauchy, on a finalement,

+oo
]{ Z —n+i— 1dz
27r]

1.2 Matrice et Fonction de transfert pour les systémes
LTI

Matrice de transfert

Soit le systéme multivariable dont le modeéle d’état est donné ci-dessous.

ouxr € R",ueR"etyecRP.
Du fait de la linéarité de 'opérateur de Laplace, il est possible de ’appliquer aux équations

ci-dessus,
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pX (p) — 20 = AX (p) + BU (p)

Y (p) =CX (p) + DU (p)

out X(p) = Lz(t)], U(p) = Lu(t)] et Y(p) = L[y(t)]. En résolvant les équations par
rapport a Y (p), il vient :

Y (p) = C (pI — A~ (BU (p) + x) + DU (p)

Pour des conditions initiales nulles, o = 0, on obtient la relation entrées-sorties :

Y(p)=[C(pI—A)T"'B+D|U(p)=GCG(p)U(p).

La matrice G (p) € CP*™ est appelée matrice de transfert liant Uentrée U (p) a la sortie Y (p) .

Remarque 1.2.1 -La notion de matrice de transfert n’est définie que pour des conditions

initiales nulles.

- Le concept de matrice de transfert permet de représenter le comportement dynamique
du systéme de maniére algébrique.

- La matrice de transfert est une caractéristique du systéme indépendante de ’amplitude
et de la nature de ’entrée du systéme.

- C’est un modele entrée-sortie qui ne contient aucune information sur la structure

physique du systéme.
Fonction de transfert

Soit un systéme LTI mono-entrée, u (), mono-sortie, y (t). Il peut alors étre décrit par

I’équation différentielle & coefficients constants

any™ (1) 4 - + a1y 4 agy (t) = bpu™ (t) + - - - + by (t) + bou (t)
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Si les conditions initiales sur ’entrée et la sortie sont nulles :

w(0) = w(0)=---=u™V(0)=0

y(0) = §(0) ==y D) =0

et si la transformée de Laplace est appliquée aux entrées et aux sorties, on obtient,

lanp™ + - 4+ aip+ aol Y (p) = [bmp™ 4+ -+ - + bip + bo] U (p)

Sous ’hypothése des conditions initiales nulles, le rapport entre la transformée de Laplace
du signal de sortie et la transformée de Laplace du signal d’entrée d’un systeme LTT est la

fonction de transfert de ce systéme.

Y (p)  bpup™ 4+ bip+bo
U(p) app™+ -+ ap+ ao

1.3 Les formulations IMLs

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en anglais)
est maintenant couramment employé dans la littérature liée a ’analyse ou a la commande
des systémes.

Nous rappelons néanmoins quelques notions IMLs,nous nous basons sur les références sui-

vantes [4], [1].
Définition 1.3.1 Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une expression de la forme
F(x)=F+)Y xF; >0 (1.3.1)
i=1

ot x = (x;),i=1---m est un vecteur de nombres réels (variables de décisions) et (F;),i =

0---m, sont des matrices réelles symétriques i.e F; = F,) € R™" i =0---m.

Remarque 1.3.1 L’inégalité ” > 7 dans (1.3.1) signifie "’définie positive"’ c’est a dire
u' F(x)u > 0 pour tout u € R™ u # 0 ce qui est équivalent & ce que la plus petite va-

leur propre de F (x) est positive.
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Définition 1.3.2 Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une inégalité
F(z)>0 (1.3.2)
ou F' est une fonction affine d’un espace vectoriel de dimension fini V' vers un ensemble

S"i={M/M=M" e R""} (1.3.3)

n>0

de matrices réelles symétriques.

Remarque 1.3.2 1. Le terme inéqgalité matricielle linéaire est utilisée dans la littérature
sur les systémes et controle, mais la terminologie n’est pas consistante avec [’expression
F(z) > 0 que F n’est pas une fonction linéaire. Le terme inégalité matricielle affine

peut mieux correspondre & la formulation.

2. Les inégalités matricielles F'(x) < 0 et F(x) < G(x) ou F,G étant des fonctions

affines, sont des cas particuliers de ([1.3.1)) puisqu’elles peuvent étre reformulées sous la

forme IML :

—F(z) > 0
F(x)—G(x) > 0
On écrit toujours une IML sous la forme F (x) < 0 avec F' : R™ — S™une fonction

affine. L’objectif est de trouver x € R™ satisfaisant l'inégalité. Ce choix de x est appelé

probléme de faisabilité.

1.3.1 Problémes IML standard

1. Probléme de faisabilité

Le probleme de faisabilité est basé sur les notions de dualité et d’optimalité en optimi-

sation convexe . Il consiste a

trouver x € R™,
tel que F (z) >0

ou bien prouver qu’il n’en existe pas.
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2. Probléme de programmation semi-définie

Un probléme de Programmation Semi-Définie (SDP) est un probléme d’optimisation

qui s’écrit
minimiser c'x
sous la contrainte  F (x) >0
ol ¢ € R™ est un vecteur définissant I’'objectif du probléme. Si une formulation SDP est
obtenue pour un probléme donné, alors nous pouvons considérer ce probléme comme

"résolu" si on démontre qu’il est faisable.

1.3.2 Complément de Schur

Il s’agit d’un résultat préliminaire qui permettra dans ce qui suit, de simplifier des expressions

matricielles.

Lemme 1.3.1 L’IML

STR>O

o, Q = Q" et R = R" est équivalente ¢ R > 0, Q@ — SR™'ST > 0, ou encore Q > 0,
R—SQ71'ST >0

kY

Preuve. La preuve se fait facilement en multipliant la premier équation de systéme &
1
R1ST

. 0 . .
droite par, [ _ R } et & gauche par la transposée de cette derniére matrice. On
obtient alors,

. —1aT
[Q SRST 0] _

0 R

1.3.3 Propriétés

Intersection
Si

G(z) > 0

H(x) > 0
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sont deux IMLs, alors,

est une IML.

On peut de méme dire qu’un systéme de plusieurs IMLs est un ensemble fini d’IMLs

Fi(z) 0 - 0
F(z) = 0 0 >0 (1.3.4)
0 o 0 F(x)

I'inégalité a un sens puisque F' () est symétrique.

L’ensemble des valeurs propres de F' () est simplement 'union de toutes les valeurs propres
de F;(z),i=1,k,

Tout x vérifiant I'inégalité

F(x)>0
satisfait aussi le systéme d’IMLs (1) et vice versa.
Mise a échelle

Pour > 0, on a G (z) > 0.

Pour terminer, on montre quelques applications de cette rubrique.

Exemple 1.3.1 (Stabilité de Lyapunov)

Les IMLs ne se présentent pas directement sous la forme de linégalité présentée ci-dessus.
Prenons un exemple classique de l’automatique : la stabilité de Lyapunov pour un systéme
linéaire,

T = Ax

Il s’agit de trouwver une matrice réelle P = P' > 0 de méme dimensions que A telle que

ATP+PA<O.
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Considérons a titre d’exemple, le cas ot A est une matrice 2 X 2.
A — { a; asg ]
as ag
La matrice P dépend alors de trois parameétres x;, » = 1, 2, 3 et peut s’écrire
nE
T3 T4
La condition de positivité de P s’écrit,

2@1 ag ao +az a;+ ay 0 as
xl[ as 0 }+x3{a1+a4 as + as T <0



Chapitre 2

Systémes Linéaires Singuliers

2.1 Systémes Linéaires Singuliers & Temps Continu

La classe des systémes singuliers est d’un grand intérét pour modéliser de nombreux pro-
cédés pratique comme leurs homologues les systémes standards. Notons que ces derniers se
rencontrent dans I’étude des systémes interconnectés, les réseaux électriques, et en robotique.

Considérons le systéme linéaire continu suivant,

{ Ez (t) = Az (t) + Bu (t) (2.1.1)

y(t) =Cx(t) + Du(t)
ou, x (t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le
vecteur de sortie et F/, A, B, C, D sont des matrices réelles de dimensions appropriées. E est

généralement non inversible.
Définition 2.1.1 Le systéme est dit singulier si det E = 0.

-Dans le cas contraire, c’est a dire si det F/ # 0 il est dit standard.

-Si E = I, le systéme est aussi appelé standard (ou explicite).
Définition 2.1.2 Le systéme est dit réqulier si et seulement si
det (E's — A) # 0,

pour un certain s € C.
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Remarque 2.1.1 Si det E # 0, alors en multipliant la premiére équation du systéme par

E~L, on obtient le systéme suivant,

{ 1 (t)=E 1Az (t) + E~'Bu(t)
y(t) = Cx (t) + Du(t)

qui est un systéme explicite.
Pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que det (Es — A) # 0 pour un

certain s € C. Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de

Laurent.

(sE—A) ' =s5"" Z b5
i=—p
ou, u est appelée indice de nilpotence du faisceau (sE — A) et ¢, est appelée la matrice

fondamentale du systéme.
Remarque 2.1.2 1. Si F = 1,, alors
¢, = 0,pour 1 <0,

¢; = A pour i>0

2. Si E est inversible,on en déduit alors,
“+o0o

Z (E’lA)i st

=0

(sE—A)'=(I—(sEA) B = Els

¢, =0, pour i <0,
¢g=E"' ¢y = (ETTA) B!
¢y = E7'A¢, = (E71A)" B!

¢, = (E"YA) ¢, , = (E~TA) E*, pouri > 0.

2.1.1 Trajectoire d’état de systémes singuliers en temps continu :

La solution x (t) du systéme singulier avec la condition initiale z (ty) = x¢ et le controle u est

donnée par :

t

"

(1) = ePoAt—t0) By 4 / e g Bu (t)dr + > ¢ ( BulY ¢ Eay 5(j_1))
to 7=1

() = ‘5;?,3':17 =1

ol u
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2.1.2 Fonction de transfert pour un systéme singulier

Considérons un systéme linéaire & temps-invariant & une seule entrée et une seule sortie

(SISO) donnée par :

y(t)=clo(t)+du(t) (2.1.2)

o, A, E € RV b,c € R™! et d € R.

{ Ex (t) = Az (t) + bu (t)

La terminologie temps-invariant est utilisé pour indiquer que le temps ne parait pas comme
une variable indépendante.

la premiére relation dans est un systéme a différentielle ordinaire si F est non singulier
et un systéme d’équations algébriques différentielles si E est singulier.

Définissons X (s) comme transformée de Laplace de x ().

—+00

X(s)=L[z(t)] = /x (t) e *dt

et prenant la transformée de Laplace de (2.1.2) avec des conditions initiales nulles, on obtient

alors
d’ou

ou, h (s) est la fonction de transfert de la forme

h(s)=c' (sE—A)"b+d (2.1.3)

Si E = I dans (2.1.3), h (s) est appelée une fonction du transfert standard.

2.2 Systémes Linéaires Singuliers 4 Temps discret

Dans cette section, nous considérons les systémes linéaires singuliers discret en temps
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invariant.

Soit alors le systéme linéaire singulier en temps discret suivant,

E.?Jzurl = A.??z + BUZ

ol, x; € R™ est un vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée, y; € R? est le vecteur de

sortieet £, A € R™", B € R™™ (' € RP*" D e RP*™,

Définition 2.2.1 Le systéme est dit singulier si det E = 0. Dans la cas contraire,il sera dit
standard.

On suppose que

det (Fz —A) #0

Pour certain z € C, si cette derniére relation est satisfaite, alors,

+oo
(Bz— A" =Y g,27040
i=—p

ol 1 est lindice de nilpotence et les ¢; sont les matrices fondamentales .

2.2.1 Fonction de transfert pour le cas discret :

Considérons un systéme linéaire en temps discret d’une seule entrée et une seule sortie (SISO)

donnée par :
E$i+1 = sz + bul
yi = ¢ x; + dug

En temps discret, la fonction de transfert est définie par la z- transformée.

Soit,

X(z) = Z$(t)z_t

Zxz(t+1)] = fa:(t—i—l)zt
= o) +x@2) 2zt +---
= sz (t) 27" — 22 (0)

= 2X (2) — 2z(0)
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pour z (0) =0, la fonction de transfert est de la forme

G(z)=c (zE—A)"'b+d

2.2.2 Faisceau régulier

Un faisceau de matrices est une matrice dont les coefficients sont des polynémes de degré 1,

il est dit régulier si :
1. F et A sont des matrices carrées de méme ordre.
2. Le déterminant |Ez — A| ne s’annule pas identiquement.

Notons que dans le cas ou le déterminant |Ez — A| = 0, le faisceau est dit singulier.

Pour plus d’information sur cette notion voir [6]



Chapitre 3

Lemme de positivité réelle pour les
systémes singuliers

Dans ce chapitre, notre intérét porte sur la notion de positivité réelle d'une certaine classe
de systemes LTI. On étudiera la classe des systémes singuliers comme extention des résultats
de [10].

Considérons un systéme LTT & m-entrées et m-sorties décrit par les équations suivantes,

~

{ Bz (t) = Az (t) + Bu (t) (3.0.1)

ou, A, E € R™" B, C € R et D € R™™ sont des matrices données, = (t) € R™ est un
vecteur d’état, u (t) € R™ est le vecteur d’entrée, y (t) € RP est le vecteur de sortie.

Quelques définitions et résultats de bases sont alors donnés,

Définition 3.0.2 Une paire (E, A) est dite réguliére si det (s — A) # 0, et elle est dite

implusive et libre si degdet (sE — A) = rang (E) .
Définition 3.0.3 Les zéros de det (sE — A) sont appelés des poles finies de (E, A).

Proposition 3.0.1 Une paire (E, A) est appelée stable si et seulement si toutes les poles
finies de (E, A) sont dans le demi plan gauche i.e Re[s] < 0. Et (E, A) est appelé admissible

s’il est régulier impulsif libre et stable.

Définition 3.0.4 le syséme linéaire est appelé réqulier si la matrice E dans (3.0.1)) est non-

singulier, et il est appelé singulier si E/ est singuliére.
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Notez que , dans le cas régulier, le systéme (3.0.1)) peut étre écrit comme :

r(t)=(E'A)x(t)+ (E'B)u(t)
y(t)=CTa(t)+ Du(t)

le systeme (3.0.1)) peut étre décrit par sa fonction de transfert

H(s):=D+CT(sE—A) "B, seC (3.0.2)

On a cependant,

H: C— (CUoo)™™ (3.0.3)

qui est une matrice de dimention m et qui contient des fonctions rationnelles.

Toute représentation de H de la forme est appelée une réalisation de H.

Une réalisation de H est dite minimale si il n’existe aucune réalisation de H de
dimension inferieure & n tel que n = dim £ = dim A.

Il est donc bien connu qu’un systéme décrit par est passif si et seulement si sa fonction
de transfert est positive-réelle. Une définition précise de positivité-réelle est comme

suit

Définition 3.0.5 Une fonction de transfert H : C — (CUo0o)™ ™ est dite positive-réelle si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. H est analytique dans C, = {s € C/Res > 0};

2. H(3) = H (s) pour tout s € C;

3. H(s)+ (H (s))" > 0 pour tout s € C,.

Les tests de positivité réelle seront de suite caractérisées par les formules LMIs suivantes

ATX+X"A X'B-C

T o T
Bx ot p_pr|S0 e ETX=X'E>0 (3.0.4)
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Notez que, trouver une solution X des LMIs , est équivalent a trouver les matrices X,
L e R™™ et W € R™™ telles que
ATX+XTA = —LL" (3.0.5)
X'B-C = —-LW
D+D' > W'W
E'X = XTE>0
En premier, nous montrons que la solvabilité de est en effet suffisante pour la positivité

réelle de H.

Théoréme 3.0.1 (condition suffisante) Si les LMIs (3.0.4]) possédent une solution X, alors

la fonction H est positive-réelle.

Preuve. Soit s € C; telque s n’est pas un pole de H, et qui vérifie que la matrice (A — sE)

est non singuliére. Soient X, L, et W solutions de de la formulation équivalente des
LMIs . La premiére et la derniére relation dans implique que :
(SE—A"X+XT(sE—-A) = —A'TX - X"A+3SE"X+sE's+sX'E (3.0.6)
= LL"+ (Res) (E'X +X"E) —i(Ims) (E'X — X"E)
= LL" +2(Res)E"X.
Ensuite notez que

(sE—A)F =B, on F=F(s):=(sE - A" B. (3.0.7)

A patir de (3.0.2) et (3.0.7)), et la deuxiéme relation dans (3.0.5) nous aurons

H(s) = D+C'F (3.0.8)
= D+W'L'"F+B'XF
— D+W'L'F+F'"(sE—- A" XF.
Utilisons , , et la troisiéme relation dans nous obtenons ce pendant,
H(s)+(H) = DD +WTLTF+ FILW + FY [(sE AT X £ XT(sE —(A)q.q%j
> WW+W'L'F+FILW+ F" [(LLT +2(ReS)) E'X| F
— W+LTF)" (W+LTF)+2(Res) F* (ETX) F.
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Evidemment
W+ LTF)" (W +LTF) > 0.
De plus, Res >0 et BT X = (ETX)T > 0, on a donc
(Res)F" (ETX) F > 0.
En suite, a partir de (3.0.9)
H(s)+ (H (s))" > 0. (3.0.10)

Rappelons que s € C, est supposé étre tel qu’il ne soit pas un pole de H. Supposons
maintenant H a un pole sg € C,.. Il existe un voisinage de sg qui est libre de toutes les poles
de H. H satisfait dans ce voisinage de sg ceci est donc impossible si sq était en effet
un pole de H. Donc H n’a pas de pole dans C, et est vrai pour tous les s € C, , ol
H est réel positif. O

3.1 Lemme de positivité réelle pour les systémes ré-
guliers

Théoréme 3.1.1 Soit H une matrice de dimension m contenant des fonctions rationnelles

décrites par :

H(s)=D+C" (s —A)"B. (3.1.1)
Alors

a (condition suffisante) si les LMIs

ATX+XA XB-C

BTX_CT _D_pDT <0 et X>0 (3.1.2)
admettent une solution X, alors H est positive-réelle.

b (condition nécessaire)

Supposez que (3.1.1]) est une réalisation minimale de H. Si H est positive-réelle , alors il
existe une solution X pour les LMIs (3.1.2)) .

Le but de cette section est d’étendre le résultat de ce théoréme aux systémes linéaires singu-

liers (3.0.1)).



Chapitre 4

Lemme de négativité imaginaire (INI)

Dans ce chapitre nous allons présenté une extension du lemme imaginaire négatif issu de [9]

pour les systémes linéaires & temps-invariants au cas singulier.

Définition 4.0.1 Une matrice G (s) de la fonction de transfert est imaginaire négative si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. G (s) n’a aucun pole dans Re[s] > 0.
2. Pour tout w > 0, tel que jw n’est pas un pole de G (s), j (G (jw) — G (jw)") > 0.

3. si s = jwp est un poéle pour G (s) alors c’est une pole simple. En outre si wg > 0 la

matrice résiduelle Ky = lim (s — jwy) jG (s) est semi définie positive.

s—jwo
4. s = 0o n'est pas un pole de G (s).
En s’inspirant du lemme NI [9], notre objectif est de faire une analyse d’exention de [9] pour

le cas singulier. On considére alors le systéme LTT suivant :

z(t) = Ax (t) + Bu(t) (4.0.1)

y(t)=Cx(t) + Du(t) e
tel que A € R™" B € R™™ (' € R™" et D € R™ ™ ici x représente ’état du systéme et
u le controle.

Le résultat principal issu de [9] est donc caractérisé par le lemme suivant.

Lemme 4.0.1 Soit (A, B, C, D) une réalisation minimale de la matrice de transfert G (s)

pour le systéme (4.0.1)), alors G (s) est négative imaginaire si et seulement si il existe des
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matrices P = PT >0, W € R™™, et L € R™*" telles que les LMIs suivantes sont vérifiées :

T _ATAT 7T 7T
PA+A'P PB—-A'C 1:[ L'L L'W <0 (4.0.2)

B'P-CA - (C’B + BTCT) -WT'L -W™wW
L’idée principale pour étendre le lemme NI au cas singulier est d’utiliser les transformations

élémentaires [6], qui nécesite utilisation du Théoréme de Weierstrass.

On considére dans cette phase, le modele & espase d’état singulier décrit par ((3.0.1]) .
Tout d’abord on commence par décrire la forme de Weierstrass a fin de réduire le systéme
(13.0.1)

4.0.1 Réduction a la forme de Weierstrass :

Nous introduisons les trasformations de la forme de Weierstrass, qui montrent que les matrices
A et E peuvent étre réduit pour étre dans une forme spéciale.
Pour toute paire de matrices A et F, il existe des matrices réelles non singulieéres T et () telle

que :

QAT = { fél Inoq ] ,QET = [ {]q ](\)[ ] (4.0.3)

o, N € R=9x(n=0) - A, € R7*9 et N' = 0 pour tout nombre entier [ > 0.

4.0.2 Principaux résultats :

Le résultat principal issu de [9] de cette section est l'extension du lemme pour le cas des

systémes singuliers

Théoréme 4.0.2 Supposons que le systéme singulier (3.0.1)) est tel que (A — sE) est réqulier,

i.e

rang[A—sE Bl=n
et rang [AT —sET C’T] = n, alors la matrice de transfert G (s) est négative imaginaire
8% :

1. La matrice N dans la formule (4.0.3)) satisfait N = 0.
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2. Il existe une matrice P = PT > 0 telle que les LMIs suivantes sont satisfaites

PA+ ATP PB—ATETCT

T _
BTP-CEA —(CEB+BTETCT) } <0, PE =EP (4.0-4)

Preuve. Nous pouvons supposer que les matrices A et E sont dans la forme de Weierstrass :

A0 |1, 0
a8 0 e [h 0] 405
et la matrice semi définie positive P prend la forme suivante
P P
= >
P { PP, } > 0. (4.0.6)
donc
_ E— A" 0
E— A= (s ! 4.0.
aussi, depuis N! = 0 pour tout [ tel que [ > 1 on a
[e'S) -1
(sSN—1)"'=-) Nis'=-> N's' (4.0.8)
i=0 i=0

alors, la fonction de transfert du systéme singulier prend la fome

-1
G(s)=D+Cy (sl —A)~ By — G, (ZNiSz) By (4.0.9)
i=0
ou,
By
B= [B }; C=1[C G (4.0.10)
2

par ailleur pour N = 0 et la matrice (A — sE) est réguliere, la fonction de transfert G (s)

dans la formule (4.0.9) sera,

G (S) = D + Ol (SI — Al)il Bl — CQBQ (4011)
= Dl—f-Ol (S]—Al)_l Bl

avec, D; = D — CyBy. Substituons (4.0.5) et (4.0.6) avec N = 0 dans I’équation PE" = EP,

on obtient cependant,

[P o
P_[ 0 O}>o (4.0.12)
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puis on remplace (4.0.5) et (4.0.12)) dans les LMIs suivantes :

PA+ATP  PB-ATECT ] _.
B'P-CEA —(CEB+B'E'CT) | =

il s’ensuit donc,

PA+A/P 0 PB —AlC/
0 0 0 . (4.0.13)
B[P —CiA; 0 —(C1By + B{CY)

Ce qui implique

{ PA + AP PB, — Al CT

B P, —CiA, — (C1By + B CY) ] <0 (4.0.14)

Finalement, une substitution de (4.0.5) dans [ A—sE B ] et [ AT —sE CT | donne

[A—sE B]= { A N st ]no_q g; ] (4.0.15)
T _
[ AT —sET CT ] = {Al 0 st ]no_q gj ] (4.0.16)

Par conséquent rang [ A—-sE B } =n, et rang [ AT —sET O7 } = n et cela implique
que

rang [ Ay — sl 31 =gq et AlT —sl Cf } = ¢. En fin, on conclut que la réalisation de
I’epace d’état [ o } est minimale.

et, d’apres les LMIs (4 ) et le lemme, la fonction de transfert G (s) est négative imaginaire

(NI). O

Exemple 4.0.1 Considérons le systéme singulier avec la représentation de l’espace d’état

sutvante,
-1 0 0 1 00
A= 0O -2 0|;E=]101020
0 0 0 0 00
1
B=|1|;C=[111];D=0

o

Notez que ce systéme singulier est déja dans sa forme de Weierstrass. La fonction de transfert

25+ 3
Gls) = (32—1—33—1—2)

est :
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Suite a un calcul direct en résolvant les LMIs (4.0.4) , nous obtennons la solution suivante

qui est une matrice semi définie positive :

2484 —=2969 0
P=1|-299 7939 0
0 0 0



Chapitre 5

Systémes linéaires de Lyapunov a
temps continu

Ce chapitre traite une nouvelle classe de systemes qui sont des systémes dit de Lyapunov.
Nombreuses sont les applications de cette classe. La contrélabilité et ’observabilité de ces
systémes a été étudiée par [12].

Le probléme de positivité dans son cas discret a été considéré dans [13]. L’ideé originale dans
ce chapitre est de faire une généralisation adaptée des résultats des chapitres (3) et (4) pour

cette classe.

Définition 5.0.2 Un systéme décrit par les équations

z(t) = Ax(t)+az(t) B+ Fu(t) (5.0.1)
y(t) = Cz(t)+ Du(t)

est appelé systéme linéaire de Lyapunov a temps continu, ot x (t) € R™™ est [’état, u (t) €
R™ ™ le controle, y (t) € RP*™ la sortie. A € R B € RV F € R™™m (C € RP™
D e RP*™,

Quelques proprietés nécéssaires a I’étude seront mises en évidence dans cette section ; nous
nous basons pour ce faire sur les références suivantes [14], [15].

Nous rappelons dans ce qui suit, la définition du produit de Kronecker et quelques de ces
propriétés utiles a ’étude de la positivité réelle et de la négativité imaginaire pour la classe

des systémes de Lyapunov.
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Le travail est donc structuré en deux étapes, la premiére c’est de faire une transformation

via les propriétés de ce produit au systeme (|1 a un systeme de type - La derniere

étape consiste & adapter les lemmes, d’otl 'extension, des lemmes PR et NI.

5.0.3 Produit de Kronecker

Définition 5.0.3 Le produit de kronecker A ® B des matrices A =

(bij) € RP*1 est une matrice bloc définie par

A®B:(G,UB) ) . ERmenq

Quelques propriétés
Des propriétés de bases seront données par le théoréme suivant

Théoréme 5.0.3 Soit A € M,,,, (k), alors

1. ((A)®@B=a(A®B)=A® (aB),Vack et VB € M,, (k).
(A B)' = AT @ BT
(A® B)" = A*® B*.
(A B) @ C=A® (BRC) par Be M,,(k) et C € M (k).
)

(A+B)@C=AC+B®C.
AR(B+(C)=A®B+A®C, B,Ce M,,(R).

S S S e S B T

(A B) ' =A@ B~ (si A et B sont inversible )

(a;;) € R™™ et B =

Pour les besoins de I’étude du lemme PR et le lemme NI pour des systémes de type Lyapunov,

nous avons définit le produit de Kronecker qui est une autre maniére de définir la notion de

produit de matrices.

Il est aussi appelé produit direct de deux matrices ou produit tensoriel. Il se note ®. Nous

faisons donc appel aux résultats suivants en nous basant sur [3], [8].

Théoréme 5.0.4 Soit A € M,,,, (k), B € M,,,

alors (A® B) (C® D) = (AC) ® (BD)
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Généralisation :

Corollaire 5.0.1 1. Pour A;, B; i = 1,n de dimension appropriées
(ARA® - ®A,).(BI®B® - ®B,) =A41B®AB®---A,B,
2. (A1 ®By)(A2® By) -+ (A, ® By) = (A1Ay -+ A,) @ (B1By -+ - By)

Corollaire 5.0.2 Soit A € M, (k) et B € M, (k) , alors

1. (A =AF@T et (I ® B =1® B* pourk=1,2,---

2. VP (t) polynome P(Ax [)=P(A)®I et PI®B)=1® P(B).
Vectorisation d’une matrice :
Définition 5.0.4 Soit A = (a;;) une matrice d’ordre m x n, on associe & A le vecteur noté
vec (A) définit par :

vece (A) - [alla sy, ", Qm1, A12, " , Ay, =000 0 y A1n, *°* Amn

Proposition 5.0.1 Soient A € M,,, et B € M,,, alors

vec (AB) = (I ® A)vec(B)

Le resultat fondamentale a la résolution des équations matricielles et servant a réduire notre

systéme est caractérisé par le théoréme suivant,

Théoréme 5.0.5 L’équation AXB =C ou A€ R™", BeRP CeR™ et X € R*P
est equivalente a (BT ® A) vecX = vecC.

Moyennant ces résultats, on peut donc transformer le systéme de Lyapunov en un systéme

a mq équations et np inconus donnés par :

T(t) = AZ(t)+ Bu(t) (5.0.2)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)
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ol T (t) € R”le vecteur d’état, @ (t) € R™ le vecteur d’entreé, 7 (t) € R”" le vecteur de

sorties, A € R”Z”Q, Be R”z("m), C e Ren® o D € Rem(nm) g que :

~ T
vecr = T =[x XTg------ Tp)
~ T
vecu = U= [ul Ugr=roe um]
~ T
vecy = Y= [yl (I RERERE yp]

xi, Ui, y; sont les lignes des matrices x, u, et y respectivement.
A=(A®1,+1,9B"),B=F®1, C=C®I,et D=D®I,.

Nos résultats récents dans ce chapitre sont formulés dans ce théoréme,

5.0.4 Lemme positif réel pour les systémes de Lyapunov

Pour le systéme de Lyapunov de type (5.0.1)), on a la fonction de transfert qui devient :
H(s) = D+C (sI—A)'B (5.0.3)
— DL+ (L, oCT) (sI—(A® L, +1,®B")) ' F®l,
Dot I'extension,

Théoréme 5.0.6 (condition suffisante) Si les LMIs

T — — — — —
A_TX_+ {TA X_B __(’; <0 e X>0

BX-C -D-D

admettent une solution X, alors H est positive-réelle, o, A = (A RIL,+1,® BT) ., B =
Fl, C=C®I, D=D®I,. qui s’ecrit donc sous forme,

' ¥ o % T _
(A®I,+1,®B") TX_+X(Acg>1n+1n®B) X (F®I,) <o >0
(FRIL) X—-(C®I,) -D®l,)—(D®1I,)
(condition nécessaire)

Supposez que ([5.0.3)) est une réalisation minimale de H. Si H est positive-réelle, alors il existe

une solution X pour les LMIs en question.

Remarque 5.0.1 1. Le lemme NI est de méme admissible a ’extention pour cette classe

de systémes.

2. les résultats dans tout ce mémoire s’adapterons aux cas des systémes a temps discret.



5.0.5 Lemme négativité imaginaire pour les systémes de Lyapunov

On énonce de méme notre extention et adaptation du lemme N.I pour le cas des systémes de

Lyapunov.

Lemme 5.0.2 Soit (A, B,C, D) une réalisation minimale de la matrice de transfert H (s)
pour le systéme (5.0.2), alors H (s) est négative imaginaire si et seulement si il existe les
matrices P = ?T, W e R ot T ¢ REM"* o] que les LMIs suivantes sont vérifies :

o, A=(A®I,+1,9B"),B=F®1,, C=C®1I, D=D®I,.
Conclusion : Ce chapitre traite le classe des systémes de Lyapunov. Nous avons mis en
évidence les récents résultats adaptés a cette classe comme extension des lemmes NI et PR

des chapitre précédents.
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CONCLUSION

L’étude que nous avons mené est organisée en deux grandes parties, d’une part, nous avons
traité les systémes singuliers dans leur cas continu. Une adaptation des résultats est donc
possible voir [4], [10].

Lors de cet étude, nous avons notamment étudié les deux lemmes PR et NI et faire une
description des résultats en s’inspirant des résultats de [10] [9].

Noun avons cependant utilisé le formalisme LMI pour répondre & la question. La derniére
partie de ce mémoire a été consacrée a une récente classe de systémes dits de Lyapunov.
Nous avons caractérisé par des extensions les résultats des chapitres (3) et (4) a cette classe
de systémes. Le produit de Kronecker est utilisé ainsi que ses propriétés et le formalisme LMI
pour déduire nos résultats.

De nombreuses questions et prochaines études restent ouvertes et a effectuer. Comme l'ex-
tension des résultats au cas des systémes de Lyapunov singuliers. D’autres études pour le cas

bidimensionnel feront ’objet de nos investigations futures.
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