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Introduction

1
On étudie une famille de problémes de transmission (Fy) a coefficients raides en —,

§>07
modélisant par exemple un phénomeéne physique dans la juxtaposition d’un milieu cylindrique

|—1,0[ x G et d’'une couche mince |0, [ x G de caractéristique physique en 5

Aprés un changement d’échelle sur I’épaisseur de la couche mince, on applique la théo-
rie des sommes d’opérateurs de Da prato-Grisvard,dans le cadre des espaces de Sobolev
construits sur

Lr(J-1,1[x @),

avec p > 1.

On montre notamment, que la famille des solutions (us);., donnée par cette théorie,
converge vers une fonction v dans LP pour un second membre L? et converge dans W 120>
pour un second membre W29 (9 € }O, % D . On montre aussi, que la restriction de la limite u
a]—1,0[ X G est solution d’une probléme aux limites de type Ventcel et posséde la régularité
optimale.

On considére le probléme de transmission suivant :

1
—b—div (b(;Vv‘S) =g° sur Q°

5
1
v? =0 sur 000 . T? (1)
v’ =0 sur I'?,

ot § est un paramétre dans ]0,1[, Q° = (]—1,0[U]0,d]) x G avec G un ouvert dans R"!,
[ = {6} x G et bs est une fonction définie par

1 si¢el=1,0]
bs (C) =
o (¢) % si ¢ €10, 4],

¢° est une fonction dans LP (95) et 1 <p<oo.

On se propose d’étudier I'existence, 'unicité et la régularité de la solution du probléme
(1), en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs pour cela on écrit le probléme (1) sous
une forme abstraite, puis on vérifie les hypothéses de Da-prato-Grisvard cadre commutatif.
Ce travail fait suite a celui de Favini et al [5] ou les auteurs ont considéré le probléme (1) dans
le cadre L? et de Belhamiti et al [1] ou le meme probléme avec conditions non homogeénes a
été étudié dans le cadre continu.

On pose

Q =]-1,0[x G,

5
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un domaine fixe, et

Q4 =10,0[ x G,

un domaine variable dépendant de .

Le but principal de I’étude est de résoudre (1 pour un ¢ > 0 fixé (petit) puis d’étudier la
convergence de la famille (Ps) quand 6 — 0.

Notons v° et v les restrictions respectives dev® & Q_ et a Qi (de méme pour ¢° et gi).
Le probléeme (1) est équivalent au probléme

(2)

~Av? =¢° sur Q_
—Av) =g sur Q%

avec les conditions aux limites

sur 99\ T°
sur 9Q° \T°ur’

ovd =0 sur I

et les conditions de transmission

I vi sur I

1
0,00 = g@xvi sur I°

ou I = {0} x G.
Pour utiliser la théorie des sommes d’opérateurs on doit fixer le domaine donc on considére
le probléme suivant

—Aud = f° sur Q- =]-1,0[ x G

3
- <5l28§ui + Ayui) =f0 sur Qy=]0,1[xG, )

avec les conditions aux limites

sur 9Q_\TI"
sur O\ (TP UTY)

5 _ 1
Oyuf =0 sur I,

u =0
uiO

et les conditions de transmission
u’ = ul, sur I
1
Oud = ﬁﬁacui sur I,
On introduit les opérateurs A et Bs définis par

D(A) = L7 (-1,1,D(Q)) et (Aw) (2) = Q (w (z)), w € D (4),
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avec () la réalisation de A dans X = L* (G),

{D@=W“@mwﬂa
(QY) (y) = —AV (y), Y€ D(Q),

et
D(B we Ll (-1,1;X):w’ € W2 (—1,0; X), wi € WP (0,1; X),
VT W (<1) = 0,08 (0) = @l (0), et (0) = H,wd (0), B’ (1) = 0
(Bsw’) (z) = =0, (as (2) 0,0°) (z) , avec x € [~1, 1], et w’ € D (By),
ou

1 size]|-1,0]
as(z) =49 1
2 stz €]0,1].
Ainsi le probléme (3) est équivalent au probléme suivant

Aul + B(gu‘; = f5,

ou A et Bs sont deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe F,
de domaines Dy et Dp, respectivement.On utilisera la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires pour étudier 'existence, I'unicité et la régularité des solutions. En 1975, Da Prato
et Grisvard, ont montré que le probléme

Aud + Bgué = f‘;,

admet une solution si on suppose que les opérateurs A et Bs vérifient les hypotheéses suivantes

(DGO){ D(A)+D(B)=E

( p(—A)DZ:{zEC: |z| > Ret |arg(2)| <ea}
€A

A ou B inversible

Vz € Z: H(A—l—z])_lHL(E) < Bl
ca

(DG1) p(=B) DY ={€C: |2| > Ret |arg(z)| <ep}

1 CB
Vz € Z: | ((B + 21) )HL(E) S 12|
Eatep>T
\ 0(—A)QU(B) =9
(DG2) { o p(A)f e (_18) = -
(A+¢) 7 B+an ™ = (B+n) " (A+CD)
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de plus si f est dans l'espace d’interpolation entre D4 et £ noté Dy (6,p) avec 6 € |0, 1] et
1 <p<+oocou(fe Dg(fp)),alors la solution a la régularité suivante

Au7 Bu € Dy (67])) (resp. Dp (07]9)) :

La résolution de ce probléme est basée sur une construction explicite de la solution u sous

la forme : .
w=(AFB) ' f=— [ (B—2D) (A+2D)" fdz,
A% ~

ol v est une courbe dans p(—A) N p(B) et qui sépare o (—A) et o (B).

Ce mémoire est composé de cinq chapitres.

Le premier chapitre a pour but de résumer tous les outils nécessaires et pour maitriser
la méthode des sommes d’opérateurs linéaires fermés. On donne aussi un bref rappel sur :

1. La théorie spectrale des opérateurs linéaires et I'intégrale de Dunford.
2. La théorie d’interpolation.

3. Quelques lemmes techniques.

Dans le second chapitre, on écrit le probléme (Ps) sous la forme abstraite (somme
de deux opérateurs). On applique alors la théorie des sommes d’opérateurs dans le cas
commutatif (Da-Prato et Grisvard). Pour cela on vérifie les hypotheses, on obtient alors des
résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la solution. Par exemple pour le cas des
solutions fortes on obtient le résultat

Théoréme 0.1 Soit 1 <p < oo :

1. Pour tout f° € LP (Q) il existe une solution forte
u®  sur Q_
u’ =
ui sur $2y,
dans L? (G) de la probléme (3)

2. Pour tout f0 € W (G) telle que 0 < 6 < % alors u® est une solution stricte satisfai-
sant

(a) u* € LP (=1, W27 (G) N W™ (@) ,
(b) u € W2 (~1,0; L* (G)),
(c) ud € W (0,1; L7 (G)),

1
(d) Ay’ € WP (Q), 9?ud € WP (Q_) et (ﬁﬁiui) e W2r(Q,).

le troisiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme limite quand ¢ tend vers 0. On
donne des résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la solution limite. Par exemple
pour le cas des solutions strictes on obtient le résultat

1
Théoréme 0.2 Soit 1 <p < +4oo et 0<6< 5 pour f° € W20r (Q) vérifiant

1. f° tend vers f_ dans WP (Q_) quand & tend vers 0,
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2. f° est bornée dans WP (Q,),
3. fol f8 (z,.)dz = m® tend vers m dans W?** (G) quand § tend vers 0,

alors il existe a unique (u_,u;) € WP (Q_) x W?P (G) et u_ est une solution stricte de
probléeme

—Au_ = f_

sur $2_

u-=0 sur O\ T°
Opu—(0,) — Ayu_(0,-) sur G.

Dans le quatriéme chapitre, on fait le retour au probléme (Ps). Par exemple pour le
cas des solutions strictes on obtient le résultat

Théoréme 0.3 Pour g° € W2* (Q_) et g5 € WP () telle que 0 < 6 < %, alors v° est
une solution stricte satisfié :

1. 0% € LP (=15, WP (G) N Wy" (@) ,

2. v € WP (—1,0; LP (G)),

8. vl € WP (0,0; LP (G)),

4. A® € WP (Q4) ) 920° € WP (Q) et 9Zv) € WP (QF).

Dans le cinquiéme chapitre, on étudie le probleme abstrait suivant

(v5)/l (z) + AV (z) = ¢° (z) sur Q°
v (=1) =0
(v) (9) =0,

ol § est un parametre dans ]0,1[, et Q° =]—1,0[ x ]0,5[,et ¢° est une fonction dans L” (Q?),

avec 1 < p < 00, A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
dans un espace de Banach complexe E.

On suppose 'hypothése d’ellipticité suivante

(4)

p(A) D0,+00] et IC' > 0: VA >0,

-1
(A= AI) HL(E) S 1+ )N

ot p (A) est 'ensemble résolvant de A.

Cette hypothése implique qu’il existe 6y € }O, g [ et rg > 0 telle que

p(A) D Sy, ={2€C": l|arg(2)] < b} UB(0,7).

On se propose d’étudier le probléme (4) en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs

linéaire de Da prato et Grisvard (cadre commutatif), pour obtenir des résultats d’existence,
d’unicité et de régularité de la solution.



Chapitre 1

Rappels et outils

1.1 Quelques rappels sur les opérateurs

1.1.1 Opérateurs fermés

Soit L: D(L) C X — X un opérateur linéaire (non borné), L est dit fermé ssi il est
continu sur son domaine i.e :

V(un)n =0 C D (L)

¥ {ueD(L)
Uy — U =
Lu=y.
Lu, —y

Ceci est équivalent a dire que le graphe de L
G(L)={(u,Lu):ue D(L)} C X x X,

est fermé dans X x X.

1.1.2 Opérateurs fermables

Soit L: D(L) C X — X un opérateur linéaire (non borné¢) L est dit fermable ssi L
admet une extension fermée. Ceci est équivalent a

V (un),, -0 © D (L)

Lu, —y

La plus petite extension fermée de L est alors notée L et s’appelle la fermeture de L.

On note par R (A, A) lopérateur (A — )" : E — D (A) telle que (A — A\I)™" € L(E),

R (X,A) est appelé 'opérateur résolvante de A s’il n’ya pas de confusion on écrira R ()
ou lieu de R (A, A).

L’ensemble des nombres A € C telles que R (A, A) existe est appelé ’ensemble résolvant
de A.

Le spectre de A noté o (A) ’ensemble complémentaire de I’ensemble p (A).

10
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Signalons que o (A) est la réunion de trois ensembles disjoints notés respectivement
o, (A), 0.(A), et 0, (A) ou:

o, (A) = {X € C: A— X est non inversible}, o, (A) est le spectre ponctuel,

o.(A) = {xeC: (A- AI)~" non borné de domaine non dense dans E}, 0c(A) est le
spectre continu,

o, (A)={reC: (A- M)~ existe de domaine non dense dans E}, o, (A)estle spectrel
résiduel.

1.1.3 Solution forte

Soient A et B deux opérateurs linéaires et fermés de domaines D (A) € X, D (B) C X, X
un espace de Banach complexe, u est dite solution forte de I’équation

Au+ Bu = f,
si 3(un), »o C D (A)N D (B) telle que
u, — u dans X et Au, + Bu, — f dans X,

u dans ce cas, ne posséde pas forcément la bonne régularité.
Ce sont des solutions ,appelées, aussi, faibles et correspondent aux solutions (distribu-
tions) méme pas variationnelles.

1.1.4 Solution stricte

Soient A et B deux opérateurs linéaires et fermés de domaines D (A) C X, D (B) C X,un
espace de Banach complexe u est dite solution stricte de 1’équation

Au+ Bu = f,
siu € D(A)N D (B) et vérifie 'équation.

1.1.5 Intégrale de Dunford

Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé Notons H (A)
I’espace des fonctions & variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé
contenant le spectre de A, la formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions
holomorphes est définie par l'intégrale de Dunford suivante:

F) =g [FERCI- 2"

ou v est une courbe simple et f € H (A), l'opérateur f (A) € L (X) et ne dépend pas de 7.

1.2 Les espaces d’interpolation

Soient X et X; deux espaces de Banach et F un espace topologique séparé avec X; — E.
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Considérons maintenant les espaces de Banach Xy N X; et Xy + X; munis des normes

12l xonz, = Nl + NIl
2l y, = 0]y, + oLy,
z,€X;

le couple {Xo; X} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.1 Soit {Xo; X1} un couple, on appelle espace intermédiaire entre Xo et X
tout espace de Banach X telle que

XoNnX; X CXo+ Xy

Théoréme 1.1 (Mercel-Riaz) Soit K: L0 (Qg)+ L (Qg) — L® () + L% (1) un opé-

rateur linéaire avec p;, q; € [1: +00| et Q; sont ouverts dans R™ (i = 1;2) telle que

K /Lo (QO) GL(LPO;L%) V@G]O;l[
=
K/ /L (Qg) e L (Lpl; qu) K /LPo (QO) el (Lp9 : ng) ,
ol
1 B 1-6 0
pl Dbo P1
1 1-6 0

 — +

@ 9@ @

On appelle espace d’interpolation entre Xo et X; l'espace (Xo; X1),,, avec p € [1; 400,
telle que :

(i) Vit > 0;3ug (t) € Xo; Fug (t) € X1: x =g (t) + uq (1)

€ (Xo; X —
( 0 1)9,}) { (Z/l) tiguo c Lf (R+7X0) et t]'igUl € Lf (R—l—aXl) .

Définition 1.2 1. z € (Xo; X1),, si et seulement si
{ (1) Yy > 0;3ug (y) € Xo;Fu (y) € Xi: 2 =g (y) +u1 ()

(ii) e %ug € LP (Xo) et e~y € [P (X).

On pose t = €Y dans la définition précédente, on obtient.

2. v € (Xo; X1),,, si et seulement si

Ju: R — XoN X telle que y — u (y)

(Z> Tr = fRu (y) dy
(i1) e u € LP (Xo) et ey € LP (X,).
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8. x € (Xo; X1)y, si et seulement si

( Ju: R, — Xy N X, telle que
t— u(t)

ds

S

(i1) e %u € LP (Xy) et ey e LP (X;).

(i) x= [ u(s)

\

Définition 1.3 Pour €]0,1] et p € [1,+oo[ on note D4 (6,p) le sous espace de X suivant :
Da(0,p)={zeX:|rA(A+rD)" |, € L7},
dr

ot LP est l’espaces des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure —.
r
Pour P = 400

D4 (0,00) = {J; € X :sup|[rfA(A —H“I)_leX < oo} ,
r>0

munt de la norme

o0y = Il + sup [r*A (A +r1)
et de plus
i = 0l (orgmy =3 A At =)
o =l org oy = 50 [ A (e D7 (2 =)
telle que

Da_ (0+3.p) ={ue Ll (-1,0;, WP (@) : u=0 sur |-1,0[ x G}
Da, (0+%,p) ={uecL?(0,;,W2FP(G)) : u=0 sur ]0,1[ x G}.

Remarque 1.1 Ces espaces vérifient
DA (eap) C DA (0, OO) )

pour 6 €10,1[ et p € [1, +00].

1.3 La théorie des sommes d’opérateurs de Da-Prato-
Grisvard (cas commutatif)

Soient E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés dans
E, de domaine respectifs D (A) et D (B).On s’intéresse alors a I’équation

Au+ Bu = f, (1.1)
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ou f est un vecteur donné de X.
L’opérateur somme L = A + B est défini par

D(L)=D(A)nD(B)
{ Lu=Au+ Bu si ue D(L),

et (1.1) s’écrit encore
Lu=f.

une solution stricte de (1.1) est un élément u € D (L) satisfaisant (1.1).

L’idéal est de trouver une telle solution lorsque f est quelconque dans X, mais ce n’est
pas toujours possible on introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.1) si et seulement si, il existe (uy), .y une suite dans
D (L) telle que

lim u, =uet lim Lu, = f. (1.2)

n—-+o0o n—-+o0o

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1).
La notion de solution forte est donc plus faible.

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes,
mais la somme des deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

D’autre part si 'on suppose que L est fermable (i.e. L admet une extention fermée) et si
on note L sa fermeture (i.e. L est la plus petite extention fermée de L) alors (1.2) équivaut
a

uED(E) et Lu=f.

Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f de X, il existe une solution forte de (1.1).
2. 0ep(L).

Et si L est fermé, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f de X, il existe une solution stricte de (1.1)

2. 0€p(L).

Dans ce contexte, on comprend l'inportance de trouver des conditions raisonnables sur
les opérateurs A et B,qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 € p (E) )

les deux théoréemes de Daprato et Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement &
ce probléme sur les sommes d’opérateurs sous les conditions suivantes.

1.3.1 Les hypothéses sur A et B

Soit R > 0, on suppose que les opérateurs vérifient
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4
Iinz a(—A)
a2=A)
a(—5)
ai B .
Eez
D(A)+D(B)=FE
ey [ TAFDD
A ou B inversible

(

p(—A) D Z ={z€C: |z| > Ret |arg(2)| <ea}
ca

Ve 3 A+ o0 g <
€A

(DG1) p(—B)DEZI{zec: [2] > R et |arg ()] <ep}

1 CB
Vze ) s |[((B+2) )HL(E)gm
Eatep>m

L 0(-A)No(B)=2

V¢ € p(—A),Vn € p(—B)

(DGQ){ —1 -1 -1 -1
(A+CI) (B+nl)  =B+nl) (A+d)

telle que p (—A) et p(—B) domaines résolvants de (—A) et (—DB)

o (—A) et o (B) spectres de (—A) et B.

sous les hypotheéses précédentes, G. Da Prato et P. Grisvard ont construit directement
'inverse de L & I’aide d’une intégrale de Dunford pour obtenir :

Théoréme 1.2 Sous les hypothéses (DGO), (DG1), et (DG2) on a

1. La somme L est fermable,
2.0ep(I),
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3. Uinverse de L est donné par une intégrale de Dunford :

!
2

w=(AF¥B) " f /(B—z])_l (A+ 2I)7" fdz,

~

ou vy serait une courbe de jordan séparant le spectre de (—A) et B.
La fonction u est alors 'unique solution forte de 1.1.

Théoréme 1.3 Sous les hypothéses (DGO),(DG1),et (DG2) et pour 0 < 0§ < 1,1 < g <
+00, on a

1. Si f € Dp(0,q) alorsu e D(A)ND(B) et Au, Bu € Dg(0,q).
2. Sif € Da(0,q) alorsu € D(A)ND (B) et Au, Bu€ D4 (0,q).

1.4 Rappels de quelques lemmes techniques

Lemme 1.1 (de Shur) Soit K: Q; x Qy — R mesurable et telle que
Jda > 0:Vay € Q, |K (x1,22)|dz1 < a
951

i > 0: VZL‘l € Ql, |K(JZ17£L'2)| dxg < b,
Qo

alors l'opérateur F défini par

F(f)(z2) = |K (z1,22)] f (1) day,

1951
vérifie
Fe £(LF (), L7 (D).

Lemme 1.2 1. Il existe C' > 0 telle que pour z € vy et >0 on a
|zt 7| > Cr,

et
|z 7| > Clz],

2. Soit v €0, 1] alors il existe C > 0 telle que pour r >0

1 C
/—V|dz\ < —.
7|7’j:z]‘]z\ rv

Preuve.
(1) pour z€ et r >0, on a

> AB =r1rsinfy > Kr
> CD = |z|sinfy > K |2|.
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In=

|r +z|

I

(2) Pour v € ]0,1[ et r > 0, on a

L
AT L AT s, E AT

avec
¥ =7 U\,
Y. ={z€v:|z| <1}
N ={z €7zl =21},
alors
|dz| B / |dz|
SUE e ey [T E 2] 2]
lzl<r
]‘ " |dZ| 1 1—v
< K—/ 7 < o [zl 7]
rJo |7| Kr
1 ., K
< —=nr " =—
Kr d
et donc

[ /+°° d2
o FEAE = ), TEA T

N

1 /“’O |dz|
K . ’Z‘1+V

I
_V T

VAN

/N
e

Fez



Chapitre 2

Probléme de Transmission

Position du probléme
On considére le probléme de transmission suivant :

1
—b—div (bng‘s) =gq° sur
5
v =0 sur 0Q° \ I

v’ =0 sur I'?,

tel que § € ]0,1[, Q° = (]—1,0{U]0,0[) x G avec G un ouvert dans R"~! et I’ = {§} x G et bs
est une fonction définie par

1 si¢el-1,0]

be () —
(0 % si ¢ €10, 4],

¢° est une fonction dans L” (Qé) et 1 <p < oo.

On se propose d’étudier le probléme (1) en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs
pour obtenir des résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la solution pour cela on
écrit le probléeme (1) sous forme abstraite, puis on vérifie les hypothéses de Da-prato-Grisvard
cadre commutatif.

On pose
Q =]-1,0 x G,
un domain fixe, et
s
Q% =10,0[ x G,
un domaine variable.
A’
oz, U1
ou? v ov ov ov
2 n
On rappele que VV? = 61_“ et div ) =1y 24 4 :
: : Ox;  0xy oz,
A’ )
aynfl "

18
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Alors le probleme (1) s’écrit sous la forme :

( —AV =¢° sur Q_
—Avi = gi sur Qi
v =0 sur 0Q_\T?
(2.1)
v] =0 sur 99 \I°uT?
00 =) et Ov’ = 3Ov)  sur IO
[ 008 =0 sur I
&
In =z
>
Eez
-1 )

2.1 Changement d’échelle

Le probléme (2) est posé sur un ouvert qui dépend de J, on opére donc un changement
d’échelle pour se ramener a un domaine fixe

Q=]-1,1[xG.

On montre alors que résoudre (FP;) dans €° revient & résoudre un nouveau probléme dans
Q.La donnée ¢° se transforme aprés changement d’échelle en f?, la solution du probléme
cherchée est notée u’.

Soit Ulune fonction telle que
W Q=]-1,1[xG — VP=]-1,§xG

5 ) (@y) size[-1;0]
(zy) — U (m,y)—{ (Gr.y) size0:1].

On pose
ub = o 0 0P,

donc
w: Q=]-1,1[xG — R

(z,y) — u‘s(x,y)—{

v (z,y) sixe[-1;0]
v? (§z,y) siz€0;1],
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et
fP=g 00,
donc
o Q=]-1,1[xG — R
o (x, six e |—1;0
(r,y) — [f(r,y)= o (r0) Lo
g’ (6z,y) six €[0;1].
On a
W =0 oW, Q0 Q. =]-1,0xG — R
(z,y)  — u(z,y) =" (2,9),
et
/U/(j_ :Uio‘;[]é/9+ Q+ :]0,1[ X G — R
(z,y)  — vl (x,y) =0 (0z,y),
et de plus
ff=g’0W Q_: Q_=]-1,00xG — R
(z,y)  — f(r,y) =9 (z,y),
et

fi:gio\ll(s/QJr; Q+:]0,1[XG — R
(z,y) — [fl(z,y) =45 (6z,y).

Alors le probleéme (2) se transforme en le probléme suivant

(AW = sur _
1
— (y(‘?ﬁui + Ayui) = [0 sur Q4
u’ =0 sur O0_\TI" (2.2)
ul =0 sur 900, \ (T UT?)
pul, =0 sur I'!
1
\ ul =l et Opul = ?(%ui sur I'9,

telle que I't = {1} x G.
Posons X = L* (G), E = L" () = LP (—1,1;

L
{INM=LN—LLD@»
(Aw) (z) = Q (w (7)), w € D (A),

P ((@)), et définissons l'opérateur A par

ou () est donnée par
{D@:W“@ﬂ%ﬂm
(QU)(y) = -4,V (y), ¥ e D(Q).

On définit aussi Bs par son domaine

D (Bs)
={wel’ (-1, X):w’ € W (-1,0;X), )\ € W?*?(0,1; X)

W (—1) = 0, & (0) =&’ (0), Duu® (0) = 5—1201,@1 (0), Byl (1) = 0},
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et son action
(Bsw®) () = =0, (as () O,w°) (z) , avec z € [-1,1], et w® € D (By),

telle que
1 size]-1,0]

as (x) =
() % stz €]0,1].

Donc le probléme (3) devient
Au® + Bsu® = f°.

Remarque 2.1 On a :

D(A)+D(Bs) = E.

2.2 Vérification des hypothéses de Da-prato-Grisvard
(Cas Commutatif)

Une étude spectrale des opérateurs A et Bs permet d’obtenir :

Proposition 2.1 Les opérateurs A et Bs précédents sont linéaires fermés densément définis
et satisfont les hypothéses (DGO) (DG1) et (DG2).

Preuve. (a) L’hypothése (DG 1)
Calcul de la résolvante de ’opérateur B;.
On pose 'équation
B(gwé + /\w5 = h.
On considére le cas scalaire
([ —02W° (2) + M’ (z) = h_ (2) siz e [-1,0]
1
—?ngi (z) + M (z) = hy (x) siz € 0,1]
w’ (=1) =0, 9,w% (1) =0
1

| @2 (0) = w2 (0), Dt (0) = 50u2. (0),

alors
—02W (1) + M (1) = h_ (2) <= 0% (z) — I\’ (z) = —h (x).

Pour I’équation homogéne, on a :
—02W° (2) + M’ (2) =0 = W’ (z) = Cre + Che "°,

telle que p = V.
Variation de la constante.
On a
W’ (x) = Oy () e’ + Cy (z) e7"7,
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alors
0,0 (z) = (0,C1 (x)) e + pCy (z) e + (0,04 () e — pCy (z) e P*
= pCi(x) e — pCs (x) ™",
et de plus
%W’ (1) = AC (z) e’ + p (0,01 (x)) e’ — p (9,05 () e + ACy (x) e777,
donc
ACY (x) eP* 4+ p (0,C1 () eP* — p (0,Co (x)) e P*
+ACy () e — XCy (x) eP* — NCy (x) e " = —h_ (x)
= p(0.C () e’ — p(0,Cy (z)) e P = —h_(z).
Alors
(0:C (x)) eP* + (0,Co (z)) e " =0
p(0:C1 (x)) e = p(0:C2 () 7" = —h_ (x) .
On a
det = —2p,

donc ]

0,C1 () = Z—pe_pmh, (x)

0,Cy (x) = 2—1pepxh_ (x),
donc 1

¢ (z) = o Ve b (s)ds + Ky
—1
Csy(z) = bR fe”sh_ (s)ds + ks.
Alors
5 1 [ ~1 [
= — _ps pT i pSs —px
w’ (x) (2,0/16 h_(s)ds+k1)e d8+(2p/x€ h_(s)ds+k:2)e ds

1 0
= ;/ sinh p (z — s) h_ (s) ds + k1€ + kqe P*.

2°™M€ équation :

1
—ﬁﬁiwi (2) + M, (7) = hy (2).

Pour ’équation homogene on a :

1
—§a§wi (2) + 2 () = 0 <= 0% (v) — *\ (2) =0

<~ wi (ZL‘) = C’g€5pm + 046—6pm~
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Variation de la constante.
On a

wi (x) = C5(x) e 4+ O (x) e 0T

alors

O, (z) = (0,C3(x)) e + 5pCy (x) €2°% + (9,Cy () e %" — 5pCy () e °P"
— 3pCy (2) ¥ — 8pCy (z) e,

et de plus
D2 (z) = 0p(0:Cs(x)) P + N6°C3 (2) "
—0p (0,Cy () e 4 A6*Cy (2) e79P7.
Alors
(0,C5 (x)) 2% + (0,Cy (x)) €797 = 0
%p (9,Cs (z)) 2% + g (0.C4 (z)) =57 = h, (z).
On a
2p
det = F,
donc
o 0 e o —0
0,C = — 5w | = =—€7P7h
=g, ‘ he () gemior | =3¢ e W)
_ 0 65,096 0 0 dpx
(93504 (-’L') - 2_,0 ’ —Tpeépx h+ (l’) ’ %6 h+ («T) >
alors
Cg (33') - ;_j fOCE €—5psh+ (S) ds + k3
Cy(z) = %fox e h, (s)ds + ky.
Donc

-9 z
W (1) = (5 /0 e 0P h, (s)ds+/<;3) e

0 ’ dps —dpx
+<%/0 € h+($)d8+k4>€
= _—5/ sinhdp (z — s) hy (s)ds
P Jo

+k3eP® + kye %P,
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wi(()) = w(S_(O) < ki t+ky=ks+ k4

-1 [0
W (1) = 0 <= —/ sinh p (1 + s) h_ (s)ds + kie™” + kge? =0
P J-

1
axwi (1) = 0 <= —5/ coshdp (1 —s)hy (s)ds+ k3pe5p _ k4pe—5p —0
0
1 5 1
1)

§8Iw+ (O) < k’l — k’g = (]{3 — ]<74> ,

donc
(e ky + elky = %f: sinhp(1+s)h_(s)ds

ki+ky—ks—kys=0
kl—kg—%kg)—f-%]ﬂl:o
| pe®Pks + pe =Pk, = (5f01 coshdp (1 —s) hy (s)ds,

on pose
R = f—01 sinh p (14 s)h_(s)ds
S = fol coshdp (1 — s) hy (s)ds

»

on a

1
det = 4p {5 sinh p - sinh dp + cosh p - cosh p

4
= L2 (p,9).

donc on a

%R e” 0 0
p - 110 1 -1 -1
! det| 0 —-1 =L 1

5 5
§S 0 pedr —peor

—sinhdp- R+ dcoshdp - R+ de”S
20 (p, 0) ’

et de plus

e’ %R 0 0
PR T B B B
2 det| 1 0 F 1

0 0SS pe’r —peor
sinhdp- R+ dcoshdp- R—e”B
2pAo (p. 0)
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Calculons «’ (z):

—sinhdp- R+ dcoshdp- R+e’S
e
2pAo (p, 0)

1 0
W (z) = —/ sinhp(x —s)-h_(s)ds+
P Jz
+Sinh dp- R+ dcoshdp- R—de "S
2pAo (p, 9)
1 0
= —/ sinhp (x —s)-h_(s)ds
PJx
LT sinhdp - R (e’ — e P*) 4+ d coshop - R (e” + e~ ")

2IOA0 (107 5)
55 (eP1+) — e=p(140))

2pAo (p, 0)
1 0
= —/ sinhp (z —s)-h_(s)ds
P Jz
N /0 —sinh pz - sinh dp + 0 cosh px - cosh dp
1 PAO (IOJ 5)

L§sinhp (1 + 2)
+ coshdp (1l —s)-hy(s)ds
/0 pAo (p, ) p(L=5): ha(s)

— 1/ sinhp (z —s) - h_ (s) ds

e P

sinhp (1+s)-h_(s)ds

—sinh pz - sinh dp + 0 cosh px - cosh dp
sinhp (1 +s)-h_(s)ds
“, el (149400
— sinh pz - sinh dp + 0 cosh px - cosh dp
—|—/ sinhp(1+s)-h_(s)ds
P (p, 5) (1+5)-h-(e)
dsinh p 1—|—a7)
+ coshdp (1 —s)-hy (s)ds
e p(1=9) hi (s)
B /O (sinh p - smh(5p+(5coshp cosh dp) - sinhp(x—s)h (s) ds
pAo (p, 0) )
+/0 —sinhpx-sinh5p+6coshpx~cosh6p)~sinhp(1+s)h (s) ds
) -
—sinh pz - sinh dp + 0 cosh px - cosh dp
—i—/ sinhp (1 +s)-h_(s)ds
P (p,0) (1+5)-h-o)
dsinh p (1 + z)
+ coshdp (1 —s) - hy (s)ds.
/0 pAo (p, ) p(L=s) Ry (2]

(sinh p - sinh dp + § cosh p - cosh p) - sinh p (z — s)
+ (—sinh px - sinh dp + 6 cosh px - cosh dp) - sinh p (1 + s)
= (—sinh ps - sinh §p + 0 cosh ps - cosh dp) - sinh p (1 + ),
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alors

sinhp(z+1)-h_(s)ds

/0 —sinh dp - sinh ps + 6 cosh dp - cosh ps

pAO (pa 5)
/ — sinh px - sinh §p 4 6 cosh px - cosh dp sinhp (14 s)-h_(s)ds
pAO (pa 5)
hp(l
/ dsinhp ( +ac) coshdp (1 —s) - hy (s)ds
0 pAO p?

/_1 Hys (@,5) he(s) ds + /0 N () By () ds

= (K 3h-) (@) + (T,5hs) (2),

ou le noyau est donné par

A_(p,d,2) . .
—————~ginhp(s+1) si —1<s<ux
- (28) PAo (p, 0) ple+1)
r,5) =
A (p,5,)

————sinhp(z+1) sixz <s <0,
P (p,0) @+1)

avec
Ay (p,0) = sinh p - sinh dp + § cosh p - cosh dp
A_(p,0,£) = —sinh p - sinh §p + & cosh p€ - cosh dp.

Calculons k3 et ky.

On a
e P e %R 0
o L1100
7 det|1 -1 0 1
0 0 308 —pe
b — 5(sinhp~5+5coshp-S+6_‘5P-R)
b 2p2o (p,9) ’
et
e e 0 %R
Lo L1 o1 -1
T o det| 1 -1 0
0 0 pe¥ 65
" (5(sinhp-S—écoshp-S+e§p-R)
4 = :

2p7g (p, 9)
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Calculons w?,

Wi ()

8

(x) :

_—5/ sinhdp (x — s) - hy (s)ds
P Jo
+5(sinhp~5+5coshp-5+e_5p-R)

e&pm

+5(Sinhp-S—6coshp-5+e5p-R)

2pAo (p, 0)

—dpx

_—5/ sinhdp (x — s) - hy (s) ds
P Jo
5 (e5@1) 4 da1)

2pAo (p, )

R

2pA¢ (p,9)

+5 (Sinhp . (e‘spz + e*‘spz) + dcoshp - (eépx _ 6*5p:p)) 5

2pAo (p, 9)

_75/ sinhdp (x — s) - hy (s)ds
0

dcoshdp (z —1)

R

+(5 (sinh p - cosh dpz + & cosh p - sinh dpx)

pAO (p7 5)

S

_76/ sinhdp (x — s) - hy (s) ds

—/ sinhdp (x — s) - hy (s)ds

+

+N+

+

+

o,
o,

o
/
/,

T

d (sinh p - cosh dpx + & cosh p - sinh 6 px)

Py (p,9)

dcoshdp (x

pAO (,0, 5)

pAO pv

d (sinh p - cosh dpx + & cosh p - sinh d px)

coshdp (1 —s)-hy(s)ds

— 1 sinhp (1+s)-h_(s)ds

coshdp (1 —s)-hy(s)ds

I,
/
/.

IOAO 107

pAo (p,0)
' § (sinh h§px + & cosh h
(sinh p - cos pprO—i(_p ;:;)s p-sinhopz) coshdp (1 —s) - hy (s)ds
O §coshdp(x—1)
sinhp (1 +s)-h_(s)ds
o sinlp (14 5) - ()
d (—sinhp - smh5p d cosh p - cosh dp) - sinh dp (z — s)
oo (,0) ha (8] ds
(sinh p - cosh dpz + 0 cosh p - sinh dpx) - cosh dp (1 — s)
oBo (7,0) ha o) ds
! h h h h
J (sinh p - cos (ISOprO—i(—p(SE;)s p - sinh 6 px) coshdp(1— ) - hy (5) ds
% §coshd
coshop(z = 1) sinhp (1+s)-h_(s)ds,
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on a

(—sinh p - sinh dp — § cosh p - cosh §p) sinh dp (= — s)
+ (sinh p - cosh dpz + § cosh p - sinh §pz) cosh dp (1 — s)
= (sinh p - cosh §ps + 6 cosh p - sinh dps) - coshdp (1 — ),

? ¢ (sinh p - cosh dps + 0 cosh p - sinh dps
wd (z) = i o8 (7.0) ) coshdp (1 —x) - hy(s)ds

/ d (sinh p - cosh dpz + § cosh p - sinh dpz)
_l’_
IOAO (/)7 5)

dcoshdp(z—1) .
+ sinhp(l1+s)-h_(s)ds
/_1 pAo (p,6) p(Lts) h-(s)

_ /N (2.5) Iy (5 ds+/ he (s)ds

= (Tshe) (@) + (K sh-) (@)

ol le noyau est donné par

coshdp (1 —s)-hy(s)ds

A+(p7578) .
————~coshpd(l—2x) si O0<s<ux
N:(S(x,s):
7 AJr(p’éax) h 5(1 ) : 1
—————~cos —s) st x<s<l,
pAo (p, 9) g
“ d cosh po ( 1)
Ht (z,s) = COSRpONT — sinh p (1 + s),
p,&( ) ,OAO (p,é) p( )
avec
A (p,d,&) = 6 (sinh p - cosh pd& + & cosh p - sinh pdé) .
On a
;rzlng (p,6) =0>0.
On a

6_{w5(:c) si x€[-1,0]
) W (2) sioxe0,1].

Estimation de la résolvante de B; :

On a:
1l cray = B+ 0]
S Hw‘SHLp 10X)+||wiHLP01X)
S H 5h ” ~1,0:X) _'_H 5h+HLP (—1,0;X)
+ H p,éh—HLP(OJ;X) + || h*‘HLp 0,L,X) "
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Comme K s €t T o5 est symétrique d’apres le lemme de schur on a

N

N

N

N

H 6HL(LP( 1,0;X))

sup (/ |Hp_5 (z,s)| ds)
-1<2< 0 \J -1 ’
¥ —sinh pz - sinh h pz - cosh
sup </ sinh px - sinh dp + 6 cosh px - cosh dp sinh p (s + 1) ds
—1<e< 0 \J 1 pAo (p,0)
O _sinh ps - sinh 6p + 0 cosh ps - cosh 6p
+/ sinhp (x + 1 ds)
0 cosh px - cosh dp — sinh px - sinh dp /JC )
su sinhp(s+1)ds
e 0 ( pAo (p,0) . pls+1)
) d cosh ps - cosh dp — sinh ps - sinh dp )
+sinhp(z +1 / ds
1) 0B (79)
(6 cosh px - cosh p — sinh px - sinh dp) (cosh p (z + 1) — 1)
sup
~1<2< 0 Ao (p,0)

N (—0 cosh dp - sinh px + sinh §p - cosh px — sinh dp) sinh p (z + 1))

>\AO (p76)
On a
(0 cosh px - cosh §p — sinh px - sinh dp) (cosh pz - cosh p + sinh px - sinh p) +
(=6 cosh dp - sinh pz + sinh dp - cosh pxr — sinh dp) (sinh px - cosh p + cosh pzx - sinh p)
= Ag(p,0) — (sinhp (x + 1) — sinh pz) - sinh dp + 6 cosh dp - cosh pz.
Donc
H 6H L(LP(—1,0;X))
<A0 (p,0) — (sinh p (z + 1) — sinh pz) - sinh §p + § cosh dp - cosh px
S sup
~1<e< 0 Ao (p,0)
< A0 (pa 5)
h )\AO (p7 5)
1
< N
A
et de plus
[l [P

\

<

s ([ )

- < / (sinh p - cosh dps + & cosh p - sinh dps)
02221 \Jo pAo (p,0)
/1 d (sinh p - cosh dpz + § cosh p - sinh §pz)
+
T pAO (107 5)

coshdp (1 — s) ds)

coshdp (1 — x)ds
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< sup
0<z<L 1

dcoshdp (1 —z) /m , .
sinh p - cosh ps 4 9 cosh p - sinh dps) ds
( pAo (p, 0) 0( )

pAo (p, (S) x

1
dcoshdp (1 — ) (5 sinh p - sinh 0 px + cosh p - cosh dpx — cosh p)

N

su
ngg 1 )\AO (p, 5)

+(sinhp - cosh dpz + § cosh p - sinh §pz) sinh §p (1 — x))

)\AO (p> 6)
cosh dp (1 — x) (sinh p - sinh §pz + § cosh p - cosh dpx — 6 cosh p)
< sup
0<a< 1 Mo (p, 6)
+(sinhp - cosh 6pz + d cosh p - sinh §pz) sinh §p (1 — :L‘))
Ao (pv 5)
sinh p - (coshdp (z — 1) - sinh dpx + sinh dp (1 — z) - cosh dpx)
S sup
0<az< 1 A (p,0)
dcoshp - (coshdp (z — 1) - coshdpx + sinhdp (1 — x) - sinh dpx)
_|_
/\AO (pv 5)
~dcoshp - coshédp (v — 1))
YAV (p7 5)
(sinh p - sinh dp + § cosh p - cosh §p) — 6 cosh p - cosh dp (z — 1)
< sup
0<a< 1 A (p,0)
< swp (Ao (p,0) — 0 cosh p - coshdp (z — 1)) < Ag (p,0) < l’
0<z< 1 A (p, 6) Ao (p0) A
et de plus
H 6H L(Lr(— 10X ),Lr(0,1;X))
0
< sup < (z,s |ds> sup </ ‘Np_é (x,s)‘ dx)
—1<z< 0 0< s< 1 \J-1 '
5smhp r+1) )
< su coshdp (1l —s)d
—1<xg 0 pPAo (p, ) ol )
h 1
+ sup </ Osinhp (w + )coshép(l —s)dm)
0<s<1 pAo (p, )
0 sinh 1)
< sup < sink p x+ / Coshép(l—s)d)
—1<z< 0 pAo p,0 0
h 1 - 0
+ sup (5608 op(1 =) / sinh p (z + 1) d:v)
0<s<1 PAO P, -1
dsinh p ( x+1 dcoshdp (1 — s) )
< smh(5 + su coshp —1
_1<x< 0< Ao (p, d ,0) 0<8£)1< Mg (p, 9) ( p—1)

o sinh p - sinh dp 5coshp cosh dp o 1
S Ao (p,9) M (p,0) TN
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et de plus
HK/—:(s"L(LP(—LO;X),LP(O,I;X))
0 1
< sup [/ |Hs (2, 5)] ds] + sup [/ |Hs (z,5)] dx]
0<z<1 [J 1 ’ -1<s< 0 LJo ’
0 §coshdp (1 — ) )
< su sinhp(s+1)ds
0921 (/1 pAo (p;6) 4 :
! §coshdp (1 —z) )
+ su sinhp (s + 1) dx
R (/0 PAq (p,0) plstl)
dcoshdp (1 —x) /O , )
< su sinh p (s + 1) ds
021 ( pAo(p,0)  J pls+1)
5sinhp(s—i—1)/l )
+ su coshdp (1 —x)dx
e ( Ao (p,0)  Jo P )
dcoshdp (1 —x) )
< coshp —1
g, (Mg o=
dsinhp(s+1) . )
+ s sinh ¢§
(s e
dcoshdp-coshp sinhp-sinhdp o Ag (p, 9) o 1
Ao (p, 8) Mo (p,6) Mo (p,6) A
Alors o
5 —1 1
1| o100y = 1(Bs + 2 Al g < == - M1l

telle que C7 > 0 indépandante de 9.
Montrons que Bs est inversible.

On a
B5'¢6(x) :h({E),
alors
([ —02¢° () =h_(z) si xze€[-1,0]
0260 (v) = hy(x) si z€(0,1]
¢ (1) =0, 0,¢" (1) =0
[ 07 (0) = ¢} (0) , 06" (0) = 350, (0).
On a
D¢ (x) = —h_(z) = 0,0 (z)= / —h_(s)ds + k1
—1
— ¢ (z) :/ﬂf (s —x)h_(s)ds + kix + ko,
-1
et de plus

RS (@) =  —0hy (1) <> Od (a) = /O "8, (s)ds + ks

— qsi(x):(s?/ (s — ) hy (s) ds + ks + .
0
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Les conditions aux limites et les conditions de transmission donnent

(¢ (0)=0 ((—kyi+ky =0

67 (0) = ¢, (0) SO s ho(s)ds+ ks = ky
0%, (1) =0 = ) ep h+ )ds + ks = 0
L6 (0) = 50,6 (0) | — [0 b (s)ds + ky = Sk

( 1:f_1h_ s ds—i—fo h (s)ds
—foh sds+f01h+(s)ds
ks = 0 [ by (s) ds
ko= [ s h(s)ds+ [° h_(s)ds + [} hy (s)ds,

Calculons ¢’ (z).
Ona:

¢ (z) = /i(s—x)h_(s)ds—i—x/o h_(s)ds+x/01h+(s)ds

-1

—|—/ih_(s)ds—|—/01h+(s)ds
= /i(s—x)h_(s)ds—i—x(/jh( ds—l— - )
+x/01h+(s)ds+(/ih ()ds+/ - ds)+/0 hy (s

Donc

¢5_(:13):/i(s—kl)h_(s)ds—i—(x—l—l)/: s)ds + (x+1) /0 hy (s

Calculons ¢’ (7).
On a

0

¢ (z) = 52/;(3—x)h+(s)ds+m52/olh+(s)ds+/ls-h_(s)ds

+ [ h_ (s)ds+/01h+(s)ds

T

/.
/0 (s —z) hy (s)ds + 20 (/Oxh+(s)ds+/rlh+(s)ds)

+/js-h_(s)ds+/jh_(s)ds+ (/Othr(s)ds—l—/:th(s)ds)

T 0

- (6%°s+1) by (s)ds + (6% + 1) /1 he (s)ds + / (14 s) h(s)ds.

0 -1
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Donc

°(x) si ze€[-1,0
Bs¢’ (v) = h(z) <= ((Bs)""h) =¢5:{ ¢~ (x) € [-1,0]

gbi (x) st x€][0,1].

[Ca ..

T 0 1
< sw (/ (s + 0 s+ (4 1) [ ds+ (@) / ds) T

—1<s< 0 -1

1 x
< sup ((—32 + s) +(@+1)(~2) + (v + 1)) 12l 2o (—1.0.x)
1

—1<s< 0 \\ 2
1 2 1 2 ~
< sup |zz"H+r—s—1—2"—z+a+1|||h] <O ||h||LP(—1O~X)7
—1<s< 0 2 2 77
telle que C} > 0,
et de plus
5
(LR P
x 1 0
< sup </ (523 + 1) ds + ((5236 + 1) / ds —l—/ (1+5s) ds) HhHLP(O 1;X)
0<s< 1 \Jo z -1 Y
Lo ’ 2 Lo ’ NN
< sup —0°s*+s) +(Px+1)(1—xz)+ s+ s IRl < C (1Rl oo,0,x) »
0<s< 1 2 0 2 ) h

telle que Cy ™~ > 0.
Donc

~1
H<B5) HL(E) < Gy,
telle que C; = max (C’Q\ ,(JQ\\), donc il existe une constante positive Mp, = M; et ep , =

€ € ]0, g [ et rp; = r1 (indépendante de ), telle que pour A dans

{AeC: Jlarg(\)| < e} UDL(0,71),

on a
M,y

-1
”(35 +2) HL(E) S rw

En effet :
Pour A > 0 il existe (Bs + A)7", on pose

A =z + 1y, telle que x > 0.

On a
(Bs+\) = (Bs+x+iy) = (Bs + ) [ + iy (Bs +2) '],

donc (Bs + A) est inversible si est seulement si

iy (Bs +2)7'|| < 1.
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F Y
Inz
|'f- | E1 h"
k“' Fez
On a
liy - (Bs + ) 1H<7'y'<1,
donc

A=+ iy = |\| (cos (arg \) + isin (arg \)) .

Pour l'opérateur A on a :
Pour p = VX telle que Re p > 0 I’équation :

Av+ I w=g€eF,

est équivalente a

AV, (y) + AV, (y) = g2 (y) sur G
U, =0 sur 0G,

telle que ¥, = w(x, ) et ¢, = g(z,-) € L’ (G

~—

, x € (—1,1). Alors il existe une unique

solition W, (-) € WP (G) NWy™" (G) et gy € }O, g [ et Mg > 0 telle que
o Mg
@Ay < o

{AeC: |Arg (V)| < (m—e9) =g} Ub(0,7q) .

On considére ¢y < ¢; donc
€A+ €, =T — €+ €1 > T.

(b) L’hypothése (DG 2)
Soient ¢ € p(—A) et n € p((Bs) montrons que

(A+CD)™ (B4 =B+l " (A+CD)7.

Soit h € L? ().
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(i)Pour z € [-1,0], on a
(A+ <D™ (B+nl) " h) (2)
= (A+¢D) 7 [(B+al) ' h] (x)

x,s)

= e [ @ ds+ [N b (s

= /_1 H, s (2,8) (Q+¢I) ™ h(s)ds +/0 N5 (2,8)(Q+¢I)™" hy (s) ds.

1
s [ Nl @+ D) i () s
0
et de plus

(B+n)™" - (A+CD)™"h) (2)
= (B+77[) [(/H—CI) ](£)
= (B+nl)™ [<Q+<I h(z)]

_ U Hyys (x,5) ds+/ N xs)h+(s)d8} (A+cn)™!

_ /H (2,5) (Q +CI)™ ds+/ ) (Q+CT) by (5) ds.

Donc pour x € [—1,0] on a :
(A+¢n)™ - (B+al) ' ) (x) = ((B+nI) " - (A+ )" h) (o).
(ii) Pour = € [0,1] on a :

(A+¢h)™ - (B+nD) " h) (2)
= A+ [(B+nI) ™ k] (2)

1 0
= A—l—([_l[/ NJr xs)h+sds—|—/ HJr
-1

= / (2,8)(Q+CI) " hy (s dS—l-/ 2,5) (Q+ ¢I)™" h_(s) ds,

(B+nD)™ " (A+CD)7Hh) (2)
(B+nI) ' [(A+¢D) 7] (2
= (B+nf> [(Q+<1) '
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Donc pour x € [0,1] on a :
(A+¢DH™ - (B4 ') (x) = (B+nl) ™ - (A+CD) 7' h) (2).

D’ou le résultat. m

2.3 Application des résultats de Da Prato-Grisvard

En appliquant les théorémes de Da prato et Grisvard on obtient

Théoréme 2.1 :Soit 1 <p<oo:

1. Pour tout f° € LP () il existe une solution forte

u®  sur Q.
u’ =
ul sur Q,
dans L? (G) du probléme (3).
2. Pour tout f° € W27 (@) telle que 0 < 0 < % alors u® est une solution stricte satisfai-
sant

(a) v’ € LP (=1, 1 W2P (G) N W™ (@) ,
(b) ul € WP (~1,0; LP (G)),
(c) u’ € W (0,1; L7 (G)),

1
(d) Ay’ € WP (Q), 9?u® € WP (Q_) et (gﬁiui) € W2 (Q,).

2.4 Représentation de la solution

Il s’agit de donner maintenant une formule de représentation de la solution u’ & 'aide de
noyaux.
On a p(Bj) est contient le secteur (indépendant de 0)

{zeC*: |arg (2)| = m—e1} Ubg (0,79) ,

telle que rg = min (r4,77)
la solution du probléme
Au’ + Bsu® = f°,
est donnée sous la forme
1

S— — [ (Bs—zI) ' (A+zD)! fodz.
u 2”7(6 2I)" (A+zI) " fodz
Donc on a pour —1 <z <0
1 _ _
u’ (z) = 5 (Q + =1) I(Kp’é(fi)(l'))dz
i J,

bt (@ =D (1 (1) (@) d.

20T .
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alors
1
6 -1 — k)
ul = o 7(A+,z[) Km(f_)dz
1 e (s
+% V(A—‘rz]) Tp,6 (f+),
etpour 0 <x<1lona
1 _
ui () = 5ir (Q+ )" (K/;L,é (ff) (x)) dz
¥
1 _
+o— | Q2D (T (f2) () de,
i J,
alors
1 _
uh = o | (A+2D) YK (f2) dz

v

1 _
+— [ (A+z0) lTpt; (fj;r) dz,

A% .

telle que v, (z) = ud, (z,-) et f2 (2) = £ (z,-).



Chapitre 3

Probléme limite

Sous de bonnes hypothéses sur le comportement de la suite f° quand § — 0, on montre
que la suite (us) converge dans LP (Q2_) vers une fonction u_ quand 6 — 0 généralisant les
résultats obtenus, dans le cas hilbertien. On obtient de plus que u_ est solution forte d’un
probléme aux limites de type Ventcel. En exigeant plus de régularité sur ( f‘s), on obtient
notamment que u_ est une solution stricte d’'un probleme aux limites de type Ventcel.

Soit 1 < p < +00 et pour tout f° € L (). On supposera dans la suite que

1. f2 tend vers f_ dans LP (2_) quand J tend vers 0,

2. f2 est bornée dans L? (),

3. fo f2 (z,-) = m? tend vers m dans LP (@) quand § tend vers 0.

On pose X =[P (G)et E_ =17 (-1,0;X)et E, =L7(0,1;X) et p=+/—2.

J

3.1 Limites des solutions u° et u‘i quand 6 — 0

Proposition 3.1 Soit z € v, on a

1. u® tend sinplement quand § — 0 vers

1 1 1
U =— (A—i—z]) Kﬁ(f_)dz—kﬁ (A+zD) T = (m)dz.

2w .

2. uJr tend sinplement quand 6 — 0 vers

1

%

(A+z[) K (f)dz+i (A+z1)‘1T;_7(m)dz.

Ut = V-z 20T

Preuve. (i) Montrons que u° tend sinplement quand § — 0 vers

1

1 I
— A T .
=5 dz + (A+z1) = (m)dz

(A+2) K (f) de + 5=

Y Y

<

On rappelle que la représentation formelle de u’ pour x € [~1,0] et § € [0, 1]

1 1
5 _ - 5 ~1 5
Ul =5 (A—i—z]) K — (f)dz—l—27T (A+z[) T\/jz’é(f+)dz

38
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On a
nmi/(Amf)—lK (f) dz = (e K ) 02
6—02im | V=20 = %n vz M
en effet on a d’une part
th:ﬁé K — et 611310]@ =1,
et I’estimation uniforme
HK < ¢
V=2, LP(E_) ~N ’Z|7

et d’autre part

1 - 5 5
I [ B () < a7
d’ou le résultat pour le premier terme.
.1 1 e
5@0%£(A+zl) Tiess ()b = g [ (44207 T ()

en effet on a d’une part
_ _ . 5
hmOTré T\/Tz et 51£nof+ = fi,

et l'estimation uniforme

Irille, < 1
V=23l 1r(E A |z|’
et d’autre part
1 _ 5 5
‘ Qm/(AjLZI) T s (f3)dz <K2Hf+HE+7
Lp(E_)
par conséquent
1 -1
_ = — A+zI) K7, _)d
o= g AT E () i
1 1
—i-% 7(A+z[) T\/jz(m)dz.
Donc
limou‘i =u_.

(i4) Montrons que u) tend sinplement quand § — 0 vers

1

1 _
Ut = 5 <A+ZI) K\/—Z(f_)derf (A+Zf)1Tj/l—Z(m)dz.

um ~

On rappelle que pour z € [0,1] et 6 € ]0, 1]

1 1
5 5 -1 5
up =5 (A—i—z]) KJr (f)dz—i—Qﬂ (A+z[) T\J/r_fz’é(er)dz
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1 1
limf/(A—l—zl)_l Kl s (f2)dz = %/(AJer)_l K (f-)dz,
Y Y

5—020T

en effet on a d’une part

+ .
511{10[(\/—75 = K=ot 5h_n>10f_ = /-

et I’estimation uniforme o
e ST
LEy) |z

)

+
7=

et d’autre part

1 -1 5 5
o [ K ()| < w7
gl Lp(Ey)
par conséquent
1
up = 5= (A+z[) Kﬁ(f,)dz
1 —1 +
to W(A+,z[) T)— (m)dz.
Donc
Jlinoui = uy.
[ ]

Lemme 3.1 Soit z € v, on a
1
(lsin(l)ng (\/—z, 6) =/ —zsinhv/—z + cosh v/ —z.
Preuve. On a

[lsirr(l)%Ao (\/ -2z, 5) = (lsm(l)é (smh v —z -sinhy/—2z6 4+ 0 cosh v/ —z - cosh v/ —25)
= lim (\/ —zsinhv—z - sinh v —20 + cosh v/ —z - cosh v/ —25>
6—0 \/ — 6
= +/—zsinhv/—z 4+ coshv—z

Lemme 3.2 Soient x € [—1,0] et z € 7.
1. quand 6 — 0, HF(S( s) tend vers
H&fz (z,5)
—+/—zsinh/—zx 4 coshy/—zx sinhv/—z(s+ 1)
v/ —zsinhy/—z 4+ cosh/—z V—z

—v/—zsinh/—zs 4 coshy/—zs sinhy/—z(zx + 1)
v/ —zsinhy/—z 4+ cosh/—z V=2

st —l<s<zx

st x<s<0.
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2. quand § — 0, V=7 (x,s) tend vers

- N () — sinh/—z (1 + ) CH (2
N=@9) =N (@)= V=% (V=zsinhy/—z + cosh v/—2) =H /(@0

Preuve. (1) On commence par calculer H (x,8) :

On rappelle que la représentation formulle de H V=" (z,s)

A_(vV=z6,2)sinh/—2z (5 + 1) "
ANV v

A (\/—_2,5,8) sinh /=2 (z + 1) i x<s<0
Ao (V=2,9) vz |

—1l<s<zx

H —(2,5) =

avec
A_ (\/—z, 0, C) = —sinh v/—2( - sinh /—20 + d cosh pd - cosh v/ —z(.
On a

(lsin(l)%A_ (\/ —2z,0, C) = (lsh% (_Tl sinh v/ —z( - sinh /—20 + cosh pd - cosh \/—ZC)
b5
= lim (—\/—z sinh v —2( - S 20 + cosh po - cosh \/—zC>

0—0 V —20
= —+/—zsinh+v/—2z( + cosh v/—z(,
donc
H—(z,5) = ImH — (z.5)

—v/—zsinh\/—zx + cosh/—zz sinhy/—z (s + 1) si —1l<s<uzx
v —zsinh y/—z + cosh /—z V2

—+/—zsinh /—zs + cosh /—zs sinh/—z (z + 1) §i r<s5<0
v/—zsinh y/—z + coshv/—z vV —z ‘

On pose .
K@) = [ Ho (o) £ (5)ds.

On commence par Calculer N (x,8) :

_ L _ .. Osinhy/—z(1+2)
N —(x,s) = alinoN\/jz’é (x,8) = 5h—r>n0\/—_z-A0 =0
— lim sinh v/—z (14 z) - cosh /=26 (1 — s)
0—0 \/;_ZAO(\/—_z’d)
sinh /=2 (1 + z) e
\/—_Z'(\/—_zsinh\/—_wcosh\/—_z)*Nv—*z() H— (2,0).

cosh /=26 (1 — s)
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On pose
{ T (m) (¢) = N (¢)m

Mo (f3) (x) = N— (&) mf, = N (x) [ f1 (s)ds.
|

Lemme 3.3 Soient x € [0,1] et z € 7y, on a
1. Quand § — 0, H\“;jzﬁ (x,s) tend vers

sinh /=2 (1 + s) _H(0,5)
V=2 (v/=zsinh /=2 + cosh /=2) V=

2. Quand 6 — 0, Nbﬁ (z,s) tend vers

H\J;jz (s) =

Nt sinh v/ —z ~ N—(0)
V=R /=2 (\/—z sinh v/—2z + cosh \/—z) SV
Preuve. Calculons H\J;TZ (x,s) :
On a
Hi— (z,5) = };E%Hj/fz,a (z,s)
hv—2z0(1—
= hm(Scos il k) sinhv—z (s + 1)

V=% By (V=2.0)

cosh /=20 (1 — x) - sinh /=2 (s + 1)

6—0 \/;_ZAO (\/—_z, 5)
- sinh /=2 (1 + 5) — H,_(0,5)
V—z- (\/—_zsinh v/—z + cosh \/—_z) v (0:8).

On commence par Calculer Nf@ :On rappelle que

AL (V=20
_+Z(AO (\z/’__’:zs) coshdy/—z(1—x) si 0<s<ux
N\J;jzé(x,s):
, A —
_+Z(AV0 (\Z/’__’Z;) coshdy/—z(1—s) si 0<s<u,

avec
Ay (V=2,6,¢) = 6 (sinhv/—z - cosh v/=26¢ + 6 cosh /=2 - sinh v/—24() .
On a
éli_n}OlAJr (\/—_z, 0, () = élino (sinh v/—2z - cosh \/—26¢ +  cosh /—z - sinh \/—_z6§)
= sinhv/—z,
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donc
Nt (z,s) = limN'_ (z,s)

60—0 F&
sinh+/—2z B
\ =z (\/—z sinh v/—2z + cosh \/—z) Ve

On pose que pour = € [0,1] et z € 7y

K (f2) (0) = [° H— () f- () ds

T\J/rjz (m) (z) = N:;jz -m
M- (f9) (@) = Nz -mi.
]
Estimations

Rappelons que X = L? (G) et notons
E_=1IP(-1,0;X) et B, = L”(0,1; X).

On obtient notamment par l'utilisation du lemme de Schur, les estimations suivantes

pour les noyaux.

Lemme 3.4 Soient z € v et 6 € |0, 1], on a l'estimation suivante

5 mes (F) 0- K @), <€ (S 12+ 2= L)

Preuve. On a

Koy () (@) = K () (@)
= /_1H\;_7,5 (z,5) f° (s)ds—/_lH\_g(x,s) f-(s)ds

= [ e P s — [ H ) £ () ds
[ /.

alors

K= (1) @) = K () )

E

—1835<0 (/ ‘H\ﬁa x,s) H\_E(x,s)‘”fi (s)Hds—i—/i’Hh(m,s)‘-“fi (s) —

HK\_E:‘; B K\_E L(E

C
o 2 = Al

£ ()| ds)
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Comme K V=t K V= est symétrique d’aprés le lemme de schur on a :

LRy

0
< sup / <H\7jz,6 — H\_/jz> (, 3)‘ ds.

L(E-) —1<z<0.J_-1

V=20
D’aprés le théoréme de la valeure moyenne il existe 6* € ]0, [ telle que

Calculons (H_ H\_/jz> (z,s).

< V=7 i Hb) (x,s)

psinh V2 (Ltw) | A (V280 Bo(VEES ) Bibo(VR 8 ) A (VERSs) oy o

V=2 Aj(v==4")
= 5.sinhg(l+s) ‘ (%A(\/_7,5*@).AO(\/?Z;E\)/;??)(\/TZ,(;*).A(ﬁ,(sw) siz<s<O.
On a
DA~ (V=2,0"¢) - Do (V=2.0") = 080 (V=2,6") - A (V=2,6",¢)
= sinh /=2 (1 +¢) - [sinh v=20" - cosh /= 26" — vV—20"]
alors

0
su H, — H7, ) z,s ‘ds
—13530/_1“ V=26 V=z (z,s)

?| sinhy/—z (1 +z) sinhy/=2z(1+s) [sinh/=2z6" - cosh /=20 — \/—20"]
< sup / ) . 5 ~ ds
—1<a<0.J -1 V—z A3 (V=206
0] sinhy/—z(1+z) sinhy/=z(1+ s) [sinh/=20" - cosh /=26" — \/=20"]
T VvV —% A(Q] (\/ —Z, 5*)
dsinhy/—2z (1 - (sinh /=28 - cosh /—28" — \/—20%) [*
< sup sin z(1+x) (sm 2 z cc*)s z z ) / sinh /=2 (1+ 5)ds
—1<2<0 V—2A; (\/—2,5 ) 1
+5sinh V=2 (1+ ) - (sinh y/=26" - cosh /=26* — /=26") /0 inh v/~ (14 8) ds
V—2A% (vV=2,0%) -
o i sinh /3 - vV —20" — sinh y/—26" - cosh /—20" coshy—z—1
S V= N(V=0) V=
N § sinh V3 - V' —20" — sinh y/—26" - cosh /—20" coshy/—2z—1
V—z A% (V=2,6%) V—z
< 9 d coshy/—z—1 +/—20" —sinh\/—20" - cosh /—20"

V= Vs N (V=)
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) sinh y/—2z - cosh v/—2z - pd* - cosh /=26 - sinh \/— 26"

< 2
N —z smh\/—z sinh v/— 5* \/—z -0 cosh/—2z - cosh/— 5*
1 1
sinh v/—20" - cosh v/— 20" B \/ —20"
< 9 1) 1 2
Iy Stltl(%)t sinh 2¢
)
< C .
V=

est continue et borné dans R. Alors

Car la fonction ¢ - —
ar la fonction —>' Y

| Ky (1) (@) = FZ(f_)(:c)HE<c<¢%—z\\f‘5HE+§Hf‘5—f—llE)‘

Lemme 3.5 Soient z € v et § € ]0,1[, on a l’estimation suivante

s () = T om] < Mt i =,

Preuve. On a :

Ty (/1) (@) = Ty () (@)

= N —; (z,8) f2 (s)ds — N — (x)m

_ /0 (N (o5) = N () £ (5) dis + N () iy, — N () m
= T, (f2) (@) = M= (f3) (@) + N (2) - (m —m)
= (T = M=) (£2) + N () - (2 —m),

donc

Ty (1) =Ty

o LR e e
S T\_ﬁ‘s M= LB+ E_) ”fiH& * HN\;TZO LP(-1,0) ||mi a mHE+.

Calculons N_—; (x,8) — N — (x,s).

D’aprés le théoréme de la valeure moyenne il existe 6* € |0, d[ telle que pour —1 < z < 0 et



46

CHAPITRE 3. PROBLEME LIMITE

0<s<1l,ona

alors

N

N\

<

685* (6*sinh /=2 (1 + z) - cosh/=26" (1 = s)) - Ap (v —2,0%)
V=N (V)

95+ Do (v/=2,0%) - (6" sinh /=2 (1 + z) - cosh /=2z6" (1 — s))

VA (V2.
5\??_}21/;/%_7\/%_: 5{)) {(coshv/=26" (1 — s) +v/=26" (1 — s) sinh /=20" (1 — 5)) x
(sinh V/—2z - sinh /—26* + §* cosh v/— 2z - cosh \/—_25*)
— (\/—_z sinh v/—z - cosh /—26* + cosh/—2 (cosh V/—=20" + /= 20" sinh \/—_25*))
x (6% coshv/—=20" (1 —s5)) }

sinh /=2 (1 + ) .

5\/—_ZA% V=.0) {cosh v/—26" (1 — s) x
(sinh V=2 - sinh/—20* — \/—26* [Sinh /=2 - cosh /—20* + 6* cosh v/—z - sinh \/—_26*])
+sinh /=26 (1 — s) - v/=26" (1 — s) (sinh v/=z - sinh /= 20" + 6" cosh v/—z - cosh v/—26") } ,

=l

o, [/\ s V) )|

sinh/—z (1 + ) N
—18;15§05\/—_ZA2 (\/_ 5*) {Slnh v/ —2z-sinhv/—20

1
—v/—26" [sinh /=2 - cosh v/=26" + §* cosh v/—z - sinhv/—26"] } x / cosh/—z0" (1 — s)ds
0

5\S/li_le2 (\/(E_ ;)) v —z0" (sinh v/ —2z -sinhv/—20* + §* cosh v/—2z - cosh /_Z(g*) <

/ (1 — s)sinh /=26 (1 — s)ds

0

dsinh+/—z ) ) "
\/—_zAg (\/__27 5*) {smh v —z-sinhv—z0"—

V—=2z0" [Sinh v/ —2z-cosh/—z0" + 6* cosh/—z - sinh \/—26*] } X
sinh y/—z6* n d sinh \/— WS cosh /—z6*
V—20" NETAN (\/—z 5*) N

4] sinh V= - sinh V26" x sinh \/—‘z - cosh \/—.25 + 0" cosh /—z - sinh /—2zd "
V—z sinh v/—2z - sinh \/—20" - A (\/—z, (5*)
sinh v/—2 - sinh \/— 20" 14 )
N/ —z20" (sinh /—z-coshy/—20" + 6* cosh y/—z - sinh \/—2(5*) V—z
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o ) sinh v/—20* 1l )
S V=2 [V/=z6* (cosh \/—20" + 0" sinh \/—25*) V—z
5
< C-

V2

sinh ¢
t-cosht

telle que C' > 0 indépendante de 9. Car la fonction t —
de plus pour z € |—1;0[ on a :

sinh /=2 (1 + z)

est bornée dans R, . et

donc

N=o]=o0 (uF) '

Pour |z] — oo, on a:

|5y

\/_7@)} = ‘\/_—z (v/—zsinh/=z + cosh \/=2) |’

0 eRe —zT P %
) < —— | dx
Lr(~150) . 2]

E
C
Ehsa
telle que C' > 0, indépendante de §.
Donc
7o () =T ]
S e T N [Vl P
+HN@<-> o ot ..
alors
s () = Tmsom] < M, + i = .
|
Lemme 3.6 Soient z € vy et § € ]0,1[, on a l’estimation suivante
+ s + s ¢ J
HKﬁ,a (f—> _K\/z(f—)H —Hf ||E ”f—_f—HE,'

B )2 Bz
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Preuve. On a

‘H}(s) _‘ sinh /=2 (1 + s)

V== (V=zsinh == + cosh y—=2) |

alors,

N
7 N\
—
[u o

Sx

ﬁ—l—
&

=

QU

»
N——

Q=

<= )

~X
L(E_,Ey) _

O 1
< g ey
zZ|0 2
< C
T

1 1
telle que —+ — =1.
P q

On a
K s (£2) () = K (f- )(l“)
= / (z,5) f° (s)ds - H+ s) f-(s)ds
_ / s @) f (s - [ HI— () (s)ds
/H+ /H+ (s) ds
_ / (H\p(;( 5) - H;fz(s))fi(s)ds
+ _1Hf/_7(8)~(ff (s) = f-(s)) ds,
alors
5 + + + 5 c
T L o N < -

Calculons (H\J;_fz’(S - H\J;jz) (z,5) :
On rappelle que

H\*ﬁé( ,8) = (iji_szh\g_o_z((i/(i_z_(f; sinh v~z (1 + s),
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d’aprés le théoréme de la valeure moyenne il existe 6* € ]0,J] telle que

(H\Jrﬁ(s Hk) (z,s)

~ dsinhy/—z(1+5) T8 cosh /36 (1 — 2] . — 5

- L (0 ot v (L] A (V)
—0s5+N\g (\/—_ 5*) (*cosh\/—_d*(l—x))}

~ dsinhy/—z(1+5) cosh /36" (1 — o

— \/_N(\/_a*){ hv/—20" (1 — 2) x
[smh\/—_z-smh V=20 — /26" (sinh\/—_z-cosh V/—28% + §* cosh /—2z - sinh \/—_26*)]
+sinh v/—26* (1 — ) - [\/—_zé* (1—x) (sinh\/—_z~sinh V/—28% + §* cosh /—2z - cosh \/—_25*)],

donc
K — K7,
H V=24 V=2l L(E_ By
0
< su (HJr — HY, ) x,s‘ds
0<:c1<)1/—1 V2o V=2 (#:5)
)
< sup {coshv/—z6" (1 — z) x

0<e<1y/—z - A2 (\/—z, 5*)
[sinh V—z-sinhy/—20" — /—20" (sinh vV —2z-coshv/—20" + 6" coshy/—z - sinh v/ —25*)}
+sinh v/=26* (1 — z) - [V/=26" (1 — z) (sinh /=2 - sinh v/—26* 4 6" cosh /=2 - cosh v/—26") | }

0
></ sinhv/—z (14 s)ds
1

< S (e eV
[sinh V=2 - sinh/—20% — /— 20" (sinh V/—2z - cosh /—20* + §* cosh v/—z - sinh \/—_zé*)}
+sinhv/=26" (1 — 2) - [/=20" (1 — z) (sinhv/—z - sinh v/= 26" + §* cosh /=2 - cosh v/—26")] }
X \/1__2 (cosh V—z— 1)

o 5cosh\/—_z ~cosh V20" ' 1 "

NN == VI V& )
[sinh V=2 - sinh/—20% — /—2z6* (sinh /=2 - cosh /—20* + §* cosh v/—z - sinh \/—_zé*)}
+5cosh V—z ~0"sinh /—20"

V= (5

< ) cosh V=3 - cosh /36" - v/—20" (sinh /=2 - cosh \/=26* + 6" cosh /=% - sinh \/—26") y

V—z V/—26" cosh /=2 - cosh/=26" - Ag (v/—2,67)

sinh /—z - sinh v/— 20" 14 )
/—z20" (sinh \/—z - cosh/—2z0" + 6 cosh /—z - sinh \/—25*) V—z
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_ 0 sinh /26" L
V=2 [V/—26" (cosh /=2z6* + 6 sinh \/—26") V—z
< C- 0
~X \/37
alors
| )~ K= ()],
< HK;;,&—K;; o e+ S 1=
C
i Wl e f*”E—'

Lemme 3.7 Soient z € v et § € ]0,1[, on a l'estimation suivante

C

E2 s, + |

|75 () ~ i, < [, =,

Preuve. On a :

Ty () () =T (m) (@) = [ Vi @) £ ) ds = Nim

- /0 (N\bﬁ (z,8) — Nk) f2(s)ds + N\bmi — Nj—m
= (T = M=) () @)+ T (= m) ),

Calculons N (z,5) = N/ —.

D’aprés le théoréme de la valeure moyenne il existe 6* € ]0,d] telle que
pour —1 <s<zx

Ni— s (x,8) = Ni—

V—2A2 ?\/—_z 6*) (azi* coshv/=26 (1 —z) - Ag (\/—_2,5*)) — 05+ Ao (\/—_2,5*) -coshv/—2z6 (1 — ).

On a

Os+ cosh/—2z0" (1 — x) - Ag (\/—2,5*) — 05+ A\g (\/—2,5*) -coshv/—20" (1 — x)
= V—z(1—x)sinhv/—26" (1 — z) x (sinh/—z - sinh v/=26" + §* cosh /=2 - cosh v/—26")

\/1_ sinhv/—z - coshv/—20" + cosh/—z - (cosh Vv —z0" + sinh v/ —25*)}
—z
x coshv/—20" (1 — x),

5*
VvV — <

donc

|Ni s () = N

<
“lL(E_,Ey) = |z]%
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alors

[rimes () =], < 7 1980, = s,

3.2 La Convergence dans L?((})

Théoréme 3.1 Soit f° € LT (Q) vérifiant
1. f° tend vers f_ dans LP (Q_) quand § tend vers 0,
2. f2 est bornée dans LP (2),

3. fol f2 (x,.) = m’. tend vers m dans L? (G) quand § tend vers 0.
Alors il existe un unique couple (u_,uy) € LP (Q_) x LP (GQ) tel que

lim (u) —uy) =0
500 (ug —us) =0,
dans LP (Qy) et plus précisement

”ufb _uiHLP(Qi)
< (178 ey + 120 ey
+C <Hfi - f—HLp(Q,) + ||m6+ - mHLp(Qo+)> ’

ot C' ne dépend pas de 0, (ici, uy se comprend comme la fonction (x,y) — uy (y)).

Preuve. On suppose f° € L? (Q_) et f3 € LP () vérifiant les hypotheses (DG1),(DG2) et
(DG3).Montrons que
uy (x) =uyp € LP(G).

On rappelle que

{ u- =5 . (A+z2D)7'K

S (f)dz+ 5k [L(A+2D) 7 T (m) dz
siz J, (A+z20)” Kr(f )dz + 55 [, (A—i—z[)_lT\b(m)dz,

2

2

alors

) = g [@ban (K @)
—i—i / (Q+=2D)7" (T\% (m) (x)) dz

_ —/Q+zl (/ Hh(s)ds)dz

—i—; NJr (Q+z[) (m) dz
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danc u, indépendant de z, et uy € LP (G).
(17v) Montrons que

ot~y < s (1] + 120 ) + € (1 = -l + =], ).

On a
5 1

W —ul = W(A—I—zl) VKo (f0)dz
Yo (e (1) a:
—% V(A+z])—lKh(f_)dz
—% V(A—FZI)lT\_g(m)dz
_ 2; [(asa (K ey (1)~ Ky (1)) d2

+i (A +20) (Tﬁﬁ (f9) =T (m)) dz,

2T
alors
B = /(A+z1)1(K ~ K ) () dz
- 2im . V=26 V=z) \V =
1
+5— (A+z[)1K (f —f)dz
1 B ) )
o W(A+z] (T — M=) (£2) a2
1
+ﬁ (A+Z]) 1T\/—( b= )dz
= 11+12+[3+I4-
Pour || 1], on a:
Ll = i/(AHI) (Kjmy— Ko=) (77) 2
HiE- 2ir J, v~ By ) U= )
< €0 [ St |2
v |z]2 i
< 5|,
Pour || ]|, on a:
— 1 -1 7-— )
Il = | A Kz (2= 1)
1
< O | =g ldz] - [f2 = -]l
¥ |2]

< O =g
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Pour [|I5]|; on a:

1 o _
%L(A+zl) (T~ M=) (1) dz

sl =

1
< €6 [ = idel 12
» Jof
< 5|l -
Pour [|14]|z on a:
e -
s = | g7 [+ 2D T (ol —my ]

N

1 1
O [ gt I = ml,

Cllmi = m|[, -

N

Alors
b~y <C5 (180 1820 ) + € (152 = £l + =l )

telle que C' indépendante de §.
Montrons que

o, = willp, < C 8 (120 + 12 ) +C (175 = -l + llm =, ) -
On a

1 _
vy

+% W(A—{—z[) T\J/rjz’(S (f7)d=
1

L 1Rt
= 7(A+z]) K\/jz(f_)dz

1 -1
—— [(A+zD) T
2 J, AT =

donc

1
W = g (A (K= K =) (1) d

2T -

o [ K (- 1)

um -

1 -1 5
+% ; (A+21) (Tj/_fz,g - Mﬁ) (f2)dz

1 . 5
to— 7(A%—zl) Tjjz(m+—m)dz

= Ji+Jy+ I3+ Jy.
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On a pour ||./1]|5

1
s = 2m/<A+ D7 (K = K) ) 2
< coof gyl
ElNEE
< Ol
On a pour |15
_ |12 Kt (5 _
Il = g [ Aran Kot p )|
|
c/—-—l- dz| - || £2 — f-
AE e jdz] - (|2 = f-[l o
< 2=l
On a pour ||.J5]| 5
Bl = - A en <T+ M+)f5)d
[sllp. = % ( 2 V=75 \/_7(+ ZE_
< 0-5/
T g,
< O'5||f+HE+'
On a pour ||y 5
_ |1t + 5
s = | gz [ (A2 T fnd —maz|

N

¢ [ Zgldel |t =,
v 2|

< C ||mi - mHE+ ’
donc
o =il < €0 (1820 + 120, ) +€ 172 = -+l =]

telle que C indépendante de /. m

Théoréme 3.2 :Soit f° € LP (Q) vérifiant
1. £ tend vers f_ dans LP (Q_) quand § tend vers 0,
2. f2 est bornée dans LP (),
3. fol f2 (z,.) = m’ tend vers m dans L? (G) quand § tend vers 0.
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Alors u_ est l'unique solution forte du probléme :de Ventcel non homogéne suivant

—Au_ = f_ sur €)_
_=0 sur OQ_\TI"

Oyu_(0,-) — Ayu_(0,-) =m sur G.
Preuve. Montrons que u_ est une solution forte du probléme

—Au_ = f_ sur €
=0 sur OQ_\TI"

Opu_(0,-) —Ayu_(0,-) =m sur G.
Le calcul opératinnel de Dunford montre que u_ satisfait formellement

—Pu_(x)+Qu_(z)=f_(x) si z€]-1,0]
u_(—1)=0.

quand 0 — 0, on obtient formellement la condition de type Ventcel
<528§ +Ayuj—) :fj-v
donc
1 1
| e [ and
0

1 1 1
_ 52/ o2’ (1,y dr—/ Ayul (T,y)dT—i—/O Al (1,y) dr

1 1
= 52 82u+ (1,y)dr = 2 [0s uly (7, y)]
= -5 (a u’, (1,y) = 0.0’ (0,y))
1
— aa:ud_ (07 y) )

quand 0 tend vers 0 on obtient

6—0

= m(y) +Ayu-_(0,y),

Jyu_(0,y) = lim [/01 fjsr (1,y)dr + /01 Ayui (1,y) dT:|

alors
amu— (07 y) - Ayu— (07 y) =m (y) )

donc

Oyu— (0) — Qu_ (0) = m.
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Ainsi u_ satisfait formellement

—Au_ = f_ sur 2
u_=0 sur 9Q_N\TI"

Opu_(0,-) —Ayu_(0,-) =m sur G.

Etude du probléme de Ventcel

On a
—u(z)+ Qu(z)=f_(z) si z€]-1,0]
u(—1)=0
0,1 (0) — Qu (0) = m,
on pose

us = u_ (fom) =k (f) +u? (m),

telle que u! est une solution du probléme de Ventcel avec les conditions homogénes
—0%ut (x)+ Qul (z)=f_(z) si z€]-10]
ul (=1)=0
dpul (0) — Qul (0) =0,

et u2 est une solution du probléme de Ventcsl avec les conditions non homogénes

—0%u% (2) + Qu? (z) =0 si z€]-1,0]

ur (=1)=0
d,u? (0) — Qu2 (0) = m.
On pose
D(A-) = LP (-1,0; D (Q)) , (A-®) (z) = Q (P (x))
{ D (A1) =L7(0,1;D(Q)), (A4®) (2) = Q (@ (z))
et

D(B-) ={¥ € W??(-1,0;X), ¥(-1) =0, ¥(0) € D(Q), 0:¥(0) =Q (¥ (0))}
(B-V) (2) = =07V ().
D’aprés le théoréme des sommes d’opérateurs on a A_ et B_ vérifiant D (Gy) D (Gy),

et D (G2). Ainsi la solution forte, du probléme de Ventcel avec les conditions homogeénes
dans E_ est donnée par

1
1 _ 1 g
U = o W(A_+ZI) K\/jz(f_)dz
_ 1 -1 -l
= 2in ), (A_+2I)" (B- —zI)" f_-d=.

Pour le probleme de Ventcel avec les conditions non homogénes on pose dans E_

1
2 _ 1 1 e
uZ =5 : (A-+20) T — (m)dz.
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On a
u? (z) = 221 (Q + D)7 T — (m)dz
1 B sinh/—z (z + 1)
T 2r (Q+ n” \/_(\/_zsmh\/_—i—cosh\/_)
donc
5 1 V/—zcoshy/—z (z + 1)
O () = 2im / @Q+=1)" V=2 (v/—zsinh /=2 + cosh /=2) mdz,
et
) 1 e —z-sinhy/—z (z + 1) s
O (0) = 5 | Q) S s vz 4 coshy =) ™
_ % —2(Q+ 1) T (m) (2) d,
et par suite
Q@) = 5 [(@r el =D @) T () (@)

= - {/ \/_7 dz—/ (Q—i—zI)_lTh(m)(x)dz :
donc
0% (1) + QU () = 5 / o (m 0.

Pour tout x € (—1,0), on a
, , 1 . cosh /—z (z + 1)
o (1) - Qi () = o= / @+ =) (i V= + conh Fz> e
sinh/—z (z + 1)
% Y \/—_z sinh \/—z + cosh \/—_z)
1 V=2 -sinh/—z (z + 1)
 2ir (Q +aD)” (v/—zsinh /=2 + cosh \/=2) 4
B \/—_z~sinh\/—_z($+1)+COSh\/—_Z(x+1) -1
a % y (\/—_z sinh /—z + cosh \/—_z) (QF=D) " mdz,

I'intégrale est absolument convergent

V—z- smh\/_(:c +1) + cosh/—z (z + 1)
v/—zsinh /=2 + cosh /=2)

alors il existe une constante C' > 0 telle que pour toute = € (—1,0), on a

-0 (e—Re\/fzwx\) ,

qui conduit a
dpu? (0) — Qu2 (0) = m.

Ainsi u? est la solution forte, du probléme de Ventcel avec les conditions non homogeénes.
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3.3 La Convergence dans W?"

Dans ce paragraphe, on supposera les hypothéses suivantes.
Soit f° € W20 telle que 1 < p < 0o, et 0 < 6 < 3

(R1) f° admet une limit f_ dans W2%? (Q2_) quand § — 0,
(R2) f9 est bornée dans W2/7 (),

(R3) fol f2 (z,+) dz = m’, tend vers m dans W2 (G) quand § — 0.
Lemme 3.8 Soit 0 € }07%0[ et pelloo] et X =LP(G), on a

1. Dp, (0,p) = WP (-1,1;X),
2. W¥r(Q) =Lr (-1, L, W¥? (G)n W (-1,1; X)),
3. Da_(0,p) = LP (—1,0; W??(G)) = LP (—1,0; Dg (6, p))
4. Dy, (0,p) = L (0,1; W22 (G)) = L? (0,1; Dg (6, p)) ,
5. Dp_(0,p) = WP (—1,0;X).
Preuve. On a
{ Wo (=1,0,X) = {f € W2P (=1,0; X) : f(=1) = £ (0) = (f)' (0) = (f)' (1) = 0}
We (0,1, X) = {f e W2 (0,1;X): f(0) = f(1) = (f) (0) = (f)' (1) =0} '
Alors
{ue P (-1,1;X) cu_ € WgP (=1,0;X) et up € WP (0,1;X)} C D(By),
et
D(Bs)c{ue L’ (-1,1;X):u_ € W?*?(=1,0; X) et up € W??(0,1;X)},
donc
{ we P (1,1, X) u e (WP (=1,0,X); L7 (1,0, X)), _, et

0,p
C:l)B (97p)7
Uy € (W()Zp (071;X)7Lp (0’1;X>)1*97P } 6

et
welP(=1,1;X):u_ € (W?P(-1,0; X); LP (—1,0;X))1_97p et

Dp, (0,p) C
Bg( p) {u+€(WQ,P(()71;X),LP(0,1;X))

1-0,p

Alors

{uelP (-1, 1;X):u_ € WP (=1,0; X) et uy € W*?(0,1;X)} C D5, (0.p),
et

Dg, (0,p) C{ue L’ (-1,1;X) : u_ € WP (-1,0;X) et uy € W*?(0,1;X)}.

On déduit que
D, (6,p) = W (-1,1;, X),
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donc les hypotheses (R1) (R2), et (R3) sont équivalentes aux hypothéses suivantes :
(D1) f? tend vers f_ dans D4_(0,p) N Dp_ (0, p) quand 6 — 0,

(D2) f{ est bornée dans L? (0,1; W** (G)) = D, (0,p),

(D3) [y f4 (z)dz = mS. tend vers m € Dg (0, p) quand § — 0,

et f°€ Dy (0,p) N Dp, (0,p) = Darp, (0,p).

Théoréme 3.3 Soit 1 <p<+oo et 0<0< %, pour f° € WP (Q) vérifiant

1. £ tend vers f_ dans WP (Q_) quand & tend vers 0,
2. f2 est bornée dans WP (Q,),

3. fo f8 (z,.)dz = m® tend vers m dans W** (@) quand § tend vers 0.

Alors il existe un unique couple (u_,uy) € WP (Q_) x WP (G), et pour y € G on a

uy (y) =u_(0,y).

Preuve. Montrons que :uy (y) = u_ (0,y).
Soit y € G on rappelle que la représentation formelle de u_et u

- 2; (A K (1)
+2im (A+z[)_1T\;jz(m)dz
u = 2; (Q+ 1) </ H )dz
+% N}(QHI)*I(m)dz.
Donc pour z € [~1,0] on a
u (@) () = —/ Q=) (K (f) () d=
b [(@+en (Tﬁ<m><w>) dz
_ _/ Q+21) (/H (z, 5) ())dz
o | (@) N @)
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alors pour z = 0 on obtient

u_(0,~):—/Q—|—z] (/H (0,5) f ())d

—i——,/(Q—l—z])_ N — (0) mdz

= —/ Q+zI)” (/ HY— (s) f- ))dz

- N (Q +20) " (m) d2

2 .
= U+.

3.4 La convegence dans W1+20p (—1,0,X)

On a le résultat :

Théoréme 3.4 Soit 1 <p < +oo et 0 <0< %, pour f° € WP (Q) vérifiant

1. 2 tend vers f_ dans W?*P (Q_) quand & tend vers 0,
2. f2 est bornée dans W27 (Q,),

3. fo f2 (x,.)dz = m® tend vers m dans W2 (G) quand § tend vers 0, on a

(lsi_r% (u‘ft —uy) =0

dans W20 (Q4) | et il existe C > 0 indépendante de J, telle que

H“ft - “i||W1+29~p(Q )

< €5 (1 oy * 12 lwnrcar)

O (177 = -ty + 1m0 = mllyanaia,) -

Preuve. On a

5 1

W= Kr(s (A_+20)7" f0) dz
1 _ _
+5— TFJ (Ap +20)7" f0) dz
1 _ —1 5 dz
1

dz
_ 1 45
—5 T\/jz6(A+(A++zI) f+)?,
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car

et de plus

et de méme

telle que

]_ _ —1 45 dZ
% K\/TZ(S(A_ (A_+ZI) fﬁ);
. 1 —1 ;5 dZ
= 5o 7K\ﬁa((A + 20 —21) (A_ + 21) f_)?
1 1 dz
= — | K 0y =4 — K’ A_ Nty =
2mi ), Vo#O () 2 27?2 V_Z5( (A-+2D)7 f7) 2
1

~ K A 1—1 0y &
2mi ), ﬁ75(2< +20)7 L) z

dz
5
27?2/ A+ (As+2D) f+) z

dz
_ —1 p6

dz s\ Az
N 2772/ V= f+ 2z 2772/ ny 2(As+20) f+)7

1 _ _
= ~3. T,@(g( (Ay +21) f+) ?,
w = - [K (A-+ 207" f)dz
B 2mi ), VTF a -
1 _ 1
+% T = (A4 2I)""m)dz
. 1 _ -1 dZ
1 . -1 dZ
0’ (z) — Opu_ (2) = /(9K _(A_+= )_lf‘s)%
e * o oz
dz
271_2 /8 A+ A+ +ZI) f_f_) ?
L GKﬁ(A A+ =0t f) %
211 z

z

_ —1 dz
+%/781Tﬁ (A(A+20)"m) &,

0K s (h) () = [2 0. H — sh_ (s)ds
0K (h) (x) = [° 0. H —h_(s)ds
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avec
[ ANE (\/—2,5, :E)
sinhy/—2z(s+1) si —1<s<uz
5 @9 V=24 (\/—2,5) ( )
H, T,8) =
x \/j276 )
OMVANE (\/—2,6, s)
coshy/—z(x+1) siz <s<0,
AO (\/ —Z,(S) ( )
telle que

AN (\/—_z, 0, () =v—z (— cosh /—z( - sinh v/—28 + 6 cosh /=20 - sinh \/—_z() ,
et

—+/—zcosh+/—zx + sinh/—zx
v/—zsinh v/—2z + coshv/—z

—+/—zcosh+/—zs + sinhv/—2zs
v/ —zsinh v/—2z + cosh /—2

sinhy/—z(s+1)si —1<s<ux

@J[\;TZ (x,s) =

coshy/—z(z+1) si <s<0.
Alors

1 . .
1 _ _ -1
i) (0K sy = 0 ) (A (A 4207 )
1 ) ) o
5 (agCTﬁ’é - awMﬁ) (Ay (Ap + 207 f2
dz

R S
n L 0.7, (A(A+ 21" (ml, —m)) &

= U+ Uy + V34 U,

dz
z

dz
)

Lemme 3.9 Soient z € v et § € ]0,1[, il existe C > 0 indépendante de §, on a les estima-
tions sutvantes

C
o= ‘L(E_> s 2|2
2. 10K s — 0K ) <O 4,
8 |05T = 5 — OuM — L) < C§,
40T = L(E_) S Ml/?%/%‘

Preuve. (i) Montrons que
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En effet

0K =

‘L(E_)

0
< sup / FJ( s)| ds

—1<2<0J -1

< sup /‘C N —Z (— cosh+/—zx - sinhv/—2z0 + & cosh /—2z0d - sinh \/—z:v) sinh V3 (5 +1)| ds

—1<z<0 \J_1 V=24 (\/—z 5)

n / —sinh \/—zs - sinh \/—20 + d cosh \/—20 - cosh \/—zs cosh\/_( L 1)|d

; VA (V2.0)

< sw v/ —2z (—cosh+/—zx -sinh /—26 + § cosh /—26 - sinh /— x / ‘Smh\/_ s41) | s

—1<a<0 V=249 (\/— ,5)

cosh V—z(x+1) /
—sinhv/—zs -sinh/—28 + d cosh/—2z6 - coshv/—zs|ds
\/ AO (\/ —Zz, 6 | |

o ((— cosh v/—zx - sinh /—2z0 + § cosh v/—26 - sinh \/—za:)) (cosh N —z — 1)
< su

—1332 0 v —2A¢ (\/—z, 5)

coshy/—z(x+1)- (\/’—_17 sinh /=28 - (1 — cosh/—zz) + 7 coshy/— 26 - (—sinh \/—zx))
+
V=20 (v/=2,0)
o coshv/—z - sinhv/—z6 - cosh v/—z
h v —20g (\/—z 5)
cosh/—2z - ( sinh/—26 - cosh+y/—z + = cosh v/ —2z0 - sinh \/—z)
+
vV AO (\/ —Z, (5)
< coshv/—z - (sinh V/—z-sinh\/—2z0 + d cosh\/—2z - cosh \/—26)
) V= (V5,0)
cosh N — (smh v/—z -sinhv/—zd + 0 cosh v/—z - cosh \/—25)
+
V=249 (\/—z, 5)

(cosh vV—z+ \/_ cosh \/—z> - Ag (\/—z, 5)

<
vV AO (\/ Z, (5)

C
<

HE

(77) Montrons que
_ - <.
s~ K Ly C-o
On a
0
_ - < - -
N NS PR N (Hr Hr) ds,
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avec

( - - )(x 8)_5'Sinh\/—_z(8+1).Sinh\/—_z(xﬁLl)-(sinh\/—_zé*—\/—_zé*)
I A (V=20 |

donc
O (H sy — H— )
inh /—26" - cosh /—26" — \/—26"
= Jsinhy/—z(s+ 1) coshy/—z(x+1) - sinh V=2 A%CE)\S/—_\QE) Vor .
Alors
Ol = — 0. K — )

sinh v/—20" - cosh /—20" — \/—20"

A2 (V=2,0) ds

§sinhv/—z (s +1) - coshy/—z (z + 1)

0
_—
—1<z<0.J -1

|6 cosh /=2 (x4 1) - (sinh \/=26* - cosh \/=26* — \/=26") | /0
< su sinhv/—z(s+1)ds
_1§£§0 < A(ZJ (w/—Z, 5*) . ( )
< sw |6 cosh /=2 (z + 1) - (singh \/—25*;cosh V=20 — \/=25")]| 1 (cosh V=7 — 1)
—1<2<0 A (V=2,6%) V—z
< 0sinhy/—z - coshy/—2 - (\/—25*) - cosh v/—2z0" - sinh \/— 26"
S X
(sinh \/—z - sinh \/—zé*) - 0" cosh/—z - cosh/—20"
1 _ 1
sinh \/—20" - coshy/—20" /—20"
1 2
< Su—2. -
<9 : tsutpo t  sinh Zt'
< C-6.
) 1 2
Car la fonction t — — — — est bornée dans R.
t  sinh2¢
(731) Montrons que HaxT\;?z,a - &CM\;TZHL(E_) < C-4.
On a
1
- _ < - e .
&CT\E,& ch\/jz vy S lsgngo/o Oy (N\/jzﬁ N\/jz> ds

On rappelle que

( Ve NJ;) (z,5)
sinh /—2z (1 + )
V=T oY W x {coshv/—z6"x
[sinh /=2 - sinhv/—26" — 6"/—2 (sinh /=2 - cosh v/—26" 4 0" cosh v/—z - sinh /= 26") |
+ [sinhv=26" (1 — s) - v/=20" (1 — 5) - (sinh /=2 - sinh /=26 + §* cosh /=2 - coshv/—26%)] },
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donc

Oy ( V=7 i N\;jz) (z,s)
cosh/—z (1 + z)
= 0 X qcosh /—zd" x
AZ (vV=z,6%) {
[sinh /=2 - sinhv/=26" — 6"/=2 (sinh /=2 - cosh v/=26" 4 0" cosh v/— 2 - sinh /= 26") ]
+ [sinh v=26" (1 — s) - v/=20" (1 — 5) - (sinh /=2 - sinh v/=26 + §* cosh /=2 - coshv/=26%)] },

alors

OuT s — OuM

L(E-)
1
< s O (N —.— N, d
13&0/0 ( Nax) ﬁ) 5
'l coshv/—=z (14 z)
< ) hv—2z6" (1 —
2R 0/0 ANV {eosh /=207 (1= 5)
[sinh v/—z - sinh v/=20" — §*v/—2z (sinh v/—z - cosh v/—20" + §* cosh v/—z - sinh v/—20") |
+ [sinh v/=20" (1 — 5) - V=20" (1 — s) - (sinh /=2 - sinh v/—20" + §* cosh /=2 - cosh /= 26") ]|
< sup d cosh/—2z (lj—x) "
—1<2< 0 A% (\/—2,5 )
{ [sinh V/—2z - sinh /—20% — /26" (sinh V—z - cosh/—2z0" 4+ 6" cosh/—7z - sinh \/—zé*)] X
1
/ coshv/—z0" (1 — s)ds
0
1
++/=26" (sinh /=2 - sinh /=26 + 8" cosh v/—z - cosh v/—26%) / (1 —s)sinhv/—2z6" (1 — s) ds}
0
sinh \/—2z0" 1
< dcoshy/—z- .
Y N (V== o
[sinh /=2 - sinh v/=26" — v/=26* (sinh /=2 - cosh v/—26" + 0" cosh v/—2 - sinh /—26") |
+osinh /=7 OBVET VR
V=20 A% (vV=2,0%)
< §coshy/—z - sinhv/—26" - sinh v/—z - cosh \/—.25 +0 (iosh V—z" 81n£1\/—z5 "
cosh y/—z -sinh/—2z0" - Ag (\/—z, ) )
sinh y/—2z - sinh /= 26" 1l 4
V—20" (sinh V—z - coshy/—20" + 0" cosh /—2 - sinh \/—25*)
< 5 sinh \/—z - sinh y/— 26" 14
= V—20" (sinh V—z - cosh/—2z0" + 0" cosh /—2 - sinh \/—zé*)
< C-).
(vi) Montrons que ||0,T, < B
e e
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On a
1
0,1 < su / 0, N — (x)|ds.
‘ V=2l 713%0 0 ‘/TZ< )
On rappelle que
B 6Re —zx
‘Nﬁ(fc)‘_0< B >
donc
B \/__26Re\/7x
0, N (;c)‘ ~0 ,
v=z E
on a
1
0 Rev—zx P P
B Rev/—ze
‘a’”Nﬁ(x) T /1< 2] ) dQC)
1 0 1
< |Z|2 (/ GPRG\/TZId{L')p
|| 1
1
< < (1= evmev=)?
7_‘_7
EE
o C
It
alors
1
0,T" < O,N~ ‘d
oty < s, [ [N @)as
C
S — T
B
Donc on a :

|0,u’ — 3xu—||Lp(_1,0;X) <Nillpey + 192l pey + 1l ey + [Wall ey -

pour [[W1[| ;) ona

1 _ _ dz
ilhiey = |5 [ 0K ms (A (A a0 (7 = 1) E
¥ L(E-)
1 1 1 _
< C s |2 (A (A + 2D (- f)) Jdz|
7|Z|2 |Z‘ ‘ ’

N

1 0
C [ g e 1= £,

< C Hff - f—HDA_(G,OO)’
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pour [[Wal| ) on a

1 L d
Walley = |om [ (0K s =0 ) (A (vt 1) S
L(E_)
< Cb [ A (A en T
SEE
1
< €5 [ g 1l e
v |2]
< C-0[lf-lp, (000 -
pour | W3[5 ) on a
1 _ _ “1 gy A7
sl gy = 27”/(3 T\ﬁg axM\/jZ> (A (A +210) f+)?
L(E_)
< /‘ X el Ay (A 20)7 7 Jd2]
§
< €3 [ el 12, 0
< Co £, 0o
pour [[Wal| ) on a
B _ dz
Wallppy = ‘27”/811 A(A+ 20) 1(mi—m)); L
o e R
ElaeCIEl
1 5
< O [ gt =il o
< Clmi =mllp, g0
donc
||u6— - u—“Wl,p(—l,O;X) - ||u6— - u‘”LP(—l,O;X) + Haxud— B &EU_HLP(—LO%X)
< €5 (- Noy oo * 11l )
+C <Hfi - f7||DA7(0,oo) + ||mi - m“DA+(9,oo)) :
]

Pour montrer la convergence dans W1+ on utilise le lemme suivant :

1
Lemme 3.10 Soit 0 € }O, 5 [, on a

W1+29,oo (_1’ O7 X) _ Cl+29,00 ([—1’ 0] 7X) .
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Soit z1 et x5 telle que —1 <2y < a3 <0Oona:

(01’ — Opu) (x2) — (0ol — Dpu) (@) ||y < Z 10 (x2) — 5 (21)]] -

Lemme 3.11 On a I’ estimation suivante :

[Wo (22) — W (1) x + ([ W5 (22) — U3 (21)]| x
< C-Slma—a1” 1f-lp, 000

+C -0 |xy — 1’1|26 ) Hf+||DA+(9,oo) ’

Preuve. Calculon VU, (z5) — Uy (1) :

Ona
Wy (22) — Uy (21)
- (a Koy = 0K =) (A (At 21) 1) (1)
‘2%' (a Ky = 0K =) (A (A +20)7 ) (1) %
= 2%2 j <L (a Ho, ;- amHﬁ> (22,5) Q(Q+ 2I)™ [ (s) %) s
_% jl ( L (0.1 s = 01 =) (30,9) Q@+ 21 £ (5) d—; ds
— % T (/7 (axﬂhyé—agcﬂh) (22.8) Q(Q +2I) " f- (s )dj) s

&Q.
NNN

ds

271 z

> T, S
b jl (L (a H = 0.1 ) 71,8) Q(Q+z2I)"" [ (s)

d
)
d
+2im xz(/v(aH‘ QQ+zD)""f (s) )ds
%)
d

S
271

Yom / J (O = 001 =) (ra9) = (0H ey = 00 ) (1.9

<Ja@+an o Las)
= Ji+ Jo,

A H;_*Zﬁ_amﬂ;_*z) Q@+ =) (%)

pour —1 <z <s<azyet p>0,ona:

O5A_ (p,0%,5) - Ao (p,07) — 580 (p,67) - A_ (p, 07, 5)
AG (p,67)
sinh p (1 4+ s) - [sinh pd™ - cosh pd™ — pd™]
Af (p87) ’

(811{;5 —0,H,) (z,s) = dsinhp(l+x)

= dcoshp(l+zx)-
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donc

smhp (1 + s) - [sinh pd™ - cosh pd* — pd*]
AF (p,0%)

d cosh p (1 4 z5)

sinh p (o + 1) - coshp (s + 1) - (pd*) - cosh pd* - sinh pd™ "

< 9
(sinh p - sinh pd*) (6" cosh pd™ - cosh p)
1 1
sinh pd* - cosh pd*  pd*
< 5psinhp(x%+1)~coshp(s+1) - sup 12
sinh p - cosh p t 0|t cosh2t
< 5psinhp (x2 4+ 1) -coshp(s+1)

sinh p - cosh p
< C- 5/)6—9(582—8)’

telle que p = Rey/—2 =C |z|% sur 7.
Alors

T2 d
Illx = ‘%/ </ (8 Ho— &H;;) (xz,s)Q(QHI)—lf(s)f) ds
—el2|? (w2—s 1 |dz]
0.//||26| )W s 1, oo

| |2 e c|z\? T2—S)
oo [ [ 7 =15 1f N, o
z1

2 pdp
// )H-(@_ 20510
(z2— s)
20—1 dﬂ
5 [ (/ )ds A
o 0 /~6

0
< C-Slag— | ||f—||DA_(9,oo)’

X

N\

N

N
Q

N

et

s L (0o ey = 00 =) (2,9) = (0 sy = 0. =) (1,9)) %
{(QQ+z2D)7" f_(s) Lds)

‘ QLm/:Z (/7 <a Homs = 8wH\_/fz) (22,8) Q(Q+ 21" f- (s)%) ds

20
< C’-(ﬂxg —$1| : ”f—|’DA7(9,oo)'

12l =

X

Calculons V3 (x5) — W3 (1) :
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On a
U3 (22) — W3 (1)
- (a Ty = 0M ) (As (A + 217 ) (@ )Cf
—% v(axTV_fz,é—axM@) (As (A 20 ) () &
_ % 01 ([/(aNFJ 9, N~ )(a;z, )Q(Q+z[)_1fi(s)%>ds
o [ ([ an ) @@ £ )

+5— / / a N5 amN;jz) (72,5) — (&N:@ﬁ —~ &J\fﬁ) (21, 5))
X {Q(Q—l—z]) £ (s )_ds}

pour —1 <z <2< 0et p>0,0na:

(02N, 5 = 0uN, ) (22,8) = (0uN, 5 — 0N, ) (21, 5)
cosh p (1 + x2) — cosh p (1 + z4)
Af (p, 67)

[sinh p - sinh pd™ — pd* (sinh p - cosh pd™ + 0™ cosh p - sinh pd™)]
+sinh pd™ (1 —s) - [pd" (1 — s) (sinh p - sinh pé* + §* cosh p - cosh pd™)]},

=9

x {cosh pd* (1 — s) x

alors

/O (075 — N7 (2, 5) — (DN — 0N (20,5)) d

sinh pd* 1 "
o N0
[sinh p - sinh pd™ — pd* (sinh p - cosh pd™ + 0™ cosh p - sinh pd™)]
cosh pd* po*
po* Aoy (p, ™)
sinh p - cosh pd* + 0™ cosh p - sinh pd*
sinh p - sinh pd* - Ag (p, §")

N

d (cosh p (1 4 x2) — coshp (1 + 1)) -

+d (coshp (1 + x2) — coshp (1 + 24)) -

N

d (cosh p (1 4+ z3) — cosh p (1 + 1)) - sinh pd™* x

" sinh p - sinh pd*
pd™ (sinh p - cosh pd™ 4 §* cosh p - sinh pd*)
cosh pd* po*
pd*  Do(p,d7)

_1‘

+6 (cosh p (1 + x9) — cosh p (1 + x1)) -

d (coshp (1 4+ x2) — coshp (1 + 1)) sinh pd*
sinh p . ‘pé* (cosh pé* + 6" sinh pd*)
d (cosh p (14 x9) — coshp (1 + z1))
+ sinh p
cosh p (1 + x2) — cosh p (1 + :Bl)
sinh p

N

N

C-é
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Donc

19 (22) — W (o)l < €5 [ POt ROt n)
x X

—1 5§ dz
sinh p Q@ +2I) I (5) z

< C. 5/ /smhp (1+2) (Q—i—z[)_lfji(s)%dx
X1 Z

psinh p
< C 5/“/&”@ @+ 21 £(s) L,

onap=Rey—z= c|z|% sur v donc

cz23:
19 o)~ )l < €0 [ [ S 1],
1

x2 —Cp Mdu
< C- 5/ / 9+1 ' ) dx - Hfi||DA+(0,oo)

<ot (/ Sre) o £, 0

< C-blwy—a” Hf+HDA

L (0,00)°
finalement
Wy (w2) = Wy (21) || x + || V3 (22) — U3 (21)]|
< C-Sloe— 2™ 1 f-lp,
+C 6 |zy — 2| Hf+||DA+(9,oo) .
n

Lemme 3.12 On a estimation suivante

[y (z9) — Wy (1) x + [[Wa (72) — Wy (1) x

< C|$2 — :v1|29 ) Hfi - f—HDA_(e,oo)

+C [y — a1 [ - ||m?, - mHDA+(9’°°) '

Preuve. Calculons ¥, (z5) — ¥q (1) :

‘111 IQ )
= /a Ko — (A (A_+2D)7 (£ = f)) (22) —

szaK (Ao (2 = ) )
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27rz

i |, [0t @@ D (= 1) 0
o [ [t @@ (- ) )
i |, [0t @@ D (- 1) 0
mmll/8Hfaam>«w@+dr%ﬁ—f>w@
xl/a Ho s (21,8) (QQ+ 27" (2= 1)) () .
i | [0t @@ (- 1) 0

27”/ / 8 HF(S Ta, )—8:,3H:/_775 (:Cl,S)) X

l@@+=n (-1

Js + Je.

on rappelle que

a H (I27 )
— cosh Py

- sinh pd + ¢ sinh pxy - cosh pd

d
—st}

—sinh ps -

sinh pd + § cosh ps - cosh pd

sinhp(s+1) si —1<s<uy

AO (pv 5)

et
a H (.1’17 )

— cosh Py

-sinh pd + d sinh px; - cosh pd .

h 1 i <s<0
Ao (0.0) coshp(za+1) si 9 <s ,

— sinh ps -

sinh pd + § cosh ps - cosh pd

sinhp(s+1) si —1<s<uz
Ao(,O,(s) '0( ) '

Soit —1 <z <s<uxyet

|0.H,

) ($278)|

h 1) si <s<0
Ao (p.0) coshp(z1+1) si 23 <s<0,

p>0,ona

N

N

N

N

cosh pxs - sinh pd — ¢ sinh pxs - cosh pd

sinhp(s+1

- sinh pd + ¢ cosh pxs - cosh pd sinh p (s + 1)

cosh pxy

sinh p - sinh pd + d sinh p - cosh pd
cosh pxs - (sinh pd + ¢ cosh pd)
sinh p - (sinh pd 4 ¢ cosh pd)

cosh pxq - sinh p (s + 1)

sinh p (s + 1)

sinh p
Oe—p(vﬂz—S)7
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onap=Rey—z= c\z|% sur 7y donc

_1 dZ
s = g [ [ttt @@+ 2 (12 = 1) (9 Bt
—C|Z I‘—S 1 1 -
< C/ /e 212 (22 ._.—0|dz|ds.H|z|9Q(Q+zI) 1(fi—f_)H
T ¥ ’Z| |Z| E_
< C 2 —c\z|%(a:2—s) 1 dz|d 1)
~ o 'ye ' |Z|1+9| Z| s Hf__]C_HDA_(Q,OO)7
on pose
2] (22 — ) = 1,
alors

+oo e CH d
pdp
||J5||X < / / 2 1+0'(3U2 d Hf(s f—HDA_(e,oo)

(z2— s)

9 e~ "d
O/m (2= )" </0 MTHM) ds - |12 = F-llp, 0.0y

C |y — x1|29+1 ) ||f§ _

N

N

S .
< Clrm a1 Ly
Soit —1<s<z;<x5etp>0,0na

(9me_76 (2,8) — Oy H, s (x1,5)

_ —coshpz - sinh po +dsinh pay - cosh ph sinh p (s + 1)

A0 (:07 5)
— cosh pzy - sinh pd + dsinh pzy - cosh pd .

— sinhp(s+1

_ sinh pé - (— cosh pxy + cosh pz1) + 0 cosh pd - (sinh pxy — sinh pxy) sinhp (s +1).
AO (107 6)
alors

‘GxH;(; (x2,5) — &CH;(; (1, s)‘

< sinh pd - (— cosh pxg + cosh px1) + & cosh pd - (sinh pxy — sinh pzy) sinh p (s + 1)
A0 (pa 5)
< sinh pd -'cosh px1' + 0 cosh pd - (— sinh pxq) sinh p (s + 1)
sinh p - (sinh pd 4 § cosh pd)

sinh pé - cosh pxy + 6 cosh pd - cosh pxy |

< h 1
sinh p - (sinh pd + § cosh pd) sinbip (s +1)

cosh pxy - (sinh pd + ¢ cosh pd) .

< h 1
sinh p - (sinh pd 4 ¢ cosh pd) sinbip (s +1)

< cosh pxy - sinhp (s + 1)
= sinh p
< Oe—P(Il—S)’
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donc

||J6||X <
<
<
<
<
<
<

D’ou

Maintenant

On a

on a

C

Q

—c|z\ 2 (z1—5)

_ 1 _
\/7’5 (‘r27$) - al‘H\/TZ,(; (331,8)‘ m |dZ| ds - ||Q (Q + ZI) ! (fi -

e 8)| |L9 delds- |l Q@+ =) (/2 = )|

’F |L9 sl ds- [l @@+ =0t (2~ 1)

o\g\\\

[
[.)
“f,
/.
/.

E_
> pdy
C 1 110 (ry — 8)2d8' Hf6 - f—HDA,(O,oo)
1—5)
e Fdu
C 1 (z1 —s) (/0 W) Hf6 f*HDA,(e,oo)
00 efcud
0/1 (l’g - 8)29 (/O M29+1 ) Hf(s f_HDA_(Q,oo)
C |y — 1]* Hfi - f_HDAi(O,oo) .
101 () = Wy (@)l x < Claa = [ = F-llp, (oo

montrons que

Uy (x2) — Uy (1)l < Ol — o[- Hmi - m||DA+(9,oo) .
\114 $2 -y ($1)
d
= o= /6’ T, A(A+ D)7 (mf, —m)) (132)72
0, j— (A(A+ 21" (m) dz
o ] #50)” (=) 0)

- QM//(?N (22) Q(Q +21) ™" (mh —m) (s) —ds

2m//0N (1) Q(Q +=2I)” ( )(s)%ds
N () = N (20)) Q(Q + 1) (il —m) .

N 27m (8

0, N7 (w5)

— 0N, (11) =

coshp (z2 + 1) cosh p (1 + 1)
psinh p + cosh p B psinh p + cosh p
cosh p (xg +1) — coshp (z; + 1)

psinh p 4 cosh p

B /“ coshp (z + 1)
~Ja, p(psinhp+ coshp)’

Pl
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alors
| Wy (z2) — Wy (21)]]
coshp (z +1 1 Al1z1? (md -
C/m /w/) psmhp+coshp) |z|1+9 |dz| dx H‘Z! Q(Q+=2I)" (m§ —m)
p(z+1)
< C / / .
v er 1+ Iz! |2 |1+0 % HDA+(0’°°)
< C/ / c\zl?x. 1+9 |dz| dx - Hm+ m||DA+(9,OO)7
on pose
1
|Z’2 €T = —MN,
alors
||\I/4 1’2 -y (x1>||X
< of [ g R,
A+(9700)
dp
of (/0 W) =l
< Clog — o[- Hmi - mHDA+(0,oo) '
Donc
191 (22) = Wy (@)l + ([ (22) = Wy ()l
< Cloa—a™ 2 = f-llp, 000
+C |zg — 21 [ - [’ = mHDM(&OO) '
]
Donc
1(9su = Oru) (2) = (Orul. = D) ()|
< €= (I5-Ipy om0+ 1115 0
+C |ZL‘2 — 171|20 (Hfi - f—”DA_(GpO) - Hmi B m||DA+(9’°°)> ’
alors
(8,1'“5_ - aq:u_) 6 026’00 ([_17 0] ’X) )
donc
(v’ —u_) € C*20% ([—-1,0]; X),
alors

Hu, - U*HW1+29’°°(71,0;X)

< C5(15-py_ o0 + 1210, 00

(147 = £l ooy 5 =llp, 9y -
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3.5 La Reégularité de u_

Théoréme 3.5 Soit 1 <p < +oo et 0 <0< %, pour f° € WP (Q) vérifiant

1. 2 tend vers f_ dans W?*P (Q_) quand & tend vers 0,
2. f2 est bornée dans W27 (Q,),

3. fol f2 (z,.)dz = m® tend vers m dans W?** (@) quand § tend vers 0.

Alors il existe une unique (u_,uy) € WP (Q_) x W2P (G) et u_ est une solution stricte
du probléme de Ventcel non homogéne suivant

—Au_ = f_ sur §)_

u-=0 sur O\ T°
Opu_(0,) — Ayu_(0,,) =m sur G.

Preuve. On rappelle que la représentation formelle de u! et u* pour z € [—1,0] est donnée
par :

1 1

_ -1 g
U = o 7(A_ +2I) " K —(f-)dz
1
= — [(A_+z2D)"(B.—z2)""dz
27 J,
T 1 (A_ 4 2I)""T7— (m) d=.
- 2mi ), V=2
Alors
ut € D(A)ND(B.),
donc
ul € WP (Q_) et wl\I'" € W2 (I%) n Wy (I°),
et
—Aul = f_ sur €
ut =0 sur 90\ T°
dput (0,-) — Ayul (0,) =0 sur G.
et de plus

Put e WHP(Q) et Ayju' € WP (Q),

et de méme

m e W9 (G) = Do (0,p).
On au? € WP (—1,0; X)NLP (—1,0; D (A_)) et
02 € W2r (1,0, LP (G))
A u? € WP (—1,0, 17 (Q))
Ou? € LP (—1,0; Dq (0.p)) = Da_ (0,p),
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donc

Pu? € WP (Q) et Au? € WP (Q).

xT

ut € WP (Q)

3.6 La convergence dans Dy, (H—I—%, p)

3.6.1 La convergence dans Dy (9—|—%,oo).

On doit prouver que

sup
r>0

rfta . A (Ao +rD)" - (u —u) HE < +00.

On rappelle que la représentation formelle de (u‘i — u,) pour z € [—1,0],et § € ]0,1] est
donnée par

1
(ui—u_) = — (A_+7“I)_l< \_/5275—_[(\_/3

271 .

1 1 5
+27m' V(A_+7“I) Kﬁ(ff f)dz

271 .

)

)
[ (T’_ - M’_Z> fidz

d

1 U
to W(A—l—r[) T\/jz(m+—m) 2.

Soit 7 > 0, on a

(z—r)(A_+7D) " (A4 20"
= z(A_+rD) VA +2D) T —r(A_4+rD) A+ 207!
= A4+2—A)A_+rD) A +2D) " —(A+r—A)(A_+r) (A4 27!
= (A4 —AA_+rD) T A+ )T = (A 2D) T AA_+ )T AL+ 2D
(A_4rD) = (A +2I),

donc
1
z—r

(A_+7D) " (A + 20" = ((A- + r) 7t — (A_ + zI)_l) .
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Alors

donc

1l

N

A (A +rD)7 (6 — )

1

1 B - o

% v 2T <K\/TZ5 K\/Tz) (A— (A— +T]) f,) dz
o] (Kﬁ — K )(A (A_+zD)7" f2) dz
211 "/Z_T V—z,6 vV—z - — °
Ry L

27 yz—rK\/jz(A*(Aijﬂ) (f— ff))dz
R L

21 7z—rK\/:Z(A_(A_%_’Z[) (f— f_))dz

1 1 - - o
2mi Wz_r<Tﬁ,5—Mﬁ) (AA+rD)7" ) dz
e : (T_ - M, >(A(A+z[)‘1f5)dz
271 ,yz—/r‘ V—2z,0 V—z T

1 1 B s

ot | s v (A A+ D) (= m)) d=

1 1
omi z—rTﬁ(A(A+ZI) (m i—m))dz,
A* (A— + 7"[)71 . (ué_ — ui)

271 72—7" \/jzzS V=z — — °
RNV L

omi WZ_TK\E(A—(A—JMI) (f2—f2))dz

1 1 - - s
_% ,YZ—T<T\/TZ5 M\/TZ> (A(A+Z]) f+)dz

1 1 B -
~5 Z_TTF(A(AJer) Y (S —m)) dz

Il+I2+I3+I4

1

271

1
/!z r'_ﬁ_"z’(
|Z| ZI

] z —

r 9+§

K-

1 —
/Z—T(Kﬁé

1
§ z |

0 Hf(s ||DA (0,+00)’

\/jz> (A— (A-+ Z])_l ff) dz

E

(A4 2070 de

1P s o
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et de plus
LI, = _L/ Lk (A (A D (- ) dz
2lle omi J, 2 — v VTENTT T - g
11 1 B
< c/,z_ﬂ-77-|z|9<A_<A_+zf> (0 £2)) ldel
1
s /|z '7'7'|dz| 172 = F-llb,_0so0
1 1
. . el £
/|H| — 1 = o, e
< o [ 1 W = ol
< _f_HDA_(G,-‘rOO)7
et de plus
1Ll = —i/ ! (T* - M) (AGA+ D)™ f) d
e 27i ), 2z — 1 \ V=20 V=2 + .
1
< C'/ ——z AA+rD) ) - |dz
|Z—7”| 2,|f Z’ | | ( ( ) f+) | |
1
< |z ';‘?‘Wﬂ 1£51 5,0, 0400
< 1
et de plus
iy = |-5= [ ——T7 <A<A+ 1) (mf, —m)) d
|4E N _2m' 2—7"‘/:‘ g e ZE
< . YAA+ ) m —m) - |dz
1
; / el =l
< mHDA+ (0,400) ’
donc

||U6_ _u—||DA_(9+%7OO)
< C9 <Hf§||DA_(0,+oo) + HfiHDM"v*“))

C172 = Pl ooy + 1S =7l 01400))
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3.6.2 La convergence dans Dy, (H-I—%, oo)

On doit prouver que

sup HT0+% Ay (A 4D (ud, — u+)‘

r>=0

On rappelle que la représentation formelle de (u), — uy) pour z € [0,1], et § € ]0,1[ est
donnée par

(vl —uy) = 271m (A—I— 2I)” (K\Jrﬁé_[(+ )fédz
+2Lm (A+z[)*1ijz(ff—f_)dz

+ + 5
+TmA(A++ZI) (T s = M) fldz

1 -1
to— /7 (AL + 21) T\b (md, —m) dz.

On a
A (A +rD)7 (uf, —uy)
1 1
T 2mi z—r(Kj@é_Kfﬁ)(A(AJFZ]) f2)dz
ol
1 1 B
“o | T K (A DT (L - f)) dz
ol
1 1 N N o
2 7z—r(T\/fzé Mﬁ><A+(A++ZI) f+)dz
1 1
5 Z_TTf_ﬁ(A+(A++zI) (m’. —m))dz
- J1+J2+J3—|—J4
On a
1 1 -
HJ1HE = "—2—7”/2_7”<K3;_75_K\+_ﬁ> (A(A—i—zl) lfg)dz
E
< c/ O ea .
|z—r| P L AT ]
1
S |z ';'g“dz\ 172115, 61100
5
S 9+* Hf ||DA (0,+00)”’
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et de plus
1l = || g [ o (A =D (12 1))
E o2mi )z —1r V72 B 5
1 0 1
< C C— e — A(A+ 21 —f_)-|d
[ B AAE D () e
1 1 1
<cf . el || - S
. |Z . 7’|9+§ |Z _ T|79+§ ‘Z|6+1 H HDA_(G,—I—OO)
c 5
< o / g A7 = o,
S _f_“DA7(9,+oo)’
et de plus
_ + At ~1 45
3]l = H 27‘(‘2/2—7“ T\/75 M\/Tz> (A+(A++ZI) f+)dz .
1 0 1
< s 2 A (A 2D 7D - ||
|Z—7”| |‘2 |z|
< / — Hm ST~
< Hf+HDA (0ro0)
et de plus
Tl = |- 1/ L T (Ap (Ay + 27 (mf, —m)) dz
E o2mi ),z —1r VF + .
11 0 1/ 5
< C AL (A 42T —m)-|d
[ i A e )
1
S 0/‘ ‘9+ |z [|mS, — mHDA+(9,+oo)
C
< T.g__;_%”m'i‘_mHDfH(H,—&-oo)'
Donc

||ui- _u+||DA+<9+%,oo>
< C-6 (Hfi||DA_(97+oo) + Hfj_HDA+(9,+oo)>

(17 = -l 000y + 1% =l o)



Chapitre 4

Résultats essentiels

Dans ce chapitre, on donne les résultats concernant le probléme (2), obtenus a partir des
résultats précédents.

On rappelle que le probléme (2)
—Av
—Av

v = sur 9Q_ \ T°
vy =0 sur 90 \T°UT?

ol =0 sur I

sur €_
)
sur €,

avec les conditions aux limites

00 =0l sur I
1
0,0° = gawvi sur I0.
On a
v =u’ sur Q. =[-1,0] x G
@ =f sar Q =[-1,0] xG,

et que, pour (¢,n) € Q% =[0,6] x G

en posant

et
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4.1 Solution forte
Théoréme 4.1 Soit 1 < p < oo, pour ¢° € LP (95) , 1l existe une solution forte
s v sur Q_
v _=
vi sur Qi
du probléeme (2).

Preuve. Montrons que v° est une solution forte du probléme (2).
On considérons § > 0 fixé, on doit prouver que f° € L? (Q).
On a

fl=gl el (),

montrons que f¢ € LP ().
Pour gi eLr (Qi) on a

155y = [ 175 o
Q4

- /G(/Ollfi (m,y>}”dx) dy,

on pose
I
r=sety=mn
alors
18y = [ ([ 152l )
=5 L[ Gr)f o)
1 P
= 5 | let Gl dcin <o,
donc

f e L7 (Qy).

On a, ¢° € LP (Q‘S) alors f° € LP(Q) d’aprés le théoréme 3.3.1 il existe une solution forte
u® du probléme (3) dans L? (€2), donc il existe une solution forte v du probléme (2) dans

I (). w

Théoréme 4.2 Soit ¢° € LP (95) avec 1 < p < o0, on a

1. ¢° tend vers g_ dans LP (Q_) quand § — 0,
2. il existe une constante M > 0 telle que pour 6 > 0

5 Lot (Cl”dc dy < o

+
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1
3. 5 06 gi (¢, )" d¢ = mi tend vers m dans L* (G) quand 6 — 0.

Alors il existe une unique (v_,vy) € LP (Q_) X LP (G) et une constante C' > 0 indépendante dd]
0 telle que

1. (slinoHv —v_ HLP )—0, et

102 = vl oy
< 0 (1 miay + 0 1 )

C(19° = 9wy + 18 =l gy ) -

2. 611_1)1105*% Hvi — U+HLP<Q§+) =0, et

577 ot~ Ol o)
< C 8 (|l 0y + 077 N9 uoasy)
+C (19 = 9- oy + 3 = mller) -
3. v_ est une solution forte du probleme
—Av_=g_ sur Q_
v_ =0 sur 09\ I'°
dev_ (0,-) = Ayu_(0,-) =m sur G.

Preuve. (i) Montrons que :5l£n0 v — 1)_HLP =0, et

@)
[v? —U—HLP(Q,)
_1
< O (1 oy + 7 162 o))
€ (9 = 9-ley * IS =m0y
fo = g_ sur Q_ alors
5h—n>lo ||fi - f*HLp(Q—) - 6h—n>10 HgS_ N g*”LP(Q—) =0,
et de plus

72 ol o dy = [ o} o) dC dn <,
Q4 2

/ £ (z = / g% (¢,-)d¢ = mS. tend vers m dans L? (G) quand § — 0,
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donc d’prés le théoreme 3.3.1 il existe une unique (u_,uy) € LP (2_) x LP (GQ) telle que :

i o = ] ) =0,
et
[
< 5 (12 s 15y
40 (17~ -y + e =)
onau_ =uv_sur et u, =uv, sur G alors

Jimy 02 = v-lliagay = Jim [lo =0y =0

et de plus on a

120 ey = 192N oy ot 172 = Il y = 9% = 9-lloqay

et de plus

hSA

1oy = [ (7 @l do )

Q4

= </ </ |fi(x,y)\pd$>dy)p,
¢ \Jo
onposem:gety:nalors
1 d p z
1y = (5 (] |2 (5n)| ) an)
= (/ﬂi 9% (C,n)lpdédn)

= o

donc

HUJ— _U*HLP(Q_)

< 0 (1 iy + 07 18 )

+C (119 = 9y + 1% = mll i) -

(77) Montrons que

lim 5_% Hv5 -0 || =0
6—0 + + Lp(Qi) ’
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et
O A (D
< -0 (Il + 5 1 o))
+C (llg = 9y + 1% = mll i)
On a
. 1 5 . 1 o K} p %
Jim 077 ol — vl qpy = Jim <5/G</0 v (Cn) — v ()] dC) dn)
] 1 ) p %
= Jlim <5/G(/0 uly (%m)—m(n) dC) dn) :
on pose
gzx%nzw
5
alors

1 :
Jim 6 o~ ey = Jim ( / < [l ) - (y>|pdx) dy)

- Jim

= 0,

— Ut HLI’(Q+)

et de plus on a :

_1
8~ vlpoy = I~ el

< C0 (9 oy + 07 - 19l oasy)
+C (119 = 9- N wgay + I = mll ) -
(431) Le probleme (2), et le probleme (3) coinside dans Q_ alors v_ = u_ est une solution
forte du probléme
—Av_=g_ sur _
v_=0 sur 9Q_ \ T°

Ocv_(0,-) — Ayu_(0,-) =m sur G.

4.2 Solution stricte :

Théoréme 4.3 Pour g° € W2* (Q_) et g5 € WP () telle que 0 < 0 < 3, alors v° est
une solution stricte satisfié
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v’ € LP (=1,5; W2 (G) N WP (@),
V0 € WP (—1,0; L7 (@),
L e W2 (0,5, L7 (@),
Ag® € WP (Q)), 92v° € WP (Q_) et 920 € W (Q7).

BRI S

Preuve. :Montrons que ©° est une solution stricte.
On doit prouver que fo € W29 (Q,).
Soit g% € W27 (Q_) et g5 € W2? (Q), on a

fo=g" e W*P(Q).
Pour g5 € W (Q) on a
Hf+HW29 P(Qy) ||f+HLP(Q+ [f+]29,p,9+ )
d’aprés le théoréme précédent on a :

HfiHip(m) < 00,

Donc pour montrer que Hf+HW29p(Q < oo il suffit montrer que [fjﬂ < 00.

20,p,024

On a

6 1o, |P
) _ ‘f-{- :By f—}—(xvy)‘ / /
Blasae = [ fo s i) =g 0

) 9% (G2,y) — o} 00y ) g
/ / </ca I@y) — @) '

On pose éx =(,y=mn, 62’ =,y = ', donc

C 0 CI, n\|P / /
Fope, = 5 / / ( /G y ‘ﬁz n)n) (C,g; E)HQQQL dn dn>d< ¢

_ 192 (¢.n) m((n}p e de!
) o Jos (Com) — (P e
< C0)- [94], Q<09

alors
Hf+||W29»P(Q+) - Hf-i-HLP(Q+) [fﬂw,p,m < 0,

donc

fr e WP ().

On a, pour ¢° € W20p (Q‘S) alors f° € W27 (Q) d’prés le théoréme 3.3.5 il existe une solution
stricte u® du probléme (3), donc il existe une solution stricte vdu probléme(2) et de plus on

a .

Lo e LP (=1, ;W22 (G) N W,y P (@) alors v° € L (1,85, WP (G) N Wy" (@),

2. 02 =l € W (1,0, L7 (G)),
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3. u’ € WP (0,1; LP (@)) alors o5 € W2 (0,6; L (G)) ,
4. Ayu® € WP (Q) alors A € WP (7)),

5. 0fv’ = d2ud e WP (Q_),

1

52 O2us, € WP (Q) alors OZvf, € W27 (7).

[ |
Théoréme 4.4 :Soit ¢° € W20» (95) avec 1 <p<oo, et <l < % telle que :

1. ¢° tend vers g_ dans WP (Q_) quand 6 — 0,

2. il existe une constante M > 0 telle que pour 6 > 0
5
Hg+ (57 ')“er,p(9+) < M>

15,
5 Jo 9+

(a) Alors (v_,vy) € WP (Q_) x W2P(G), et
pourn € G

3. (¢,-)d¢ =mS. tend vers m dans WP (G) quand § — 0.

Ut (77) =v- (07 77) )

(b) 5H_I)I10 ||U6— - /U_HWI-&-QG,})(97) =0, et

Hva— - U= ||W1+29vP(Q,)

< €5 (10 lyanaioy + 16 6o

+C (119 = 9 lyannary + 175 = Mo -

(c) 5li_r>n0 ”Ui (0-) — U+||W1+29,p(9+) =0,

(d) v_ est une unique solution stricte du probléme
—Av_=g_ sur §)_
v_=0 sur O\ T°
Ocv_(0,-) —Ayu_(0,-) =m sur G.

Preuve. On a
@ e WP (Q_) alors 2 € W¥?(Q_),

et

9% (8 ) yyao0(q,, < M

1
5 | lat ol dc dn <,
+

14 e,

/ 12 ()" de dy

Q4

alors il existe (u_,uy) € WP (Q_) x WP (G) telle que

. 5 _ 1+26,p
5h—r>n0 (ui ui) 0 dans W (Q1),
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et
H“ft - UiHWHZG»P(Qi)
< 3 (1 ey + 17 yarngery)
+C (172 = 1y + 117 = L ysnne )
donc
v_=u_ € W (Q_) et v € W (Q),
alors

(v_, v ) WP (Q_) x WP (Q).

(7) Montrons que pour n € G v_ (0,1) = vy ().
Soit n € G on a

V_ (0, 7]) = U- (0’77)
= uy (1)
= vy (n).
(73)On a :
6H_I)I10 ||"U6_ — U—le-‘,—ﬂi.p(ﬂ_) = 61i_I)IlO ||u6— - U_HW“’QG"’(Q—) - 0’
et de plus
H’U(s_ — U—HW1+29,p(Q_) = Hud— - u"’W1+29=P(Q_)
< O (1l sy * 12 ligaonca)
+C <Hfi - f*HWZG,p(Q_) + ||mi - mHWWJ’(G)) ’
On a

12wy = Mo llwaona

||fi - f—HWQG,p(Qi) - Hgé— B g—”W?"‘vP(Qf)’

et de plus on a
f1(zy) = g% (62,y)

alors
Hfi”vv%p(m) = ||gi (0, ')Hw%)»p(m) g

donc

102 = o= lyprsnniay
< €5 (16 hyanmay + 195 6 yanne,)

O (119 = 0-llniay + I = mllynniey) -
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(iid)

5@0 ||vi (0-,+) — U+||w1+20,p(Q+) = 5hi>n0 Hui o U+HW1+2‘94’(Q+) =0.

(7v) On a v_ = u_ est une solution stricte du probléme
—Av_=g_ sur _
v =10 sur 9Q_ \ T°

Ocv—(0,-) —Ayv_(0,-) =m sur G.



Chapitre 5

Probléme de Transmission abstrait

5.1 Position du probléme :
On considére le probléme suivant :
(v‘s)" () + AV’ (z) = ¢° (z) sixze]-1,6]
v (=1) =0 (5.1)
(v*) (9) =0,

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe E, § est un paramétre fixe dans ]0, 1[ et ¢° est une fonction telle

que
o { 9 0= 92 € LP((-1,0); B)
9051 = 9% € L7 ((0,0); E),

avec 1 < p < oo etOn suppose ’hypothese d’ellipticité suivante

p(A) 210,400 et 3C > 0:VA>0,[|(A =AY, < T

ot p (A) est 'ensemble résolvant de A.
Cette h’ypothése implique qu’il existe 6y € }O, g [ et rg > 0 telle que

p(A) DSy, ={z€C": |arg(z)| < 0o} UB(0,19).

On se propose d’étudier le probléme (5.1) en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs
linéaire de Da prato et Grisvard (cadre commutatif), pour obtenir des résultats d’existence,

91



92 CHAPITRE 5. PROBLEME DE TRANSMISSION ABSTRAIT

d’unicité et de régularité de la solution.En supposant que

5
o v® sur |—1,0]
¢ sur ]0,4[,

alors le probléme (5.1) s’écrit sous la forme

{ (Ui)” (z) + AV (z) = g5 (z) sur ]0,4]
(12)" (2) + Al (2) = g

avec les conditions aux limites
{ v (—1)
/
(v3) (0) =0,

il est difficile d’appliqué la théorie des sommes d’opérateurs linéaires (cadre commutatif)
directement & ce probléme, car le domaine dépend de 0.
Pour fixe le domaine, on a :

soit ¢° une fonction telle que

P = |-1,1] — Q° =]-1,0]
r size[—1,0]
dr siz€[0,1].
u5:v50¢5
{f5=950¢5,

5 5
u‘S:QLQ‘SU—ﬂR

x — ¢ (2)

On pose

on obtient, donc

{ u® () =% (z) sixe[-1,0]

(0z) siz €[0,1],
et

donc

(x) size[-1,0]
(0x) sixz € 0,1].
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Finalement le probléme (5.1) devient
1 n
5 ()" + Ak (0) = L () sur 10,61
(ui)” + Aud (z) = f_ () sur |—1,0[,

{ u’ (=1)=0
(u}) (1) =0,

avec les conditions aux limites

et les conditions de transmission

On défini I'opérateur Bjs tel que
we LM (~LE) W’ € WP (<1,0;E), w} € W7 (0,1; E)

D (Bs) = 5 5 5 5y Loy 5y ’
w? (=1) =0, w’ (0) =’ (0), () (O):?(M) 0), (%) (1)=0
(Bsw®) () = 0, <a5 (x) (wi),) (z),avec z € [-1,1], et w® € D (Bs),
e 1 sizel]-1,0]
% (@) = % size€]0,1],

par conséquent le probléme s’écrit sous la forme
Au’ + Bsu® = f°.

Dans la section suivante, on montre que les opérateurs A et Bj verifient les hypothéses
de Da prato-Grisvard.

5.2 Vérification des hypothéses (DG0) (DG1) (DG?2)

Calcul de la résolvante de 1’opérateur B;.
soit
D ={reC:|argA| > By},
Bo
avec (3, fixé dans |0, 7[.
Pour A\ € > 5,701 considere le probléme aux limites et de transmission

( (u‘s_)" () + Ml (z) = £ () size]-1,0]
5% ()" (x) + M (x) = f2 () si € J0,1]
w (=1) =0, (u})' (1) =0

W (0) = (0), () (0) = 5 (u) (0),
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comme au chapitre 2, section 2, la résolvante de 'opérateur B; est donne par

uw (z) = /H :z:sf‘s()ds

_/ dsinhv—A (1 +z)
0 V—=A [sinh V=M -sinhv/—\d + 6 cosh v/—A\ - cosh \/—)\5]

= (K ) @) (T, @),

cosh V=X (1 — s) f3 (s) ds

ud (z) = / a:sf+()ds

dcoshv/ =N (x — 1)
V= (sinh v —A-sinhv/—\d + d cosh v/ —A\ - cosh \/—>\6)

= (15, 82) @)~ (Ko ) (),

ol les noyaux sont donnés par

sinh v/—X (1 + 5) f° (s) ds

(A (VA6
\/_A(A (\/7_7;)5) sinhy/-A(s+1) si —1<s<u
- 0 Y
H (@ s)=
VoA — (V _)\a 67 8) . .
g (Vo) sinhv—-A(z+1) si 2<s<0,
L - 0 N
avec
Ao (\/—)\, 5) = sinh /—\ - sinh v/—Ad + 0 cosh v/ —\ - cosh /—\d
_ (\/—)\, 0, E) = —sinh v/ —\¢ - sinh v —Ad + 6 cosh v/ — A& - cosh v —\d.
et )
Ay (V=)0
\/i)\(A (\/’_7)\8)(5) sinhv/—=A(s+1) si —1l<s<uz
- 0 4T
N (79 = A, (VoX6,2)
+ —A0,T . .
sinhv—-A(z+1) si <s<0,
| VoA (V)
avec

Ay (\/—_)\, 0, f) =0 <sinh V=X - cosh V=€ + 6 cosh v/— X - sinh \/—_)\5§> :

De la méme maniére qu’au chapitre 2, on peut montrer que 'opérateur Bj est vérifie les
hypothéeses (DGO) et (DG1).

Pour I’hypothese (DG2), on a

Soient ¢ € p(A) et n € p(Bjs) montrons que

(A=¢D)™ - (BHal) " = (B+al) - (A-¢D)7
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(i) Pour z € [-1,0] et h € LP (—1,0) on obtient

(<A ¢~ (B+nl)~'h) (x)
(A=) [(B+nI)" ' h] (2)
= (A=) [(B+nD) k()]
-

-/ Hoy (e, ) ho (s)ds — / N (@) e (5) ds

A= ()™

= —/_1Hm5<$,5>(14—<[)—1h(s)ds—/o ijd(xvs)(A—C[)_lh+(s)ds,

(B+nl)™ - (A—CI)™"h) (2)
= (B+nl)" [(A CI) h] ()
(B+nI) ' [(A=¢I) P h()]

= OH— (z,8)h_(s ds—/ N s (x s)h+(s)d8} (A-¢n™

_ /H (2,) (A—CI)™ / V(A= D) by () ds.

D’ou
(A=¢n) - (B+al) " h) (x) = ((B+nl) " - (A=) h) (2).
(#4) Maintenant pour = € [0,1] et h € L (—1,0), on a
((A- Cf)_ (B+nI) " h) (x)
(A=¢D) T [(B+nD) " h] (x)
= (A-¢D)! [(B—l—n[ h(z)]
(

A—I)” [/ s) hy (s ds—/OH

_ /N;MS)(A )y (s /H+ (2,8) (A— D)V (s) ds,

et de plus
(B+nI) " (A=¢D)7Hh) (o)

= (B+nl) " [(A=¢I) " h] (2)

= (B +nf> [(A (1) h(2)]

_ [ D h (s) ds—/ H, (@,9) }(A—CI)*

= / (z,5) (A=) " hy (s ds—/ z,8) (A= ¢ he (s)ds.
D’ou

(A=¢cn) - (B+al) " h) (x) = ((B+nl) " - (A=) h) (2).
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5.3 Representation de la solution.

On rappelle que,pour 3, € |0, [ et 7o > 0, on a :0y =

Bo
2

b | 3

p(A) D Sp,={2€C": |arg(2)] < b} UB(0,79).

La courbe T' est la frontiére de Sy, orientée de ocoe® & coe ™ Enutilisant les méme
technique qu’au chapitre 2 la solution du probléme est donnée par

1

u = 5ir |- (Bs — 2I) " (A—2I)7" fodz.
W a) = g [ A= (K (1) (@) s
g [ (A== (3 (1) @),
pour z € [~1,0]
Wx) = o (A=) (15 (1) @)z
“5iz (A=D1 ()

pour z € [0,1].

Conclusion 5.1 (1) On a vérifié les hypothéses (DGO) , (DG1) et (DG2),donc on peut ap-
pliquer la théorie des sommes d’opérateurs Da prato-Grisvard.On obtient donc des résultats
d’existence, d’unicité et de régularité de la solution.on résoud ainsi une classe de problémes
de transmission.

(2) On peut aussi étudier le passage a la limite (0 — 0) pour ce probléme abstrait.

On obtiendra un probléme de Sturm liouville abstrait.
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