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Introduction

On étudie une famille de problèmes de transmission (P�)�>0, à coe¢ cients raides en
1

�
,

modélisant par exemple un phénomène physique dans la juxtaposition d�un milieu cylindrique

]�1; 0[�G et d�une couche mince ]0; �[�G de caractéristique physique en 1
�
:

Aprés un changement d�échelle sur l�épaisseur de la couche mince, on applique la théo-
rie des sommes d�opérateurs de Da prato-Grisvard,dans le cadre des espaces de Sobolev
construits sur

Lp (]�1; 1[�G) ;
avec p > 1:
On montre notamment, que la famille des solutions (u�)�>0 donnée par cette théorie,

converge vers une fonction u dans Lp pour un second membre Lp et converge dans W 1+2�;p

pour un second membreW 2�;p;
�
� 2

�
0; 1

2

��
: On montre aussi, que la restriction de la limite u

à ]�1; 0[�G est solution d�une problème aux limites de type Ventcel et possède la régularité
optimale.
On considère le problème de transmission suivant :8>>>><>>>>:

� 1
b�
div
�
b�rv�

�
= g� sur 
�

v� = 0 sur @
� r ��

@�v
� = 0 sur ���

(1)

où � est un paramètre dans ]0�1[�
� = (]�1; 0[ [ ]0; �[) � G avec G un ouvert dans Rn�1�
�� = f�g �G et b� est une fonction dé�nie par

b� (�) =

8<:
1 si � 2 ]�1; 0[
1

�
si � 2 ]0; �[ ;

g� est une fonction dans Lp
�

�
�
et 1 < p <1:

On se propose d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité de la solution du problème
(1); en utilisant la théorie des sommes d�opérateurs pour cela on écrit le problème (1) sous
une forme abstraite�puis on véri�e les hypothèses de Da-prato-Grisvard cadre commutatif.
Ce travail fait suite à celui de Favini et al [5] ou les auteurs ont considéré le problème (1) dans
le cadre Lp et de Belhamiti et al [1] ou le meme problème avec conditions non homogènes a
été étudié dans le cadre continu.
On pose


_ = ]�1; 0[�G�

5



6 TABLE DES MATIÈRES

un domaine �xe�et

�+ = ]0; �[�G;

un domaine variable dépendant de �.
Le but principal de l�étude est de résoudre (1 pour un � > 0 �xé (petit) puis d�étudier la

convergence de la famille (P�) quand � ! 0.
Notons v�� et v

�
+ les restrictions respectives dev

� à 
� et à 
�+ (de même pour g
�
� et g

�
+).

Le problème (1) est équivalent au problème(
��v�� = g�� sur 
�

��v�+ = g�+ sur 
�+;
(2)

avec les conditions aux limites8>><>>:
v�� = 0 sur @
� n �0

v�+ = 0 sur @
�+ n �0 [ ��

@�v
�
+ = 0 sur ��;

et les conditions de transmission8<:
v�� = v

�
+ sur �0

@xv
�
� =

1

�
@xv

�
+ sur �0;

où �0 = f0g �G:
Pour utiliser la théorie des sommes d�opérateurs on doit �xer le domaine donc on considère

le problème suivant8<:
��u�� = f �� sur 
� = ]�1; 0[�G

�
�
1

�2
@2xu

�
+ +�yu

�
+

�
= f �+ sur 
+ = ]0; 1[�G;

(3)

avec les conditions aux limites8>><>>:
u�� = 0 sur @
���0

u�+ = 0 sur @
+� (�0 [ �1)
@xu

�
+ = 0 sur �1;

et les conditions de transmission8<:
u�� = u

�
+ sur �0

@xu
�
� =

1

�2
@xu

�
+ sur �0:

On introduit les opérateurs A et B� dé�nis par

D (A) = Lp (�1�1�D (Q)) et (A!) (x) = Q (! (x))�! 2 D (A) ;
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avec Q la réalisation de A dans X = Lp (G) ;(
D (Q) =W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)

(Q	) (y) = ��y	(y) ; 	 2 D (Q) ;

et

D (B�) =

(
! 2 Lp (�1; 1;X) : !�� 2 W 2;p (�1; 0;X) ; !�+ 2 W 2;p (0; 1;X) ;

!�� (�1) = 0�!�� (0) = !�+ (0)�@x!�� (0) = 1
�2
@x!

�
+ (0)�@x!

�
+ (1) = 0

)
�
B�!

�
�
(x) = �@x

�
a� (x) @x!

�
�
(x)�avec x 2 [�1�1]�et !� 2 D (B�)�

où

a� (x) =

8<:
1 si x 2 ]�1; 0[
1

�2
si x 2 ]0; 1[ :

Ainsi le problème (3) est équivalent au problème suivant

Au� +B�u
� = f �;

où A et B� sont deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe E�
de domaines DA et DB� respectivement.On utilisera la théorie des sommes d�opérateurs
linéaires pour étudier l�existence�l�unicité et la régularité des solutions. En 1975�Da Prato
et Grisvard�ont montré que le probléme

Au� +B�u
� = f ��

admet une solution si on suppose que les opérateurs A et B� véri�ent les hypothèses suivantes

(DG0)

(
D (A) +D (B) = E

A ou B inversible

(DG1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� (�A) �
X
"A

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Ag

8z 2
X
"A

:


(A+ zI)�1



L(E)
6 CA
jzj

� (�B) �
X
"B

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Bg

8z 2
X
"B

:


�(B + zI)�1�



L(E)
6 CB
jzj

"A + "B > �

� (�A) \ � (B) = ?

(DG2)

(
8� 2 � (A)�8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1 ;
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de plus si f est dans l�espace d�interpolation entre DA et E noté DA (��p) avec � 2 ]0; 1[ et
1 � p � +1 où (f 2 DB (��p)), alors la solution a la régularité suivante

Au; Bu 2 DA (��p) (resp. DB (��p)) .

La résolution de ce problème est basée sur une construction explicite de la solution u sous
la forme :

u =
�
A+B

��1
f = � 1

2i�

Z



(B � zI)�1 (A+ zI)�1 fdz�

où 
 est une courbe dans � (�A) \ � (B) et qui sépare � (�A) et � (B) :
Ce mémoire est composé de cinq chapitres:
Le premier chapitre à pour but de résumer tous les outils nécessaires et pour maitriser

la méthode des sommes d�opérateurs linéaires fermés. On donne aussi un bref rappel sur :

1. La théorie spectrale des opérateurs linéaires et l�intégrale de Dunford:

2. La théorie d�interpolation:

3. Quelques lemmes techniques:

Dans le second chapitre, on écrit le problème (P�) sous la forme abstraite (somme
de deux opérateurs). On applique alors la théorie des sommes d�opérateurs dans le cas
commutatif (Da-Prato et Grisvard). Pour cela on véri�e les hypothèses, on obtient alors des
résultats d�existence�d�unicité et de régularité de la solution. Par exemple pour le cas des
solutions fortes on obtient le résultat

Théorème 0.1 Soit 1 < p <1 :

1. Pour tout f � 2 Lp (
) il existe une solution forte

u� =

(
u�� sur 
�

u�+ sur 
+;

dans Lp (G) de la problème (3)

2. Pour tout f � 2 W 2�;p (G) telle que 0 < � < 1
2
alors u� est une solution stricte satisfai-

sant

(a) u� 2 Lp
�
�1; 1;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
;

(b) u�� 2 W 2;p (�1; 0;Lp (G)) ;
(c) u�+ 2 W 2;p (0; 1;Lp (G)) ;

(d) �yu
� 2 W 2�;p (
)�@2xu

�
� 2 W 2�;p (
�) et

�
1

�2
@2xu

�
+

�
2 W 2�;p (
+).

le troisième chapitre est consacré à l�étude du problème limite quand � tend vers 0. On
donne des résultats d�existence�d�unicité et de régularité de la solution limite. Par exemple
pour le cas des solutions strictes on obtient le résultat

Théorème 0.2 Soit 1 < p < +1 et 0 < � <
1

2
pour f � 2 W 2�;p (
) véri�ant

1. f �� tend vers f� dans W
2��p (
�) quand � tend vers 0;
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2. f �+ est bornée dans W
2�;p (
+) ;

3.
R 1
0
f �+ (x; .) dx = m

�
+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � tend vers 0;

alors il existe a unique (u�; u+) 2 W 2;p (
�)�W 2;p (G) et u� est une solution stricte de
problème 8>><>>:

��u� = f� sur 
�

u� = 0 sur @
� n �0

@xu� (0; �)��yu� (0; �) sur G.

Dans le quatrième chapitre, on fait le retour au problème (P�). Par exemple pour le
cas des solutions strictes on obtient le résultat

Théorème 0.3 Pour g�� 2 W 2�;p (
�) et g�+ 2 W 2�;p
�

�+
�
telle que 0 < � < 1

2
�alors v� est

une solution stricte satis�é :

1. v� 2 Lp
�
�1; �;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
;

2. v�� 2 W 2;p (�1; 0;Lp (G)) ;
3. v�+ 2 W 2;p (0; �;Lp (G)) ;

4. ��v
� 2 W 2�;p

�

�+
�
; @2�v

�
� 2 W 2�;p (
�) et @2�v

�
+ 2 W 2�;p

�

�+
�
.

Dans le cinquième chapitre, on étudie le problème abstrait suivant8><>:
�
v�
�00
(x) + Av� (x) = g� (x) sur 
�

v� (�1) = 0�
v�
�0
(�) = 0;

(4)

où � est un paramètre dans ]0�1[�et 
� = ]�1�0[� ]0��[�et g� est une fonction dans LP
�

�
�
�

avec 1 < p <1�A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
dans un espace de Banach complexe E.
On suppose l�hypothèse d�ellipticité suivante

� (A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1



L(E)
6 C

1 + �
;

où � (A) est l�ensemble résolvant de A.

Cette hypothèse implique qu�il existe �0 2
i
0;
�

2

h
et r0 > 0 telle que

� (A) � S�0 = fz 2 C� : jarg (z)j 6 �0g [B (0; r0):

On se propose d�étudier le problème (4) en utilisant la théorie des sommes d�opérateurs
linéaire de Da prato et Grisvard (cadre commutatif), pour obtenir des résultats d�existence,
d�unicité et de régularité de la solution.



Chapitre 1

Rappels et outils

1.1 Quelques rappels sur les opérateurs

1.1.1 Opérateurs fermés

Soit L : D (L) � X �! X un opérateur linéaire (non borné), L est dit fermé ssi il est
continu sur son domaine i:e :8>><>>:

8 (un)n �0 � D (L)
X

un �! u

Lun �! y

)
(
u 2 D (L)
Lu = y:

Ceci est équivalent à dire que le graphe de L

G (L) = f(u; Lu) : u 2 D (L)g � X �X;

est fermé dans X �X:

1.1.2 Opérateurs fermables

Soit L : D (L) � X �! X un opérateur linéaire (non borné) L est dit fermable ssi L
admet une extension fermée: Ceci est équivalent à8>>><>>>:

8 (un)n �0 � D (L)
X

un �! 0

Lun �! y

) y = 0.

La plus petite extension fermée de L est alors notée L et s�appelle la fermeture de L.
On note par R (�;A) l�opérateur (A� �I)�1 : E �! D (A) telle que (A� �I)�1 2 L (E)�
R (��A) est appelé l�opérateur résolvante de A s�il n�ya pas de confusion on écrira R (�)

ou lieu de R (�;A).
L�ensemble des nombres � 2 C telles que R (�;A) existe est appelé l�ensemble résolvant

de A.
Le spectre de A noté � (A) l�ensemble complémentaire de l�ensemble � (A).

10



1.2. LES ESPACES D�INTERPOLATION 11

Signalons que � (A) est la réunion de trois ensembles disjoints notés respectivement
�p (A)��c (A)�et �r (A) où :
�p (A) = f� 2 C : A� �I est non inversibleg��p (A) est le spectre ponctuel�
�c (A) =

�
� 2 C : (A� �I)�1 non borné de domaine non dense dans E

	
��c (A) est le

spectre continu�
�r (A) =

�
� 2 C : (A� �I)�1 existe de domaine non dense dans E

	
��r (A) est le spectre

résiduel.

1.1.3 Solution forte

Soient A et B deux opérateurs linéaires et fermés de domainesD (A) � X�D (B) � X�X
un espace de Banach complexe�u est dite solution forte de l�équation

Au+Bu = f;

si 9 (un)n �0 � D (A) \D (B) telle que

un �! u dans X et Aun +Bun �! f dans X�

u dans ce cas�ne possède pas forcément la bonne régularité.
Ce sont des solutions �appelées, aussi, faibles et correspondent aux solutions (distribu-

tions) même pas variationnelles.

1.1.4 Solution stricte

Soient A etB deux opérateurs linéaires et fermés de domainesD (A) � X�D (B) � X�un
espace de Banach complexe u est dite solution stricte de l�équation

Au+Bu = f;

si u 2 D (A) \D (B) et véri�e l�équation:

1.1.5 Intégrale de Dunford

Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé Notons H (A)
l�espace des fonctions à variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé
contenant le spectre de A�la formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions
holomorphes est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante :

f (A) =
1

2i�

Z



f (z) (zI � A)�1 dz;

ou 
 est une courbe simple et f 2 H (A) ; l�opérateur f (A) 2 L (X) et ne dépend pas de 
.

1.2 Les espaces d�interpolation

SoientX0 etX1 deux espaces de Banach et E un espace topologique séparé avecX1 ,! E.
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Considérons maintenant les espaces de Banach X0 \X1 et X0 +X1 munis des normes8><>:
kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1
kxkX0+X1 = inf

x=x0+x1
xi2Xi

kxkX0 + kxkX1 ;

le couple fX0;X1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.1 Soit fX0;X1g un couple�on appelle espace intermédiaire entre X0 et X1

tout espace de Banach X telle que

X0 \X1 � X � X0 +X1:

Théorème 1.1 (Mercel-Riaz) Soit K : Lp0 (
0)+Lp1 (
0) �! Lq0 (
1)+L
q1 (
1) un opé-

rateur linéaire avec pi; qi 2 [1 : +1[ et 
i sont ouverts dans Rn (i = 1; 2) telle que8<: K�Lp0 (
0) 2 L (Lp0 ;Lq0)

K�Lp1 (
0) 2 L (Lp1 ;Lq1)
)

8<: 8� 2 ]0; 1[

K�Lp0 (
0) 2 l
�
Lp� : Lq�

�
;

où 8>><>>:
1

p�
=
1� �
p0

+
�

p1
1

q�
=
1� �
q0

+
�

q1
:

On appelle espace d�interpolation entre X0 et X1 l�espace (X0;X1)��p avec p 2 [1; +1[�
telle que :

x 2 (X0;X1)��p ()
(
(i) 8t > 0;9u0 (t) 2 X0; 9u1 (t) 2 X1 : x = u0 (t) + u1 (t)

(ii) t��u0 2 LP� (R+;X0) et t1��u1 2 LP� (R+;X1) .

Dé�nition 1.2 1. x 2 (X0;X1)�;p si et seulement si(
(i) 8y > 0;9u0 (y) 2 X0;9u1 (y) 2 X1 : x = u0 (y) + u1 (y)

(ii) e��yu0 2 Lp (X0) et e(1��)yu1 2 Lp (X1) .

On pose t = ey dans la dé�nition précédente, on obtient.

2. x 2 (X0;X1)�;p si et seulement si8>><>>:
9u : R �! X0 \X1 telle que y 7! u (y)

(i) x =
R
R u (y) dy

(ii) e��yu 2 Lp (X0) et e(1��)yu 2 Lp (X1) :
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3. x 2 (X0;X1)�;p si et seulement si8>>>>>><>>>>>>:

9u : R+ �! X0 \X1 telle que

t 7! u (t)

(i) x =
R +1
0

u (s)
ds

s

(ii) e��u 2 Lp� (X0) et e(1��)u 2 Lp� (X1) :

Dé�nition 1.3 Pour � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ on note DA (��p) le sous espace de X suivant :

DA (�; p) =
�
x 2 X :



r�A (A+ rI)�1 x


X
2 Lp�

	
;

où Lp� est l�espaces des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure
dr

r
.

Pour P = +1

DA (�;1) =
�
x 2 X : sup

r�0



r�A (A+ rI)�1 x


X
<1

�
;

muni de la norme

kxkDA(�;1) = kxkX + sup
r�0



r�A (A+ rI)�1 x


X
.

et de plus8>><>>:


u�� � u�

DA�(�+ 1

2
;1) = supr�0




r�+ 1
2 � A� (A� + rI)�1 �

�
u�� � u�

�



E�

u�� � u�

DA+(�+ 1

2
;1) = supr�0




r�+ 1
2 � A+ (A+ + rI)�1 �

�
u�� � u�

�



E�
;

telle que(
DA�

�
� + 1

2
; p
�
=
�
u 2 Lp

�
�1; 0;W 2�+1;p (G)

�
: u = 0 sur ]�1; 0[�G

	
DA+

�
� + 1

2
; p
�
=
�
u 2 Lp

�
0; 1;W 2�+1;p (G)

�
: u = 0 sur ]0; 1[�G

	
:

Remarque 1.1 Ces espaces véri�ent

DA (�; p) � DA (�;1) ;

pour � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[.

1.3 La théorie des sommes d�opérateurs de Da-Prato-
Grisvard (cas commutatif)

Soient E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés dans
E, de domaine respectifs D (A) et D (B).On s�intéresse alors à l�équation

Au+Bu = f; (1.1)
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où f est un vecteur donné de X.
L�opérateur somme L = A+B est dé�ni par(

D (L) = D (A) \D (B)
Lu = Au+Bu si u 2 D (L) ;

et (1.1) s�écrit encore

Lu = f:

une solution stricte de (1.1) est un élément u 2 D (L) satisfaisant (1.1).
L�idéal est de trouver une telle solution lorsque f est quelconque dans X, mais ce n�est

pas toujours possible on introduit donc une nouvelle notion :
u est une solution forte de (1.1) si et seulement si, il existe (un)n2N une suite dans

D (L) telle que

lim
n!+1

un = u et lim
n!+1

Lun = f: (1.2)

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1).
La notion de solution forte est donc plus faible.
Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes,

mais la somme des deux opérateurs fermés n�est pas nécessairement fermée.
D�autre part si l�on suppose que L est fermable (i.e. L admet une extention fermée) et si

on note L sa fermeture (i.e. L est la plus petite extention fermée de L) alors (1.2) équivaut
à

u 2 D
�
L
�
et Lu = f:

En�n dans le cas où L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f de X, il existe une solution forte de (1.1).

2. 0 2 �
�
L
�
:

Et si L est fermé, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f de X, il existe une solution stricte de (1.1)

2. 0 2 � (L) :

Dans ce contexte, on comprend l�inportance de trouver des conditions raisonnables sur
les opérateurs A et B;qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 2 �

�
L
�
:

les deux théorèmes de Daprato et Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement à
ce problème sur les sommes d�opérateurs sous les conditions suivantes.

1.3.1 Les hypothèses sur A et B

Soit R > 0, on suppose que les opérateurs véri�ent
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(DG0)

(
D (A) +D (B) = E

A ou B inversible

(DG1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� (�A) �
X
"A

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Ag

8z 2
X
"A

:


(A+ zI)�1



L(E)
6 CA
jzj

� (�B) �
X
"B

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Bg

8z 2
X
"B

:


�(B + zI)�1�



L(E)
6 CB
jzj

"A + "B > �

� (�A) \ � (B) = ?

(DG2)

(
8� 2 � (�A)�8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1 ;

telle que � (�A) et � (�B) domaines résolvants de (�A) et (�B)
� (�A) et � (B) spectres de (�A) et B:
sous les hypothèses précédentes, G. Da Prato et P. Grisvard ont construit directement

l�inverse de L à l�aide d�une intégrale de Dunford pour obtenir :

Théorème 1.2 Sous les hypothèses (DG0)�(DG1), et (DG2) on a

1. La somme L est fermable,

2. 0 2 �
�
L
�
;
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3. l�inverse de L est donné par une intégrale de Dunford :

u =
�
A+B

��1
f =

�1
2i�

Z



(B � zI)�1 (A+ zI)�1 fdz;

ou 
 serait une courbe de jordan séparant le spectre de (�A) et B:

La fonction u est alors l�unique solution forte de 1.1.

Théorème 1.3 Sous les hypothèses (DG0)�(DG1),et (DG2) et pour 0 < � < 1�1 � q �
+1; on a
1. Si f 2 DB (�; q) alors u 2 D (A) \D (B) et Au; Bu 2 DB (�; q) :

2. Sif 2 DA (��q) alors u 2 D (A) \D (B) et Au; Bu 2 DA (�; q) :

1.4 Rappels de quelques lemmes techniques

Lemme 1.1 (de Shur) Soit K : 
1 � 
2 �! R mesurable et telle que

9a > 0: 8x2 2 
2;
Z

1

jK (x1;x2)j dx1 < a

9b > 0: 8x1 2 
1;
Z

2

jK (x1;x2)j dx2 < b;

alors l�opérateur F dé�ni par

F (f) (x2) =

Z

1

jK (x1;x2)j f (x1) dx1;

véri�e
F 2 $

�
LP (
1) ; L

P (
2)
�
.

Lemme 1.2 1. Il existe C > 0 telle que pour z 2 
 et r > 0 on a

jz � rj > Cr;

et
jz � rj > C jzj ;

2. Soit � 2 ]0; 1[ alors il existe C > 0 telle que pour r > 0Z



1

jr � zj � jzj� jdzj 6
C

r�
.

Preuve.
(1) pour z 2 � et r > 0, on a

jz � rj > AB = r sin �0 > Kr
> CD = jzj sin �0 > K jzj :
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(2) Pour � 2 ]0; 1[ et r > 0, on aZ



jdzj
jr � zj � jzj� =

Z

r

jdzj
jr � zj � jzj� +

Z

�
r

jdzj
jr � zj � jzj� ;

avec 8>><>>:

 = 
r [ (
�
r)

r = fz 2 
 : jzj � rg

�
r = fz 2 
 : jzj � rg ;

alors Z

r

jdzj
jr � zj jzj� =

Z
z2

jzj�r

jdzj
jr � zj jzj�

6 1

Kr

Z r

0

jdzj
jzj� �

1

Kr

�
jzj1��

�r
0

6 1

Kr
r1�� =

K

r�
;

et donc Z

�
r

jdzj
jr � zj � jzj� =

Z +1

r

jdzj
jr � zj � jzj�

6 1

K

Z +1

r

jdzj
jzj1+�

6 1

K

�
jzj��

��

�+1
r

6 K

r�
:



Chapitre 2

Problème de Transmission

Position du problème
On considère le problème de transmission suivant :8>>>><>>>>:

� 1
b�
div
�
b�rv�

�
= g� sur 
�

v� = 0 sur @
� n ��

@�v
� = 0 sur ���

tel que � 2 ]0�1[�
� = (]�1�0[ [ ]0��[)�G avec G un ouvert dans Rn�1 et �� = f�g�G et b�
est une fonction dé�nie par

b� (�) =

8<:
1 si � 2 ]�1; 0[
1

�
si � 2 ]0; �[ ;

g� est une fonction dans LP
�

�
�
et 1 < p <1.

On se propose d�étudier le problème (1) en utilisant la théorie des sommes d�opérateurs
pour obtenir des résultats d�existence, d�unicité et de régularité de la solution pour cela on
écrit le problème (1) sous forme abstraite�puis on véri�e les hypothèses de Da-prato-Grisvard
cadre commutatif.
On pose


_ = ]�1; 0[�G;

un domain �xe�et


�+ = ]0; �[�G;

un domaine variable.

On rappele que rV � =

0BBBB@
@v�

@x
@v�

@y1
...
@v�

@yn�1

1CCCCA et div

0BBB@
v1
v2
...
vn

1CCCA =
@v1
@x1

+
@v2
@x2

+ :::+
@vn
@xn

:

18
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Alors le problème (1) s�écrit sous la forme :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

��v�� = g�� sur 
�

��v�+ = g�+ sur 
�+

v�� = 0 sur @
� n �0

v�+ = 0 sur @
�+ n �0 [ ��

v�� = v
�
+ et @�v

�
� =

1
�
@�v

�
+ sur �0

@�v
�
+ = 0 sur ��.

(2.1)

2.1 Changement d�échelle

Le problème (2) est posé sur un ouvert qui dépend de �, on opère donc un changement
d�échelle pour se ramener à un domaine �xe


 = ]�1; 1[�G:

On montre alors que résoudre (P�) dans 
� revient à résoudre un nouveau problème dans

:La donnée g� se transforme après changement d�échelle en f �, la solution du problème
cherchée est notée u�:
Soit 	�une fonction telle que

	� : 
 = ]�1; 1[�G �! 
� = ]�1; �[�G

(x�y) ! 	� (x; y) =

(
(x; y) si x 2 [�1; 0]
(�x; y) si x 2 [0; 1] .

On pose
u� = v� �	�;

donc
u� : 
 = ]�1; 1[�G �! R

(x; y) ! u� (x; y) =

(
v� (x; y) si x 2 [�1; 0]
v� (�x; y) si x 2 [0; 1]�
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et
f � = g� �	�;

donc
f � : 
 = ]�1; 1[�G �! R

(x; y) ! f � (x; y) =

(
g� (x; y) si x 2 [�1; 0]
g� (�x; y) si x 2 [0; 1] :

On a
u�� = v

�
� �	��
� : 
� = ]�1; 0[�G �! R

(x; y) ! u�� (x; y) = v
�
� (x; y) ;

et
u�+ = v

�
+0	

��
+ : 
+ = ]0; 1[�G �! R
(x; y) ! u�+ (x; y) = v

�
+ (�x; y) ;

et de plus

f �� = g
� �	��
� : 
� = ]�1; 0[�G �! R

(x; y) ! f �� (x; y) = g
�
� (x; y) ;

et
f �+ = g

�
+ �	��
+ : 
+ = ]0; 1[�G �! R

(x; y) ! f �+ (x; y) = g
�
+ (�x; y) .

Alors le problème (2) se transforme en le problème suivant8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

��u�� = f �� sur 
�

�
�
1

�2
@2xu

�
+ +�yu

�
+

�
= f �+ sur 
+

u�� = 0 sur @
���0

u�+ = 0 sur @
+� (�0 [ �1)
@xu

�
+ = 0 sur �1

u�� = u
�
+ et @xu

�
� =

1

�2
@xu

�
+ sur �0�

(2.2)

telle que �1 = f1g �G:
Posons X = Lp (G) ; E = Lp (
) = Lp (�1; 1;Lp (G))�et dé�nissons l�opérateur A par(

D (A) = Lp (�1; 1;D (Q))
(A!) (x) = Q (! (x)) ; ! 2 D (A) ;

où Q est donnée par (
D (Q) =W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)

(Q	) (y) = ��y	(y) ; 	 2 D (Q) :
On dé�nit aussi B� par son domaine

D (B�)

=
�
! 2 Lp (�1; 1;X) : !�� 2 W 2;p (�1; 0;X) ; !�+ 2 W 2;p (0; 1;X)

!�� (�1) = 0�!�� (0) = !�+ (0) ; @x!�� (0) =
1

�2
@x!

�
+ (0)�@x!

�
+ (1) = 0

�
;
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et son action�
B�!

�
�
(x) = �@x

�
a� (x) @x!

�
�
(x)�avec x 2 [�1; 1]�et !� 2 D (B�) ;

telle que

a� (x) =

8<:
1 si x 2 ]�1; 0[
1

�2
si x 2 ]0; 1[ .

Donc le problème (3) devient
Au� +B�u

� = f �.

Remarque 2.1 On a :
D (A) +D (B�) = E.

2.2 Véri�cation des hypothèses de Da-prato-Grisvard
(Cas Commutatif)

Une étude spectrale des opérateurs A et B� permet d�obtenir :

Proposition 2.1 Les opérateurs A et B� précédents sont linéaires fermés densément dé�nis
et satisfont les hypothèses (DG0) (DG1) et (DG2) :

Preuve. (a) L�hypothèse (DG 1)
Calcul de la résolvante de l�opérateur B�.
On pose l�équation

B�!
� + �!� = h.

On considère le cas scalaire8>>>>>>><>>>>>>>:

�@2x!�� (x) + �!�� (x) = h� (x) si x 2 [�1; 0]

� 1
�2
@2x!

�
+ (x) + �!

�
+ (x) = h+ (x) si x 2 [0; 1]

!�� (�1) = 0�@x!�+ (1) = 0

!�� (0) = !
�
+ (0)�@x!

�
� (0) =

1

�2
@x!

�
+ (0)�

alors
�@2x!�� (x) + �!�� (x) = h� (x) () @2x!

�
� (x)� �!�� (x) = �h (x) .

Pour l�équation homogène, on a :

�@2x!�� (x) + �!�� (x) = 0 () !�� (x) = C1e
�x + C2e

��x;

telle que � =
p
�:

Variation de la constante.
On a

!�� (x) = C1 (x) e
�x + C2 (x) e

��x;
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alors

@x!
�
� (x) = (@xC1 (x)) e

�x + �C1 (x) e
�x + (@xC2 (x)) e

��x � �C2 (x) e��x

= �C1 (x) e
�x � �C2 (x) e��x;

et de plus

@2x!
�
� (x) = �C1 (x) e

�x + � (@xC1 (x)) e
�x � � (@xC2 (x)) e��x + �C2 (x) e��x�

donc

@2x!
�
� (x)� �!�� (x) = �h (x) ()

(
�C1 (x) e

�x + � (@xC1 (x)) e
�x � � (@xC2 (x)) e��x

+�C2 (x) e
��x � �C1 (x) e�x � �C2 (x) e��x = �h� (x)

() � (@xC1 (x)) e
�x � � (@xC2 (x)) e��x = �h� (x) .

Alors (
(@xC1 (x)) e

�x + (@xC2 (x)) e
��x = 0

� (@xC1 (x)) e
�x � � (@xC2 (x)) e��x = �h� (x) .

On a
det = �2��

donc 8>><>>:
@xC1 (x) =

�1
2�
e��xh� (x)

@xC2 (x) =
1

2�
e�xh� (x) ;

donc 8>><>>:
C1 (x) =

1

2�

R 0
x
e��s h� (s) ds+ k1

C2 (x) =
�1
2�

R 0
x
e�sh� (s) ds+ k2.

Alors

!�� (x) =

�
1

2�

Z 0

x

e��s h� (s) ds+ k1
�
e�xds+

�
�1
2�

Z 0

x

e�sh� (s) ds+ k2

�
e��xds

=
1

�

Z 0

x

sinh � (x� s)h� (s) ds+ k1e�x + k2e��x.

2�eme équation :

� 1
�2
@2x!

�
+ (x) + �!

�
+ (x) = h+ (x) .

Pour l�équation homogène on a :

� 1
�2
@2x!

�
+ (x) + �!

�
+ (x) = 0 () @2x!

�
+ (x)� �2�!�+ (x) = 0

() !�+ (x) = C3e
��x + C4e

���x.
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Variation de la constante.
On a

!�+ (x) = C3 (x) e
��x + C4 (x) e

���x�

alors

@x!
�
+ (x) = (@xC3 (x)) e

��x + ��C3 (x) e
��x + (@xC4 (x)) e

���x � ��C4 (x) e���x

= ��C3 (x) e
��x � ��C4 (x) e���x�

et de plus

@2x!
�
+ (x) = �� (@xC3 (x)) e

��x + ��2C3 (x) e
��x

��� (@xC4 (x)) e���x + ��2C4 (x) e���x.

Alors 8<:
(@xC3 (x)) e

��x + (@xC4 (x)) e
���x = 0

��
�
(@xC3 (x)) e

��x +
�

�
(@xC4 (x)) e

���x = h+ (x) .

On a

det =
2�

�
�

donc

@xC3 (x) =
�

2�

���� 0 e���x

h+ (x)
�
�
e���x

���� = ��
2�
e���xh+ (x)

@xC4 (x) =
�

2�

���� e��x 0
��
�
e��x h+ (x)

���� �2�e��xh+ (x)�
alors 8>><>>:

C3 (x) =
��
2�

R x
0
e���sh+ (s) ds+ k3

C4 (x) =
�

2�

R x
0
e��sh+ (s) ds+ k4.

Donc

!�+ (x) =

�
��
2�

Z x

0

e���sh+ (s) ds+ k3

�
e��x

+

�
�

2�

Z x

0

e��sh+ (s) ds+ k4

�
e���x

=
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s)h+ (s) ds

+k3e
��x + k4e

���x.
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On a

!�+ (0) = !�� (0) () k1 + k2 = k3 + k4

!�� (�1) = 0 () �1
�

Z 0

�1
sinh � (1 + s)h� (s) ds+ k1e

�� + k2e
� = 0

@x!
�
+ (1) = 0 () ��

Z 1

0

cosh �� (1� s)h+ (s) ds+ k3�e�� � k4�e��� = 0

@x!
�
� (0) =

1

�2
@x!

�
+ (0) () k1 � k2 =

1

�
(k3 � k4)�

donc 8>>>>><>>>>>:

e��k1 + e
�k2 =

1
�

R 0
�1 sinh � (1 + s)h� (s) ds

k1 + k2 � k3 � k4 = 0
k1 � k2 � 1

�
k3 +

1
�
k4 = 0

�e��k3 + �e
���k4 = �

R 1
0
cosh �� (1� s)h+ (s) ds�

on pose (
R =

R 0
�1 sinh � (1 + s)h� (s) ds

S =
R 1
0
cosh �� (1� s)h+ (s) ds

on a

det = 4�

�
1

�
sinh � � sinh ��+ cosh � � cosh ��

�
=

4�

�
�0 (�; �) ;

donc on a

k1 =
1

det

��������
1
�
R e� 0 0

0 1 �1 �1
0 �1 �1

�
1
�

�S 0 �e�� ��e���

��������
=

� sinh �� �R + � cosh �� �R + �e�S
2��0 (�; �)

�

et de plus

k2 =
1

det

��������
e�� 1

�
R 0 0

1 0 �1 �1
1 0 �1

�
1
�

0 �S �e�� ��e���

��������
=

sinh �� �R + � cosh �� �R� e��B
2��0 (�; �)

.
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Calculons !�� (x) :

!�� (x) =
1

�

Z 0

x

sinh � (x� s) � h� (s) ds+
� sinh �� �R + � cosh �� �R + e�S

2��0 (�; �)
e�x

+
sinh �� �R + � cosh �� �R� �e��S

2��0 (�; �)
e��x

=
1

�

Z 0

x

sinh � (x� s) � h� (s) ds

+
� sinh �� �R (e�x � e��x) + � cosh �� �R (e�x + e��x)

2��0 (�; �)

+
�S
�
e�(1+x) � e��(1+x)

�
2��0 (�; �)

=
1

�

Z 0

x

sinh � (x� s) � h� (s) ds

+

Z 0

�1

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

+

Z 1

0

� sinh � (1 + x)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

=
1

�

Z 0

x

sinh � (x� s) � h� (s) ds

+

Z x

�1

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

+

Z 0

x

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

+

Z 1

0

� sinh � (1 + x)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

=

Z 0

x

(sinh � � sinh ��+ � cosh � � cosh ��) � sinh � (x� s)
��0 (�; �)

h� (s) ds

+

Z 0

x

(� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��) � sinh � (1 + s)
��0 (�; �)

h� (s) ds

+

Z x

�1

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

+

Z 1

0

� sinh � (1 + x)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) � h+ (s) ds.

On a

(sinh � � sinh ��+ � cosh � � cosh ��) � sinh � (x� s)
+ (� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��) � sinh � (1 + s)

= (� sinh �s � sinh ��+ � cosh �s � cosh ��) � sinh � (1 + x)�
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alors

!�� (x) =

Z 0

x

� sinh �� � sinh �s+ � cosh �� � cosh �s
��0 (�; �)

sinh � (x+ 1) � h� (s) ds

+

Z x

�1

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

+

Z 1

0

� sinh � (1 + x)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

=

Z 0

�1
H�
��� (x; s)h� (s) ds+

Z 1

0

N�
�;� (x; s)h+ (s) ds

=
�
K�
�;�h�

�
(x) +

�
T��;�h+

�
(x) ;

où le noyau est donné par

H�
��� (x�s) =

8>>><>>>:
�� (�; �; x)

��0 (�; �)
sinh � (s+ 1) si � 1 < s � x

�� (�; �; s)

��0 (�; �)
sinh � (x+ 1) si x � s < 0�

avec (
�0 (�; �) = sinh � � sinh ��+ � cosh � � cosh ��
�� (�; �; �) = � sinh �� � sinh ��+ � cosh �� � cosh ��.

Calculons k3 et k4.
On a

k3 =
1

det

��������
e�� e� 1

�
R 0

1 1 0 0
1 �1 0 1

�

0 0 �S ��e���

��������
k3 =

�
�
sinh � � S + � cosh � � S + e��� �R

�
2��0 (�; �)

;

et

k4 =
1

det

��������
e�� e� 0 1

�
R

1 1 �1 0
1 �1 �1

�
0

0 0 �e�� �S

��������
k4 =

�
�
sinh � � S � � cosh � � S + e�� �R

�
2��0 (�; �)

.
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Calculons !�+ (x) :

!�+ (x) =
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s) � h+ (s) ds

+
�
�
sinh � � S + � cosh � � S + e��� �R

�
2��0 (�; �)

e��x

+
�
�
sinh � � S � � cosh � � S + e�� �R

�
2��0 (�; �)

e���x

=
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s) � h+ (s) ds

+
�
�
e��(x�1) + e���(x�1)

�
2��0 (�; �)

R

+
�
�
sinh � �

�
e��x + e���x

�
+ � cosh � �

�
e��x � e���x

��
2��0 (�; �)

S

=
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s) � h+ (s) ds

+
� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

R

+
� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)

��0 (�; �)
S

=
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s) � h+ (s) ds

+

Z 1

0

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

+

Z 0

�1

� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

=
��
�

Z x

0

sinh �� (x� s) � h+ (s) ds

+

Z x

0

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

+

Z 1

x

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

+

Z 0

�1

� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

=

Z x

0

� (� sinh � � sinh ��� � cosh � � cosh ��) � sinh �� (x� s)
��0 (�; �)

h+ (s) ds

+

Z x

0

(sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x) � cosh �� (1� s)
��0 (�; �)

h+ (s) ds

+

Z 1

x

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

+

Z 0

�1

� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds�
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on a

(� sinh � � sinh ��� � cosh � � cosh ��) sinh �� (x� s)
+ (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x) cosh �� (1� s)

= (sinh � � cosh ��s+ � cosh � � sinh ��s) � cosh �� (1� x)�

donc

!�+ (x) =

Z x

0

� (sinh � � cosh ��s+ � cosh � � sinh ��s)
��0 (�; �)

cosh �� (1� x) � h+ (s) ds

+

Z 1

x

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) � h+ (s) ds

+

Z 0

�1

� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

sinh � (1 + s) � h� (s) ds

=

Z 1

0

N+
�;� (x; s)h+ (s) ds+

Z 0

�1
H+
�;� (x; s)h� (s) ds

=
�
T+�;�h+

�
(x) +

�
K+
�;�h�

�
(x) ;

où le noyau est donné par

N+
�;� (x; s) =

8>>><>>>:
�+ (�; �; s)

��0 (�; �)
cosh �� (1� x) si 0 < s < x

�+ (�; �; x)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) si x < s < 1;

et

H+
�;� (x; s) =

� cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

sinh � (1 + s)�

avec
�+ (�; �; �) = � (sinh � � cosh ��� + � cosh � � sinh ���) .

On a
inf
��0
�0 (�; �) = � > 0.

On a

!� =

(
!�� (x) si x 2 [�1; 0]
!�� (x) si x 2 [0; 1] .

Estimation de la résolvante de B� :
On a : 

!�



Lp(�1;1;X) =


(B� + �)�1 h

E

6


!��

Lp(�1;0;X) + 

!�+

Lp(0;1;X)

6


K�

�;�h�



Lp(�1;0;X) +



T��;�h+

Lp(�1;0;X)
+


K+

�;�h�



Lp(0;1;X)

+


T+�;�h+

Lp(0;1;X) .
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Comme K�
��� et T

+
��� est symétrique d�après le lemme de schur on a

K�
�;�




L(Lp(�1;0;X))

6 sup
�1�x� 0

�Z 0

�1

��H�
�;� (x; s)

�� ds�
6 sup

�1�x� 0

�Z x

�1

� sinh �x � sinh ��+ � cosh �x � cosh ��
��0 (���)

sinh � (s+ 1) ds

+

Z 0

x

� sinh �s � sinh ��+ � cosh �s � cosh ��
��0 (���)

sinh � (x+ 1) ds

�
6 sup

�1�x� 0

�
� cosh �x � cosh ��� sinh �x � sinh ��

��0 (���)

Z x

�1
sinh � (s+ 1) ds

+sinh � (x+ 1)

Z 0

x

� cosh �s � cosh ��� sinh �s � sinh ��
��0 (���)

ds

�
6 sup

�1�x� 0

�
(� cosh �x � cosh ��� sinh �x � sinh ��) (cosh � (x+ 1)� 1)

��0 (���)

+
(�� cosh �� � sinh �x+ sinh �� � cosh �x� sinh ��) sinh � (x+ 1)

��0 (���)

�
.

On a

(� cosh �x � cosh ��� sinh �x � sinh ��) (cosh �x � cosh �+ sinh �x � sinh �) +
(�� cosh �� � sinh �x+ sinh �� � cosh �x� sinh ��) (sinh �x � cosh �+ cosh �x � sinh �)

= �0 (�; �)� (sinh � (x+ 1)� sinh �x) � sinh ��+ � cosh �� � cosh �x:

Donc 

K�
�;�




L(Lp(�1;0;X))

6 sup
�1�x� 0

�
�0 (���)� (sinh � (x+ 1)� sinh �x) � sinh ��+ � cosh �� � cosh �x

��0 (���)

�
6 �0 (�; �)

��0 (�; �)

6 1

�
;

et de plus 

T+�;�

L(Lp(0;1;X))
6 sup

0�x� 1

�Z 1

0

��N+
�;� (x; s)

�� ds�
6 sup

0�x�1

�Z x

0

� (sinh � � cosh ��s+ � cosh � � sinh ��s)
��0 (�; �)

cosh �� (1� x) ds

+

Z 1

x

� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)
��0 (�; �)

cosh �� (1� s) ds
�
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6 sup
0�x� 1

�
� cosh �� (1� x)
��0 (�; �)

Z x

0

(sinh � � cosh �s+ � cosh � � sinh ��s) ds

+
� (sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x)

��0 (�; �)

Z 1

x

cosh �� (1� s) ds
�

6 sup
0�x� 1

0BB@� cosh �� (1� x)
�
1

�
sinh � � sinh ��x+ cosh � � cosh ��x� cosh �

�
��0 (�; �)

+
(sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x) sinh �� (1� x)

��0 (�; �)

�
6 sup

0�x� 1

�
cosh �� (1� x) (sinh � � sinh ��x+ � cosh � � cosh ��x� � cosh �)

��0 (�; �)

+
(sinh � � cosh ��x+ � cosh � � sinh ��x) sinh �� (1� x)

��0 (�; �)

�
6 sup

0�x� 1

�
sinh � � (cosh �� (x� 1) � sinh ��x+ sinh �� (1� x) � cosh ��x)

��0 (�; �)

+
� cosh � � (cosh �� (x� 1) � cosh ��x+ sinh �� (1� x) � sinh ��x)

��0 (�; �)

�� cosh � � cosh �� (x� 1)
��0 (�; �)

�
6 sup

0�x� 1

�
(sinh � � sinh ��+ � cosh � � cosh ��)� � cosh � � cosh �� (x� 1)

��0 (�; �)

�
6 sup

0�x� 1

�
�0 (���)� � cosh � � cosh �� (x� 1)

��0 (�; �)

�
6 �0 (�; �)

��0 (�; �)
6 1

�
;

et de plus 

T��;�

L(Lp(�1;0;X);Lp(0;1;X))
6 sup

�1�x� 0

�Z 1

0

��N�
�;� (x; s)

�� ds�+ sup
0� s� 1

�Z 0

�1

��N�
�;� (x; s)

�� dx�
6 sup

�1�x� 0

�Z 1

0

� sinh � (x+ 1)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) ds

�
+ sup
0�s�1

�Z 0

�1

� sinh � (x+ 1)

��0 (�; �)
cosh �� (1� s) dx

�
6 sup

�1�x� 0

�
� sinh � (x+ 1)

��0 (�; �)

Z 1

0

cosh �� (1� s) ds
�

+ sup
0�s�1

�
� cosh �� (1� s)
��0 (�; �)

Z 0

�1
sinh � (x+ 1) dx

�
6 sup

�1�x� 0

�
� sinh � (x+ 1)

��0 (�; �)
sinh ��

�
+ sup
0�s�1

�
� cosh �� (1� s)
��0 (�; �)

(cosh �� 1)
�

6 sinh � � sinh ��
��0 (�; �)

+
� cosh � � cosh ��
��0 (�; �)

6 1

�
;
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et de plus 

K+
�;�




L(Lp(�1;0;X);Lp(0;1;X))

6 sup
0�x�1

�Z 0

�1

��H+
�;� (x; s)

�� ds� + sup
�1�s� 0

�Z 1

0

��H+
�;� (x; s)

�� dx�
6 sup

0�x�1

�Z 0

�1

� cosh �� (1� x)
��0 (�; �)

sinh � (s+ 1) ds

�
+ sup
�1�s� 0

�Z 1

0

� cosh �� (1� x)
��0 (�; �)

sinh � (s+ 1) dx

�
6 sup

0�x�1

�
� cosh �� (1� x)
��0 (�; �)

Z 0

�1
sinh � (s+ 1) ds

�
+ sup
�1�s� 0

�
� sinh � (s+ 1)

��0 (�; �)

Z 1

0

cosh �� (1� x) dx
�

6 sup
0�x�1

�
� cosh �� (1� x)
��0 (�; �)

(cosh �� 1)
�

+ sup
�1�s� 0

�
� sinh � (s+ 1)

��0 (�; �)
sinh ��

�
6 � cosh �� � cosh �

��0 (�; �)
+
sinh � � sinh ��
��0 (�; �)

6 �0 (�; �)

��0 (�; �)
6 1

�
.

Alors 

!�


Lp(�1;0;X) =



(B� + �)�1 h

E 6 C1
�
� khkE ;

telle que C1 > 0 indépandante de �:
Montrons que B� est inversible.
On a

B� � �� (x) = h (x) ;
alors 8>>>>><>>>>>:

�@2x��� (x) = h� (x) si x 2 [�1; 0]
�1
�2
@2x�

�
+ (x) = h+ (x) si x 2 [0; 1]

��� (�1) = 0 �@x��+ (1) = 0
��� (0) = �

�
+ (0) �@x�

�
� (0) =

1
�2
@x�

�
+ (0) .

On a

@2x�
�
� (x) = �h� (x) () @x�

�
� (x) =

Z x

�1
�h� (s) ds+ k1

() ��� (x) =

Z x

�1
(s� x)h� (s) ds+ k1x+ k2�

et de plus

@2x�
�
+ (x) = ��2h+ (x) () @x�

�
+ (x) =

Z x

0

��2h+ (s) ds+ k3

() ��+ (x) = �
2

Z x

0

(s� x)h+ (s) ds+ k3x+ k4.



32 CHAPITRE 2. PROBLÈME DE TRANSMISSION

Les conditions aux limites et les conditions de transmission donnent8>>>>>><>>>>>>:

��� (0) = 0

��� (0) = �
�
+ (0)

@x�
�
+ (1) = 0

@x�
�
� (0) =

1

�2
@x�

�
+ (0)

()

8>>>>><>>>>>:

�k1 + k2 = 0R 0
�1 s � h� (s) ds+ k2 = k4
��2

R 1
0
h+ (s) ds+ k3 = 0

�
R 0
�1 h� (s) ds+ k1 =

1
�2
k3

()

8>>>>><>>>>>:

k1 =
R 0
�1 h� (s) ds+

R 1
0
h+ (s) ds

k2 =
R 0
�1 h� (s) ds+

R 1
0
h+ (s) ds

k3 = �
2
R 1
0
h+ (s) ds

k4 =
R 0
�1 s � h� (s) ds+

R 0
�1 h� (s) ds+

R 1
0
h+ (s) ds�

Calculons ��� (x).
On a :

��� (x) =

Z x

�1
(s� x)h� (s) ds+ x

Z 0

�1
h� (s) ds+ x

Z 1

0

h+ (s) ds

+

Z 0

�1
h� (s) ds+

Z 1

0

h+ (s) ds

=

Z x

�1
(s� x)h� (s) ds+ x

�Z x

�1
h� (s) ds+

Z 0

x

h� (s) ds

�
+x

Z 1

0

h+ (s) ds+

�Z x

�1
h� (s) ds+

Z 0

x

h� (s) ds

�
+

Z 1

0

h+ (s) ds.

Donc

��� (x) =

Z x

�1
(s+ 1)h� (s) ds+ (x+ 1)

Z 0

x

h� (s) ds+ (x+ 1)

Z 1

0

h+ (s) ds.

Calculons ��+ (x).
On a

��+ (x) = �2
Z x

0

(s� x)h+ (s) ds+ x�2
Z 1

0

h+ (s) ds+

Z 0

�1
s � h� (s) ds

+

Z 0

�1
h� (s) ds+

Z 1

0

h+ (s) ds

= �2
Z x

0

(s� x)h+ (s) ds+ x�2
�Z x

0

h+ (s) ds+

Z 1

x

h+ (s) ds

�
+

Z 0

�1
s � h� (s) ds+

Z 0

�1
h� (s) ds+

�Z x

0

h+ (s) ds+

Z 1

x

h+ (s) ds

�
=

Z x

0

�
�2s+ 1

�
h+ (s) ds+

�
�2x+ 1

� Z 1

x

h+ (s) ds+

Z 0

�1
(1 + s)h� (s) ds.
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Donc

B��
� (x) = h (x) ()

�
(B�)

�1 h
�
= �� =

(
��� (x) si x 2 [�1; 0]
��+ (x) si x 2 [0; 1] .

On a 

���

Lp(�1;0;X)
6 sup

�1�s� 0

�Z x

�1
(s+ 1) ds+ (x+ 1)

Z 0

x

ds+ (x+ 1)

Z 1

0

ds

�
khkLp(�1;0;X)

6 sup
�1�s� 0

��
1

2
s2 + s

�x
�1
+ (x+ 1) (�x) + (x+ 1)

�
khkLp(�1;0;X)

6 sup
�1�s� 0

�
1

2
x2 + x� 1

2
� 1� x2 � x+ x+ 1

�
khk 6 Cr1 khkLp(�1;0;X) ;

telle que Cr1 > 0�
et de plus

��+

Lp(0;1;X)
6 sup

0�s� 1

�Z x

0

�
�2s+ 1

�
ds+

�
�2x+ 1

� Z 1

x

ds+

Z 0

�1
(1 + s) ds

�
khkLp(0;1;X)

6 sup
0�s� 1

 �
1

2
�2s2 + s

�x
0

+
�
�2x+ 1

�
(1� x) +

�
s+

1

2
s2
�0
�1

!
khk 6 Crr2 khkLp(0;1;X) ;

telle que Crr2 > 0.
Donc 

(B�)�1

L(E) 6 C2;

telle que C2 = max
�
Cr2 �C

rr
2

�
�donc il existe une constante positive MB� = M1 et �B �

=

�1 2
i
0;
�

2

h
et rB� = r1 (indépendante de �)�telle que pour � dans

f� 2 C� : jarg (�)j < �1g [ b (0; r1) ;

on a 

(B� + �)�1

L(E) 6 M1

1 + j�j :

En e¤et :
Pour � > 0 il existe (B� + �)

�1�on pose

� = x+ iy�telle que x > 0:

On a
(B� + �) = (B� + x+ iy) = (B� + x)

�
I + iy (B� + x)

�1� ;
donc (B� + �) est inversible si est seulement si

iy � (B� + x)�1

 < 1.
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On a 

iy � (B� + x)�1

 < C jyj
x

< 1�

donc
� = x+ iy = j�j (cos (arg �) + i sin (arg �)) .

Pour l�opérateur A on a :
Pour � =

p
� telle que Re � > 0 l�équation :

A! + �! = g 2 E�

est équivalente à (
��y	x (y) + �	x (y) = gx (y) sur G

	x = 0 sur @G�

telle que 	x = ! (x; �) et gx = g (x; �) 2 Lp (G)�x 2 (�1; 1). Alors il existe une unique
solition 	x (�) 2 W 2;p (G) \W 1;p

0 (G) et "0 2
i
0;
�

2

h
et MQ > 0 telle que



(Q+ �I)�1


L(X)

6 MQ

1 + j�j

f� 2 C� : jArg (�)j < (� � "0) = "Qg [ b (0; rQ) .

On considère �0 < �1 donc
�A + �B� = � � �0 + �1 > �:

(b) L�hypothèse (DG 2)
Soient � 2 � (�A) et � 2 � ((B�) montrons que

(A+ �I)�1 � (B + �I)�1 = (B + �I)�1 � (A+ �I)�1 .

Soit h 2 Lp (
).
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(i)Pour x 2 [�1; 0] ; on a�
(A+ �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x)

= (A+ �I)�1
�
(B + �I)�1 h

�
(x)

= (A+ �I)�1
�Z 0

�1
H�
�;� (x; s)h� (s) ds+

Z 1

0

N�
�;� (x; s)h+ (s) ds

�
=

Z 0

�1
H�
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h� (s) ds+

Z 1

0

N�
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h+ (s) ds.

+

Z 1

0

N�
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h+ (s) ds.

et de plus �
(B + �I)�1 � (A+ �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A+ �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(Q+ �I)�1 h (x)

�
=

�Z 0

�1
H�
�;� (x; s)h� (s) ds+

Z 1

0

N�
�;� (x; s)h+ (s) ds

�
(A+ �I)�1

=

Z 0

�1
H�
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h� (s) ds+

Z 1

0

N�
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h+ (s) ds.

Donc pour x 2 [�1; 0] on a :�
(A+ �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x) =

�
(B + �I)�1 � (A+ �I)�1 h

�
(x) .

(ii) Pour x 2 [0; 1] on a :�
(A+ �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x)

= (A+ �I)�1
�
(B + �I)�1 h

�
(x)

= (A+ �I)�1
�Z 1

0

N+
�;� (x; s)h+ (s) ds+

Z 0

�1
H+
�;� (x; s)h� (s) ds

�
=

Z 1

0

N+
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h+ (s) ds+

Z 0

�1
H+
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h� (s) ds;

et de plus �
(B + �I)�1 (A+ �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A+ �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(Q+ �I)�1 h (x)

�
=

�Z 1

0

N+
�;� (x; s)h+ (s) ds+

Z 0

�1
H+
�;� (x; s)h� (s) ds

�
(A+ �I)�1

=

Z 1

0

N+
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h+ (s) ds

+

Z 0

�1
H+
�;� (x; s) (Q+ �I)

�1 h� (s) ds.
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Donc pour x 2 [0; 1] on a :�
(A+ �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x) =

�
(B + �I)�1 � (A+ �I)�1 h

�
(x) .

D�où le résultat.

2.3 Application des résultats de Da Prato-Grisvard

En appliquant les théorèmes de Da prato et Grisvard on obtient

Théorème 2.1 :Soit 1 < p <1 :

1. Pour tout f � 2 Lp (
) il existe une solution forte

u� =

(
u�� sur 
�

u�+ sur 
+;

dans Lp (G) du problème (3).

2. Pour tout f � 2 W 2�;p (G) telle que 0 < � < 1
2
alors u� est une solution stricte satisfai-

sant

(a) u� 2 Lp
�
�1; 1;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
;

(b) u�� 2 W 2;p (�1; 0;Lp (G)) ;
(c) u�+ 2 W 2;p (0; 1;Lp (G)) ;

(d) �yu
� 2 W 2�;p (
) ; @2xu

�
� 2 W 2�;p (
�) et

�
1

�2
@2xu

�
+

�
2 W 2�;p (
+).

2.4 Représentation de la solution

Il s�agit de donner maintenant une formule de représentation de la solution u� à l�aide de
noyaux.
On a � (B�) est contient le secteur (indépendant de �)

fz 2 C? : jarg (z)j > � � "1g [ b0 (0; r0)�

telle que r0 = min (rA; r1)
la solution du problème

Au� +B�u
� = f �;

est donnée sous la forme

u� =
1

2i�

Z



(B� � zI)�1 (A+ zI)�1 f �dz.

Donc on a pour �1 � x � 0

u�� (x) =
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
K�
�;�

�
f ��
�
(x)
�
dz

+
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
T��;�

�
f �+
�
(x)
�
dz;
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alors

u�� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�
�;�

�
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T��;�
�
f �+
�
;

et pour 0 � x � 1 on a

u�+ (x) =
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
K+
�;�

�
f ��
�
(x)
�
dz

+
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
T+�;�

�
f �+
�
(x)
�
dz;

alors

u�+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+
�;�

�
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+�;�
�
f �+
�
dz;

telle que u�� (x) = u
�
� (x; �) et f �� (x) = f �� (x; �).



Chapitre 3

Problème limite

Sous de bonnes hypothèses sur le comportement de la suite f � quand � ! 0, on montre
que la suite (u�) converge dans Lp (
�) vers une fonction u� quand � ! 0 généralisant les
résultats obtenus, dans le cas hilbertien. On obtient de plus que u� est solution forte d�un
problème aux limites de type Ventcel. En exigeant plus de régularité sur

�
f �
�
, on obtient

notamment que u� est une solution stricte d�un problème aux limites de type Ventcel.
Soit 1 < p < +1 et pour tout f � 2 Lp (
). On supposera dans la suite que
1. f �� tend vers f� dans L

p (
�) quand � tend vers 0,

2. f �+ est bornée dans L
p (
+),

3.
R 1
0
f �+ (x; �) = m�

+ tend vers m dans Lp (G) quand � tend vers 0.

On pose X = Lp (G) et E� = Lp (�1; 0;X) et E+ = Lp (0; 1;X) et � =
p
�z:

3.1 Limites des solutions u�� et u
�
+ quand � ! 0

Proposition 3.1 Soit z 2 
; on a
1. u�� tend sinplement quand � �! 0 vers

u� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z (m) dz.

2. u�+ tend sinplement quand � �! 0 vers

u+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z (f�) dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z (m) dz.

Preuve. (i) Montrons que u�� tend sinplement quand � �! 0 vers

u� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z (m) dz.

On rappelle que la représentation formelle de u�� pour x 2 [�1; 0] et � 2 [0; 1]

u�� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z;�

�
f ��
�
dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z;�
�
f �+
�
dz.
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On a

lim
��!0

1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z;�

�
f ��
�
dz =

1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz;

en e¤et on a d�une part

lim
��!0

K�p
�z;� = K

�p
�z et lim

��!0
f �� = f�;

et l�estimation uniforme 


K�p
�z;�





Lp(E�)

6 C

jzj ;

et d�autre part 



 12i�
Z



(A+ zI)�1K�p
�z;�

�
f ��
�
dz





 6 K1



f ��

 ;
d�ou le résultat pour le premier terme:

lim
��!0

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z;�
�
f �+
�
dz =

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z (f+) dz;

en e¤et on a d�une part

lim
��!0

T�p�z;� = T
�p
�z et lim

��!0
f �+ = f+;

et l�estimation uniforme 


T�p�z;�


Lp(E�) 6 C

jzj ;

et d�autre part 



 12i�
Z



(A+ zI)�1 T�p�z;�
�
f �+
�
dz






Lp(E�)

6 K2



f �+

E+ ;
par conséquent

u� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z (m) dz.

Donc
lim
��!0

u�� = u�.

(ii) Montrons que u�+ tend sinplement quand � �! 0 vers

u+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z (f�) dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z (m) dz.

On rappelle que pour x 2 [0; 1] et � 2 ]0; 1[

u�+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z;�

�
f ��
�
dz +

1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z;�
�
f �+
�
dz.
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On a

lim
��!0

1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z;�

�
f ��
�
dz =

1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z (f�) dz;

en e¤et on a d�une part

lim
��!0

K+p
�z;� = K

+p
�z et lim��!0

f �� = f�;

et l�estimation uniforme 


K+p
�z;�





L(E+)

6 C

jzj ;

et d�autre part 



 12i�
Z



(A+ zI)�1K+p
�z;�

�
f ��
�
dz






Lp(E+)

6 K 0 

f ��

E� ;
par conséquent

u+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z (m) dz.

Donc
lim
��!0

u�+ = u+.

Lemme 3.1 Soit z 2 
; on a

lim
�!0

1

�
�0

�p
�z; �

�
=
p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z:

Preuve. On a

lim
�!0

1

�
�0

�p
�z; �

�
= lim

�!0

1

�

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z � cosh

p
�z�

�
= lim

�!0

�p
�z sinh

p
�z � sinh

p
�z�p

�z�
+ cosh

p
�z � cosh

p
�z�

�
=

p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z

Lemme 3.2 Soient x 2 [�1; 0] et z 2 
:
1. quand � ! 0; H�p

�z;� (x; s) tend vers

H�p
�z (x; s)

=

8>>>><>>>>:
�
p
�z sinh

p
�zx+ cosh

p
�zxp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

� sinh
p
�z (s+ 1)p
�z

si � 1 < s < x

�
p
�z sinh

p
�zs+ cosh

p
�zsp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

� sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

si x < s < 0.
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2. quand � ! 0; N�p
�z;� (x; s) tend vers

N�p
�z (x; s) = N

�p
�z (x) =

sinh
p
�z (1 + x)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = H�p

�z (x; 0)

Preuve. (1) On commence par calculer H�p
�z (x; s) :

On rappelle que la représentation formulle de H�p
�z;� (x; s)

H�p
�z;� (x; s) =

8>>>><>>>>:
��
�p
�z; �; x

�
�0

�p
�z; �

� sinh
p
�z (s+ 1)p
�z

si � 1 < s < x

��
�p
�z; �; s

�
�0

�p
�z; �

� sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

si x < s < 0�

avec
��
�p
�z; �; �

�
= � sinh

p
�z� � sinh

p
�z� + � cosh �� � cosh

p
�z�:

On a

lim
�!0

1

�
��
�p
�z; �; �

�
= lim

�!0

�
�1
�
sinh

p
�z� � sinh

p
�z� + cosh �� � cosh

p
�z�

�
= lim

�!0

�
�
p
�z sinh

p
�z� � sinh

p
�z�p

�z�
+ cosh �� � cosh

p
�z�

�
= �

p
�z sinh

p
�z� + cosh

p
�z�;

donc

H�p
�z (x; s) = lim

�!0
H�p

�z;� (x; s)

=

8>>>><>>>>:
�
p
�z sinh

p
�zx+ cosh

p
�zxp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

� sinh
p
�z (s+ 1)p
�z

si � 1 < s < x

�
p
�z sinh

p
�zs+ cosh

p
�zsp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

� sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

si x < s < 0.

On pose

K�p
�z (f�) (x) =

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f� (s) ds:

On commence par Calculer N�p
�z (x; s) :

N�p
�z (x; s) = lim

��!0
N�p

�z;� (x; s) = lim
��!0

� sinh
p
�z (1 + x)p

�z ��0

�p
�z; �

� coshp�z� (1� s)
= lim

��!0

sinh
p
�z (1 + x) � cosh

p
�z� (1� s)p

�z
�
�0

�p
�z; �

�
=

sinh
p
�z (1 + x)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = N�p

�z (x) = H
�p
�z (x; 0) .
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On pose 8<:
T�p�z (m) (x) = N

�p
�z (x)m

M�p
�z

�
f �+
�
(x) = N�p

�z (x)m
�
+ = N

�p
�z (x)

R 1
0
f �+ (s) ds.

Lemme 3.3 Soient x 2 [0; 1] et z 2 
; on a
1. Quand � ! 0, H+p

�z;� (x; s) tend vers

H+p
�z (s) =

sinh
p
�z (1 + s)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = H�p

�z (0; s)

2. Quand � ! 0, N+p
�z;� (x; s) tend vers

N+p
�z =

sinh
p
�zp

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = N�p

�z (0)

Preuve. Calculons H+p
�z (x; s) :

On a

H+p
�z (x; s) = lim

�!0
H+p

�z;� (x; s)

= lim
�!0

� cosh
p
�z� (1� x)p

�z ��0

�p
�z; �

� sinhp�z (s+ 1)
= lim

�!0

0BB@coshp�z� (1� x) � sinhp�z (s+ 1)p
�z
�
�0

�p
�z; �

�
1CCA

=
sinh

p
�z (1 + s)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = H�p

�z (0; s) .

On commence par Calculer N+p
�z :On rappelle que

N+p
�z;� (x; s) =

8>>>><>>>>:
�+

�p
�z; �; s

�
p
�z�0

�p
�z; �

� cosh �p�z (1� x) si 0 � s � x

�+

�p
�z; �; x

�
p
�z�0

�p
�z; �

� cosh �p�z (1� s) si 0 � s � x;

avec

�+

�p
�z; �; �

�
= �

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + � cosh

p
�z � sinh

p
�z��

�
:

On a

lim
��!0

1

�
�+

�p
�z; �; �

�
= lim

��!0

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + � cosh

p
�z � sinh

p
�z��

�
= sinh

p
�z;
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donc

N+p
�z (x; s) = lim

�!0
N+p

�z;� (x; s)

=
sinh

p
�zp

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
� = N�p

�z (0) .

On pose que pour x 2 [0; 1] et z 2 
8>><>>:
K+p

�z (f�) (x) =
R 0
�1H

+p
�z (s) f� (s) ds

T+p�z (m) (x) = N
+p
�z �m

M+p
�z

�
f �+
�
(x) = N+p

�z �m
�
+.

Estimations
Rappelons que X = Lp (G) et notons

E� = L
p (�1; 0;X) et E+ = Lp (0; 1;X) :

On obtient notamment par l�utilisation du lemme de Schur, les estimations suivantes
pour les noyaux.

Lemme 3.4 Soient z 2 
 et � 2 ]0; 1[ ; on a l�estimation suivante


K�p
�z;�

�
f ��
�
(x)�K�p

�z (f�) (x)




E�
6 C

�
�p
�z


f ��

E� + 1

jzj


f �� � f�

E�

�
.

Preuve. On a

K�p
�z;�

�
f ��
�
(x)�K�p

�z (f�) (x)

=

Z 0

�1
H�p

�z;� (x; s) f
�
� (s) ds�

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f� (s) ds

=

Z 0

�1
H�p

�z;� (x; s) f
�
� (s) ds�

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f� (s) ds

+

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f
�
� (s) ds�

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f
�
� (s) ds

=

Z 0

�1

h
H�p

�z;� (x; s)�H
�p
�z (x; s)

i
f �� (s) ds

+

Z 0

�1
H�p

�z (x; s) �
�
f �� (s)� f� (s)

�
ds;

alors 


K�p
�z;�

�
f ��
�
(x)�K�p

�z (f�) (x)




E�

6 sup
�1�x�0

�Z 0

�1

���H�p
�z;� (x; s)�H

�p
�z (x; s)

��� � 

f �� (s)

 ds+ Z 0

�1

���H�p
�z (x; s)

��� � 

f �� (s)� f� (s)

 ds�
6




K�p
�z;� �K

�p
�z





L(E�)

�


f ��

E� + C

jzj


f �� � f�

E� .
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Comme K�p
�z;� �K

�p
�z est symétrique d�aprés le lemme de schur on a :




K�p
�z;� �K

�p
�z





L(E�)

6 sup
�1�x� 0

Z 0

�1

����H�p
�z;� �H

�p
�z

�
(x; s)

��� ds.
Calculons

�
H�p

�z;� �H
�p
�z

�
(x; s).

D�aprés le théorème de la valeure moyenne il existe �? 2 ]0; �[ telle que

�
H�p

�z;� �H
�p
�z

�
(x; s)

=

8>>><>>>:
��sinh

p
�z(1+x)p
�z � @���(

p
�z;�?;s)��0(

p
�z;�?)�@��0(

p
�z;�?)���(

p
�z;�?;s)

�20(
p
�z;�?)

si � 1 < s � x

��sinh
p
�z(1+s)p
�z � @���(

p
�z;�?;x)��0(

p
�z;�?)�@��0(

p
�z;�?)���(

p
�z;�?;x)

�20(
p
�z;�?)

si x � s < 0.

On a

@���
�p
�z; �?; �

�
��0

�p
�z; �?

�
� @��0

�p
�z; �?

�
���

�p
�z; �?; �

�
= sinh

p
�z (1 + �) �

�
sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
�

alors

sup
�1�x�0

Z 0

�1

����H�p
�z;� �H

�p
�z

�
(x; s)

��� ds
6 sup

�1�x�0

Z x

�1

������ sinh
p
�z (1 + x)p
�z

�
sinh

p
�z (1 + s)

�
sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
�2
0

�p
�z; �?

� ����� ds
+

Z 0

x

������ sinh
p
�z (1 + x)p
�z

�
sinh

p
�z (1 + s)

�
sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
�2
0

�p
�z; �?

� ����� ds
6 sup

�1�x�0

 
� sinh

p
�z (1 + x) �

�
sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
p
�z�2

0

�p
�z; �?

� Z x

�1
sinh

p
�z (1 + s) ds

+
� sinh

p
�z (1 + x) �

�
sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
p
�z�2

0

�p
�z; �?

� Z 0

x

sinh
p
�z (1 + s) ds

!

6 �p
�z

� sinh
p
�z �

p
�z�? � sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�?

�2
0

�p
�z; �?

� � cosh
p
�z � 1p
�z

+
�p
�z

� sinh
p
�z �

p
�z�? � sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�?

�2
0

�p
�z; �?

� � cosh
p
�z � 1p
�z

6 2
�p
�z

� cosh
p
�z � 1p
�z

�
p
�z�? � sinh

p
�z�? � cosh

p
�z�?

�2
0

�p
�z; �?

�
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6 2
�p
�z

� sinh
p
�z � cosh

p
�z � ��? � cosh

p
�z�? � sinh

p
�z�?

sinh
p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z � �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

����� 1

sinh
p
�z�? � cosh

p
�z�?

� 1p
�z�?

����
6 2

�p
�z

� sup
t�0

����1t � 2

sinh 2t

����
6 C

�p
�z
.

Car la fonction t �!
����1t � 2

sinh 2t

���� est continue et borné dans R. Alors



K�p

�z;�

�
f ��
�
(x)�K�p

�z (f�) (x)




E�
6 C

�
�p
�z


f ��

E� + 1

jzj


f �� � f�

E�

�
.

Lemme 3.5 Soient z 2 
 et � 2 ]0; 1[ ; on a l�estimation suivante


T�p�z;� �f �+�� T�p�z (m)


E� 6 C � �
jzj

1
2



f �+

E+ + C

jzj1+
1
2P



m�
+ �m




E+
.

Preuve. On a :

T�p�z;�
�
f �+
�
(x)� T�p�z (m) (x)

=

Z 1

0

N�p
�z;� (x; s) f

�
+ (s) ds�N�p

�z (x)m

=

Z 1

0

�
N�p

�z;� (x; s)�N
�p
�z (x)

�
f �+ (s) ds+N

�p
�z (x)m

�
+ �N�p

�z (x)m

= T�p�z;�
�
f �+
�
(x)�M�p

�z

�
f �+
�
(x) +N�p

�z (x) �
�
m�
+ �m

�
=

�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
f �+
�
+N�p

�z (x) �
�
m�
+ �m

�
�

donc 


T�p�z;� �f �+�� T�p�z (m)


E�
6




�T�p�z;� �M�p
�z

� �
f �+
�




E�
+



N�p

�z (x) �
�
m�
+ �m

�



E�

6



T�p�z;� �M�p

�z





L(E+;E�)

�


f �+

E+ + 


N�p

�z (�)




LP (�1;0)

�


m�

+ �m



E+
.

Calculons N�p
�z;� (x; s)�N

�p
�z (x; s).

D�aprés le théorème de la valeure moyenne il existe �? 2 ]0; �[ telle que pour�1 � x � 0 et
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0 � s � 1, on a�
N�p

�z;� �N
�p
�z

�
(x; s)

= �
@�?
�
�? sinh

p
�z (1 + x) � cosh

p
�z�? (1� s)

�
��0

�p
�z��?

�
p
�z�2

0

�p
�z; �?

�
��
@�?�0

�p
�z��?

�
�
�
�? sinh

p
�z (1 + x) � cosh

p
�z�? (1� s)

�
p
�z�2

0

�p
�z; �?

�
= �

sinh
p
�z (1 + x)p

�z�2
0

�p
�z; �?

� ��coshp�z�? (1� s) +p�z�? (1� s) sinhp�z�? (1� s)���
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

�
�
�p
�z sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + cosh

p
�z
�
cosh

p
�z�? +

p
�z�? sinh

p
�z�?

��
�
�
�? cosh

p
�z�? (1� s)

�	
= �

sinh
p
�z (1 + x)p

�z�2
0

�p
�z; �?

� �coshp�z�? (1� s)��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

��
+sinh

p
�z�? (1� s) �

p
�z�? (1� s)

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

�	
�

alors

sup
�1�x�0

�Z 1

0

����N�p
�z;� �N

�p
�z

�
(x; s)

��� ds�
6 sup

�1�x�0
�
sinh

p
�z (1 + x)p

�z�2
0

�p
�z; �?

� �sinhp�z � sinhp�z�?
�
p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

�	
�
Z 1

0

cosh
p
�z�? (1� s) ds

+�
sinh

p
�z (1 + x)p

�z�2
0

�p
�z; �?

�p�z�? �sinhp�z � sinhp�z�? + �? coshp�z � coshp�z�?��Z 1

0

(1� s) sinh
p
�z�? (1� s) ds

6 � sinh
p
�zp

�z�2
0

�p
�z; �?

� �sinhp�z � sinhp�z�?�
p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

�	
�

sinh
p
�z�?p

�z�?
+

� sinh
p
�zp

�z�0

�p
�z; �?

� � p�z�? � coshp�z�?p
�z�?

6 �p
�z

sinh
p
�z � sinh

p
�z�? � sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

sinh
p
�z � sinh

p
�z�? ��0

�p
�z; �?

� ������ sinh
p
�z � sinh

p
�z�?p

�z�?
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

� � 1�����+ �p
�z
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6 �p
�z

����� sinh
p
�z�?p

�z�?
�
cosh

p
�z�? + �? sinh

p
�z�?

� � 1�����+ �p
�z

6 C � �p
�z
�

telle que C > 0 indépendante de �. Car la fonction t 7�! sinh t

t � cosh t est bornée dans R+. et
de plus pour x 2 ]�1; 0[ on a :

���N�p
�z (x)

��� = ����� sinh
p
�z (1 + x)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
�������

donc ���N�p
�z (�)

��� = O eRep�zxjzj

!
:

Pour jzj ! 1�on a:




N�p
�z (x)





Lp(�1;0)

6
 Z 0

�1

 
eRe

p
�zx

jzj

!p
dx

! 1
p

6 C

jzj1+
1
2p

�
1� e�p�Re

p
�z
� 1
p

6 C

jzj1+
1
2p

;

telle que C > 0�indépendante de �:
Donc 


T�p�z;� �f �+�� T�p�z (m)


E�

6



T�p�z;� �M�p

�z





L(E+;E�)

�


f �+

E+

+



N�p

�z (�)




Lp(�1;0)

�


m�

+ �m



E+
�

alors 


T�p�z;� �f �+�� T�p�z (m)


E� 6 C � �
jzj

1
2



f �+

E+ + C

jzj1+
1
2P



m�
+ �m




E+
.

Lemme 3.6 Soient z 2 
 et � 2 ]0; 1[ ; on a l�estimation suivante


K+p
�z;�

�
f ��
�
�K+p

�z (f�)




E+
6 C � �
jzj

1
2



f ��

E� + C

jzj1+
1
2q



f �� � f�

E� .
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Preuve. On a

���H+p
�z (s)

��� = ����� sinh
p
�z (1 + s)p

�z �
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
������ = O

 
e
p
�zs

jzj

!
�

alors�




K+p
�z (s)





L(E�;E+)

6
�Z 0

�1

���H+p
�z (s)

���q ds� 1
q

6
 Z 0

�1

 
e
p
�zs

jzj

!q
ds

! 1
q

6 C

jzj1+
1
2q

�
1� e�q

p
�z
� 1
q

6 C

jzj1+
1
2q

�

telle que
1

p
+
1

q
= 1:

On a

K+p
�z;�

�
f �+
�
(x)�K+p

�z (f�) (x)

=

Z 0

�1
H+p

�z;� (x; s) f
�
� (s) ds -

Z 0

�1
H+p

�z (s) f� (s) ds

=

Z 0

�1
H+p

�z;� (x; s) f
�
� (s) ds -

Z 0

�1
H+p

�z (s) f� (s) ds

+

Z 0

�1
H+p

�z (s) f
�
� (s) ds�

Z 0

�1
H+p

�z (s) f
�
� (s) ds

=

Z 0

�1

�
H+p

�z;� (x; s)�H
+p
�z (s)

�
f �� (s) ds

+

Z 0

�1
H+p

�z (s) �
�
f �� (s)� f� (s)

�
ds�

alors


K+p
�z;�

�
f �+
�
�K+p

�z (f�)




E+
6



K+p

�z;� �K
+p
�z





L(E�;E+)



f ��

E� + C

jzj1+
1
2q



f �� � f�

E� .
Calculons

�
H+p

�z;� �H
+p
�z

�
(x; s) :

On rappelle que

H+p
�z;� (x; s) =

� cosh
p
�z� (1� x)p

�z ��0

�p
�z; �

� sinhp�z (1 + s)�
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d�aprés le théorème de la valeure moyenne il existe �? 2 ]0��[ telle que�
H+p

�z;� �H
+p
�z

�
(x; s)

=
� sinh

p
�z (1 + s)p

�z ��2
0

�p
�z; �?

� � �@�? ��? coshp�z�? (1� x)� ��0

�p
�z; �?

�
�@�?�0

�p
�z; �?

�
�
�
�? cosh

p
�z�? (1� x)

�	
=

� sinh
p
�z (1 + s)p

�z ��2
0

�p
�z; �?

� �coshp�z�? (1� x)��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

��
+sinh

p
�z�? (1� x) �

�p
�z�? (1� x)

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

��
�

donc 


K+p
�z;� �K

+p
�z





L(E�;E+)

6 sup
0�x�1

Z 0

�1

����H+p
�z;� �H

+p
�z

�
(x; s)

��� ds
6 sup

0�x�1

�p
�z ��2

0

�p
�z; �?

� �coshp�z�? (1� x)��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

��
+sinh

p
�z�? (1� x) �

�p
�z�? (1� x)

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

��	
�
Z 0

�1
sinh

p
�z (1 + s) ds

6 sup
0�x�1

�p
�z ��2

0

�p
�z; �?

� �coshp�z�? (1� x)��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

��
+sinh

p
�z�? (1� x) �

�p
�z�? (1� x)

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � cosh

p
�z�?

��	
� 1p

�z
�
cosh

p
�z � 1

�
6 �

cosh
p
�zp

�z
� cosh

p
�z�?p
�z

� 1

�2
0

�p
�z; �?

� ��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

��
+�
cosh

p
�zp

�z
� �

? sinh
p
�z�?

�0

�p
�z; �?

�
6 �p

�z
cosh

p
�z � cosh

p
�z�? �

p
�z�?

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

�
p
�z�? cosh

p
�z � cosh

p
�z�? ��0

�p
�z; �?

� ������ sinh
p
�z � sinh

p
�z�?p

�z�?
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�? + �? cosh

p
�z � sinh

p
�z�?

� � 1�����+ �p
�z
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6 �p
�z

����� sinh
p
�z�?p

�z�?
�
cosh

p
�z�? + �? sinh

p
�z�?

� � 1�����+ �p
�z

6 C � �p
�z
�

alors 


K+p
�z;�

�
f ��
�
�K+p

�z (f�)




E+

6



K+p

�z;� �K
+p
�z





L(E�;E+)



f ��

E� + C

jzj1+
1
2q



f �� � f�

E�
6 C � �

jzj
1
2



f ��

E� + C

jzj1+
1
2q



f �� � f�

E� .
Lemme 3.7 Soient z 2 
 et � 2 ]0; 1[ ; on a l�estimation suivante


T+p�z;� �f �+�� T+p�z (m)


E+ � C � �

jzj
1
2



f �+

E+ + C

jzj


m�

+ �m



E+
.

Preuve. On a :

T+p�z;�
�
f �+
�
(x)� T+p�z (m) (x) =

Z 1

0

N+p
�z;� (x; s) f

�
+ (s) ds�N+p

�zm

=

Z 1

0

�
N+p

�z�� (x�s)�N
+p
�z

�
f �+ (s) ds+N

+p
�zm

�
+ �N+p

�zm

=
�
T+p�z�� �M

+p
�z

� �
f �+
�
(x) + T+p�z

�
m�
+ �m

�
(x) .

Calculons N+p
�z�� (x�s)�N

+p
�z.

D�aprés le théorème de la valeure moyenne il existe �� 2 ]0��[ telle que
pour �1 < s < x

N+p
�z;� (x; s)�N

+p
�z

=
�p

�z�2
0

�p
�z���

� �@�� coshp�z� (1� x) ��0

�p
�z���

��
� @���0

�p
�z���

�
� cosh

p
�z� (1� x) .

On a

@�� cosh
p
�z�� (1� x) ��0

�p
�z���

�
� @���0

�p
�z���

�
� cosh

p
�z�� (1� x)

=
p
�z (1� x) sinh

p
�z�� (1� x)�

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

�
�
�
1p
�z

sinh
p
�z � cosh

p
�z�� + cosh

p
�z �

�
cosh

p
�z�� + ��p

�z
sinh

p
�z��

��
� cosh

p
�z�� (1� x)�

donc 


N+p
�z;� (x; s)�N

+p
�z





L(E�;E+)

6 C � �
jzj

1
2

;
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alors 


T+p�z;� �f �+�� T+p�z (m)


E+ 6 C � �
jzj

1
2



f �+

E+ + C

jzj


m�

+ �m



E+
.

3.2 La Convergence dans Lp (
)

Théorème 3.1 Soit f � 2 LP (
) véri�ant
1. f �� tend vers f� dans L

p (
�) quand � tend vers 0�

2. f �+ est bornée dans L
p (
+)�

3.
R 1
0
f �+ (x; .) = m

�
+ tend vers m dans Lp (G) quand � tend vers 0.

Alors il existe un unique couple (u�; u+) 2 Lp (
�)� Lp (G) tel que

lim
�!0

�
u�� � u�

�
= 0;

dans Lp (
�) et plus précisement

u�� � u�

Lp(
�)
6 C �

�

f ��

LP (
�) + 

f �+

LP (
+)�
+C

�

f �� � f�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(
�+)

�
;

où C ne dépend pas de �, (ici, u+ se comprend comme la fonction (x; y) 7! u+ (y)):

Preuve. On suppose f �� 2 Lp (
�) et f �+ 2 Lp (
+) véri�ant les hypothèses (DG1)�(DG2)�et
(DG3).Montrons que

u+ (x) = u+ 2 Lp (G) .
On rappelle que8<: u� =

1
2i�

R


(A+ zI)�1K�p

�z (f�) dz +
1
2i�

R


(A+ zI)�1 T�p�z (m) dz

u+ =
1
2i�

R


(A+ zI)�1K+p

�z (f�) dz +
1
2i�

R


(A+ zI)�1 T+p�z (m) dz;

alors

u+ (x) =
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
K+p

�z (f�) (x)
�
dz

+
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�
T+p�z (m) (x)

�
dz

=
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�Z 0

�1
H+p

�z (s) ds

�
dz

+
1

2i�

Z



N+p
�z (Q+ zI)

�1 (m) dz

= u+
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danc u+ indépendant de x�et u+ 2 Lp (G) :
(iv) Montrons que

u�� � u�

E� 6 C � � �

f ��

E� + 

f �+

E+�+ C � �

f �� � f�

E� + 

m�

+ �m



E+

�
.

On a

u�� � u� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z;�

�
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)1 T�p�z;�
�
f �+
�
dz

� 1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz

� 1

2i�

Z



(A+ zI)1 T�p�z (m) dz

=
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
K�p

�z;�

�
f ��
�
�K�p

�z (f�)
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
T�p�z;�

�
f �+
�
� T�p�z (m)

�
dz;

alors

u�� � u� =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K�p
�z

�
f �� � f�

�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
f �+
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T�p�z
�
m�
+ �m

�
dz

= I1 + I2 + I3 + I4.

Pour kI1kE� on a :

kI1kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1
�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
f ��
�
dz






E�

6 C � �
Z



1

jzj
3
2

� jdzj �


f ��

E�

6 C � �


f ��

E� .

Pour kI2kE� on a :

kI2kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1K�p
�z

�
f �� � f�

�
dz






E�

6 C �
Z



1

jzj2
� jdzj �



f �� � f�

E�
6 C



f �� � f�

E� .
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Pour kI3kE� on a :

kI3kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1
�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
f �+
�
dz






E�

6 C � �
Z



1

jzj
3
2

� jdzj �


f �+

E+

6 C � �


f �+

E+ .

Pour kI4kE� on a :

kI4kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1 T�p�z
�
m�
+ �m

�
dz






E�

6 C �
Z



1

jzj �
1

jzj1+
1
2P

� jdzj �


m�

+ �m



E+

6 C


m�

+ �m



E+
.

Alors

u�� � u�

E� 6 C � � �

f ��

E� + 

f �+

E+�+ C � �

f �� � f�

E� + 

m�
+ �m




E+

�
;

telle que C indépendante de �.
Montrons que

u�+ � u+

E+ 6 C � � �

f ��

E� + 

f �+

E+�+ C � �

f �� � f�

E� + 

m�

+ �m



E+

�
.

On a

u�+ � u+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z;�

�
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z;�
�
f �+
�
dz

� 1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z (f�) dz

� 1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z (m) dz;

donc

u�+ � u+ =
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
K+p

�z;� �K
+p
�z

� �
f ��
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1K+p
�z

�
f �� � f�

�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1
�
T+p�z;� �M

+p
�z

� �
f �+
�
dz

+
1

2i�

Z



(A+ zI)�1 T+p�z
�
m�
+ �m

�
dz

= J1 + J2 + J3 + J4.
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On a pour kJ1kE�

kJ1kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1
�
K+p

�z;� �K
+p
�z

� �
f ��
�
dz






E�

6 C � �
Z



1

jzj �
1

jzj
1
2

� jdzj �


f ��

E�

6 C � �


f ��

E� .

On a pour kJ2kE�

kJ2kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1K+p
�z

�
f �� � f�

�
dz






E�

6 C

Z



1

jzj �
1

jzj1+
1
2q

� jdzj �


f �� � f�

E�

6 C �


f �� � f�

E� .

On a pour kJ3kE�

kJ3kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1
�
T+p�z;� �M

+p
�z

� �
f �+
�
dz






E�

6 C � �
Z



1

jzj
3
2

� jdzj �


f �+

E+

6 C � �


f �+

E+ .

On a pour kJ4kE�

kJ4kE� =





 12i�
Z



(A+ zI)�1 T+p�z
�
m�
+ �m

�
dz






E�

6 C

Z



1

jzj2
jdzj �



m�
+ �m




E+

6 C


m�

+ �m



E+
;

donc 

u�+ � u+

E+ 6 C � � �

f ��

E� + 

f �+

E+�+ C h

f �� � f�

E� + 

m�
+ �m




E+

i
;

telle que C indépendante de �.

Théorème 3.2 :Soit f � 2 Lp (
) véri�ant

1. f �� tend vers f� dans L
p (
�) quand � tend vers 0�

2. f �+ est bornée dans L
p (
+)�

3.
R 1
0
f �+ (x; .) = m

�
+ tend vers m dans Lp (G) quand � tend vers 0.
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Alors u� est l�unique solution forte du problème :de Ventcel non homogène suivant8><>:
��u� = f� sur 
�
u� = 0 sur @
���0

@xu� (0; �)��yu� (0; �) = m sur G.

Preuve. Montrons que u� est une solution forte du problème8><>:
��u� = f� sur 
�
u� = 0 sur @
���0

@xu� (0; �)��yu� (0; �) = m sur G.

Le calcul opératinnel de Dunford montre que u� satisfait formellement(
�@2xu� (x) +Qu� (x) = f� (x) si x 2 ]�1; 0[
u� (�1) = 0.

quand � ! 0, on obtient formellement la condition de type Ventcel

�
�
1

�2
@2xu

�
+ +�yu

�
+

�
= f �+�

donc Z 1

0

f �+ (� ; y) d� +

Z 1

0

�yu
�
+ (� ; y) d�

= � 1
�2

Z 1

0

@2xu
�
+ (� ; y) d� �

Z 1

0

�yu
�
+ (� ; y) d� +

Z 1

0

�yu
�
+ (� ; y) d�

= � 1
�2

Z 1

0

@2xu
�
+ (� ; y) d� = �

1

�2
�
@xu

�
+ (� ; y)

�1
0

= � 1
�2
�
@xu

�
+ (1; y)� @xu�+ (0; y)

�
=

1

�2
@xu

�
+ (0; y)

= @xu
�
� (0; y) ;

quand � tend vers 0 on obtient

@xu� (0; y) = lim
�!0

�Z 1

0

f �+ (� ; y) d� +

Z 1

0

�yu
�
+ (� ; y) d�

�
= m (y) + �yu� (0; y) ;

alors
@xu� (0; y)��yu� (0; y) = m (y) ;

donc
@xu� (0)�Qu� (0) = m.
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Ainsi u� satisfait formellement8><>:
��u� = f� sur 
�
u� = 0 sur @
���0

@xu� (0; �)��yu� (0; �) = m sur G.

Etude du problème de Ventcel
On a 8>><>>:

�@2xu (x) +Qu (x) = f� (x) si x 2 ]�1�0[

u (�1) = 0
@xu (0)�Qu (0) = m�

on pose
u� = u� (f;m) = u

1
� (f) + u

2
� (m) ;

telle que u1� est une solution du problème de Ventcel avec les conditions homogènes8>><>>:
�@2xu1� (x) +Qu1� (x) = f� (x) si x 2 ]�1�0[

u1� (�1) = 0
@xu

1
� (0)�Qu1� (0) = 0�

et u2� est une solution du problème de Ventcsl avec les conditions non homogènes8>><>>:
�@2xu2� (x) +Qu2� (x) = 0 si x 2 ]�1�0[

u2� (�1) = 0
@xu

2
� (0)�Qu2� (0) = m.

On pose (
D (A�) = L

p (�1; 0;D (Q))�(A��) (x) = Q (� (x))
D (A+) = L

p (0; 1;D (Q)) ; (A+�) (x) = Q (� (x))

et(
D (B�) = f	 2 W 2;p (�1; 0;X) ; 	(�1) = 0; 	(0) 2 D (Q) ; @x	(0) = Q (	 (0))g
(B�	) (x) = �@2x	(x) .

D�aprés le théorème des sommes d�opérateurs on a A� et B� véri�ant D (G0) D (G1)�
et D (G2) : Ainsi la solution forte, du problème de Ventcel avec les conditions homogènes
dans E� est donnée par

u1� =
1

2i�

Z



(A� + zI)
�1K�p

�z (f�) dz

=
1

2i�

Z



(A� + zI)
�1 (B� � zI)�1 f�dz:

Pour le problème de Ventcel avec les conditions non homogènes on pose dans E�

u2� =
1

2i�

Z



(A� + zI)
�1 T�p�z (m) dz.
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On a

u2� (x) =
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1 T�p�z (m) dz

=
1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
sinh

p
�z (x+ 1)p

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
�mdz;

donc

@xu
2
� (x) =

1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
p
�z cosh

p
�z (x+ 1)p

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
�mdz;

et

@2xu
2
� (x) =

1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
�z � sinh

p
�z (x+ 1)p

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
�mdz

=
1

2i�

Z



�z (Q+ zI)�1 T�p�z (m) (x) dz;

et par suite

Qu2� (x) =
1

2i�

Z



(Q+ zI � zI) (Q+ zI)�1 T�p�z (m) (x) dz

=
1

2i�

�Z



T�p�z (m) (x) dz �
Z



z (Q+ zI)�1 T�p�z (m) (x) dz

�
;

donc

�@2xu2� (x) +Qu2� (x) =
1

2i�

Z



T�p�z (m) (x) dz = 0.

Pour tout x 2 (�1; 0), on a

@xu
2
� (x)�Qu2� (x) =

1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
cosh

p
�z (x+ 1)�p

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z
�mdz

� 1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z
�p
�z sinh

p
�z + cosh

p
�z
�mdz

� 1

2i�

Z



(Q+ zI)�1
p
�z � sinh

p
�z (x+ 1)�p

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z
�dz

=
1

2i�

Z



p
�z � sinh

p
�z (x+ 1) + cosh

p
�z (x+ 1)�p

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z
� (Q+ zI)�1mdz;

l�intégrale est absolument convergent�����
p
�z � sinh

p
�z (x+ 1) + cosh

p
�z (x+ 1)�p

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z
� ����� = O �e�Rep�z�jxj� ;

alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute x 2 (�1; 0), on a

@xu2� (x)�Qu2� (x)

X 6 C � kmkX ;
qui conduit à

@xu
2
� (0)�Qu2� (0) = m.

Ainsi u2� est la solution forte, du problème de Ventcel avec les conditions non homogènes.
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3.3 La Convergence dans W2�;P

Dans ce paragraphe�on supposera les hypothèses suivantes.
Soit f � 2 W 2�;p telle que 1 < p <1; et 0 < � < 1

2

(R1) f �� admet une limit f� dans W
2�;p (
�) quand � ! 0;

(R2) f �+ est bornée dans W
2�;p (
+) ;

(R3)
R 1
0
f �+ (x; �) dx = m�

+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � ! 0.

Lemme 3.8 Soit � 2
i
0; 1

2p

h
et p 2 ]1;1[ et X = Lp (G) ; on a

1. DB� (�; p) =W
2�;p (�1; 1;X) ;

2. W 2�;p (
) = Lp
�
�1; 1;W 2�;p (G) \W 2�;p (�1; 1;X)

�
;

3. DA� (�; p) = L
p
�
�1; 0;W 2�;p (G)

�
= Lp (�1; 0;DQ (�; p)) ;

4. DA+ (�; p) = L
p
�
0; 1;W 2�;p (G)

�
= Lp (0; 1;DQ (�; p)) ;

5. DB� (�; p) =W
2�;p (�1; 0;X) :

Preuve. On a(
W 2;p
0 (�1; 0;X) =

�
f 2 W 2;p (�1; 0;X) : f (�1) = f (0) = (f)0 (0) = (f)0 (�1) = 0

	
W 2;p
0 (0; 1;X) =

�
f 2 W 2;p (0; 1;X) : f (0) = f (1) = (f)0 (0) = (f)0 (1) = 0

	 :

Alors �
u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2 W 2;p

0 (�1; 0;X) et u+ 2 W 2;p
0 (0; 1;X)

	
� D (B�) ;

et
D (B�) �

�
u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2 W 2;p (�1; 0;X) et u+ 2 W 2;p (0; 1;X)

	
;

donc8<: u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2
�
W 2;p
0 (�1; 0;X) ;Lp (�1; 0;X)

�
1��;p et

u+ 2
�
W 2;p
0 (0; 1;X) ; Lp (0; 1;X)

�
1��;p

9=; � DB� (�; p) ;

et

DB� (�; p) �
(
u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2 (W 2;p (�1; 0;X) ;Lp (�1; 0;X))1��;p et

u+ 2 (W 2;p (0; 1;X) ; Lp (0; 1;X))1��;p .

Alors�
u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2 W 2�;p (�1; 0;X) et u+ 2 W 2�;p (0; 1;X)

	
� DB� (�; p) ;

et

DB� (�; p) �
�
u 2 Lp (�1; 1;X) : u� 2 W 2�;p (�1; 0;X) et u+ 2 W 2�;p (0; 1;X)

	
:

On déduit que
DB� (�; p) =W

2�;p (�1; 1;X) ;
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donc les hypothèses (R1) (R2) ; et (R3) sont équivalentes aux hypothèses suivantes :
(D1) f �� tend vers f� dans DA� (�; p) \DB� (�; p) quand � �! 0;

(D2) f �+ est bornée dans L
p
�
0; 1;W 2�;p (G)

�
= DA+ (�; p) ;

(D3)
R x
0
f �+ (x) dx = m

�
+ tend vers m 2 DQ (�; p) quand � �! 0;

et f � 2 DA (�; p) \DB� (�; p) = DA+B� (�; p).

Théorème 3.3 Soit 1 < p < +1 et 0 < � < 1
2
�pour f � 2 W 2��p (
) véri�ant

1. f �� tend vers f� dans W
2�;p (
�) quand � tend vers 0;

2. f �+ est bornée dans W
2�;p (
+) ;

3.
R 1
0
f �+ (x; .) dx = m

�
+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � tend vers 0:

Alors il existe un unique couple (u�; u+) 2 W 2;p (
�)�W 2;p (G)�et pour y 2 G on a

u+ (y) = u� (0; y) .

Preuve. Montrons que :u+ (y) = u� (0; y).
Soit y 2 G on rappelle que la représentation formelle de u�et u+

u� =
1

2�i

Z



(A+ zI)�1K�p
�z (f�) dz

+
1

2�i

Z



(A+ zI)�1 T�p�z (m) dz

u+ =
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�Z 0

�1
H+p

�zf� (s) ds

�
dz

+
1

2�i

Z



N+p
�z (Q+ zI)

�1 (m) dz.

Donc pour x 2 [�1; 0] on a :

u� (x) (�) =
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�
K�p

�z (f�) (x)
�
dz

+
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�
T�p�z (m) (x)

�
dz

=
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�Z 0

�1
H�p

�z (x; s) f� (s)

�
dz

+
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1N�p
�z (x)mdz;
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alors pour x = 0 on obtient

u� (0; �) =
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�Z 0

�1
H�p

�z (0; s) f� (s)

�
dz

+
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1N�p
�z (0)mdz

=
1

2�i

Z



(Q+ zI)�1
�Z 0

�1
H+p

�z (s) f� (s)

�
dz

+
1

2�i

Z



N+p
�z (Q+ zI)

�1 (m) dz

= u+.

3.4 La convegence dans W 1+2��p (�1;0;X)
On a le résultat :

Théorème 3.4 Soit 1 < p < +1 et 0 < � < 1
2
�pour f � 2 W 2��p (
) véri�ant

1. f �� tend vers f� dans W
2�;p (
�) quand � tend vers 0;

2. f �+ est bornée dans W
2�;p (
+) ;

3.
R 1
0
f �+ (x; .) dx = m

�
+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � tend vers 0; on a

lim
�!0

�
u�� � u�

�
= 0

dans W 1+2�;p (
�) ; et il existe C > 0 indépendante de �; telle que

u�� � u�

W 1+2�;p(
�)

6 C �
�

f ��

W 2�;p(
�)

+


f �+

W 2�;p(
+)

�
+C

�

f �� � f�

W 2�;p(
�)
+


m�

+ �m



W 2�;p(
+)

�
:

Preuve. On a

u�� =
1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
(A� + zI)

�1 f ��
�
dz

+
1

2�i

Z



T�p�z;�
�
(A+ + zI)

�1 f �+
�
dz

= � 1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 f ��
� dz
z

� 1

2�i

Z



T�p�z;�
�
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z
;
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car

1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 f ��
� dz
z

=
1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
(A� + zI � zI) (A� + zI)�1 f ��

� dz
z

=
1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
f ��
� dz
z
+

1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
�z (A� + zI)�1 f ��

� dz
z

= � 1

2�i

Z



K�p
�z;�

�
z (A� + zI)

�1 f ��
� dz
z
;

et de plus

1

2�i

Z



T�p�z;�
�
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z

=
1

2�i

Z



T�p�z;�
�
(A+ + zI � zI) (A+ + zI)�1 f �+

� dz
z

=
1

2�i

Z



T�p�z;�
�
f �+
� dz
z
+

1

2�i

Z



T�p�z;�
�
�z (A+ + zI)�1 f �+

� dz
z

= � 1

2�i

Z



T�p�z;�
�
z (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z
;

et de même

u� =
1

2�i

Z



K�p
�z

�
(A� + zI)

�1 f�
�
dz

+
1

2�i

Z



T�p�z
�
(A+ zI)�1m

�
dz

= � 1

2�i

Z



K�p
�z

�
A� (A� + zI)

�1 f�
� dz
z

� 1

2�i

Z



T�p�z
�
A (A+ zI)�1m

� dz
z
:

On a

@xu
�
� (x)� @xu� (x) = � 1

2�i

Z



@xK
�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 f ��
� dz
z

� 1

2�i

Z



@xT
�p
�z;�

�
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z

+
1

2�i

Z



@xK
�p
�z

�
A� (A� + zI)

�1 f�
� dz
z

+
1

2�i

Z



@xT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1m

� dz
z
;

telle que 8<: @xK
�p
�z�� (h�) (x) =

R 0
�1 @xH

�p
�z��h� (s) ds

@xK
�p
�z (h�) (x) =

R 0
�1 @xH

�p
�zh� (s) ds
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avec

@xH
�p
�z;� (x; s) =

8>>>><>>>>:
@x��

�p
�z; �; x

�
p
�z�0

�p
�z; �

� sinhp�z (s+ 1) si � 1 < s < x
@x��

�p
�z; �; s

�
�0

�p
�z; �

� cosh
p
�z (x+ 1) si x � s < 0�

telle que

@x��
�p
�z; �; �

�
=
p
�z
�
� cosh

p
�z� � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z� � sinh

p
�z�

�
;

et

@xH
�p
�z (x; s) =

8>>>><>>>>:
�
p
�z cosh

p
�zx+ sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

sinh
p
�z (s+ 1) si � 1 < s < x

�
p
�z cosh

p
�zs+ sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z + cosh

p
�z

cosh
p
�z (x+ 1) si x � s < 0.

Alors

@xu
�
� � @xu� = � 1

2�i

Z



@xK
�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� dzz
� 1

2�i

Z



�
@xK

�p
�z;� � @xK

�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f�
� dz
z

� 1

2�i

Z



�
@xT

�p
�z;� � @xM

�p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z

� 1

2�i

Z



@xT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

�� dz
z

= 	1 +	2 +	3 +	4.

Lemme 3.9 Soient z 2 
 et � 2 ]0; 1[ ; il existe C > 0 indépendante de �; on a les estima-
tions suivantes

1.



@xK�p

�z;�





L(E�)

6 C

jzj
1
2

;

2.



@xK�p

�z;� � @xK
�p
�z





L(E�)

6 C �;

3.



@xT�p�z;� � @xM�p

�z





L(E�)

6 C �;

4.



@xT�p�z


L(E�) 6 C

jzj1=2+1=2p
:

Preuve. (i) Montrons que 


@xK�p
�z;�





L(E�)

6 C

jzj
1
2

:
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En e¤et


@xK�p
�z;�





L(E�)

6 sup
�1�x�0

Z 0

�1

���@xH�p
�z;� (x; s)

��� ds
6 sup

�1�x�0

 Z x

�1

�����
p
�z
�
� cosh

p
�zx � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z� � sinh

p
�zx

�
p
�z�0

�p
�z; �

� sinh
p
�z (s+ 1)

����� ds
+

Z 0

x

������ sinh
p
�zs � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z� � cosh

p
�zsp

�z�0

�p
�z; �

� cosh
p
�z (x+ 1)

����� ds
!

6 sup
�1�x�0

 �����
p
�z
�
� cosh

p
�zx � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z� � sinh

p
�zx

�
p
�z�0

�p
�z; �

� �����
Z x

�1

��sinhp�z (s+ 1)�� ds
+
cosh

p
�z (x+ 1)p

�z�0

�p
�z; �

� Z 0

x

��� sinhp�zs � sinhp�z� + � coshp�z� � coshp�zs�� ds!

6 sup
�1�x� 0

 �����
��
� cosh

p
�zx � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z� � sinh

p
�zx

�� �
cosh

p
�z � 1

�
p
�z�0

�p
�z; �

� �����
+

������
cosh

p
�z (x+ 1) �

�
�1p
�z sinh

p
�z� �

�
1� cosh

p
�zx

�
+ �p

�z cosh
p
�z� �

�
� sinh

p
�zx

��
p
�z�0

�p
�z; �

�
������
1A

6 cosh
p
�z � sinh

p
�z� � cosh

p
�zp

�z�0

�p
�z; �

�
+
cosh

p
�z �

�
1p
�z sinh

p
�z� � cosh

p
�z + �p

�z cosh
p
�z� � sinh

p
�z
�

p
�z�0

�p
�z; �

�
6

cosh
p
�z �

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z � cosh

p
�z�

�
p
�z�0

�p
�z; �

�
+

1p
�z cosh

p
�z �

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z� + � cosh

p
�z � cosh

p
�z�

�
p
�z�0

�p
�z; �

�
6

�
cosh

p
�z + 1p

�z
cosh

p
�z
�
��0

�p
�z; �

�
p
�z�0

�p
�z; �

�
6 C

jzj
1
2

;

(ii) Montrons que 


@xK�p
�z;� � @xK

�p
�z





L(E�)

6 C � �:

On a 


@xK�p
�z;� � @xK

�p
�z





L(E�)

6 sup
�1�x�0

Z 0

�1

���@x �H�p
�z;� �H

�p
�z

���� ds�
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avec�
H�p

�z;� �H
�p
�z

�
(x; s) = � � sinh

p
�z (s+ 1)p
�z

�
sinh

p
�z (x+ 1) �

�
sinh

p
�z�� �

p
�z��

�
�2
0

�p
�z; ��

� ;

donc

@x

�
H�p

�z;� �H
�p
�z

�
= � sinh

p
�z (s+ 1) � cosh

p
�z (x+ 1) � sinh

p
�z�� � cosh

p
�z�� �

p
�z��

�2
0

�p
�z; ��

� .

Alors 


@xK�p
�z;� � @xK

�p
�z





L(E�)

6 sup
�1�x�0

Z 0

�1

������ sinhp�z (s+ 1) � coshp�z (x+ 1) � sinh
p
�z�� � cosh

p
�z�� �

p
�z��

�2
0

�p
�z; ��

� ����� ds
6 sup

�1�x�0

 ��� coshp�z (x+ 1) � �sinhp�z�� � coshp�z�� �p�z�����
�2
0

�p
�z; ��

� Z 0

�1
sinh

p
�z (s+ 1) ds

!

6 sup
�1�x�0

 ��� coshp�z (x+ 1) � �sinhp�z�� � coshp�z�� �p�z�����
�2
0

�p
�z; ��

� � 1p
�z
�
cosh

p
�z � 1

�!

6
� sinh

p
�z � cosh

p
�z �

�p
�z��

�
� cosh

p
�z�� � sinh

p
�z���

sinh
p
�z � sinh

p
�z��

�
� �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

����� 1

sinh
p
�z�� � cosh

p
�z��

� 1p
�z��

����
6 �

p
�z � sup

t �0

����1t � 2

sinh 2t

����
6 C � �.

Car la fonction t �! 1

t
� 2

sinh 2t
est bornée dans R.

(iii) Montrons que



@xT�p�z�� � @xM�p

�z





L(E�)

6 C � �.
On a 


@xT�p�z;� � @xM�p

�z





L(E�)

6 sup
�1�x�0

Z 1

0

���@x �N�p
�z;� �N

�p
�z

���� ds.
On rappelle que�

N�p
�z;� �N

�p
�z

�
(x; s)

= �
sinh

p
�z (1 + x)p

�z�2
0

�p
�z; ��

� � �coshp�z����
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� � ��

p
�z
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

��
+
�
sinh

p
�z�� (1� s) �

p
�z�� (1� s) �

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

��	
;
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donc

@x

�
N�p

�z;� �N
�p
�z

�
(x; s)

= �
cosh

p
�z (1 + x)

�2
0

�p
�z; ��

� �
�
cosh

p
�z����

sinh
p
�z � sinh

p
�z�� � ��

p
�z
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

��
+
�
sinh

p
�z�� (1� s) �

p
�z�� (1� s) �

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

��	
;

alors 


@xT�p�z;� � @xM�p
�z





L(E�)

6 sup
�1�x�0

Z 1

0

���@x �N�p
�z;� �N

�p
�z

���� ds
6 sup

�1�x� 0

Z 1

0

������ cosh
p
�z (1 + x)

�2
0

�p
�z; ��

� �
�
cosh

p
�z�� (1� s)��

sinh
p
�z � sinh

p
�z�� � ��

p
�z
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

��
+
�
sinh

p
�z�� (1� s) �

p
�z�� (1� s) �

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

����
6 sup

�1�x� 0

� cosh
p
�z (1 + x)

�2
0

�p
�z; ��

� ���
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� �

p
z��
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

��
�Z 1

0

cosh
p
�z�� (1� s) ds

+
p
�z��

�
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � cosh

p
�z��

� Z 1

0

(1� s) sinh
p
�z�� (1� s) ds

�
6 � cosh

p
�z � sinh

p
�z��p

�z��
� 1

�2
0

�p
�z; ��

� ��
sinh

p
�z � sinh

p
�z�� �

p
�z��

�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

��
+� sinh

p
�z � cosh

p
�z��p

�z��
�

p
�z��

�2
0

�p
�z; ��

�
6 � cosh

p
�z � sinh

p
�z�� � sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

cosh
p
�z � sinh

p
�z�� ��0

�p
�z; ��

� ������ sinh
p
�z � sinh

p
�z��p

�z��
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

� � 1�����+ �
6 �

����� sinh
p
�z � sinh

p
�z��p

�z��
�
sinh

p
�z � cosh

p
�z�� + �� cosh

p
�z � sinh

p
�z��

� � 1�����+ �
6 C � �.

(vi) Montrons que



@xT�p�z


L(E�) 6 C

jzj
1
2
+ 1
2p

.
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On a 


@xT�p�z


L(E�) 6 sup
�1�x�0

Z 1

0

���@xN�p
�z (x)

��� ds.
On rappelle que ���N�p

�z (x)
��� = O eRep�zxjzj

!
�

donc ���@xN�p
�z (x)

��� = O p�zeRep�zxjzj

!
�

on a




@xN�p
�z (x)





Lp(�1;0)

6
 Z 0

�1

 
Re
p
�zeRe

p
�zx

jzj

!p
dx

! 1
p

6 jzj
1
2

jzj

�Z 0

�1
epRe

p
�zxdx

� 1
p

6 C

jzj
1
2
+ 1
2p

�
1� e�pRe

p
�z
� 1
p

6 C

jzj
1
2
+ 1
2p

;

alors 


@xT�p�z


L(E�) 6 sup
�1�x�0

Z 1

0

���@xN�p
�z (x)

��� ds
6 C

jzj
1
2
+ 1
2p

:

Donc on a :

@xu�� � @xu�

Lp(�1;0;X) 6 k	1kL(E�) + k	2kL(E�) + k	3kL(E�) + k	4kL(E�) ;
pour k	1kL(E�) on a

k	1kL(E�) =





� 1

2�i

Z



@xK
�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� dzz





L(E�)

6 C

Z



1

jzj
1
2

� 1jzj �
1

jzj�
� jzj�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� jdzj
6 C

Z



1

jzj
3
2
+�
jdzj �



f �� � f�

DA� (��1)
6 C



f �� � f�

DA� (�;1) ;



3.4. LA CONVEGENCE DANS W 1+2��P (�1;0;X) 67

pour k	2kL(E�) on a

k	2kL(E�) =





 12�i
Z



�
@xK

�p
�z;� � @xK

�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f�
� dz
z






L(E�)

6 C � �
Z



1

jzj �
1

jzj�
� jzj� A� (A� + zI)�1 f� jdzj

6 C � �
Z



1

jzj1+�
� kf�kDA� (��1)

6 C � � kf�kDA� (�;1) ;

pour k	3kL(E�) on a

k	3kL(E�) =





 12�i
Z



�
@xT

�p
�z;� � @xM

�p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
� dz
z






L(E�)

6 C � �
Z



1

jzj �
1

jzj�
� jzj� A+ (A+ + zI)�1 f �+ jdzj

6 C � �
Z



1

jzj1+�
jdzj �



f �+

DA+ (�;1)
6 C � �



f �+

DA+ (�;1) ;
pour k	4kL(E�) on a

k	4kL(E�) =





 12�i
Z



@xT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

�� dz
z






L(E�)

6 C

Z



1

jzj
1
2
+ 1
2p

� 1jzj �
1

jzj�
� jzj� A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

�
jdzj

6 C

Z



1

jzj
3
2
+ 1
2p
+�
�


m�

+ �m



DA+ (�;1)

6 C


m�

+ �m



DA+ (�;1)

;

donc 

u�� � u�

W 1;p(�1;0;X) =


u�� � u�

Lp(�1;0;X) + 

@xu�� � @xu�

Lp(�1;0;X)

6 C � �
�
kf�kDA� (�;1) +



f �+

DA+ (�;1)�
+C

�

f �� � f�

DA� (�;1) + 

m�
+ �m




DA+ (�;1)

�
.

Pour montrer la convergence dans W 1+2��1 on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.10 Soit � 2
�
0;
1

2

�
; on a

W 1+2�;1 (�1; 0;X) = C1+2�;1 ([�1; 0] ;X) .
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Soit x1 et x2 telle que �1 � x1 � x2 � 0 on a :



�@xu�� � @xu�� (x2)� �@xu�� � @xu�� (x1)

X � 4X
i=1

k	i (x2)�	i (x1)k .

Lemme 3.11 On a l�estimation suivante :

k	2 (x2)�	2 (x1)kX + k	3 (x2)�	3 (x1)kX
� C � � jx2 � x1j2� � kf�kDA� (�;1)

+C � � jx2 � x1j2� �


f �+

DA+ (�;1) .

Preuve. Calculon 	2 (x2)�	2 (x1) :
On a

	2 (x2)�	2 (x1)

=
1

2�i

Z



�
@xK

�p
�z;� � @xK

�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f�
�
(x2)

dz

z

� 1

2�i

Z



�
@xK

�p
�z;� � @xK

�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f�
�
(x1)

dz

z

=
1

2�i

Z x2

�1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

� 1

2�i

Z x1

�1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x1; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

=
1

2�i

Z x1

�1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

+
1

2�i

Z x2

x1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

� 1

2�i

Z x1

�1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x1; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

=
1

2�i

Z x2

x1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds

+
1

2�i

Z x1

�1

Z



��
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)�

�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x1; s)

�
�
�
Q (Q+ zI)�1 f� (s)

dz

z
ds

�
= J1 + J2;

pour �1 � x1 � s � x2 et � > 0; on a :�
@xH

�
�;� � @xH�

�

�
(x; s) = � sinh � (1 + x)

@��� (�; �
�; s) ��0 (�; �

�)� @��0 (�; �
�) ��� (�; �

�; s)

�2
0 (�; �

�)

= � cosh � (1 + x) � sinh � (1 + s) � [sinh ��
� � cosh ��� � ���]

�2
0 (���

�)
;
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donc

���@xH�
�;� � @xH�

�

�
(x2; s)

��
=

����� cosh � (1 + x2) sinh � (1 + s) � [sinh ��� � cosh ��� � ���]�2
0 (�; �

�)

����
6 �

sinh � (x2 + 1) � cosh � (s+ 1) � (���) � cosh ��� � sinh ���

(sinh � � sinh ���) (�� cosh ��� � cosh �) ����� 1

sinh ��� � cosh ��� �
1

���

����
6 ��

sinh � (x2 + 1) � cosh � (s+ 1)
sinh � � cosh � � sup

t �0

����1t � 2

cosh 2t

����
6 ��

sinh � (x2 + 1) � cosh � (s+ 1)
sinh � � cosh �

6 C � ��e��(x2�s);

telle que � = Re
p
�z = C jzj

1
2 sur 
.

Alors

kJ1kX =





 12�i
Z x2

x1

�Z



�
@xH

�p
�z�� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds






X

6 C � �
Z x2

x1

Z



jzj
1
2 e�cjzj

1
2 (x2�s) � 1

jzj�
� jdzjjzj ds � kf�kDA� (�;1)

6 C � �
Z x2

x1

Z



jzj
1
2 e�cjzj

1
2 (x2�s)

jzj�+1
jdzj ds � kf�kDA� (�;1)

6 C � �
Z x2

x1

Z 1

0

e�c��
�2

(x2�s)2

��+ 1
2

� �d�

(x2 � s)2
ds � kf�kDA� (�;1)

6 C � �
Z x2

x1

(x2 � s)2��1
�Z 1

0

e�c�d�

�2�

�
ds � kf�kDA� (�;1)

6 C � � jx2 � x1j2� � kf�kDA� (�;1) ;

et

kJ2kX =






 1
2�i

R x1
�1
R



��
@xH

�p
�z�� � @xH

�p
�z

�
(x2�s)�

�
@xH

�p
�z�� � @xH

�p
�z

�
(x1�s)

�
��

Q (Q+ zI)�1 f� (s)
dz
z
ds
	







X

6




 12�i

Z x2

x1

�Z



�
@xH

�p
�z;� � @xH

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f� (s)
dz

z

�
ds






6 C � � jx2 � x1j2� � kf�kDA� (�;1) .

Calculons 	3 (x2)�	3 (x1) :
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On a

	3 (x2)�	3 (x1)

=
1

2�i

Z



�
@xT

�p
�z;� � @xM

�p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
�
(x2)

dz

z

� 1

2�i

Z



�
@xT

�p
�z;� � @xM

�p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
�
(x1)

dz

z

=
1

2�i

Z 1

0

�Z



�
@xN

�p
�z;� � @xN

�p
�z

�
(x2; s)Q (Q+ zI)

�1 f �+ (s)
dz

z

�
ds

� 1

2�i

Z 1

0

�Z



�
@xN

�p
�z;� � @xN

�p
�z

�
(x1; s)Q (Q+ zI)

�1 f �+ (s)
dz

z

�
ds

+
1

2�i

Z 1

0

Z



��
@xN

�p
�z;� � @xN

�p
�z

�
(x2; s)�

�
@xN

�p
�z�� � @xN

�p
�z

�
(x1; s)

�
�
�
Q (Q+ zI)�1 f �+ (s)

dz

z
ds

�
;

pour �1 � x1 � x2 � 0 et � > 0; on a :�
@xN

�
�;� � @xN�

�

�
(x2; s)�

�
@xN

�
�;� � @xN�

�

�
(x1; s)

= �
cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)

�2
0 (�; �

�)
� fcosh ��� (1� s)�

[sinh � � sinh ��� � ��� (sinh � � cosh ��� + �� cosh � � sinh ���)]
+ sinh ��� (1� s) � [��� (1� s) (sinh � � sinh ��� + �� cosh � � cosh ���)]g ;

alors Z 1

0

��
@xN

�
�;� � @xN�

�

�
(x2; s)�

�
@xN

�
�;� � @xN�

�

�
(x1; s)

�
ds

6 � (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)) �
sinh ���

���
� 1

�2
0 (�; �

�)
�

[sinh � � sinh ��� � ��� (sinh � � cosh ��� + �� cosh � � sinh ���)]

+� (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)) �
cosh ���

���
� ���

�0 (�; �
�)

6 � (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)) � sinh ��� �
sinh � � cosh ��� + �� cosh � � sinh ���

sinh � � sinh ��� ��0 (�; �
�)

�
���� sinh � � sinh ���

��� (sinh � � cosh ��� + �� cosh � � sinh ���) � 1
����

+� (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)) �
cosh ���

���
� ���

�0 (�; �
�)

6 � (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1))
sinh �

�
���� sinh ���

��� (cosh ��� + �� sinh ���)
� 1
����

+
� (cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1))

sinh �

6 C � � cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)
sinh �

:
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Donc

k	3 (x2)�	3 (x1)kX 6 C � �
Z



cosh � (1 + x2)� cosh � (1 + x1)
sinh �

Q (Q+ zI)�1 f �+ (s)
dz

z

6 C � �
Z x2

x1

Z



sinh � (1 + x)

� sinh �
Q (Q+ zI)�1 f �+ (s)

dz

z
dx

6 C � �
Z x2

x1

Z



e�xQ (Q+ zI)�1 f �+ (s)
dz

z
dx;

on a � = Re
p
�z = c jzj

1
2 sur 
 donc

k	3 (x2)�	3 (x1)kX 6 C � �
Z x2

x1

Z



ecjzj
1
2 x

jzj�+1
jdzj dx �



f �+

DA+ (�;1)
6 C � �

Z x2

x1

Z 1

0

e�c��
�2

x2

��+1 � �d�x2 dx � 

f �+

DA+ (�;1)
6 C � �

Z x2

x1

x2�
�Z 1

0

e�c�

�2�+1
d�

�
dx �



f �+

DA+ (�;1)
6 C � � jx2 � x1j2�



f �+

DA+ (�;1) ;
�nalement

k	2 (x2)�	2 (x1)kX + k	3 (x2)�	3 (x1)kX
6 C � � jx2 � x1j2� � kf�kDA� (�;1)

+C � � jx2 � x1j2� �


f �+

DA+ (�;1) .

Lemme 3.12 On a l�estimation suivante

k	1 (x2)�	1 (x1)kX + k	4 (x2)�	4 (x1)kX
6 C jx2 � x1j2� �



f �� � f�

DA� (�;1)
+C jx2 � x1j2� �



m�
+ �m




DA+ (�;1)

.

Preuve. Calculons 	1 (x2)�	1 (x1) :

	1 (x2)�	1 (x1)

=
1

2�i

Z



@xK
�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� (x2) dzz
� 1

2�i

Z



@xK
�p
�z;�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� (x1) dzz
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=
1

2�i

Z x2

�1

Z



@xH
�p
�z;� (x2; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

� 1

2�i

Z x1

�1

Z



@xH
�p
�z;� (x1; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

=
1

2�i

Z x1

�1

Z



@xH
�p
�z;� (x2; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

+
1

2�i

Z x2

x1

Z



@xH
�p
�z;� (x2; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

� 1

2�i

Z x1

�1

Z



@xH
�p
�z;� (x1; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

=
1

2�i

Z x2

x1

Z



@xH
�p
�z;� (x2; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

+
1

2�i

Z x1

�1

Z



�
@xH

�p
�z;� (x2; s)� @xH

�p
�z;� (x1; s)

�
���

Q (Q+ zI)�1
�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds

�
= J5 + J6:

on rappelle que

@xH
�
�;� (x2; s)

=

8>>><>>>:
� cosh �x2 � sinh �� + � sinh �x2 � cosh ��

�0 (�; �)
sinh � (s+ 1) si � 1 < s < x2

� sinh �s � sinh �� + � cosh �s � cosh ��
�0 (�; �)

cosh � (x2 + 1) si x2 � s < 0;

et

@xH
�
�;� (x1; s)

=

8>>><>>>:
� cosh �x1 � sinh �� + � sinh �x1 � cosh ��

�0 (�; �)
sinh � (s+ 1) si � 1 < s < x1

� sinh �s � sinh �� + � cosh �s � cosh ��
�0 (�; �)

cosh � (x1 + 1) si x1 � s < 0;

Soit �1 � x1 � s � x2 et � > 0, on a��@xH�
�;� (x2; s)

�� =
cosh �x2 � sinh �� � � sinh �x2 � cosh ��

�0 (�; �)
sinh � (s+ 1)

6 cosh �x2 � sinh �� + � cosh �x2 � cosh ��
sinh � � sinh �� + � sinh � � cosh �� sinh � (s+ 1)

6 cosh �x2 � (sinh �� + � cosh ��)
sinh � � (sinh �� + � cosh ��) sinh � (s+ 1)

6 cosh �x2 � sinh � (s+ 1)
sinh �

6 Ce��(x2�s);
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on a � = Re
p
�z = c jzj

1
2 sur 
 donc

kJ5kX =





 12�i
Z x2

x1

Z



@xH
�p
�z;� (x2; s)

�
Q (Q+ zI)�1

�
f �� � f�

��
(s)
dz

z
ds






X

6 C

Z x2

x1

Z



e�cjzj
1
2 (x2�s) � 1jzj �

1

jzj�
jdzj ds �




jzj�Q (Q+ zI)�1 �f �� � f��



E�

6 C

Z x2

x1

Z



e�cjzj
1
2 (x2�s) � 1

jzj1+�
jdzj ds �



f �� � f�

DA� (�;1) ;
on pose

jzj
1
2 (x2 � s) = �;

alors

kJ5kX 6 C

Z x2

x1

Z +1

0

e�c��
�2

(x2�s)2

�1+� � �d�

(x2 � s)2
ds �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C

Z x2

x1

(x2 � s)2�
�Z +1

0

e�c�d�

�2�+1

�
ds �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C jx2 � x1j2�+1 �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C jx2 � x1j2� �



f �� � f�

DA� (�;1) :
Soit �1 � s � x1 � x2 et � > 0, on a

@xH
�
�;� (x2; s)� @xH�

�;� (x1; s)

=
� cosh �x2 � sinh �� + � sinh �x2 � cosh ��

�0 (�; �)
sinh � (s+ 1)

�� cosh �x1 � sinh �� + � sinh �x1 � cosh ��
�0 (�; �)

sinh � (s+ 1)

=
sinh �� � (� cosh �x2 + cosh �x1) + � cosh �� � (sinh �x2 � sinh �x1)

�0 (�; �)
sinh � (s+ 1) ;

alors ��@xH�
�;� (x2; s)� @xH�

�;� (x1; s)
��

6 sinh �� � (� cosh �x2 + cosh �x1) + � cosh �� � (sinh �x2 � sinh �x1)
�0 (�; �)

sinh � (s+ 1)

6 sinh �� � cosh �x1 + � cosh �� � (� sinh �x1)
sinh � � (sinh �� + � cosh ��) sinh � (s+ 1)

6 sinh �� � cosh �x1 + � cosh �� � cosh �x1
sinh � � (sinh �� + � cosh ��) sinh � (s+ 1)

6 cosh �x1 � (sinh �� + � cosh ��)
sinh � � (sinh �� + � cosh ��) sinh � (s+ 1)

6 cosh �x1 � sinh � (s+ 1)
sinh �

6 Ce��(x1�s);
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donc

kJ6kX 6 C

Z x1

�1

Z



���@xH�p
�z;� (x2; s)� @xH

�p
�z;� (x1; s)

��� 1jzj jdzj ds � 

Q (Q+ zI)�1 �f �� � f��

E�
6 C

Z x1

�1

Z



e��(x1�s)
1

jzj1+�
jdzj ds �




jzj�Q (Q+ zI)�1 �f �� � f��



E�

6 C

Z x1

�1

Z



e�cjzj
1
2 (x1�s) 1

jzj1+�
jdzj ds �




jzj�Q (Q+ zI)�1 �f �� � f��



E�

6 C

Z x1

�1

Z 1

0

e�c��
�2

(x1�s)2

�1+� �d�

(x1 � s)2
ds �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C

Z x1

�1
(x1 � s)2�

�Z 1

0

e�c�d�

�2�+1

�
ds �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C

Z x1

�1
(x2 � s)2�

�Z 1

0

e�c�d�

�2�+1

�
ds �



f �� � f�

DA� (�;1)
6 C jx2 � x1j2�



f �� � f�

DA� (�;1) :
D�où

k	1 (x2)�	1 (x1)kX 6 C jx2 � x1j
2� �


f �� � f�

DA� (�;1) :

Maintenant montrons que

k	4 (x2)�	4 (x1)kX 6 C jx2 � x1j
2� �


m�

+ �m



DA+ (�;1)

:

On a

	4 (x2)�	4 (x1)

=
1

2�i

Z



@xT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

��
(x2)

dz

z

� 1

2�i

Z



@xT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

��
(x1)

dz

z

=
1

2�i

Z 1

0

Z



@xN
�p
�z (x2)Q (Q+ zI)

�1 �m�
+ �m

�
(s)
dz

z
ds

� 1

2�i

Z 1

0

Z



@xN
�p
�z (x1)Q (Q+ zI)

�1 �m�
+ �m

�
(s)
dz

z
ds

=
1

2�i

Z



�
@xN

�p
�z (x2)� @xN

�p
�z (x1)

�
Q (Q+ zI)�1

�
m�
+ �m

� dz
z
;

on a

@xN
�
� (x2)� @xN�

� (x1) =
cosh � (x2 + 1)

� sinh �+ cosh �
� cosh � (x1 + 1)

� sinh �+ cosh �

=
cosh � (x2 + 1)� cosh � (x1 + 1)

� sinh �+ cosh �

=

Z x2

x1

cosh � (x+ 1)

� (� sinh �+ cosh �)
;
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alors

k	4 (x2)�	4 (x1)kX
6 C

Z x2

x1

Z



cosh � (x+ 1)

� (� sinh �+ cosh �)
� 1

jzj1+�
jdzj dx �




jzj�Q (Q+ zI)�1 �m�
+ �m

�



E+

6 C

Z x2

x1

Z



e�(x+1)

e�
�
1 + jzj

1
2

� � 1

jzj1+�
jdzj dx �



m�
+ �m




DA+ (�;1)

6 C

Z x2

x1

Z



ecjzj
1
2 x � 1

jzj1+�
jdzj dx �



m�
+ �m




DA+ (�;1)

;

on pose
jzj

1
2 x = ��;

alors

k	4 (x2)�	4 (x1)kX

6 C

Z x2

x1

Z 1

0

e�c��
�2

x2

�1+� � ��d�x2 dx �


m�

+ �m



DA+ (�;1)

6 C

Z x2

x1

x2�
�Z 1

0

e�c�d�

�2�+1

�
dx �



m�
+ �m




DA+ (�;1)

6 C jx2 � x1j2� �


m�

+ �m



DA+ (�;1)

:

Donc

k	1 (x2)�	1 (x1)kX + k	4 (x2)�	4 (x1)kX
6 C jx2 � x1j2� �



f �� � f�

DA� (�;1)
+C jx2 � x1j2� �



m�
+ �m




DA+ (�;1)

:

Donc 

�@xu�� � @xu�� (x2)� �@xu�� � @xu�� (x1)

X
6 C � � jx2 � x1j2�

�
kf�kDA� (�;1) +



f �+

DA+ (�;1)�
+C jx2 � x1j2�

�

f �� � f�

DA� (�;1) + 

m�
+ �m




DA+ (�;1)

�
;

alors �
@xu

�
� � @xu�

�
2 C2�;1 ([�1; 0] ;X) ;

donc �
u�� � u�

�
2 C1+2�;1 ([�1; 0] ;X) ;

alors 

u�� � u�

W 1+2�;1(�1;0;X)

6 C � �
�
kf�kDA� (�;1) +



f �+

DA+ (�;1)�
+C

�

f �� � f�

DA� (�;1) + 

m�
+ �m




DA+ (�;1)

�
.
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3.5 La Régularité de u�
Théorème 3.5 Soit 1 < p < +1 et 0 < � < 1

2
; pour f � 2 W 2�;p (
) véri�ant

1. f �� tend vers f� dans W
2�;p (
�) quand � tend vers 0;

2. f �+ est bornée dans W
2�;p (
+) ;

3.
R 1
0
f �+ (x; .) dx = m

�
+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � tend vers 0.

Alors il existe une unique (u�; u+) 2 W 2;p (
�)�W 2;p (G) et u� est une solution stricte
du problème de Ventcel non homogène suivant8>><>>:

��u� = f� sur 
�

u� = 0 sur @
� n �0

@xu� (0; �)��yu� (0��) = m sur G.

Preuve. On rappelle que la représentation formelle de u1�et u
2
� pour x 2 [�1; 0] est donnée

par :

u1� =
1

2�i

Z



(A� + zI)
�1K�p

�z (f�) dz

=
1

2�i

Z



(A� + zI)
�1 (B� � zI)�1 dz

u2� =
1

2�i

Z



(A� + zI)
�1 T�p�z (m) dz.

Alors
u1� 2 D (A�) \D (B�) ;

donc
u1� 2 W 2;p (
�) et u1�n�0 2 W 2;p

�
�0
�
\W 1;p

0

�
�0
�
;

et 8>><>>:
��u1� = f� sur 
�

u1� = 0 sur @
� n �0

@xu
1
� (0; �)��yu

1
� (0; �) = 0 sur G.

et de plus
@2xu

1
� 2 W 2�;p (
�) et �yu

1
� 2 W 2�;p (
�) ;

et de même
m 2 W 2�;p (G) = DQ (�; p) .

On a u2� 2 W 2;p (�1; 0;X) \ Lp (�1; 0;D (A�)) et8>><>>:
@2xu

2
� 2 W 2�;p (�1; 0;Lp (G))

A�u
2
� 2 W 2�;p (�1; 0;Lp (G))

@2xu
2
� 2 Lp (�1; 0;DQ (�; p)) = DA� (�; p) ;
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donc

u2� 2 W 2;p (
�)

@2xu
2
� 2 W 2�;p (
�) et �yu

2
� 2 W 2�;p (
�) .

3.6 La convergence dans DA�
�
�+12;p

�
3.6.1 La convergence dans DA�

�
�+1

2 ;1
�
.

On doit prouver que

sup
r�0




r�+ 1
2 � A= (A= + rI)�1 �

�
u�� � u�

�



E�
< +1.

On rappelle que la représentation formelle de
�
u�� � u�

�
pour x 2 [�1�0]�et � 2 ]0; 1[ est

donnée par

�
u�� � u�

�
=

1

2�i

Z



(A� + rI)
�1
�
K�p

�z;� �K
�p
�z

�
f ��dz

+
1

2�i

Z



(A� + rI)
�1K�p

�z

�
f �� � f�

�
dz

+
1

2�i

Z



(A+ rI)�1
�
T�p�z;� �M

�p
�z

�
f �+dz

+
1

2�i

Z



(A+ rI)�1 T�p�z
�
m�
+ �m

�
dz.

Soit r > 0, on a

(z � r) (A� + rI)�1 � (A� + zI)�1

= z (A� + rI)
�1 (A� + zI)

�1 � r (A� + rI)�1 (A� + zI)�1

= (A+ z � A) (A� + rI)�1 (A� + zI)�1 � (A+ r � A) (A� + rI)�1 (A� + zI)�1

= (A� + rI)
�1 � A (A� + rI)�1 (A� + zI)�1 � (A� + zI)�1 + A (A� + rI)�1 (A� + zI)�1

= (A� + rI)
�1 � (A� + zI)�1 ;

donc

(A� + rI)
�1 (A� + zI)

�1 =
1

z � r
�
(A� + rI)

�1 � (A� + zI)�1
�
.
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Alors

A� (A� + rI)
�1 �

�
u�� � u�

�
=

1

2�i

Z



1

z � r

�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
A� (A� + rI)

�1 f ��
�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � r

�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f ��
�
dz

+
1

2�i

Z



1

z � rK
�p
�z

�
A� (A� + rI)

�1 �f �� � f��� dz
� 1

2�i

Z



1

z � rK
�p
�z

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� dz
+
1

2�i

Z



1

z � r

�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
A (A+ rI)�1 f �+

�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � r

�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
A (A+ zI)�1 f �+

�
dz

+
1

2�i

Z



1

z � rT
�p
�z

�
A (A+ rI)�1

�
m�
+ �m

��
dz

� 1

2�i

Z



1

z � rT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

��
dz;

donc

A� (A� + rI)
�1 �

�
u�� � u�

�
= � 1

2�i

Z



1

z � r

�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f ��
�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � rK
�p
�z

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� dz
� 1

2�i

Z



1

z � r

�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
A (A+ zI)�1 f �+

�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � rT
�p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
m�
+ �m

��
dz

= I1 + I2 + I3 + I4.

On a

kI1kE =





� 1

2�i

Z



1

z � r

�
K�p

�z;� �K
�p
�z

� �
A� (A� + zI)

�1 f ��
�
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jzj�
�
A� (A� + zI)

�1 f ��
�
jdzj

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

jdzj �


f ��

DA� (�;+1)

6 C

r �+
1
2

� � �


f ��

DA� (�;+1) ;
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et de plus

kI2kE =





� 1

2�i

Z



1

z � rK
�p
�z

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� dz




E

6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj �
1

jzj�
� jzj�

�
A� (A� + zI)

�1 �f �� � f��� jdzj
6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj �
1

jzj�
� jdzj �



f �� � f�

DA� (�;+1)
6 C

Z



1

jz � rj�+
1
2

� 1

jz � rj��+
1
2

� 1

jzj�+1
� jdzj �



f �� � f�

DA� (�;+1)
6 C

r�+
1
2

Z



1

jzj1+
1
2

� jdzj �


f �� � f�

DA� (�;+1)

6 C

r�+
1
2

�


f �� � f�

DA� (�;+1) ;

et de plus

kI3kE =





� 1

2�i

Z



1

z � r

�
T�p�z;� �M

�p
�z

� �
A (A+ rI)�1 f �+

�
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jzj�
�
A (A+ rI)�1 f �+

�
� jdzj

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jdzj �


f �+

DA+(�;+1)

6 C

r�+
1
2

� � �


f �+

DA+(�;+1) ;

et de plus

kI4kE =





� 1

2�i

Z



1

z � rT
�p
�z

�
A (A+ rI)�1

�
m�
+ �m

��
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj1+
1
2p

� 1
jzj�

� jzj� A (A+ rI)�1
�
m�
+ �m

�
� jdzj

6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj�+1+
1
2p

� jdzj �


m�

+ �m



DA+(�;+1)

6 C

r�+
1
2

�


m�

+ �m



DA+(�;+1)

;

donc 

u�� � u�

DA�(�+ 1
2
;1)

6 C � �
�

f ��

DA� (�;+1) + 

f �+

DA+(�;+1)�

+C
�

f �� � f�

DA� (�;+1) + 

m�

+ �m



DA+(�;+1)

�
.
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3.6.2 La convergence dans DA+

�
�+1

2 ;1
�

On doit prouver que

sup
r�0




r�+ 1
2 � A+ (A+ + rI)�1 �

�
u�+ � u+

�



E+
< +1.

On rappelle que la représentation formelle de
�
u�+ � u+

�
pour x 2 [0; 1]�et � 2 ]0; 1[ est

donnée par

�
u�+ � u+

�
=

1

2�i

Z



(A+ zI)�1
�
K+p

�z;� �K
+p
�z

�
f ��dz

+
1

2�i

Z



(A+ zI)�1K+p
�z

�
f �� � f�

�
dz

+
1

2�i

Z



(A+ + zI)
�1
�
T+p�z;� �M

+p
�z

�
f �+dz

+
1

2�i

Z



(A+ + zI)
�1 T+p�z

�
m�
+ �m

�
dz.

On a

A+ (A+ + rI)
�1 �

�
u�+ � u+

�
= � 1

2�i

Z



1

z � r

�
K+p

�z;� �K
+p
�z

� �
A (A+ zI)�1 f ��

�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � rK
+p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
f �� � f�

��
dz

� 1

2�i

Z



1

z � r

�
T+p�z;� �M

+p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
�
dz

� 1

2�i

Z



1

z � rT
+p
�z

�
A+ (A+ + zI)

�1 �m�
+ �m

��
dz

= J1 + J2 + J3 + J4.

On a

kJ1kE =





� 1

2�i

Z



1

z � r

�
K+p

�z;� �K
+p
�z

� �
A (A+ zI)�1 f ��

�
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jzj� A (A+ zI)�1 f �� � jdzj

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jdzj �


f ��

DA� (�;+1)

6 C � �
r�+

1
2

�


f ��

DA� (�;+1) ;
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et de plus

kJ2kE =





� 1

2�i

Z



1

z � rK
+p
�z

�
A (A+ zI)�1

�
f �� � f�

��
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj �
1

jzj�
� jzj� A (A+ zI)�1

�
f �� � f�

�
� jdzj

6 C

Z



1

jz � rj�+
1
2

� 1

jz � rj��+
1
2

� 1

jzj�+1
jdzj �



f �� � f�

DA� (�;+1)
6 C

r�+
1
2

Z



1

jzj1+
1
2

jdzj


f �� � f�

DA� (�;+1)

6 C

r�+
1
2



f �� � f�

DA� (�;+1) ;
et de plus

kJ3kE =





� 1

2�i

Z



1

z � r

�
T+p�z;� �M

+p
�z

� �
A+ (A+ + zI)

�1 f �+
�
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj
1
2

� 1
jzj�

� jzj� A+ (A+ + zI)�1 f �+ � jdzj

6 C

Z



1

jz � rj �
�

jzj�+
1
2

jdzj


f �+

DA+ (�;+1)

6 C � �
r�+

1
2



f �+

DA+ (�;+1) ;
et de plus

kJ4kE =





� 1

2�i

Z



1

z � rT
+p
�z

�
A+ (A+ + zI)

�1 �m�
+ �m

��
dz






E

6 C

Z



1

jz � rj �
1

jzj �
1

jzj�
� jzj� A+ (A+ + zI)�1

�
m�
+ �m

�
� jdzj

6 C

Z



1

jzj�+
1
2

jdzj


m�

+ �m



DA+(�;+1)

6 C

r�+
1
2



m�
+ �m




DA+(�;+1)

.

Donc 

u�+ � u+

DA+(�+ 1
2
;1)

6 C � �
�

f ��

DA� (�;+1) + 

f �+

DA+(�;+1)�

+C
�

f �� � f�

DA� (�;+1) + 

m�

+ �m



DA+(�;+1)

�
.



Chapitre 4

Résultats essentiels

Dans ce chapitre�on donne les résultats concernant le problème (2)�obtenus à partir des
résultats précédents.
On rappelle que le problème (2)(

��v�� = g�� sur 
�

��v�+ = g�+ sur 
�+;

avec les conditions aux limites8>><>>:
v�� = 0 sur @
� n �0

v�+ = 0 sur @
�+ n �0 [ ��

@�v
�
+ = 0 sur ��;

et les conditions de transmission8<:
v�� = v

�
+ sur �0

@xv
�
� =

1

�
@xv

�
+ sur �0:

On a (
v�� = u

�
� sur 
� = [�1; 0]�G

g�� = f
�
� sur 
� = [�1; 0]�G;

et que, pour (�; �) 2 
�+ = [0; �]�G(
v�+ (�; �) = u

�
+

�
�
�
; �
�

g�+ (�; �) = f
�
+

�
�
�
; �
�
;

en posant

v� =

(
v�� sur 
�

v�+ sur 
�+

et

u� =

(
u�� sur 
�
u�+ sur 
�+

82
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4.1 Solution forte

Théorème 4.1 Soit 1 < p <1; pour g� 2 Lp
�

�
�
; il existe une solution forte

v� =

(
v�� sur 
�

v�+ sur 
�+

du problème (2).

Preuve. Montrons que v� est une solution forte du problème (2).
On considérons � > 0 �xé�on doit prouver que f � 2 Lp (
).
On a

f �� = g
�
� 2 Lp (
�) ;

montrons que f �+ 2 Lp (
+).
Pour g�+ 2 Lp

�

�+
�
on a



f �+

pLp(
+) =

Z

+

��f �+ (x; y)��p dxdy
=

Z
G

�Z 1

0

��f �+ (x; y)��p dx� dy;
on pose

x =
�

�
et y = �;

alors 

f �+

pLp(
+) =

Z
G

�Z 1

0

��f �+ (x; y)��p dx� dy
=

1

�

Z
G

�Z �

0

����f �+��� ; �
�����p d�� d�

=
1

�

Z

�+

��g�+ (�; �)��p d�d� <1;
donc

f �+ 2 Lp (
+) .
On a, g� 2 Lp

�

�
�
alors f � 2 Lp (
) d�aprés le théorème 3:3:1 il existe une solution forte

u� du problème (3) dans Lp (
)�donc il existe une solution forte v� du problème (2) dans
Lp
�

�
�
.

Théorème 4.2 Soit g� 2 Lp
�

�
�
avec 1 < p <1, on a

1. g�� tend vers g� dans L
p (
�) quand � �! 0;

2. il existe une constante M > 0 telle que pour � > 0

1

�

Z

�+

��g�+ (�; �)��p d� d� �M;
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3.
1

�

R �
0
g�+ (�; �)

p d� = m�
+ tend vers m dans Lp (G) quand � �! 0.

Alors il existe une unique (v�; v+) 2 Lp (
�)�Lp (G) et une constante C > 0 indépendante de
� telle que

1. lim
��!0



v�� � v�

Lp(
�) = 0; et

v�� � v�

Lp(
�)
6 C � �

�

g��

Lp(
�) + �� 1
p



g�+

Lp(
�+)�
+C

�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(G)

�
.

2. lim
��!0

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+) = 0; et
��

1
p



v�+ � v+

Lp(
�+)
6 C � �

�

g��

Lp(
�) + �� 1
p



g�+

Lp(
�+)�
+C

�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(G)

�
.

3. v� est une solution forte du problème8>><>>:
��v� = g� sur 
�

v� = 0 sur @
� n �0

@�v� (0; �)���v� (0; �) = m sur G.

Preuve. (i) Montrons que : lim
��!0



v�� � v�

Lp(
�) = 0�et

v�� � v�

Lp(
�)
6 C � �

�

g��

Lp(
�) + �� 1
p



g�+

Lp(
�+)�
+C

�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(G)

�
.

f� = g� sur 
� alors

lim
��!0



f �� � f�

Lp(
�) = lim
��!0



g�� � g�

Lp(
�) = 0;
et de plus Z


+

��f �+ (x; y)��p dx dy = 1

�

Z

�+

��g�+ (�; �)��p d� d� �M;
et Z 1

0

f �+ (x; �) dx =
1

�

Z �

0

g�+ (�; �) d� = m�
+ tend vers m dans Lp (G) quand � �! 0�
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donc d�prés le théorème 3:3:1 il existe une unique (u�; u+) 2 Lp (
�)� Lp (G) telle que :

lim
��!0



u�� � u�

Lp(
�) = 0�
et 

u�� � u�

Lp(
�)

6 C � �
�

f ��

Lp(
�) + 

f �+

Lp(
+)�

+C
�

f �� � f�

Lp(
�) + 

m�

+ �m



Lp(
+)

�
;

on a u� = v� sur 
��et u+ = v+ sur G alors

lim
��!0



v�� � v�

Lp(
�) = lim
��!0



u�� � u�

Lp(
�) = 0;
et de plus on a

f ��

Lp(
�) = 

g��

Lp(
�) et 

f �� � f�

Lp(
�) = 

g�� � g�

Lp(
�) ;
et de plus 

f �+

Lp(
+) =

Z

+

���f �+ (x; y)��p dx dy� 1p
=

�Z
G

�Z 1

0

��f �+ (x; y)��p dx� dy� 1
p

;

on pose x =
�

�
et y = � alors



f �+

Lp(
+) =

�
1

�

Z
G

�Z �

0

����f �+��� ; �
�����p d�� d��

1
p

= ��
1
p

 Z

�+

��g�+ (�; �)��p d�d�
! 1

p

= ��
1
p �


g�+

Lp(
�+) ;

donc 

v�� � v�

Lp(
�)
6 C � �

�

g��

Lp(
�) + �� 1
p



g�+

Lp(
�+)�
+C

�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(G)

�
.

(ii) Montrons que
lim
��!0

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+) = 0;
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et

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+)
6 C � �

�

g��

Lp(
�) + �� 1
p



g�+

Lp(
�+)�
+C

�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�
+ �m




Lp(G)

�
.

On a

lim
��!0

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+) = lim
��!0

�
1

�

Z
G

�Z �

0

��v�+ (���)� v+ (�)��p d�� d�� 1
p

= lim
��!0

�
1

�

Z
G

�Z �

0

����u�+�����
�
� v+ (�)

����p d�� d��
1
p

�

on pose
�

�
= x et � = y�

alors

lim
��!0

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+) = lim
��!0

�Z
G

�Z 1

0

��u�+ (x; y)� u+ (y)��p dx� dy

� 1
p

= lim
��!0



u�+ � u+

Lp(
+)
= 0�

et de plus on a :

��
1
p



v�+ � v+

Lp(
�+) =


u�+ � u+

Lp(
+)

6 C � �
�

g��

Lp(
�) + �� 1

p �


g�+

Lp(
�+)�

+C
�

g�� � g�

Lp(
�) + 

m�

+ �m



Lp(G)

�
.

(iii) Le problème (2)�et le problème (3) coinside dans 
� alors v� = u� est une solution
forte du problème 8>><>>:

��v� = g� sur 
�

v� = 0 sur @
� n �0

@�v� (0; �)���v� (0; �) = m sur G.

4.2 Solution stricte :

Théorème 4.3 Pour g�� 2 W 2�;p (
�) et g�+ 2 W 2�;p
�

�+
�
telle que 0 < � < 1

2
�alors v� est

une solution stricte satis�é
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1. v� 2 Lp
�
�1; �;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
;

2. v�� 2 W 2;p (�1; 0;Lp (G)) ;
3. v�+ 2 W 2;p (0; �;Lp (G)) ;

4. ��v
� 2 W 2�;p

�

�+
�
; @2�v

�
� 2 W 2��p (
�) et @2�v

�
+ 2 W 2�;p

�

�+
�
.

Preuve. :Montrons que v� est une solution stricte.
On doit prouver que f � 2 W 2�;p (
+).
Soit g�� 2 W 2�;p (
�)�et g�+ 2 W 2�;p

�

�+
�
�on a

f �� = g
�
� 2 W 2�;p (
�) .

Pour g�+ 2 W 2�;p
�

�+
�
�on a

f �+

pW 2��p(
+)

=


f �+

pLp(
+) + �f �+�2��p�
+ ;

d�aprés le théorème précédent on a : 

f �+

pLp(
+) <1�
Donc pour montrer que



f �+

pW 2��p(
+)
<1 il su¢ t montrer que

�
f �+
�
2��p�
+

<1.
On a �

f �+
�
2�;p;
+

=

Z Z

+�
+

��f �+ (x; y)� f �+ (x0; y0)��p
k(x; y)� (x0; y0)k2�p+n

dx dy dx0 dy0

=

Z 1

0

Z 1

0

 Z
G�G

��g�+ (�x; y)� g�+ (�x0; y0)��p
k(x; y)� (x0; y0)k2�p+n

dy dy

!
dx dx0.

On pose �x = ��y = ���x0 = � 0�y0 = �0�donc

�
f �+
�
2�;p;
+

=
1

�2

Z �

0

Z �

0

 Z
G�G

��g�+ (�; �)� g�+ (� 0; �0)��p
k(�; �)� (� 0; �0)k2�p+n

d� d�0

!
d� d� 0

6 C (�)

Z

�+

Z

�+

��g�+ (�; �)� g�+ (� 0; �0)��p
k(�; �)� (� 0; �0)k2�p+n

d� d�0d� d� 0

6 C (�) �
�
g�+
�
2��p�
�+

<1�

alors 

f �+

pW 2��p(
+)
=


f �+

pLp(
+) + �f �+�2��p�
+ <1�

donc
f �+ 2 W 2��p (
+) .

On a, pour g� 2 W 2��p
�

�
�
alors f � 2 W 2��p (
) d�prés le théorème 3:3:5 il existe une solution

stricte u� du problème (3)�donc il existe une solution stricte v�du problème(2) et de plus on
a :

1. u� 2 Lp
�
�1; 1;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
alors v� 2 Lp

�
�1; �;W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)
�
;

2. v�� = u
�
� 2 W 2;p (�1; 0;Lp (G)) ;
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3. u�+ 2 W 2;p (0; 1;Lp (G)) alors v�+ 2 W 2;p (0; �;Lp (G)) ;

4. ��u
� 2 W 2�;p (
) alors ��v

� 2 W 2�;p
�

�+
�
;

5. @2�v
�
� = @

2
�u

�
� 2 W 2�;p (
�) ;

6.
1

�2
@2�u

�
+ 2 W 2�;p (
+) alors @2�v

�
+ 2 W 2�;p

�

�+
�
.

Théorème 4.4 :Soit g� 2 W 2�;p
�

�
�
avec 1 < p <1�et 0 < � < 1

2
telle que :

1. g�� tend vers g� dans W
2�;p (
�) quand � �! 0;

2. il existe une constante M > 0 telle que pour � > 0

g�+ (��; �)

W 2�;p(
+)
�M;

3.
1

�

R �
0
g�+ (�; �) d� = m�

+ tend vers m dans W 2�;p (G) quand � �! 0:

(a) Alors (v�; v+) 2 W 2;p (
�)�W 2;p (G)�et
pour � 2 G

v+ (�) = v� (0; �) ;

(b) lim
��!0



v�� � v�

W 1+2�;p(
�)
= 0; et

v�� � v�

W 1+2�;p(
�)

6 C � �
�

g��

W 2�;p(
�)

+


g�+ (��; �)

W 2�;p(
+)

�
+C

�

g�� � g�

W 2�;p(
�)
+


m�

+ �m



W 2�;p(G)

�
.

(c) lim
��!0



v�+ (��; �)� v+

W 1+2�;p(
+)
= 0;

(d) v� est une unique solution stricte du problème8>><>>:
��v� = g� sur 
�

v� = 0 sur @
� n �0

@�v� (0; �)���v� (0; �) = m sur G.

Preuve. On a
g�� 2 W 2�;p (
�) alors f �� 2 W 2�;p (
�)�

et 

f �+

W 2�;p(
+)
=



g�+ (��; �)

W 2�;p(
+)
6MZ


+

��f �+ (x; y)��p dx dy =
1

�

Z

�+

��g�+ (�; �)��p d� d� < M�
alors il existe (u��u+) 2 W 2;p (
�)�W 2;p (G) telle que

lim
��!0

�
u�� � u�

�
= 0 dans W 1+2�;p (
�)�
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et 

u�� � u�

W 1+2�;p(
�)

6 C � �
�

f ��

W 2�;p(
�)

+


f �+

W 2�;p(
+)

�
+C

�

f �� � f�

W 2�;p(
�)
+


m�

+ �m



W 2�;p(G)

�
;

donc
v� = u� 2 W 2;p (
�) et v�+ 2 W 2;p (G) ;

alors
(v�; v+)W

2;p (
�)�W 2;p (G) .

(i) Montrons que pour � 2 G v� (0; �) = v+ (�).
Soit � 2 G on a

v� (0; �) = u� (0; �)

= u+ (�)

= v+ (�) .

(ii)On a :
lim
��!0



v�� � v�

W 1+2��p(
�)
= lim

��!0



u�� � u�

W 1+2��p(
�)
= 0;

et de plus

v�� � v�

W 1+2��p(
�)
=



u�� � u�

W 1+2��p(
�)

6 C � �
�

f ��

W 2��p(
�)

+


f �+

W 2��p(
+)

�
+C

�

f �� � f�

W 2��p(
�)
+


m�

+ �m



W 2��p(G)

�
.

On a 

f ��

W 2�;p(
�)
=



g��

W 2�;p(
�)

f �� � f�

W 2�;p(
�)
=



g�� � g�

W 2�;p(
�)
;

et de plus on a
f �+ (x; y) = g

�
+ (�x; y) ;

alors 

f �+

W 2�;p(
+)
=


g�+ (��; �)

W 2�;p(
+)

;

donc 

v�� � v�

W 1+2��p(
�)

6 C � �
�

g��

W 2��p(
�)

+


g�+ (��; �)

W 2��p(
+)

�
+C

�

g�� � g�

W 2��p(
�)
+


m�

+ �m



W 2��p(G)

�
.
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(iii)
lim
��!0



v�+ (��; �)� v+

W 1+2��p(
+)
= lim

��!0



u�+ � u+

W 1+2��p(
+)
= 0.

(iv) On a v� = u� est une solution stricte du problème8>><>>:
��v� = g� sur 
�

v� = 0 sur @
� n �0

@�v� (0; �)���v� (0; �) = m sur G.



Chapitre 5

Problème de Transmission abstrait

5.1 Position du problème :

On considère le problème suivant :8>>><>>>:
�
v�
�00
(x) + Av� (x) = g� (x) si x 2 ]�1; �[

v� (�1) = 0�
v�
�0
(�) = 0�

(5.1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe E, � est un paramètre �xe dans ]0; 1[ et g� est une fonction telle
que

g� =

(
g��]�1;0[ = g

�
� 2 Lp ((�1; 0) ;E)

g��]0;�[ = g
�
+ 2 Lp ((0; �) ;E) ;

avec 1 < p <1 etOn suppose l�hypothèse d�ellipticité suivante

� (A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1



L(E)
6 C

1 + j�j ;

où � (A) est l�ensemble résolvant de A.

Cette h�ypothèse implique qu�il existe �0 2
i
0;
�

2

h
et r0 > 0 telle que

� (A) � S�0 = fz 2 C� : jarg (z)j 6 �0g [B (0; r0):

On se propose d�étudier le problème (5:1) en utilisant la théorie des sommes d�opérateurs
linéaire de Da prato et Grisvard (cadre commutatif), pour obtenir des résultats d�existence,

91
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d�unicité et de régularité de la solution.En supposant que

v� =

(
v�� sur ]�1; 0[
v�+ sur ]0; �[ ;

alors le problème (5:1) s�écrit sous la forme( �
v�+
�00
(x) + Av�+ (x) = g

�
+ (x) sur ]0; �[�

v��
�00
(x) + Av�� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[ ;

avec les conditions aux limites (
v�� (�1) = 0�
v�+
�0
(�) = 0;

et les conditions de transmission8<:
v�� (0) = v

�
+ (0)�

v��
�0
(0) =

1

�

�
v�+
�0
(0)�

il est di¢ cile d�appliqué la théorie des sommes d�opérateurs linéaires (cadre commutatif)
directement à ce problème, car le domaine dépend de �.
Pour �xe le domaine, on a :
soit �� une fonction telle que

�� : 
 = ]�1; 1[ �! 
� = ]�1; �[

x 7! �� (x) =

(
x si x 2 [�1; 0]
�x si x 2 [0; 1] :

On pose (
u� = v� � ��

f � = g� � ��;
on obtient, donc

u� : 

���! 
�

v��! R

x �! u� (x) = v� � �� (x) =
(
u�� (x) = v

�
� (x) si x 2 [�1; 0]

u�+ (x) = v
�
+ (�x) si x 2 [0; 1]�

et
f � = g� � ���

donc

f � : 

���! 
�

g��! R

x � f � (x) = g� � �� (x) =
(
f �� (x) = g

�
� (x) si x 2 [�1; 0]

f �+ (x) = g
�
+ (�x) si x 2 [0; 1] .
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Finalement le problème (5:1) devient8<:
1

�2
�
u�+
�00
+ Au�+ (x) = f

�
+ (x) sur ]0; �[�

u�+
�00
+ Au�� (x) = f� (x) sur ]�1; 0[ ;

avec les conditions aux limites (
u�� (�1) = 0�
u�+
�0
(1) = 0;

et les conditions de transmission8<:
u�� (0) = u

�
+ (0)�

u��
�0
(0) =

1

�2
�
u�+
�0
(0) :

On dé�ni l�opérateur B� tel que

D (B�) =

8<:
! 2 Lp (�1; 1;E) : !�� 2 W 2;p (�1; 0;E)�!�+ 2 W 2;p (0; 1;E)

!�� (�1) = 0�!�� (0) = !�+ (0)�
�
!�+
�0
(0) =

1

�2
�
!�+
�0
(0)�

�
!�+
�0
(1) = 0

9=;�
�
B�!

�
�
(x) = @x

�
a� (x)

�
!�+
�0�
(x)�avec x 2 [�1; 1]�et !� 2 D (B�)�

avec

a� (x) =

8<:
1 si x 2 ]�1; 0[
1

�2
si x 2 ]0; 1[ ;

par conséquent le problème s�écrit sous la forme

Au� +B�u
� = f �:

Dans la section suivante, on montre que les opérateurs A et B� veri�ent les hypothèses
de Da prato-Grisvard.

5.2 Véri�cation des hypothèses (DG0) (DG1) (DG2)

Calcul de la résolvante de l�opérateur B�.
soit X

�0

= f� 2 C� : jarg �j > �0g ;

avec �0 �xé dans ]0; �[ :
Pour � 2

P
�0
;on considère le problème aux limites et de transmission8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + �u�� (x) = f

�
� (x) si x 2 ]�1�0[

1

�2
�
u�+
�00
(x) + �u�+ (x) = f

�
+ (x) si x 2 ]0�1[

u�� (�1) = 0�
�
u�+
�0
(1) = 0

u�� (0) = u
�
+ (0)�

�
u��
�0
(0) =

1

�2
�
u�+
�0
(0)�
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comme au chapitre 2, section 2, la résolvante de l�opérateur B� est donne par

u�� (x) = �
Z 0

�1
H�p

��;� (x; s) f
�
� (s) ds

�
Z 1

0

� sinh
p
�� (1 + x)p

��
�
sinh

p
�� � sinh

p
��� + � cosh

p
�� � cosh

p
���

� coshp��� (1� s) f �+ (s) ds
= �

�
K�p

��;�f
�
�

�
(x)�

�
T�p��;�f

�
+

�
(x) ;

et

u�+ (x) = �
Z 1

0

N+p
��;� (x; s) f

�
+ (s) ds

�
Z 0

�1

� cosh
p
��� (x� 1)p

��
�
sinh

p
�� � sinh

p
��� + � cosh

p
�� � cosh

p
���

� sinhp�� (1 + s) f �� (s) ds
= �

�
T+p��;�f

�
+

�
(x)�

�
K+p

��;�f
�
�

�
(x) ;

où les noyaux sont donnés par

H�p
��;� (x; s) =

8>>>>><>>>>>:

��
�p
��; �; x

�
p
���0

�p
��; �

� sinhp�� (s+ 1) si � 1 < s � x

��
�p
��; �; s

�
p
���0

�p
��; �

� sinhp�� (x+ 1) si x � s < 0�

avec (
�0

�p
��; �

�
= sinh

p
�� � sinh

p
��� + � cosh

p
�� � cosh

p
���

��
�p
��; �; �

�
= � sinh

p
��� � sinh

p
��� + � cosh

p
��� � cosh

p
���:

et

N+p
��;� (x; s) =

8>>>>><>>>>>:

�+

�p
��; �; s

�
p
���0

�p
��; �

� sinhp�� (s+ 1) si � 1 < s < x

�+

�p
��; �; x

�
p
���0

�p
��; �

� sinhp�� (x+ 1) si x < s < 0�

avec

�+

�p
��; �; �

�
= �

�
sinh

p
�� � cosh

p
���� + � cosh

p
�� � sinh

p
����

�
:

De la même manière qu�au chapitre 2, on peut montrer que l�opérateur B� est véri�e les
hypothèses (DG0) et (DG1).
Pour l�hypothèse (DG2) ; on a
Soient � 2 � (A) et � 2 � (B�) montrons que

(A� �I)�1 � (B + �I)�1 = (B + �I)�1 � (A� �I)�1 :
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(i) Pour x 2 [�1; 0] et h 2 Lp (�1; �) on obtient�
(A� �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x)

= (A� �I)�1
�
(B + �I)�1 h

�
(x)

= (A� �I)�1
�
(B + �I)�1 h (x)

�
= (A� �I)�1

�
�
Z 0

�1
H�
�;� (x; s)h� (s) ds�

Z 1

0

N�
�;� (x; s)h+ (s) ds

�
= �

Z 0

�1
H�
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h� (s) ds�
Z 1

0

N�
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h+ (s) ds;

et de plus �
(B + �I)�1 � (A� �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A� �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A� �I)�1 h (x)

�
=

�
�
Z 0

�1
H�
�;� (x; s)h� (s) ds�

Z 1

0

N�
�;� (x; s)h+ (s) ds

�
(A� �I)�1

= �
Z 0

�1
H�
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h� (s) ds�
Z 1

0

N�
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h+ (s) ds.

D�où �
(A� �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x) =

�
(B + �I)�1 � (A� �I)�1 h

�
(x) .

(ii) Maintenant pour x 2 [0; 1] et h 2 Lp (�1; �) ; on a�
(A� �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x)

= (A� �I)�1
�
(B + �I)�1 h

�
(x)

= (A� �I)�1
�
(B + �I)�1 h (x)

�
= (A� �I)�1

�
�
Z 1

0

N+
�;� (x; s)h+ (s) ds�

Z 0

�1
H+
�;� (x; s)h� (s) ds

�
= �

Z 1

0

N+
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h+ (s) ds�
Z 0

�1
H+
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h� (s) ds;

et de plus �
(B + �I)�1 (A� �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A� �I)�1 h

�
(x)

= (B + �I)�1
�
(A� �I)�1 h (x)

�
=

�
�
Z 1

0

N+
�;� (x; s)h+ (s) ds�

Z 0

�1
H+
�;� (x; s)h� (s) ds

�
(A� �I)�1

= �
Z 1

0

N+
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h+ (s) ds�
Z 0

�1
H+
�;� (x; s) (A� �I)

�1 h� (s) ds.

D�où �
(A� �I)�1 � (B + �I)�1 h

�
(x) =

�
(B + �I)�1 � (A� �I)�1 h

�
(x) .
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5.3 Representation de la solution.

On rappelle que,pour �0 2 ]0; �[ et r0 > 0; on a :�0 =
�

2
� �0
2

� (A) � S�0 = fz 2 C� : jarg (z)j 6 �0g [B (0; r0):

La courbe � est la frontière de S�0 orientée de 1ei�0 à 1e�i�0 Enutilisant les même
technique qu�au chapitre 2 la solution du problème est donnée par

u� =
1

2i�

Z
�

(B� � zI)�1 (A� zI)�1 f �dz:

avec

u�� (x) =
�1
2i�

Z
�

(A� zI)�1
�
K�
�;�

�
f ��
�
(x)
�
dz

� 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1
�
T��;�

�
f �+
�
(x)
�
;

pour x 2 [�1; 0]

u�+ (x) =
�1
2i�

Z
�

(A� zI)�1
�
K+
�;�

�
f ��
�
(x)
�
dz

� 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1
�
T+�;�

�
f �+
�
(x)
�
dz;

pour x 2 [0; 1] :

Conclusion 5.1 (1) On a véri�é les hypothèses (DG0) ; (DG1) et (DG2),donc on peut ap-
pliquer la théorie des sommes d�opérateurs Da prato-Grisvard.On obtient donc des résultats
d�existence, d�unicité et de régularité de la solution.on résoud ainsi une classe de problèmes
de transmission.
(2) On peut aussi étudier le passage à la limite (� ! 0) pour ce problème abstrait.
On obtiendra un problème de Sturm liouville abstrait.
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