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Résume

La détection faciale consiste & développer un code qui, dans une image ar-

bitraire, peut détecter et localiser des visages humains. Il gagne en intérét en
tant que domaine de recherche important avec des applications importantes
dans la surveillance de sécurité, I'interaction homme-machine et d’autres do-
maines de la vision par ordinateur et de ’apprentissage automatique. De
nombreuses méthodes ont été développées avec plusieurs approches. La ma-
jorité des approches utilisées reposent sur deux taches. La premiére est la
tache d’extraction de caractéristiques, elle concerne la description numérique
précise de ce qui distingue les visages humains des autres objets. La deuxiéme
tache est généralement un algorithme de classification supervisé qui devra
reconnaitre avec une bonne précision un visage d’un non-visage.
L’objectif de notre travail est d’utiliser une méthode de point intérieur, afin
de résoudre le programme quadratique dans les SVMs. On g’intéressera en-
suite au comportement de cette méthode de classification dans le domaine
de détection de visage dans une image.

abstract : Facial detection involves developing code that, in an arbi-
trary image, can detect and locate human faces. It is gaining interest as an
important research area with important applications in security surveillance,
human-machine interaction, and other areas of computer vision and machine
learning. Many methods have been developed with several approaches. The
majority of the approaches used are based on two tasks. The first is the
feature extraction task, it concerns the precise digital description of what
distinguishes human faces from other objects. The second task is usually a
supervised classification algorithm which will have to recognize a face from
a non-face with good precision.
The objective of our work is to use an interior point method, in order to
solve the quadratic program in SVMs. We will then focus on the behavior of
this classification method in the field of detection of faces in an image.
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Introduction générale

La classification est un des probléemes de 'apprentissage automatique, définie comme
le processus de reconnaissance et de compréhension des choses et des idées et de leur re-
groupement en catégories prédéfinies a’aide d'un ensemble de données d’apprentissage
pré-classifiées. La classification dans ’apprentissage automatique regroupe une grande
variété d’algorithme de classification, parmi ces méthodes, on peut citer : la méthode ré-
seaux de neurones [8], régression logistique [7], analyse discriminante linéaire, Random
Forest...[3]. Dans ce travail, nous nous intéressons a une méthode de classification inti-
tulée, Machines a vecteurs de support(SVMs) [6].

Les (SVMs) sont des modeles d’apprentissage supervisés destinés a résoudre les pro-
blémes de classification et de régression, introduit pour la premiere fois en 1992 par Vla-
dimir Vapinik [6]. L'idée est de trouver un hyperplan de marge optimale qui sépare parfai-
tement les données. Leur extension aux problemes non linéaires est proposée par Boser
[4] en introduisant les fonctions noyaux.

Le coeur des SVMs est un probléeme de programmation quadratique (QP) [22] (fonc-
tion objectif quadratique et contraintes linéaires). Lhyperplan de marge optimale est en-
tierement déterminé par ce probléeme QP. Les problemes QP font partie des classes de
problemes d’optimisation tres utilisés en pratique. Il existe plusieurs approches et mé-
thodes de résolution pour les problemes QP. On peut citer a titre d’exemples, la méthode
Active-set [22], les méthodes de type gradient projeté, ainsi que les méthodes de point in-
térieur, qui font I'objet de ce travail.

En 1984, Karmarkar [13] a développé un algorithme de type point intérieur pour la
programmation linéaire [9], cet algorithme a permis a la classe des problemes de pro-
grammation linéaire, d’appartenir a la classe des problemes a complexité polynomial.
L'algorithme de Karmarkar a permis de résoudre des problemes de programmation li-
néaire qui dépassaient les capacités de la méthode du simplexe. Contrairement a la mé-
thode du simplexe, I'algorithme de Karmarkar atteint la solution optimale en traversant
I'intérieur de la région admissible. La méthode peut étre généralisée a la QP, en se basant
sur la technique des fonctions barrieres.

L'objectif de notre travail est d'utiliser une méthode de point intérieur (IPM)[1], afin de
résoudre le programme quadratique dans les SVMs. On s’intéressera ensuite au compor-
tement de cette méthode de classification dans le domaine de détection de visage dans
une image.

Le manuscrit est organisé comme suit, le premier chapitre est une introduction tres
abrégée aux SVMs. Les méthodes IPM ont été introduites d’abord dans le cadre de la pro-

grammation linéaire au second chapitre, leur extension dans le cas quadratique a faitI'ob-
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Introduction

jet du troisieme chapitre. Au quatriéme chapitre, une application des SVMs avec un code
IPM au domaine de détection de visage dans une image est présentée. Finalement, nous
concluons ce manuscrit au dernier chapitre.



Chapitre 1

Les problemes d’optimisation dans les
SVMs

Les machines a vecteurs de support ou séparateur a vaste marge (SVMs) sont des
modeles d’apprentissage supervisés avec des algorithmes d’apprentissage destinés a ré-
soudre les probléemes de classification et de régression [6]. L'idée de base est de trouver un
hyperplan de marge optimale qui sépare parfaitement les données tout en étant le plus
éloigné possible de toutes les observations. Leur extension aux problemes non linéaires
est proposée par Boser [4] en introduisant les fonctions noyaux, pour traiter les cas des
données non séparables. Les SVMs ont été utilisés dans différents domaines. Dans ce cha-
pitre, nous nous concentrons sur les aspects théoriques de la méthode SVMs .

1 SVMs sur des données linéairement séparables

Etant donné un ensemble d’apprentissage de n données de la forme (x;, yi)1<i<n €
X xY, ou X est 'espace des données d’apprentissage souvent pris dans R4, Y = {—1,+1}.
Lappartenance d'une observation x; a une classe ou a une autre est matérialisée par la
valeur y;=1ou y; =-1.

Lobjectif des SVMs dans le cas linéaire est de calculer un hyperplan qui sépare au
mieux les échantillons des deux classes. Cet hyperplan donné par la fonction :

fxX)=w'x+b

Ottw ! est un vecteur de R? et b € R. La fonction f est une fonction de décision (appe-
lée aussi la fonction classificatrice), on peut lui associer ’hyperplan séparateur :

HO::{xERd:wa+b:O}

Il peut y avoir un nombre infini d’hyperplans séparateur (voir la figure (1.1)). Le prin-
cipe des machines a vecteurs de support est de sélectionner le meilleur hyperplan, c’est
a dire, celui qui sépare mieux les autres données que celles de 'ensemble d’aprentis-
sage. Pour déterminer ce qui caractérise le meilleur hyperplan, introduisons le concept
de marge.

1. w estle vecteur normale a Hy et b le bias (b =0, si ’hyperplan passe par I'origine)



CHAPITRE 1. LES PROBLEMES D’OPTIMISATION DANS LES SVMS

Frontiéres de décision possibles

Classe 1

FIGURE 1.1 - Plusieurs hyperplans séparateurs

2 Lamarge d’un classifieur
Pour tout point dans 'éspace R?, la distance a 'hyperplan séparateur est donnée par :

d (x, Hp)) = e x+bl

lwll

On définit les hyperplans H; et Hy:
Hy={xeR?: 0 x+b=+1}
H, := xeR%:w x+b=-1}

Ces deux hyperplans sont les hyperplans canonique et sont parallele a Hy (voir la fi-
gure (1.2)), la distance entre un point x situé dans H; ott (H,) a Hy est donnée par :

xeH;ouxeH,: d(x,Ho)):m

Les SVMs cherchent a maximiser la distance entre H; et H», cette distance appelée la

2
Marge vaut Tl

{x,- est dans la classe 1 si: ol'xj+b=1 Rt

x; est dans la classe —1 si: owlx;+b<-1
Les deux inéquations de (1.1) peuvent étre ressembler dans une seule équation c-a-d :
yiwixj+b=1) (1.2)

Le probleme de détermination de w et b revient a résoudre le probléme de maximisa-
tion suivant :

2
{max(w,b) Twl (1.3)

avec yi(o'x;+b)=1 i=1.n
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Ou a minimisé son inverse :
(1.4)

{min(w,b) Hlw]
i=1l.n

avec yi(wal- +b)=1
Comme la fonction objective (1.4) est non différentiable, il est préférable de résoudre

le probléeme équivalent suivant :

(1.5)

i=1.n

min, p) 3 llwll?
avec yi(wai +b)=1

La constante % est rajoutée pour simplifier les calculs.

Classe 2

Hyperplan
optimal

FIGURE 1.2 - Classification SVMs avec maximisation de la marge séparatrice.
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3 SVMs non séparables

Nous considérons ici le cas des données bruités, cela ce traduit par des points mals
classé (voir la figure (1.3)). Pour régler ce genre de probleme, Vapnik [6] a introduit le
concept de la marge souple « soft margin ». L'idée est toujours basée sur la recherche d'un
hyperplan de marge optimale. Il est possible de suivre la méme démarche adoptée dans
le cas séparable au prix de I'introduction de variables d’écart &;.

FIGURE 1.3 — Séparation de classes par les SVMs dans le cas de données non linéairement sépa-
rables

3.1 Marge poreuse ( Souple)

Lidée de la marge souple est de modéliser les erreurs potentielles par des variables
d’écart positives &;(i = 1,..,n) associées a chacune (x;,y;); i € [1;n]. On a les deux cas
suivants :

bien classé : yj(w'x;+b=1) =§&;=0
male classé y,-(wa,-+b< 1) ::>€i:1—yi(wai+b)>0

Ou les &; € R* sont des réels positifs qui mesurent la violation des points mal classés,
le probleme d’optimisation devient :

ming pg Llwl?+cXm &
yilw'x;+b)+&=1,i=1,..n (1.6)
&=0,i=1,..,n

Otu ¢ > 0 est une constante qui représente la pénalité d’avoir des données mal classées.
Lorsque c est tres élevée, il y aura trés peu de données mal classées, alors qu'’il y en aura
plus pour une valeur plus faible de cette constante. Le choix de ¢ a une grande influence
sur le modele. En pratique, plusieurs modéles sont souvent construits, avec différentes
valeurs de c, puis le meilleur est choisi.

10



CHAPITRE 1. LES PROBLEMES D’OPTIMISATION DANS LES SVMS

3.2 Représentation duale

Notons par a et  les multiplicateurs de (KKT) pour les contraintes y;(w' x; +b)+&; > 1
et &; = 0, la fonction lagrangienne et les conditions de (KKT) peuvent étre écrites comme
suit :

L, b,a,&,B) = slwl®+cX"i& - X1 ai(yilw x;b) +E-1) =X B:&;

Les dérivées partielles de L par rapport a w, §, b et p donnent : :

W:Oﬂmzznizlo‘i yix!
w:oﬂz”iﬂawﬁo
4%(@:():36:0&'4‘[31" i=1...,n o
ai (i xib)+E-1))=0, i=1,...,n
Bi&;i=0, i=1,...,n

Le probléme initial d’optimisation se réduit a minimiser :

1yvn n T ..j n
max —; l-:lzjzl(xiJ/i(XjJ/j(x) X+ Y0

Y, ayi=0 (1.8)
O<a;<c, i=1..n

4 SVM non linéaires

Pratiquement, dans le cas ot les données ne sont pas linéairement classifiables, le pro-
cessus de séparation est plus compliqué. Pour résoudre ce probleme, le formalisme des
SVMs propose d’envoyer les données dans un autre espace H de dimension supérieure a
d al’aide de la fonction non linéaire ¢ (x). La méme procédure d’optimisation précédente
est appliquée aux données prédites par ¢(x) dans H.

On définit la fonction ¢ par :

¢:RY—H
x— ¢(x)
Lespace H est appelé espace des caractéristiques ou aussi espace transformé. Le prin-

cipe revient donc a résoudre le probléeme dans I'espace H, en remplagant < x;, x; > par
<P(x;),P(xj) >, i,j=1,...,d. Onrésoudre le probléme :

max—3 Y7 Y yiay; < P(x"), P(x)) >+ X1 o
Y, yi=0 (1.9)
O<a;j<c, i=1l..n

11



CHAPITRE 1. LES PROBLEMES D’OPTIMISATION DANS LES SVMS

Lhyperplan séparateur obtenu dans 'espace H est :
FO)=X",0;yi <P(x),P(xj) >n +b
appelé hyperplan optimal généralisé.

La résolution des SVMs s’appuient sur le produit < @(x;), $(x;) > dans un espace de
plus grande dimension via la transformation ¢ : x — ¢(x), par la définition de fonction
symétrique k le produit devient :

k:RYxRYT— R
(x,x") — k(x,x") =< &(x), 2(x") >
k est appelée la fonction noyau, on peut donc reformuler le probléme duale de la ma-
niere suivant :
Ly Xy yik (e, x) + XL o
Y, ayi=0 (1.10)

O0<a;j<c i=1..n

1
l’l’lc’:lX2

LA
o * ° Hyperplan
L) ] 5]
™ DDDDDD °
oo 1 B gnt Noyau
° I:‘!:l om © v.
[ B BE —ml)y
SonaTe '
Oplp %
@
R .' J ............
LA - g 70TV e O JY
® ® o . 00 0 ‘. S
o® A R KA il
e o 00 N ..

FIGURE 1.4 — Noyau appliqué aux SVMs dans le cas de données non linéairement séparables
(2]

5 Conclusion

Ce chapitre est une introduction trés abrégée, sur les SVMs, on peut renvoyer le lecteur
intéressé au référence ([6],[16],[5] ). Il apparait clairement que le corps de SVMs est le
programme quadratique (1.10). Dans ce mémoire on s’'intéresse a la résolution par les
méthodes de point intérieur. Il est préférable pour une bonne compréhension de cette
méthode d’aborder d’abord le cas de la programmation linéaire .

12



Chapitre 2

La méthode de point intérieur pour la
programmation linéaire

En 1984, Karmarkar [13] a publié un algorithme de type point intérieur pour la pro-
grammation linéaire, dans lequel il a annoncé qu'’il avait développé un algorithme rapide
qui génere des itérations situées dans la partie intérieur de '’ensemble réalisable (au lieu
des limites, comme le font les méthodes simplexes), olt il a ouvert de nouvelles voies pas-
sionnantes pour la recherche a la fois dans la programmation mathématique et la com-
plexité arithmétique de nature polynomiale, il a confirmé qu’elle est plus efficace que le
simplexe surtout pour des problemes de grande taille. Depuis lors, il y a eu des recherches
approfondies sur les méthodes de point intérieur, il donne comme résultat une grande va-
riété d’algorithmes de ce type qui peuvent étre classés en quatre catégories de méthodes :
méthodes projectives, méthodes affines, méthodes du potentiel et méthodes de la tra-
jectoire centrale. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la méthode de trajectoire
central, nous décrivons certaines idées de base derriére les méthodes du point intérieur
primals-duals, y compris la relation avec la méthode de Newton et le concept du chemin
central ([9],[22] et [10]).

1 Pourquoila méthode de point intérieur ?

La méthode de point intérieur est considérée comme une nouvelle méthode de réso-
lution pour les programmation linéaire et non linéaire, parmis leurs avantages :

1. La méthode de karmarkar [13] peut étre implémentée de manieére a étre beaucoup
plus rapide qu’aucun autre algorithme connu pour résoudre des problemes de tres
grande taille, ce qui rend le temps de calcul de ces méthodes concurrentiel .

2. Ces méthodes s’exécutent en temps polynomiale (ce n’est pas le cas pour 1’algo-
rithme du simplexe, de nature exponentielle)[14], cela signifie que son temps d’exé-

cution n’explose pas lorsque la taille du probleme augmente .

3. Lesidées derriere cette nouvelle méthode peuvent étre utilisées dans des problémes
de programmation non linéaire [23].

13



CHAPITRE 2. LA METHODE DE POINT INTERIEUR POUR LA PROGRAMMATION
LINEAIRE

2 Notions fondamentales

2.1 Couple primal-dual

Considérons le probleme de programmation linéaire (P) sous la forme standard sui-
vante :

minz=p'x
P) Ax=Db , 2.1)
x=20 xeR™!

Ou1 A € R™*" de rang plein, b € R™*! et p, x e R"™*!

Pour tout probleme (P), on définit son probléme dual (D) [9] de la facon suivante :

maxb'y
(D) T 2.2)
Aly=p
Ce qui est équivalent a:
maxb'y
(D) Aly +s=p ) (2.3)
s=0

Ot s € R™*! désigne une variable d’écart .

Les conditions d’optimalité de (P) affirment que x est une solution de ce probleme si et
seulement s'il existe un couple (y, s) € R"™*! x R"*! tel que (x, y, s) vérifiant les conditions
de (KKT)[22] suivantes :

Ax =b
Aly +5 =

(KKT) y=s 'p (2.4)
x;$5;=0 1i=1..n

x=0,s=0

Finalement, si nous définissons le vecteur, e = (1,...,1)T, nous pouvons reformuler les
conditions d’optimalité de (KKT) sous une forme légerement différente :

Ax=D>b
Aly+s=p
XSe=0
x=0,s=0

(2.5)

ou X et S sont les matrices diagonales :

14



CHAPITRE 2. LA METHODE DE POINT INTERIEUR POUR LA PROGRAMMATION
LINEAIRE

X1
X2
X=diag(xy,X2,...,Xp) =

Xn

$1
$2
S=diag(sy,$2,...,8p) =

Sn

2.2 Laméthode de Newton et la fonction barriere

Larésolution des méthodes primales-duales est basée sur la méthode de Newton pour
trouver les solutions (x*, y*, s*) du systéme (2.5), cela se fait en modifiant les directions
de recherche et les longueurs de pas de sort que les inégalités (x, s) = 0 seront satisfaites
strictement a chaque itération.

Pour rappel, soitF 1 : R"” — R", on veut trouver x € R” solution de F tel que : Fy(x) =0.
La méthode de Newton consiste alors a passer de l'itéré x; a l'itéré xi,; en calculant :
Xk+1 = X + Axg. En pratique, on obtient la valeur de Axy par résolution du systeme
d’équation linéaire :

Jo(xx) Axg = —Fo (xx)

De maniere plus précisé, I'itéré de Newton est déterminé par :

IO(xy » S)(AxrAyrAS) = _FO(xr ¥ S)

Ou Jo(x, y, s) est la matrice Jacobien de Fy, et la fonction Fy(x, y, s) est donnée par :

Ax - b
Fo(x,7,8) = [ATy +s = P[=0 (x,8=0 (2.6)
XSe

Notons que les trois premieres égalités du systeme (2.5) ne sont pas difficiles a ré-
soudre par laméthode de Newton, mais le probleme devient beaucoup plus difficile quand
on ajoute I'exigence de non-négativité (x, y) = 0, qui donne les complications dans la
conception et 'analyse des méthodes de point intérieur. Pour cela on utilise la fonction
barriere.
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'—| Définition 1
Soit une fonction @ : R — R. On appelle ¢ une fonction barriere si :
lim, .g® (x) =+oc0
Dans ces conditions, on peut remplacer le probléme avec contraintes :
min f(x)
{gi(x) =20 pour i=1,2,...
Par le probleme sans contraintes :
{avef:nin fT(?u;z?:l P8t 2.7)

Ou 7 est le parametre de la fonction barriere (2.7), on peut choisir une des fonctions
barriéres les plus courantes, la fonction logarithme : ¢(x) = —In(x)

3 Laméthode de point intérieur

3.1 Lamise al’échelle affine

Soit (x¥, y¥, s¥) I'itéré courant et (Ax, Ay, As) le pas fournit par le systeme (2.8), I'ap-
proche affine primal-dual consiste a appliquer la méthode de Newton directement a la
fonction Fy, en utilisant le pas aj inférieur a 1 si cela est nécessaire pour maintenir la po-
sitivité des composantes de x et s. Plus précisément, a I'itération (x¥, y*, s), satisfaisant
x¥>0 et s>0, on obtient une direction de Newton en résolvant le systéme :

A 0 0][AxF Ax*—b
(NWT) 0 AT 1| |AyF|=—[ATyF+sk—P (2.8)
sk o xk[[Ask xkske

Nous pouvons écrire la derniere ligne de ce systeme comme suit :

sl].“Axll“ + xll“Asf = —xlksl’.C pour i=1..n 2.9

k+1 ,,k+1
) )

Ensuite, nous définissons la nouvelle itération (x sk*1y par la formule :

y

Le but est de définir une longueur de pas appropriée a; pour maintenir la positivité
des composantes x et s, c’est-a-dire :

*+oaAxkF>0 i=1,2,...n
! ! (2.11)

Fropdsk>0 i=1,2,..,n

S;
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Il n’est pas difficile de voir que la plus grande valeur de o qui maintient ces condi-
tions est donnée par la formule suivante :

xK sK

. . 1 . 1
Omax =Min| min , min (2.12)
il Axk;<0 —AxF i) Aski<0 — Ask

La solution idéale serait de choisir la valeur de oy qui évite que chaque x; et s; soit
trop proche de zéro et qui donnera le meilleur itéré suivant. Il est préférable de choisir oy
comme suit :

o =min(l, p * dmax) (2.13)

Ou p est un coefficient fixe proche de 1 ( la valeur typique est : 0.999 ), dans ce cas,
oy atteint sa longueur maximale tout en maintenant les conditions de positivité, et donc
faire un grand progres vers la solution.

Cette approche est appelée mise a I’échelle affine primal-dual, il nécessite souvent de

nombreuses itérations pour arriver a la solution, les composantes x et s de I'étape Ax¥ et
Ask se déplacent tres fortement vers la frontiere des ensembles définis par x = 0 et s = 0.
Par conséquent, la longueur de pas oy doit étre définie sur une petite valeur pour éviter
de violer ces conditions.
Les approches les plus réussies utilisent des modifications de la direction de recherche qui
ne se déplacent pas aussi brusquement vers la limite. C’est-a-dire que les composantes
Ax* et As* sont réorientées de maniére a permettre I'utilisation d’une longueur de pas o
plus longue. Ces modifications sont définies en appliquant la méthode de Newton comme
nous le verrons dans la section suivante.

3.2 Laméthode de trajectoire centrale

Les méthodes de trajectoire centrale adoptent une approche moins gourmande pour
satisfaire les conditions de complémentarité que les méthodes de mise a I'échelle af-
fine, se caractérisent par un choix du parametre 1 différent de zéro. Plutot que de viser
a chaque itération de la méthode de Newton pour satisfaire ces conditions XSe = 0, ils
utilisent des itérations de Newton pour viser les points qui réduits de leur valeur actuelle,
ces algorithmes sont basés sur le concept de chemin central, que nous présentons main-
tenant.

Considérons le systeme d’équations :

Ax =Db
Aty +s=P
XSe=Te
x>0,s>0

(2.14)
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Comme on le voit, ces conditions représentent une perturbation des conditions (KKT),
dans lesquelles les produits x;s; doivent tous prendre la méme valeur positive T au lieu
d’étre nuls. Pourvu qu'il y ait un vecteur triple (x, y, s) tel que x soit réalisable pour (P)
avec x > 0 et (y, s) sont réalisables pour (D) avec s > 0, le systeme associe a chaque valeur
strictement positive T, une solution unique (x, y+, S1).

Nous définissons le chemin central C comme '’ensemble des points satisfaisant pour
toutt>0:

C:={x(1),y(1),s(1) |Tt>0} (2.15)

On appelle C le chemin central du probleme primal-dual .

FIGURE 2.1 — Exemple de chemin central a deux dimensions

Les points de C forment un chemin par rapport auquel le saut de dualité décroit régu-
lierement au fur et a mesure que 1 approche 0, notez que pour tous (x(1), y(1), s(1)) € C,
la mesure de dualité p est égale a T, c’est-a-dire :

1S+
M= e T. (2.16)

Les algorithmes de trajectoire centrale restreignent les itérations a un voisinage du
chemin central C et le suivent jusqu’'a une solution du programme linéaire. En empé-
chant les itérés de s’approcher trop pres de la limite non négative, ils garantissent qu’il est
possible de faire un pas non trivial le long de chaque direction de recherche. De plus, en
forcant la mesure de dualité p a zéro lorsque kK — oo, nous nous assurons que les itéra-
tions (x¥, yk, sk) se rapprochent de plus en plus de la satisfaction des conditions (KKT).
Les deux voisinages les plus intéressants de C sont celles du voisinage N (0) et du voisi-
nage N_q(y) tel que :

N2 (0) = {(x,7,5) €J° | [XSe—pell2 <0Ou}

Pour6€[0,1], et:

Nooo(Y)={(x,3,9€]% | x;5i=yu ,i=1,...,n}

Pour 0 € [0,1], (0,5 et 1073 sont des valeurs typiques respectivement pour les parametres
yet0).

18



CHAPITRE 2. LA METHODE DE POINT INTERIEUR POUR LA PROGRAMMATION
LINEAIRE

J? est 'ensemble des points strictement réalisables défini par :
9= {(x,y,9)|Ax=b,Ay + 5= p,(x,5) > 0}

Chaque pas généré par une méthode de trajectoire central est un pas de Newton vers
un point du chemin central C. Pour un t = 0 donné, on définit la modification suivante
de la fonction Fj en prenant les trois premieres conditions du systeme :

Ax - b
Fi(x,7,8)=|ATy +s - P| =0 (2.17)
XSe—Tte
Aussi, nous avons le jacobien de F :
A 0 O
J.=10 AT 1 (2.18)
S 0 X

Les méthodes de trajectoire centrale génerent chaque pas en appliquant la méthode

T
xk Sk

de Newton a Fq (x,y,5) =0, ol : Ty = O , Uk = =, est la mesure de dualité a l'itéra-
tion courante (xk, yk, sk) et 0} est un parametre(sa valeur entre (0,1)), notez que la solu-
tion (x(1), ¥(1), s(1)) de Fy, (x, y,8) =0 a une mesure de dualité Ty, qui est plus petite que
la mesure de dualité i a l'itération k. En fixant o < 1, nous visons un point qui n’est
pas seulement sur le chemin central mais aussi plus avancé vers la solution que le point
courant (x*, yk, s¥). Comme dans I'approche de mise a I’échelle affine, nous mettons a
I’échelle la direction de Newton d’un pas o, choisie pour garantir que l'itération suivante

(xk+1, yk+1 gk+1y satisfait également les conditions de positivité x*1 > 0 et s¥*1 > 0.

Le parametre o est appelé parametre de centrage. Lorsque o est proche de 1, le pas
de Newton pour F(x, y, s) produit un point plus central que l'itération courante, mais il
ne fait pas beaucoup de progres vers la solution primal-dual. Par contre lorsque o est
proche de zéro, le pas de Newton se déplace plus agressivement vers ’ensemble de solu-
tions, a la maniere de pas de mise a |’échelle affine .

Les méthodes de trajectoire centrale ne prennent qu'un seul pas de Newton pour
chaque valeur de 1} a chaque itération, on réinitialise T; = ol pour la valeur choisie
de o, ce qui produit une séquence de valeurs généralement décroissante pour 1. Dans
un sens, les répétitions de Newton suivent une cible qui se déplace le long du chemin
central vers la solution primal-dual.

Nous pouvons maintenant énoncer un cadre algorithmique simple pour une méthode de
trajectoire centrale, en utilisant les parametres décrits ci-dessus.
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Algorithm 1 Algorithme de trajectoire centrale (Path-Following)
Choisissez o min et Omax tel que 0 < Opjn < Omax < 1;

Choisissez le point initial (x°, 12, s°) avec x° > 0 et s° > 0;

pour k=0,1,....

Choisissez 0x € [Omin)Omax) ;

Résoudre pour (Axk, Ayk, Asky

A 0 0][Axf AxF-b
0 AT I|[AyF|=—|ATy*+sF-P
sk o0 XxF] [Ask xkske—o e
Ou:
_ Ok
pk_xns

Choisissez amax comme étant la plus grande valeur positive de a tel que :

(xk %) + a(Axk, Asky =0

Mettre o = min(1, px * amax) pour certains py € (0,1)
Mettre (x€+1, y*+1 sk+ly = (xk yk 5y 1+ ap(Axk, Ayk, Ashy;

Chemin central

La direction

Région
possible

S
\ Solution

optimal

FIGURE 2.2 — Quelques itérés d’'une méthode de trajectoire central
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4 Complexité de I'algorithme

4.1 Taille de probleme

On peut simplement mesurer la taille du probleme par n ( la dimension du vecteur
a optimiser ) et m ( le nombre de contraintes). On peut supposer que les éléments A, b
et ¢ sont des entiers. Chaque entier k occupe un nombre de bits égal au plus petit entier
supérieur a log» (k) + 1. Etant donné que A, b et c comportent respectivement m x n, m et
n entiers.
On définit la taille du probléme par :

L=Lo+(mn+m+n) avec Lo=Xjeapcllog,kl+1

Ou Ly est la somme des tailles (en bits) des entiers de A, b et c et le terme (mn+ m+ n)
correspond au nombre de bits nécessaires pour séparer ces entiers [11].

4.2 Complexité

Sous quelques hypotheses supplémentaires et des conditions 1égerement différentes
sur le choix de ak, on peut montrer que I'algorithme ci-dessus a une propriété de com-
plexité polynomiale. Plus précisément, étant donné une petite tolérance €, un point de
départ (x2, 9, s9) qui satisfait J° et étant proche du chemin central dans un certain sens,
et une stratégie de sélection de oy qui conserve toutes les itérations dans un certain voi-
sinage du chemin central, la méthode converge vers un point (x, y, s) pour lequel xls<e

(xO)TSO
=)

dans (nlog itérations [9].

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode du point intérieur pour la program-
mation linéaire. Nous avons défini le concept du chemin central et la méthode de Newton.
Nous nous sommes également concentrés sur la méthode de trajectoire centrale. Les mé-
thodes du point intérieur ne se sont pas limitées seulement a la programmation linéaire,
mais ont été développées pour inclure la programmation quadratique, les concepts de
base restent les mémes. Nous vous présentons un algorithme de point intérieur dans le
cas quadratique, vu que le probléme qui nous intéresse est le programme quadratique
pour les SVMs.
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Chapitre 3

La méthode de point intérieur pour la
programmation quadratique

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des probléemes quadratiques avec contraintes
linéaires. On peut citer a titre d’exemples, la méthode Active-set [22] qui n’est rien d’autre
que la généralisation de la méthode simplexe au cas quadratique, les méthodes de type
gradient [1], comme la méthode du gradient projeté.
La méthode de point intérieur, introduite pour la programmation linéaire dans le chapitre
précédent, peut également étre généralisée aux cas quadratique convexe .

1 Position du probléme

On considere le probleme d’optimisation quadratique convexe sous contraintes li-
néaires suivant :

min f(x) = 3x7Qx+ pTx
(CQP) Ax=b (3.1)

x=0 xeR™!

Ou Q € R™™" est une matrice symétrique semi définie positive, A € R"*", de rang plein,
beR™ et p,x e R"™!,

On définit son probleme dual (CQD)[1] :

max—%xTQx+ by
(CQD) ATy < Qx+p (3.2)
y € RMx1

ce qui est équivalent a :

max—%xTQx+ by
(CQD) Aly+s=Qx+p , (3.3)
§=0,ye R™!
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ol1 s € R"*! désigne une variable d’écart .

Les conditions d’optimalité de (KKT) [22] du probleme présente comme suite :

Ax =Db
AT -Qx=

(KKT) y+s-Qx=p (3.4)
XSe=0 ,

x=0,s=0
ou e est le vecteur défini par : e = 1,...,DT , et X, S sont les matrices diagonales :
X=diag(xy,x2,...,X,),S= diag(sy, S2,...,Sn)-

Etant donné un itéré courant (x, y, s) qui satisfait (3.4), nous pouvons définir la mesure de
dualité p comme :

Y Xisi=— (3.5)

2 Direction de Newton

Définissons maintenant I'application non linéaire suivante F : R2"+" — R21+m

Ax - b
F(x,y,8)= [ATy +s -Qx— p| =0 (x,5=20 (3.6)
XSe

Notez que nous avons le méme principe déja mentionné dans le chapitre 2, les mé-
thodes de points intérieurs de type primal-dual calculent les solutions (x, y, s) du systeme
(3.4) en appliquant la méthode de Newton a F(x, y,s) = 0, a condition que les inégalités
x> 0 et s* > 0 restent satisfaites a chaque itération. Cependant la solution obtenue peut
ne pas vérifier les condition (x, s) = 0.

3 Lafonction barriére

Pour introduire une méthode de point intérieur pour résoudre les probléemes (CQP) et
(CQD), on peut associer au probleme (CQP), le probleme paramétrisé par la fonction bar-
riere (CQP+) En remplacant toutes les contraintes non négatives dans le probléme primal
(CQP) nous obtenons le sous-probleme barriére suivant :

min f;(x) = 3x'Qx+ pTx— 1L In(xy)
(CQPy){Ax =b 3.7)
x>0 ,xeR™1 1>0

Oulafonction: x— -7 Zle In(x;) est définie par (2.7)
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La solution x(1) est caractérisé d’'une maniere unique par les conditions d’optimalité
de (KKT) suivantes :

Ax=Db 3.8)
Qx+p-1Xle—-Aly=0 '

Dans ce cas, On peut poser S = X 1avecSe R”, le systeme (KKT) devient :

Ax=b
ATy+S=Qx+P

(KKT-) Y Qx (3.9
XSe=T1e

X>0,5>0

D’apres la derniere équation du systeme (3.9), on a x;(1)s;(1) =T pour tout 1 <i < n,
donc xs = nt: ou x’s désigne le saut dualité de ce systeme.

4 Laméthode de point intérieur de type primal-dual

4.1 Laméthode de trajectoire centrale

Rappelons qu'un chemin central C est un ensemble des points réalisables stricts qui
joue un role de guide vers la solution optimale dans les algorithmes de type primal-dual. Il
est paramétré par un scalaire T > 0. En appliquant la méthode de Newton pour le systeme
(KKT5), chaque point (x4, y¢, st) du chemin central C résout le systeme :

A 0 0][Ax b—-Ax
(NWT,) -Q AT I||Ay|=[P+Qx-ATy-S (3.10)
S 0 X||As Te—XSe

Les produits x;s; doivent tous prendre la méme valeur positive T au lieu d’étre nuls,
si C converge lorsque T tend ver zéro, il doit converger vers la solution primale-duale du
systeme (3.10).

Le principe de la méthode de trajectoire central reste toujours le méme, nous résol-

vons le systeme d’équations non linéaire de (KKT,) a partir d'un point initial (xo, so) >
0, y € R"*! avec la mesure de dualité p qui est définie par :

p=——=nT (3.11)

En posant T = oy, o1 0! est un parametre de centrage, nous calculons les directions
de Newton (AxF, A yk, Ask) en résolvant le systéme suivant :

A 0 0][AxF b—AxFk
-Q AT 1| [Ay*|=|P+QxF-ATy s (3.12)
sk o0 Xk||Ask kake—XkSke

1. le choix de o dépend de la méthode considérée
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k+1 L k+1 k+l
+, +,S+)

Une fois (Ax*, Ay*, Ask) calculé, nous définissons la nouvelle itération (x
par la formule :

y

Ol aj > 0 est le pas de déplacement qui doit étre déterminé de telle maniére que
(xk*+1, sk+1) > 0 restent satisfait a chaque itération [1].

4.2 Laméthode de trajectoire centrale a prédiction-correction
Principe de La méthode

Parmis tous les algorithmes utilisés pour les méthodes de point intérieur, la méthode
trajectoire central a prédiction-correction est I'un des algorithmes les plus populaires
pour la programmation quadratique convexe, c’est d’allier I'algorithme utilisé dans la
fonction Matlab 'quadprog’ [15]. L'idée est de commencer par calculer une direction de
recherche d’optimisation basée sur un terme du premier ordre (prédicteur). La taille de
pas qui peut étre prise dans cette direction est utilisée pour évaluer le degré de correction
de centralité nécessaire. Ensuite, un terme correcteur est calculé : il contient a la fois un
terme de centralité et un terme du second ordre.

En posant o =0, la méthode prédicteur-correcteur fonctionne en utilisant la méthode
de Newton pour obtenir la direction de mise a I’échelle affine. Ceci est réalisé en résolvant
le systeme d’équations linéaires suivant[12] :

A 0 0] [AxYS b—Ax
(NWTgyf) -Q AT 1| |Ay¥T|=|P+Qx—-ATy-S (3.14)
S 0 X]||As¥f ope—XSe

Ensuite, nous calculons les longueurs de pas maximales autorisées le long de la direction
de mise a I’échelle affine par la formule :

ot —min(l min rf == )
aff~ ’ i Ax <0 AT
’ Ax (3.15)
dual _ 3 : S
0‘aff _mln(l’mlni:ﬂs?”<0 Asfff)

En utilisant les définitions ci-dessus, nous calculons p,fr conformément a la définition
de p par:

Haff= (x+(xZ}lfo“ff)T(s+(XZ}‘?lAs“ff)/n (3.16)

Le parametre de centrage o est choisi selon I’heuristique ? suivante :

3
o= (M) (3.17)
o

2. Iln’a pas de justification analytique forte, mais il semble bien fonctionner dans le pratique
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Puis on définit le pas de correction qui vise a améliorer I'étape de mise a I'échelle affine
comine suit :

A 0 0] [Axcr 0
(NWTe,)  |-Q AT I| [Ayr|= 0 (3.18)
S 0 X][Asor] [-Ax4TAsHT

finalement, le pas total est obtenu en résolvant le systeme suivant :

A 0 0] [Ax b—-Ax
NWTpre-cor)  [-Q AT If|Ay]= P+Qx—ATy-S (3.19)
S 0 X|[As ope— Ax I As T —XSe

Nous avons rassemblé tous les étapes mentionnés ci-dessus pour un algorithme pra-
tique réussi dans le tableau ci-dessous.

Algorithm 2 Algorithme de trajectoire centrale prédiction-correction

Début Algorithme

Choisissez (x2, 12, s%) avec (x°, s°) > 0.

Mettre o € [0, 1].

pour k=0,1,...,n

Mettre (x, y, s) = (Xk, Yk, Sx) et calculer (Ax4IT, Ay“ff, As?fyavec o =0 par résoudre le
systeme (3.14).

T
Calculer p=*=.
Calculer ¢ ¢ :max{(x+(xZ}}Ax“ff), (S+O(Z?}IZAsaff)}.
Calculer pgfr= (x"'&affo“ff)(S+6(affAs“ff)T/n,

3
Mettre le parametre de centrage o = (““—Jf
calculer (Ax, Ay, As) par résolution du systeme (3.19).

Sélectionnez O(Z” et az ual

Mettre & = min((xZ”, cx;f”“l)

Mettre (Xg+1, Yi+1, Sk+1) = (Xk» Vi Sk) + Q(Axg, Axg, Asg)
k=k+1

Fin pour

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une présentation illustrée de la méthode de point
intérieur pour la programmation quadratique, pour cela nous avons d’abord rappelé les
notions fondamentales sur la programmation quadratique convexe , nous avons introduit
les conditions d’optimalités de (KKT), et nous avons utilisé la méthode de Newton et le
terme barriére pour définir de nouvelles directions de recherche, ensuite, nous avons an-
noncé la méthode du trajectoire central spécifiquement le principe de I'algorithme pré-
dicteur correcteur . Nous allons appliqué cette méthode pour le probleme quadratique
SVMs et voir son impacte sur le probleme détection de visage.
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Chapitre 4

Application au probleme de détection de
visage dans une image

La détection d’'un visage dans une image, consiste a développer un algorithme qui,

peut détecter et localiser des visages humains dans cette image. Il suscite de plus en plus
d’intérét en tant que domaine de recherche important avec des applications importantes
dans la sécurité, le controle d’acces, interaction homme-machine et autre domaine de la
vision par ordinateur et de 'apprentissage automatique ( Szeliski, 2011 [20] ; Zafeiriou et
al., 2015 [24]). De nombreuses méthodes ont été développées avec plusieurs approches
[18], malgré le succes de certains de ces systemes dans des scénarios contraints, la tiche
générale de détection faciale pose encore un certain nombre de défis en ce qui concerne
les changements , d’expression faciale, pose et temps d’exécution.
La plupart des approches utilisées reposent sur deux taches. Le premier est la tache d’ex-
traction de caractéristiques, il s’agit de la description numérique précise de ce qui dis-
tingue les visages humains des autres objets. La deuxieme tache est généralement un al-
gorithme de classification supervisé qui devra reconnaitre avec une bonne précision un
visage d’'un non-visage. Comme nous avons opté dans notre travail sur la classification
par SVMs [6], en particulier nous avons appliqué une méthode de point intérieur (IPM)
[1] pour résoudre le probléeme quadratique qui détermine le classifieur SVMs, ceci va nous
permettre d’appliquer le code de O. Sakhi [18] avec une légere modification. Nous avons
utilisé IPM, au lieu de 'algorithme SMO [17] (dans ce code). Bien que nous avons agi
uniquement sur le volet classification, ceci ne va pas nous empécher de dire un mot sur
I'extraction de caractéristique utilise dans ([18]).
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1 Extraction des caractéristiques

Afin de construire le classifieur, il est nécessaire d’avoir un ensemble de données consti-
tué a deux classes (visage et non visage) (voire les figures ci-dessous).

g LS
sad QUM
| -
| 4
ST

FIGURE 4.1 - Visage FIGURE 4.2 — Non visage

Extraire les caractéristiques dans une image, dans ce cadre, consiste a transformer une
image (27 x 18) a un vecteur uni-colonne de R19440x1 " op ytilisant le Filtre de Gabor [19].
Dans un premier temps il est nécessaire de traiter I'image [21]. En effet la fonction Matlab
"adapthisteq’ est utiliser pour améliorer I'image. Le produit de la transforme de Fourier
entre I'image (visage) et les Filtre de Gabor est utilise au lieu de calculer le produit de
convolution [21] qui est trop coliteux.

Linverse de la transformée de Fourier est applique a ce produit pour rendre I'image
dans son domaine spaciale. La taille de 'image résultante est (135 x 144), une vectorisa-
tion de ce vecteur utilisée par la fonction reshape’ de Matlab, afin d’avoir une donnée de
dimension R!%449*1 (yoire la figure(4.3)).
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Adaptive Histogram Equatization

Input Image a

27x18

4 k %
EEEENENERN FEERuEREN

NOEEEEER o HEERNNEN /
EEEDEENE — | EORDREED ‘
EREnDeEEER ENEBRERER -
ENEDEEER EOREMERD
\. Maguitude
Gabor Filters in Time Domain Gabor Filters in Frequency Domain Coicatetation
TSR
£ Reshape
19440% 1 .
RMOXLS
N ? il
135x144

FIGURE 4.3 — Extraction des caractéristiques par le Filtre de Gabor

Finalement nous disposons d’une matrice des données X € R!9440%910 o, 19440 est le
nombre de caractéristiques de chaque donnée et 910 est le nombre de donnés visages et

non visages (classification binaire).

2 Classification

Dans le code [18], 'auteur utilise la fonction 'svmtrain’ de Matlab. La fonction 'svm-
train’ de Matlab applique la méthode ‘SMO’ [17] par défaut pour résoudre le probleme
quadratique des SVMs [6]. Dans notre travail nous avons utilisé la méthode de point inté-
rieur [1]. Ceci consiste simplement a introduire comme option la méthode de (IPM) dans

la fonction 'svmtrain’.

"options=optimset(Algorithm', interior — point’)"
"net=svmtrain(P',T',/Kernelpunction', linear', options’)";
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Nous avons considéré, deux images test dans les données du code sakhi [18].

FIGURE 4.4 — Exemple 1 FIGURE 4.5 — Exemple 2

Le résultat est donné dans les figures ci-dessous .

FIGURE 4.6 — svmtrain-IPM FIGURE 4.7 — svmtrain-IPM

FIGURE 4.8 — svmtrain-SMO FIGURE 4.9 — svmtrain-SMO



Conclusion générale

La détection des visages est 'un des domaines les plus intrigants de la vision par or-
dinateur, qui représente une branche de l'intelligence artificielle, cela ne nous empéche
pas de I'envisager d'un point de vue mathématiques.

Dans cette étude, nous utilisons la méthode du point intérieur [1] comme méthode
pour résoudre le probléme quadratique qui détermine le classifieur SVMs [6]. Nous avons
étudier le comportement de cette méthode, oli nous I'avons appliqué dans le domaine
de la détection de visage, en utilisant le code de O. Sakhi [18], et nous 'avons comparée
a une autre méthode d’optimisation quadratique appelée SMO [17], les résultats étaient
presque identiques.

Ce travail nous a permis de constater, que I'optimisation est présente dans plusieurs
algorithmes de classification supervisée en particulier, et en générale dans les algorithmes
d’apprentissage automatique. Ceci nous donne comme perspective d’étudier d’autres mé-
thodes de classification.
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