Résumé

On s’intéresse a ’étude de quelques problémes différentiels fractionnaires dont les seconds
membres admettent des singularités sur I’axe réel. On démontre certains résultats qui peuvent
généraliser un travail de Z. Dahmani avec M.Z. Sarikaya qui a été récemment accepté pour
publication.
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Introduction

Le calcul fractionnaire constitue une source d’attraction pour plusieurs chercheurs. Pour un
petit historique, revenons a I’année 1695 quand Leibniz dans une lettre adressée a I’Hopital
envisage la possibilité d’une nouvelle théorie des dérivées d’ordre non entier. L’Hopital fasciné
par cette idée, s’intéroge dans une réponse a Leibniz sur la signification d’une dérivée d’ordre
un demi!. Des années aprés, de nombreux chercheurs se sont intéressés a cette théorie;
parmis eux, Liouville et Riemann qui ont été les premiers a proposer des approches. On
cite aussi, Weil, Greenwald, Caputo...Il fallait attendre les années quatre vingt dix pour voir
les premieres applications dans divers domaines vu que plusieurs chercheurs ont trouvé dans
la dérivation fractionnaire un outil important pour proposer des modéles qui décrivent d’une
fagon plus précise les phénomeénes physiques.

Dire une dérivée d’ordre non entier c’est dire des équations différentielles fractionnaires,
qui elles aussi ont attiré une grande attention dans les derniéres années vu que c’est une
nouvelle théorie qui est apparu dans plusieurs domaines tels que la mecanique, la chimie, la
biologie, I’économie, la théorie de controle et le traitement du signal... On référe le lecteur a
[1,7,8,9,10,11].

Dans ce mémoire, on traite des équations différentielles fractionnaires singuliéres couplées &
dérivées au sens de Caputo avec différents ordres de dérivation et une singularité arbitraire
sur l'axe réel. Les problémes considérés sont originaux et peuvent généraliser le travail de Z.
Dahmani avec M.Z. Sarikaya [7].

L’objectif de notre travail est de trouver des solutions intégrales exactes a ces problémes puis,
discuter 'existance et 'unicité de ces solutions en utilisant quelques théorémes classiques de
point fixe.

Ce mémoire est composé de trois chapitres et une conclusion. Comme le calcul fractionnaire
est une nouvelle théorie on lui a consacré le premier chapitre, qui contient des définitions et
des propriétés de l'intégrale fractionnaire et les dérivées fractionnaires au sens de Riemann
Liouville et au sens de Caputo.

Le deuxiéme chapitre comporte des notions de base et des applications, il est dévisé en deux
parties : la partie des théorémes de point fixe dans laquelle on expose les deux théorémes
de Banach et de Schaefer et une deuxiéme partie dans laquelle on s’intérésse a ’étude d’un
probléme couplé & dérivées fractionnaires non singulier.

Le troisieme chapitre est 'originalité de ce travail, il est consacré a la résolution de deux
problémes singuliers & dérivées fractionnaires. Aprés avoir trouvé des solutions intégrales



exactes, on s’inéresse a l’existence et l'unicité de la solution en utilisant le théoreme de
contraction de Banach et a I'existence d’au moins une solution en utilisant le théoreme de
Schaefer, voir [8,9].

Une conclusion générale avec quelques perspectives bibliographiques sont données a la fin de

ce document.



Chapitre 1

Calcul Fractionnaire :

Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les deux principaux axes du calcul fractinnaire qui sont 1'inté-
gration fractionnaire et la dérivation fractionnaire. Ce chapitre comporte trois parties traitant
dans la premiére partie des fonctions spéciales du calcul fractionnaire (fonction Gamma d’Eu-
ler et fonction Béta d’Euler) et leurs propriétés. Dans la deuxiéme partie, on introduit la défi-
nition de 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvillle ainsi que ses propriétés. Dans
la troisiéme partie, on s’intérésse aux dérivées fractinnaires au sens de Riemann-Liouville et

au sens de Caputo, leurs propriétés et la relation entre elles.

1.1 Fonctions Spéciales du Calcul Fractionnaire

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1.1

La fonction Gamma d’Euler est une fonction complexe. FElle est donneé par :
I'(2) :/ e 't*7tdt ; Re(z) > 0.
0

Cette fonction peut étre aussi réelle si on prend z € R},

1.1.2 Fonction Béta d’Euler
Définition 1.1.2
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La fonction Béta d’FEuler est définie pour tous nombres complexes x et y de parties réelles

strictement positives par la formule :

Ba) = [ -0

1.2 Intégrale Fractionnaire

Définition 1.2
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On définit l'intégrale fractionnaire d’ordre o > 0

au sens de Riemann-Liouville de f notée J&f(x), par :

{ Jef(2) = w7 Jo (@ =) f(t)dt, a0 > 0,
Jof(x) = f(x).

Si f est continue sur l'intervalle [0, +o0[, alors,

Jo f(z) = ﬁ /Ox(x O () dt o> 0, > 0.

Proposition 1.2

Soit la fonction continue f : [a,b] — R. Pour tout o > 0,3 > 0, on a :

1. Semi-groupe et commutativité :
(Jo I f () = (JZI f(x) = JEP f (@), x € [a,b]. (1.2.1)

2. L’application de I'intégrale fractionnaire d’ordre o de Riemann-Liouville sur la fonction
f(x) = (z — a)? est donnée par :

a GRS
Ja(x_a)ﬁ_l—\

TGratD" ™ a)*** a>0,8> 0,2 > a. (1.2.2)

1.3 Dérivées Fractionnaires
1.3.1 Dérivée au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1
Soient 0 <n—1<a<n,n=][a]+1 et f une fonction continue f : [a,b] — R.

On définit la dérivée d’order o au sens de Riemman-Liouville de f noté ":De f(x) par :

REDRf() = ()

dxn ¢

= DgJi [ ().
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Proposition 1.3.1

Soient 0 < n — 1 < a < n, la fonction continue f : [a,b] — R, § € R et a un réel positif. On

a:
1.
2.
n—1 z a—n
JOREDe () = Z N ( lim (J"— f(g;))@')) : (1.3.1.2)
P F’L—f—]_—l-O[—TL) z—at ©
n-1 _ z+a—n
RLpof(z) =0 = f(x Z;r ZZ 1a+ p— <xligl+(<]” @ f(x))C ) : (1.3.1.3)
Preuve :

Soient 0 < n — 1 < a < n, la fonction continue fla,b] — R, 8 € R et a un réel positif :

1. Enn utilisant la définition 1.3.1 et utilisant la formule (1.2.2), on obtient le résultat.

2. On utilise le dévlopement de Taylor de J!'~*f au voisinage de (a) d’ordre n avec reste

intégral :

i
L

JEDLIE @) = T f @) - SO @

7!

I\
o

7

Grace a la continuité de la fonction J"®f en a, et par application de #LD"~ on

obtient :
DL ) = ) - 3 (0.
par ! z—a
avec 0 <n—a<1,dou:
R e )

1=0
d’ou le résultat.

3. On utilise la définition 1.3.1 :

RLpef(x) =0 = D"J"“f(x) = 0.



1.3 Dérivées Fractionnaires 7

L’idée c’est de se débarasser de D!'.J"~“ pour cela on applique J.' :
JrEDRIY f(x) = JM0 = 0.

En utilisant le développement de Taylor de J?~f au voisinage de (a) d’ordre n avec

reste intégral et la continuté de J'~“f en a, on obtient :

T @) = Z o (i )

:OiF<Z + ].) rz—at

par application de #£ D"~ on obtient :

n—1 RLDZ—OC(Qj . a)i

fo) = X oA (i () )

1=0;

n—1

3 (i ).

o F(Z +1+a-— n) z—at

Remarque

1. Les dérivées au sens de Riemann-Liouville de fonctions constantes ne sont pas nulles.
Car si on pose = 0 dans la formule (1.3.1.1), on obtient :

(1)

m&?ia # O, c € R. (Rl)

RLDa(C> — CRLDa(l) =c
2. Dans la formule (1.3.1.2), on remarque que lorsque 0 < o < 1 = n, on obtient :
JeEDg f(2) = f(x). (R2)

1.3.2 Dérivée au Sens de Caputo

Définition 1.3.2
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 d’une fonction f : [a,b] — R de

classe C"(]a,b), notée © D f(x) est donnée par :

“Dif(x) = JDyf(x)
1

— m/ﬂ (x—t)"* " (H)dt;a < t < b,

avec

O<n—-1l<a<nmn=][a]+1
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Proposition 1.3.2

Soient 0 <n —1 < a <n, f €R et aun réel positif, et la fonction f : [a,b] — R tels que

f € C™(Ja,b[), on a alors :

1.
Lpg+1)
I'g—a+1)

2. Pour § € N tel que f <n = [a] + 1, on aura :

Dz —a)’ = (x —a)’~ =L Dz — a)”. (1.3.2.1)

“D%(x —a)? =0 £ Dz — a)”. (1.3.2.2)
3.
D) = flx) - Fds (i (7))
= f(z)+ nzlci(i— a)',c; €R. (1.3.2.3)
CDEf(r) =0 = f(x) = Zﬁ(;f) (i () (1.3.2.9)
Preuve

Soient 0 <n —1 < a <n, € R et a un réel positif, et la fonction f : [a,b] — R tels que
f € C™(Ja,b[), on a alors :

1. En utilisant la définition 1.3.2 et la formule (1.2.2), on obtient le résultat.
2. Sion prend § € N tel que : § —n+ 1 <0, on obtient :

r'p+1)

CDS(x_a)B:—F(ﬁ—n—i—l)

J" Yz —a)’ ™" =0,

d’ou le résultat.

3. Par la définition 1.3.2, on a :

“Dgf(x) = J;7*D" f(w),
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on applique J & cette égalité, et en utilisant le dévelopement de Taylor de la fonction

f au voisinage de (a) d’ordre n avec reste intégrale, on obtient :

JeDgf(x) = JiD"f(x)

4. A partir de la formule (1.3.2.3), on a :

n—1 i
r—a ) ;
D21 ) = ) = L g (i (7)),
de plus, on a comme hypothése :
J2C Dy f(w) = Jg(0) =0,

d’ou :

z—at

f) =) ( lim (f(@)‘“) .

Remarque

1. La dérivée au sens de Caputo des fonctions constantes est nulle. En effet, si on prend

f = 0 dans la formule (1.3.2.2), on obtient :
“DY(c) = c®D*(1) = 0,c € R. (R3)

2. De la formule (1.3.2.2), on déduit que les solutions de ’équation différentielle fraction-

naire,

“Dg(x(t)) =0, (R4)
sont des polyndémes de degré inférieure ou égal & n — 1

3. Dans la formule (1.3.2.3), on remarque que :

JCDef(x) = f(zx) <= f(a)? =0,i=0,n—1,n € N*, (R5)
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1.3.3 Lien Entre Caputo et Riemann-Liouville :

Soient « €jn—1,n[,n = [a] +1,n € N* et la fonction f : [a,b] — R tel que f € C" (Ja, b]),

on a :

“Dg f(x) =" Dy H@) =, fO)|. (1.3.4)

Démonstration

Le développement de f au voisinage de (a) d’ordre n avec reste intégrale est donné par :

fa) + 3 D" f ().

Par I'application de J]'~“ aux deux membres de cette égalité, on obtient donc :

=0

J:faf( ) J2n aan +Jn a( ' >7

puis, on applique une dérivation classique d’ordre n :

n—1 i
D f(x) = DJgJm Dy f(x) + D" (Z uﬂ“(d)) ,

JIeDif(z) = D Jp° [f(m)—z

“Dif(@) = "D [f<x> -



Chapitre 2

Théorémes des Points Fixes et
Probléemes Différentiels Fractionnaires

Introduction
Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiére partie, on introduit quelques théo-
rémes de point fixe qui sont des outils trés utiles pour la résolution des équations différentielles

fractionnaires. La deuxiéme partie est consaccré aux EDFs non singuliéres.

2.1 Rappels au Passage

Définitions :

1. Norme
Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle norme sur l’espace E
toute fonction notée ||.| définie sur E & valeurs dans k telle que :
—|lz]| =0 <= z=0,Vzx € E.
— [ Az|| = |A] ||=|| Ve e B,V ek
— eyl <zl +lyll Ve, y e B
2. Espace vectoriel Normé
Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C , on dit que F est un espace vectoriel

normé s’il est muni d’une norme ||z||, et on le note (E, ||.||) .

3. Suite de Cauchy
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Soit x,, une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||), on dit que la suite z,, est de

Cauchy si on a la relation suivante :

Ve > 0,3N,,Vp,q > N, ona ||z, — x| < e.

4. Espace complet
Un espace vectoriel normé (£, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (z,),
d’éléments de E' est une suite convergente dans E.

5. Espace de Banach

On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé complet.

6. Fonction k — lipschitzienne
Soient F une partie de R, et la fonction f : E — R. On dit que f est k — lipschitzienne
si:
3k > 0,Y(x,y) € B |f(x) = f(y)l < K|z —yl.
f est localement lipschitzienne si : Voo € E,3V(x), tel que f est k — lipschitzienne
sur V().
— Soit f: E x RY — R? une fonction continue.On dit que f est k — lipschitzienne par

rapport a la deuxieme variable si

7. Application contractante

Soient F un espace de Banach, 'application f : ' — F est dite contractante si elle

est k — lipschitzienne avec 0 < k < 1, c’est a dire :
I, 0<k<LVeyeX |f(x)—fWlr<klz—ylg.

8. Point fixe

Soit f une application d’un ensemble F dans lui méme, on appelle point fixe de f tout

point x € E tel que
f(x) =
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10.

11.

12.

13.

Ensemble équicontinue

Pour tout élément x de F l'ensemble A (z) = {f (z), f € A} est équicontinue si
Ve>0,Fv=17(z),VfeAVyecuvd(f(x),f(y) <e.

Ensemble uniformement borné

On dit que G un ensemble uniformement borné s’il xiste une constante M > 0 tel que
lglloe < M,¥g € G.

Opérateur continu

Soient F et F' deux espaces normés. Un opérateur U défini sur un sous ensemble A C F

dans F est dit continu au point zy de A, si on a la proprieté suivante :

Pour toute suite (z,,), de A converge vers z, la suite U(z,) converge vers U(zy) c’est
a dire :

lim U(z,) = U(lim z,) = U(zo).

n—oo n—oo
— Lopérateur U est dit continu sur A , s’il est continu en chaque point de I’ensemble

A.

Opérateur complétement continu

Soient E et F' deux espaces de Banach, 'opérateur continu 7' : £ — F est compléte-
ment continu s’il transforme tout compact de E en une partie relativement compacte

dans F

Opérateur borné

Un opérateur linéaire U défini sur £ dans F' est dit borné s’il existe une constante
positive C' > 0 tel que :
1U@) || < Cllllg -

La plus petite des constantes C' vérifiant cette relation est appelée norme de U notée

|U]| et donnée par :

|U ()|
|U|| = sup ———E = sup [|U(z)]p.
w0 zlg  je=
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14. Opérateur compact

Soient Fet F' deux espace de Banach, une application linéaire continue T' € L(F, F)
est dite compacte si I'image T'(Bg) par application 7' de la boule unité fermée By de
lespace FE est relativement compacte (en norme) dans F' , on note C'(E, F') 'ensemble

des applications linéaires compactes de E dans F.
Théoréme 2.1 (Ascoli-Arzila)

Soitent X et Y deux espaces de Banach. Si X est compact, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
a. L’ensemble A est relativement compacte dans C (X,Y).

A(x):={f(x),f € A} est borné.

Théoréme de Point Fixe de Banach

b { L’ensemble A est équicontinue en tout point de X.

Soient E un espace de Banach et f: X C E — X (X est un fermé de E) une application

contractante, alors f admet un point fixe unique o € X, c’est a dire :
E”l’o eX f([['[)) = 2.

Théoréme de Point Fixe de Schaefer

Soient E un espace de Banach et T : E — E un opérateur complétement continu , Si
[’ensemble

x={u€eFE:u=pTu0<p<l}

est borné, alors T posséde au moin un point fize.

2.2 Problémes Différentiels Fractionnaires

Récemment, les équations différentielles fractionnaires (EDFs) ont émergé comme une
nouvelle théorie intéréssante. Cette théorie a inspiré un grand nombre de chercheurs dans di-
vers domaines tels que la physique, la chimie, 1’éléctronique, la biologie, la théorie de controle,

on se réfere a [1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,13].. Dans cette section, on va s’intérésser a la résolution
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d’un probléme différentielle fractionnaire & dérivées au sens de Caputo, puis on va discuter
I’existence et I'unicité de ce probléme en utlisant des théorémes classiques de point fixe.
Le probleme traité est un probleme différentielle fractionnaire couplé avec différents ordres

de dérivation et des conditions aux limites homogenes.

2.2.1 Probléme Couplé

On considére le probléme suivant :

Dy (t) = fo(t,zy (t), 22 (t) ,© Dy (1), teJ
{ cD2xy (t) = folt,z1 (t) 22 (t) .C D22y (1), t€J (2.2.1)
7 (0) =0, (2.2.2)

avec 0 < vy, < ap < 1, t € J:=1[0,T],T >0, fr : C(J x R* R) et les dérivations ¢ D%et

D sont au sens de Caputo, k = 1, 2.

Solution Intégrale :

Théoréme 1
La solution intégrale du probléeme (2.2.1) — (2.2.2) est donnée par :

t

zi(t) = / %ﬁc(s, L1 (8), 22 (8),° DMy, (s))]ds, k = 1,2. (2.2.3)

Preuve

Par application de la formule (1.3.2.3) au probléme (2.2.1), on obtient :

T (t) =

R
0/ T (o) sy, w1 (s) 2 (5) DMy (s)))ds — ¢, (2.2.4)

aveck=1,2,F € R, et 0 < o, < 1.
En utilisant les conditions (2.2.2), on obtient les valeurs de c*, k = 1,2. En remplacant ces

valeurs dans (2.2.4), on obtient (2.2.3) .1
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Existence et Unicité des Solutions :

Dans ce qui suit, pour k£ = 1,2, on considére les hypothéses suivantes :

(H,) : 1l existe des constantes positives (uk)j ,7=1,23;k=1,2, telles que pour tout ¢t € J

et (w1, 223), (Y1,Y2,y3) € R*, on a:

3
| fi (621, m0,w3) — fi (41,92, 93)] < Z )j |z — vl

J=1

< Lk2|$j —vy;l, L = max{(,uk) }

(Hy) : l?laf}é{Wk} <1,Wy :=max{W, W, } k=1,2.
(H3) : Pour k = 1,2, les fonctions f; : J x R® — R sont continues et bornées par S, i.e. :

il existe Sy, > 0,Vt € J,Vu € R3,| fi(t,u)| < S.

On considére également pour k£ = 1, 2, les quantités suivantes :

3Ly » 3Ly
(A e N Q
Wii= farn D™ We = e T ™ (2:2:5)
et
Sk a e

Existence et Unicité :
D’abord, on introduit ’espace de Banach (X x X, [|(z1, 2)|| x, ), avec :
X x X :={(x1,22) : 2, € C(J,R) D"z € C(J,R)} , k=1,2,
muni de la norme :
o122 = 0% (o [P0l D220l = sup (0]

avec 0 <y, <ap <1, k=1,2.

Théoréme 2



2.2 Problémes Différentiels Fractionnaires 17

Sous les hypothéses (H;),_, ,, le probleme (2.2.1) —(2.2.2) admet une unique solution sur J.
Preuve
La preuve est basée sur le théoréme de contraction de Banach. On proceéde en deux étapes :

Etape 1 : On défint 'opérateur non linéaire T': X x X — X x X par :

T (xq,x2) (t) :=

(T (z1,x2) (t), To (x1,22) (£)), t € J,

ou, pour k£ =1, 2,

Ty (w1, 72) (t) =

T fuls, @1 (s) ,an (5) . Doy (5)))ds.

o

On veut prouver que 'opérateur 7" est contractant. Pour tout ¢ € J, (x1, z2), (y1,92) € X X X,

T (w1, 22)(t) — Ti(y1, y2)(t)
=t Jo (£ = 9 fuls,, 41 (5) 92 (s) © DVy (s))
—fi(T,, 21 (8) , 22 (8) ,¢ DRy (5))]ds.
Donc,

T3 (w1, 22) () — Ti(y1, y2) (1)]

o | = 9 s (922 5) 2 Doz (5)
B _fk(sﬂyl (5)73/2 (S) 7CD’kak (8))]d3|

L’hypothese (H;) nous permet d’écrire :
T (1, 22)(£) — The(y1, y2) (1)]

<Ry [U(E — 8) Y (|21 — ] + s — yo| + [*D ey, —° DYry) (s)ds| .

Ce qui veut dire,

”Tk<x1’ 1’2) - Tk(yla y?)”oo

L t B . )
< F(ak) Sup / (t — ) (log — ya| + w2 — yo| + |°D @y — Dy, ])(s)ds.
" tefo,1) Jo
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D’ou,
| T3 (21, 72) — Th(y1, ¥2)ll oo
3L; .,
S (F(ak+l)T k) ”(ml - 3/1) ) (xQ - y2)||X><X .

En utilisant (2.2.5), pour k =1,2, on a :

1Tk (z1, 72) — Ti(y1, Y2)lloo < Wi (21— 91) 5 (2 — y2) [l x o x -

FEtape 2 : On passe maintenant a étudier la dérivée *D7T(x1, x5), pour k = 1,2. On va essayer

de majorer la quantité :

|° D7 Ty (21, 22) = D™ T3 (Y1, Y2) || oo -

pour pouvoir obtenir une majoration de la quantité :

1T (1, w2) = Te (51, y2) Ly -
On considére donc la dérivée fractionnaire D771 (xq,x2) : X x X — X x X donnée par :
DT (x1,x2) (t) :=

("D Ty (w1, 32) (), DT (w1, 22) (1)) , £ € J b =1,2.

Pour k£ = 1,2, on peut écrire

CDA/ka (l’l, IL‘Q) (t) =

f i T)ak o fk(sa , L1 (3) y L2 (S) 7C D’kak (S))]ds

Oék Vk)

Pour tout ¢t € J, (z1,x2), (y1,%2) € X X X et pour k =1,2, on a :

DTy (21, 22)(t) = D" T(y1, y2) (1)
=t Jo (t— ) (fu(sy, 31 (5), 92 (3) . Dvy (s))
—fi(s,, w1 (8) , 32 (8) , DVray, (s))) ds.

Ce qui est équivalent a :

|° DV T (21, 2) () —° DT (y1, y2) (t)]

<

oy fo (t =) fi(s, @ (5) a9 () ¢ DV (s))
—fi(sy, 51 (5) .92 (5) Doy (s))]ds] .
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L’hypothese (H;) donne :
|“D7 T (1, ) (1) = DTy, 42) (1)

< ks fot(t — 1) (|2 — g | + w2 — ol + [“DVexy = DVeyg|)(s)ds.

Donc,

D" Ty (w1, 22) = D" T (y1, ¥2) |l oo

< i sup [ (6= 7)Y (Joyg — yi| + w2 — yo| + [CDVeay, —¢ DVeyy|)(s)ds.
t€[0,T

D’ou,
||CD’Yka(l'1, xz) —° D’yka(yla y2) Hoo

3L, o
< (Mk_—WT k Vk) (1 —11), (2 — v2) || o x -

Grace a (2.2.5), pour k = 1,2, on a :

1D T (21, 22) — D Ty (y1, y2) oo < Wi (1 — v1) s (22 — y2) || e -

Ce qui implique :
”Tk (%’1, 332) =T <y17 y2)HX><X

< W, ”(lj — Y1, T2 — yZ)HXxX'

Finalement :

1T (z1,22) = T (Y1, 92) | xu x
< iri{%)éwk [(z1 — g1, 2 — y2)HX><X'

L’hypothese (Hs) nous garantit que 7" est contractant.

D’ou, le probléme (2.2.1) — (2.2.2) admet une unique solution sur J. W

Existence d’au moins une solution :

Théoréme 3

Sous Uhypothése (Hs), le probléme (2.2.1) — (2.2.2) admet au moins une solution sur J.
Preuve

La preuve est basée sur le théoréme de Schaeffer. On procéde en quatre étapes :
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FEtape 1 : La continuité des fonctions fi, k = 1,2 (I’hypothése (Hs3)) donne la continuité de
lopérateur T sur X x X.

FEtape 2 : On définit 'ensemble Q, := {(21,22) € X x X, ||(z1,22)| s x < 7}, avec 7 > 0.
Pour tout (x1,22) € ,,k = 1,2, on obtient

Sy T
[Tk(z1,22)l[x < Fomy

Ce qui donne

1T (z1, 22) [ x o x <
2 SkTak
Par conséquent, 'image de tout ensemble borné par l'opérateur 7' est aussi un ensemble

borné dans X x X.

FEtape 3 : Equicontinuité de 7'(€2,) :

Pour tout t1,ts € J,t1 < tg, (x1,22) € £, et pour k =1,2, on a :

| T (21, 2)(t2) — Th(21, 2) (t1)]| x < Ch. (2.2.7)

Dans (2.2.7), les quantités Cy, k = 1,2, (données dans (2.2.6)) sont indépendantes de z1, z3,
et tendent vers zéro quand t; tend vers t5. Ainssi, comme conséquence des étapes 1,2,3 et

en utilisant le théorme 2.1 de Arzela-Ascoli, on déduit que T est complétement continue.

Etape 4 : On veut montrer que I’ensemble défini par :
Q= {(71,72) € X X X, (21,29) = pT(71,29),0 < pp < 1}

est borné.

Soit (z1,x2) € Q, alors (1, x9) = pT'(z1,x2), pour 0 < p < 1. Donc, pour tout ¢ € J, on a :
21(t) = pTi (21, 22) (1), 22(t) = plz(z1, 22)(1).
D’ou,

||(x17x2>||XxX =p ||T($17$2)||X><X ,0<pu <L
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Puisque les fonctions fj sont bornées (d’apres (Hs)) , alors grace a (2.2.7), on obtient :
(21, 22) ][ x < pmaxCy, 0 < < 1.

Finalement, ) est borné.

D’ou, le probléme (2.2.1) — (2.2.2) admet au moins une solution sur /.1l



Chapitre 3

Problémes Différentiels Fractionnaires
Singuliers

Introduction

Les équations différentielles fractionnaires EDF's singuliéres ont attiré une grande attention.
En effet, elles ont une grande signification dans la vie réelle car elles modélisent des phéno-
menes de la mécanique, la chimie, la biologie,I’économie, la théorie de controle et le traitement
du signal. De nombreux auteurs se sont intéréssés a 1’étude de I'existence et 'unicité des so-
lutions pour les équations différentielles fractionnaires singuliéres non linéaires, en utilisant
de nombreux théorémes classiques de point fixe, voir [7,8,9,14].

Dans [7], Z. Dahmani et M.Z. Sarikaya ont considéré des équations différentielles fraction-
naires couplées de type Lane-Emden. Ils se sont intéréssés a 1’existence et 1'unicité des solu-

tions et quelques Ulam stabilités du probléme suivant :

{ CDPL(D™ 4+ bygy (1)1 (1) + fr(t,zn (8) 22 (8) = hy (£), 0<t<1
cDP2(°D2 + bygs (t))x2 (t) + folt,z1 (t) 22 () = ha (t), 0<t<1,

T (0) =0 s CDakl‘k (1) + bkgk (1) T (1) = 0,

0 < ax<1,0<B,<1,bp >0, E=1,2.

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion de singularité dans les deux cas clas-

sique et fractionnaire puis on s’intérésse a la résolution de quelques EDF's singuliéres couplées
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avec deux différents ordres de dérivation et une singularité arbitraire. Les dérivées considérés
dans ce chapitre sont au sens de Caputo pour donner un sens aux conditions initiales. On dis-
cute l'existence et 'unicité de la solution en utilisant le théoréme de contraction de Banach.
Puis, on discute I'exsitence d’au moins une solution en utilisant le théoréme de Schaefer.

Le premier probléme est donné par :

{ cDPL(CD 4 bygy (t))xy () + fi(t, 2y (8) 20 (1) S Dy (8) = hy (t), t€J
€DP2(°D* + bygy (t)) 22 (t) + fo(t, @1 (£) 22 (t) S D225 (1)) = ho (t), teJ

T

z (0) =0, ‘DY%xp (T) + brgr (T) x4 (T) = /G;c (1) zg (7) d,
0
avec 0 < v, < o < 1,0 < B, <letteJ:=[0,T],T > 0, les dérivations “ D% € Det

“D sont au sens de Caputo. La fonction g est supposée étre singuliére au point Ty € J,
k=12

Dans le deuxieme probleme, on change 'ordre de dérivation :

{ cDPL(eD + bygy (t)xy (8) + fit, 2y (8) , 22 (1) S Dy (¢) = hy (t),t € J
CD52 (CDa2 + bggg (t))[]’}g (t) —+ fg(t, 1 (t) , Lo (t) ,C D’YZIQ (t)) = ]’LQ (t) ,t eJ

z,(0) =0,2},(0) =0, k=1,2
CDakZL’k (0) = O, CDak!L’k (].) —+ bkgk (1) Tk (1) = 0, k= 1, 2
ol <ap<2,1<B,<20<vy,<letJ:=][0,T],T>0.Les dérivations © D ¢ D%et

“D sont au sens de Caputo. La fonction g est supposée étre singuliére au point Ty € J,

k=1,2.

3.1 Singularité

3.1.1 Singularité par Rapport a la Variable Temporelle

Cas Classique :

— On appelle équation différentielle singuliére a dérivées classiques d’ordre n,n € N, par
rapport a la variable temporelle, au point Ty € J := [0, 7] C R, toute équation différentielle

de la forme :

w() = f(t 2 (1), .. 2" V(1),
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ou:t e Jx e C"(J,R)et fn’est pas continue au point Ty c’est a dire tlinTl (t,z(t), ..., 2" V(t)) =
—1o

Q.

Cas Fractionnaire :

On appelle équation différentielle singuliére fractionnaire d’ordre a,n—1 < o < n,n € N, par
rapport a la variable temporelle, au point Ty € J, toute équation différentielle fractionnaire
de la forme :

CDox(t) = f(t, x(t), ... D= Va(t)),
avec : t € J,x € C"(J,R) avec n = [a] + 1 et [ n’est pas continue au point Tj c’est a dire
tlil%f(t, x(t),....¢ D= Vx(t)) = oo.
Ou de la forme :

BEDO(t) = f(t,2(t), . D0V (t)),

avec:t € J,x € C(J,R) et f n’est pas continue au point Ty c’est a dire tlinTl (t,x(t),..,Br Da=(n=1)) =
—10

Q.

3.1.2 Singularité par Rapport a la Variable Spatiale

Cas Classique :

— On appelle équation différentielle singuliere & dérivées classiques d’ordre n,n € N, par

rapport & la variable spatiale, au point ug € R", toute équation différentielle de la forme :

(1) = f(t,2(0), 2O (D)),

ou:te Jxe C"JR)et fn'est pas continue au point ug := (zo, ...,:cé”fl)), c’est a dire
lim f(t,u) = oo, avec u := (x(t), ..., V(t)) € R™.
u—uQ

Cas Fractionnaire :

On appelle équation différentielle singuliére fractionnaire d’ordre a,n —1 < a < n,n € N par
rapport a la variable spatiale, au point uy € R", toute équation différentielle fractionnaire de

la forme :

“Dea(t) = f(t (), .. D" Va(t)),
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avec : t € Jox € C"(J,R) avec n = [a] + 1 et [ n’est pas continue au point uy :=
(9, ..., 2 V), C’est & dire lim f(t u) = 0o, avec u = ((t), ..., D" V(1)) € R™.

Ou de la forme :

REDoa(t) = f(ta(t), . D0 Va(e)),

avec : t € Jox € C(J,R) et f n’est pas continue au point uy := (zo, ...,a:(()nfl)), c’est a dire

lim f(t,u) = oo, u:= (2(t),...,Br D*~("=Vx(t)) € R™.

U—uUQ

3.2 Probléme 1 :

On considére le probléme :

{ cDPL(eD + bygy (t)xy (8) + fi(t, 21 (8) 22 (£) ,C Dy (8) = hy (t), t€J
¢DP2(¢D2 4 bygy (t))xo (t) + folt, 21 (t) 22 (t) ,C D21y (t) = ho (t), tE€J

(3.2.1)

T (O) =0 s CDakxk (T) + bkgk (T) T (T) = /Gk (T) T (7‘) dT, (3.2.2)
0
avec 0 < v, < ap < 1,0 < B, <letteJ:=[0,T],T >0, les dérivations “ D% € D¥et

“D sont au sens de Caputo. La fonction gyest supposée étre singuliére au point Ty € J
cest a dire gi : J — {To} — R™ est continue avec tlir%l gr(t) = +00, des conditions sur les
— 1o

fonctions f; : J x R® — R et hy, : J — R seront établies dans ce qui suit,k = 1, 2.

3.2.1 Solution Intégrale :

Théoréme 1
Supposons que (hy)i_, € C(J,R) et (fi)i_, € C(J x R* R). Alors, la solution intégrale du
probléme (3.2.1) — (3.2.2) est donnée par :

t

— )t r S
x(t) = / (t T ) / ( ( ) [hi(s) = fe(s,,x1(s), 22 (), D xy (s))|dsdT

(o) I (B)

_f<t D bigi(T)2k(7)dr + i G (1) iy (7)

o Y .
_F(;kil) < (TI‘(/;’IJ)C [hk(T) - fk(T7 » L1 (T) ) (T) ) D7k, (T))]) s k= 1,2

(3.2.3)
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Preuve

Par application de la formule (1.3.2.3) au probléme (3.2.1), on obtient :

(D + gy (7)) 24 (T) =

T

(T—S)ﬁk*1 . o
/W(hk (s)ds — fe(s,,x1(8), 22 (s), Dkxy (s)))ds — ",

aveck=1,2, * € R, et 0< 3, < 1.

On applique la méme proposition, on aura :

t

= (t_T)akil T(T_S)Bkil — (s, ,x1(8), 25 (s) S D"y (s sdt
xk<t>—0/ - / (e (5)ds = s, (5) a2 5) £ Do ()

7_ D‘k 1 Ck fe% /
B f i bwn (7) an(r)dr — iy = ¢,
(3.2.4)
ouk=12etc*ecR.

En utilisant les conditions (3.2.2), on obtient les valeurs de c* et ¢*, k = 1,2. En remplacant

ces valeurs dans (3.2.4), on obtient (3.2.3) .1

3.2.2 Existence et Unicité des Solutions :

Dans ce qui suit, pour k£ = 1,2, on considére les hypothéses suivantes :
(H,) : 1l existe des constantes positives (uk)j ,7=1,23;k=1,2, telles que pour tout ¢t € J

et (x1,223), (Y1,y2,y3) € R*, on a:

3
| fie (621, m0,w3) — fi (8, 41,92, 93)] < Z )j %5 =yl
j=1
3
< L Zl 5 = w1 L = maxx {(1)}-
=

(Hs) : La fonction Gy : J — R est continue et |G|, = sup |Gi(t)| = Gy, k =1, 2.
teJ
(H3) : Pour k = 1,2, il existe A\, 0 < Ay < ap < 1, wy(t) = (t — Ty)**gr(t) est continue sur J
et Jlwklloo = Sup [wy, (t)] = Sup |(t — To)*gx ()| = M.
teJ teJ
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(Hy) : El%};{wk} <1, Wy :=max{W, W, }, k=1,2.

(Hs) : Pour k = 1,2, les fonctions f; : J x R® — R et hy, : J — R sont continues et bornées

respectivement par Sy et Ry, i.e. : il existe Sy > 0,Vt € J,Vu € R, | fi.(t,u)| < Sy et il existe

Ry > O,Vt S J, |hk(t)| < Ry.

On considére également pour k = 1, 2, les quantités suivantes :

TP TrtBs (1 — ) G
poo= i SV _ ag—Ag k
We = =3k (F(O‘”ﬂk“) * F(ak+1)r(5k+1)) + x| My, T(os—Ap+1) (T —To) + Tlo D (or + 1)
7 TPk Tkt B F(l — )\k) A=Y=k
Wi = =3k (F(ak—vk+ﬁk+1) + F(ak—'yk+1)F(ﬂk+1)) + [0k] My =y (T = To)™ "
+ G Tkt
r (ak — v+ 1)
et
(S Ra) (85— ) (1 — ) ap—A =X
Ck o= Tor 153D +r |bk| Mkm <(t2 — TO) k= Ak __ (tl _ TO) k k)
Gy aptl  yop+l (Sk + Ry) (tg’#ﬁ’“ — t?”ﬁ’“)
+TF (o + 1) (tQk - ) + D(ap+1)0(B,+1) : (3.2.6)

Existence d’une Solution Unique :

On introduit 'espace de Banach (X x X, ||(z1, 22)| . x), avec :
X x X ={(x1,29) : 2, € C(J,R) D"z € C(J,R)} , k=1,2,
muni de la norme :

o122 = s (ol D7l D200 el = sup (0,

avec 0 <y, <ap <1l k=1,2.
Théoréme 2
Sous les hypothéses (Hi)?:l, le probléme (3.2.1) — (3.2.2) admet une unique solution sur J.

Preuve
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La preuve est basée sur le théoréme de contraction de Banach. On procéde en deux étapes :

Etape 1 : On défint I'opérateur non linéaire 7': X x X — X x X par :

T (.1'1, 33‘2) (t) =

(T (z1,x2) (t), To (x1,22) (t)), t € J,

ou, pour k£ =1, 2,
Tk ('rlu x2> (t) —

! )%k 1 T 55
[ f C = (hi(s) — fuls, 21 (5) 7 () © Doy (5))]dsdr

t 1 T
_Of (t—FT(L:) brgr(T)xk(T)dT + F(a =y b[Gk (1) xy, (1) dr

oy T —7)Pr—t
~retsen | i () — i 1 (7) 2 (7) £ D ()

On veut prouver que 'opérateur T est contractant. Pour tout t € J, (z1, x2), (y1,92) € X X X,

Tii(z1, 22)(t) = Th(y1, y2) ()
re Jo (8= 1) fi(7, 0 (7) 42 (1) Dy (7))
—fi(T, 21 (7)), 22 (T) ,C Dy, (7))]dT
— 5 Jo (t = 7) 0 gi(T) k() — yi(7)]dr + (i&’:-l)ka Tk (7) — e (7)]dT
akfralkr(ﬂk) f() - 7_ Bk l[fk( Ty Y1 (7_) Y2 (7_) ¢ DTy, (T))
—fu(T,, 21 (1), 22 (1) ,C DYy (1)) ]dT, K = 1, 2.
Donc,
Tk (21, 22) () — Ti(y1, y2) ()]
< |remm Jo (& = D) fu(r, o (7) s (7) £ D (7))
B _fk(THyl (T)ayQ (T) 7CD’kak (T))]d7—|
+ F(Iifk) O(t — 1) g () [ze(T) — yk(T)]dT‘ + F(a +1 ka xy (1) — yp (7)]dT
+ akfralkrmk) fo - T Bk_l[fk(T’ y L1 (T) y L2 (7—) ’c D%xk (T)) )

_fk( T, Y1 ( ) ) Y2 (T) ¢ D’kak (T))]d7_|
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L’hypothese (H;) nous permet d’écrire :

T3 (w1, 22) (t) — Ti(y1, y2) ()]

< rltsy [y (t = 7)Y (|2 — | + |22 — ol + [CDVeay —© Dy (T)dT’

T

T moka (7) [k (7) =y (7)]dT

iy Jy (= )" g (P)lan(r) - el ldr]| +

+

TEarE fo — 1) |y — | + |w2 — yo| + [*DVexy = DVry|) (T)dT‘ :

I‘(ak+1)F([3k)

Ce qui veut dire,
1Tk (21, 22) — Ti(y1, 92) | oo

< ﬁts}épﬂ Jo(t = 7)ot (Joy — 1| + |wa — go| + |°DVeay —© DVey|)(7)dr
€10,

+ el S[UI;] Syt = 7)o = To) ™ | (7 — To) M gu(7) | |2 (7) — yu(T)| dr
telo,

T
e b 1 G (7)] i () =y (7)] dr

(0 T — C C
+—F<ak+€’swkﬁ?%2f ST = 7)o Y|y — 1| + |2 — o + [*DVeay, —© Dy ) (7)dr.
S k]
Par (H;) and (H3), on obtient :

1Tk (21, 22) — T (Y1, ¥2) |l o

t o _
< —rmgkaﬁk) [(z1 = 1), (w2 — 92) | xxx ts[%pﬂ fo (t—1) KOl dr
S ’

e M 2k — el oo o Jot =) (r = Ty) ™ dr + wf i TG e — il
€[0,T

T _
+F(jff?Ffﬁk) H( ) 9 (332 - y2)HX><X sup fo (T - T)Bk 1dT'
te[0,7)
Do,

1Tk (21, 22) — Th(y1, ¥2) |l o

3Ly 3L
ak+p8 k g+
< (WT U i L ) =) (22 = o)l

(T — Tp)™* ™ +

(1 — M) |be| M,
+(( k) 0| My

Gk ag+1
T(ar Aot D) 1)T ) e = vkl o

[ (g +
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Et donc,
| Th (21, 22) = Th(y1, ¥2) |l

3Ly 3Ly ontp, | L= Ag) [br] My on—A G -
< |:<F(ak+ﬁk+1) + F(akJrl)l"(ﬁkJrl)) T + D(ag—Ap+1) (T - TO) + —F (Oék I 1)T k

[(x1 — 1), (22 — yZ)HXXX .

En utilisant (3.2.5), pour k = 1,2, on a :

1 Te(1, 22) = Te(y1,92) oo < Wi ll(z1 = 21) s (22 = 92) [ xx-
FEtape 2 : On passe maintenant a étudier la dérivée DT’ (1, x2), pour k£ = 1,2. On va majorer

la quantité :

1° D™ T (1, 22) = D™ Ti(y1, y2) [l oo »
pour pouvoir avoir une majoration de la quantité :
1Tk (21, 22) = Th (Y1, 92) Iy x -
On considére donc la dérivée fractionnaire *D7T(zq, x2) : X x X — X x X donnée par :
DT (x1,x2) (t) :=

("D Ty (w1, 32) (1), DT (w1, 22) (1)) , 0 € J k= 1,2.

Pour k£ = 1,2, on peut écrire

CDA/ka (l’l, IL‘Q) (t) =

! —7'“77717-7'—51371 c
Of U F(Bx:—'y:) { ( F()B:) [hk(s) - fk(sv y L1 (S> y L2 (S) ) D7k$k (S))]deT

INGPERT! T'(ap—v,+1)

t L - T
— [ T I byge () (7)dT + 2% [ Gy (1) iy, (1) dr
0 0

ap—y pu Bk 1 c
_I‘((ikk—'y:—l—l) f (TF(Bk) h’k? ) fk(Tv y L1 (7—) y L2 (7_) 5 D'kak (T))]dT

Pour tout t € J, (1, x3), (y1,y2) € X X X et pour k =1,2, on a :

CDWka(xh xQ)(t) —° kaTk(yla y2)(t)
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= m (f(t - T)akifykJrﬁkil (fk(7_7 » Y1 (T) ) Y2 (T> DRy (7_))
—fr(r,, 21 (1), 22 (1) ,C Dy (7)) dT

— i At = 7y g () () — yel()ldr + ﬁfa () [ (7) — g (7)]r

— s Jo (T = )P (fulr, yn (1) y2 (1) Doy (7))
— (7,21 (7) 22 () ¢ DYy (7)) dr.

Ce qui est équivalent & :

|°D7e Ty (21, 22)(t) = DTy (y1, y2)(t)|

< m fg(t - T)ak_7k+6k_1[fk(7a » L1 (T) ) L2 (T) Dk, (T))
— om0 (7) 92 (1) Doy (7)) d7 |

+

gy Jy (¢ = P () - we(lde| + |

+ %taj;ﬁkr(ﬁk) 0 ATy @ (1) 22 (1) DYy (7))

_fk( T, Y1 (T) » Y2 ( ) . D%fyk (T))]dTl

L’hypothese (H;) donne :

|°D7e Ty (21, 22)(t) = DTy (y1, y2)(t)|

< ey 0<t — 7)Y 2y — | + |29 — yo| + |“ Dy, —¢ DVeyy|)(T)dr

T
t Oy — ag—
|ty Sy (¢ = ) g ()(r) — ()| + e G (7) o (7) — i (D)
gy — T _
+ it Jy (T = 7% o = gl + w2 = | + "D = D) (7).
Donc,
|“D" Ty (1, w2) = D" Th(y1, v2) || o
< ﬁﬁ‘p] Jo(t = 7Y@= (|2 — | + [y — o + |* D7k — DYy )(7)dr
€ ’
+ il s S = mye e = Ty) ™| (7 = To) M gul(7)| |2(7) — ()| dir
gy sup % [ |Gy, (7)] @y (T) — y (7)] dT
e S0 f! )k (7) = e (7))
o — T — C C
—l—msupt e [(T — 1) (|oy — yn] + @2 — yo| + |“D7ray, — DYy ) (7)dr.

te€[0,7
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En utilisant (Hs) et (H3), on obtient :

HCD’Yka<$1, $2) —° DVka(Ql; y2)”oo

t — p—
< T =7k TBK) vkwk) ||< ) ($2 - y2)||Xths[13%] fo (t — T)ozk YetBr—1 dr
€ ’

t Qo —y — —)\ ay, —
+F(a‘kk"yk)Mk || — yk||ootS[LépT] fo (t — 7)== (7 — Tp) " dr + —F(gkaZil)TGk ek — Yell oo

)

(67 T B
et N =) 2 = wllx sup [0 = 7).

Do,
D" T (w1, 22) = D" T (y1, ¥2) || oo

3L, o 3L, . —
< (mT T S L wm) o= e =l

G,
F(Oék — Vi + 1)

. A=Y=k
Dlap—v,—Ap+1) (T TO) +

(1 = M) |bp| M
+< ( k) [b| M, To‘k”k*l) lze — Ykl

C’est a dire,
HCD’YkaCUl, $2) —° DVka(Ql; y2)”oo

< {( 3Ly, + 3Ly ) T k=Y +Bk

(g =y, +B8,+1) Dok =7 +1)I(Br+1)
+F(1 — i) |bk| My,

T(agp—vp—Ak+1)

G
F(ak — VT 1)

[(x1 — 1), (22 — y2)||X><X .

(T . To)ak*'}’k*)‘k +

Tak_7k+1:|

Grace a (3.2.5), pour k = 1,2, on a :

|° D T (@1, w2) = DV Ti(ys, yo)llog < Wi (1 = 91) , (2 = 92) | x -
Ce qui implique :
1Tk (21, 22) = Ths (41, 92) | x e x
< Wi (21 =y, 22 — v2) [y x -
Finalement :
1T (21, 22) = T (Y1, y2)l x o x
< maka (21 —y1, 22 — ¥2)ll x o x -

k=1,

L’hypothese (H,) nous garantit que T" est contractant.
D’ou, le probleme (3.2.1) — (3.2.2) admet une unique solution sur .J. B
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Existence d’au moins une solution :

Théoréme 3

Sous les hypothéses (H;);_q 45 , le probléme (3.2.1) —(3.2.2) admet au moins une solution
sur J.

Preuve

La preuve est basée sur le théoréme de Schaeffer. On proceéde en quatre étapes :

FEtape 1 : La continuité des fonctions fy, hy, wy, k = 1,2 (les hypotheéses (H3) et (Hjs)) im-

plique la continuité de 'opérateur T sur X x X.

FEtape 2 : On définit 'ensemble Q, := {(z1,22) € X X X, ||(z1,22)| v x < 7}, avec 7 > 0.

Pour tout (x1,z5) € Q,, k = 1,2, on obtient

| Tk (21, 22)[| x <

(Sk + Rk) Tox+Bk F(l — )\k)

Gy, apt1 (Sk + Rk) Tok+Br
T(og+6,+1) +r ‘bk‘ Mk T(ap—Ak+1) ™+

ap—Ag
(T — TO) +TF (ak + 1) F(ak+1)r(ﬂk+l)

Ce qui donne
1T (21, 22) [ x o x <

2 [ (S, + Ry) T +5x T(1— M\
Z(( + Ry) ( )

T(op+B,+1) + 7 |bk| M T(op—Ap+1)

(T - TO)akﬂ\k + TLTO%-H 1 (Sk + Ry) T%+Bk) |

= T (ak + 1) T(op+1)T(Bg+1)

Par conséquent, I'image de tout ensemble borné par 'opérateur 7' est aussi un ensemble

borné dans X x X.

FEtape 3 : Equicontinuité de T'(€2,) :

Pour tout t1,ty € J, t1 < to, (21, 22) € Q, et pour k =1,2, on a:
[ T5 (21, w2) (t2) — Th(w1, 22) (01) [ x < C. (3.2.7)

Dans (3.2.7), les quantités Cy, k = 1,2, (données dans (3.2.6)) sont indépendantes de x4, x2,
et tendent vers zéro quand t; tend vers t,. Ainssi, comme conséquence des étapes 1,2,3 et

en utilisant le théorme 2.1 de Arzela-Ascoli, on déduit que T est complétement continue.
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Etape 4 : On veut montrer que I’ensemble défini par :
Q= {(z1,22) € X X X, (21, 22) = pT'(21,22),0 < pp < 1}

est borné.

Soit (z1,x2) € Q, alors (1, x9) = pT'(z1,x2), pour 0 < p < 1. Donc, pour tout ¢ € J, on a :

21(t) = pli(z1, 22)(t), 22(t) = pTa(w1, 32)(2).

D’ou,
H(‘TIJIZ)HXXX =K ||T(x17x2>HX><X 70 <p< L.

Puisque les fonctions fy et hy sont bornées (d’aprés (Hs)) , alors grace a (3.2.7), on obtient :
(1, 22) || o x < Miri&%@k,() <p<l.

Finalement, 2 est borné.

D’ou, le probléme (3.2.1) — (3.2.2) admet au moins une solution sur .J.H

3.3 Probléme 2 :

Ce probléme est donné par :

{ D1 (D™ + bigy (¢))x1 (t) + fr(t,z1 (), 22 (¢) DNy (t) = hy (t) , t € J
¢DP2(¢D + bygy (t))xo (t) + folt, 21 (t) 22 () ,C D225 (t)) = ho (t) ,t € J ( )
3.3.1

CDo‘kazk (O) = O, CDak!l?k (1) + bkgk (1) T (1) = 0, k= 1, 2, (332)

avec 1 < ap, < 2,1 <, <20<vy. <letteJ:=[0,T],T >0, les dérivations © D",

CDet © D sont au sens de Caputo. La fonction g, est supposée étre singuliére au point

To € J clest adire gy : J —{Tp} — R est continue avec tlir%l gk(t) = 400. Des conditions sur
—10

les fonctions f;, : J x R® — R et hy, : J — R seront établies dans ce qui suit,k = 1, 2.
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3.3.1 Solution intégrale :

Théoréme 1
Supposons que (hy)i_, € C(J,R) et (fi)i_, € C(J x R* R). Alors, la solution intégrale du
probléme (3.3.1) — (3.3.2) est donnée par l’expression :

t T

— )yt S
xk(t):/(tF ) /( S (s = fu(s,,an (5) 2 (5) . Do (5))|dsdr

(o) I (B)

t —_r)™ -1
- f . F(L:) brgr (7)1 (T)dT
0

@ 1 77-/6 -1 c
~ o) ( T (he(7) = fulr, oy (1) 2 (1) © Doy (T))]) k=122
(3.3.3)
Preuve

Par application de la formule (1.3.2.3) au probléme (3.3.1), on obtient :

(D + gy (1)) vx (T) =

(T—s)ﬁ’cfl .
/W(hk () = fu(s,, 31 (5), 2 (8),° Doy (5)))ds — ch — &,

avec k = 1,2, (c’g) , (c’f) eRet 1l <f, <2

On applique la méme proposition, on aura :

/ — )t [ 7 — )Pk
xp(t) = / (t T (ozk) / ( T (5)16) (hi (8)ds — fr(s,,z1(8),22(s)," DMz (s)))dsdr

¢
t—T ap—1 cktok cktoap+1 / ’
_bf ( F(Zv;c) brgi (7) 2 (T)dT — o33y ~ Tanr2) — cg’ —cf't,

(3.3.4)

ouk=1,2et (cg“) , (cllk) eER, 1 <ap<2.
En utilisant les conditions (3.3.2), on obtient les valeurs de c* et c* k =1,2. En remplacant

ces valeurs dans (3.3.4), on obtient (3.3.3) .1

3.3.2 Existence et Unicité des Solutions :

Dans ce qui suit, pour £ = 1,2, on considére les hypothéses suivantes :
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(H,) : 1l existe des constantes positives (uk)j ,7=1,23k=1,2, telles que pour tout ¢t € J

et pour (z1,72x3), (Y1,%2,y3) € R3 on a :

3
|fk(tax17x2,x3)_fk(tay17y2ay3)| S Z |x.7 ‘

J=1

< Lkzm il L= ma (), .

(Hy) : Pour k = 1,2, il existe A\, 0 < A\, < ag < 1, wi(t) = (t — To)™ gx(t) est continue sur J
et Jwrlloe = Suplui (t)] = Sup |(t = To) gx ()| = M.

(Hs) : km:af:é{Wk} <1, Wy :=max{W, W, }, k=1,2

(Hy) : Pour k = 1,2, les fonctions f;, : J x R® — R et hy, : J — R sont continues et bornées
respectivement par Sy et Ry, i.e. : il existe Sy > 0,Vt € J,Vu € R3,|fi.(t,u)| < Sy et il existe
Ry, > 0,Vt € J, |hg(t)] < Ry.

On considére également pour k£ = 1,2, les quantités suivantes :

Towr+Bx Tor+Br+1 L(1— M)
/ . _ ap—A
Wi = =3Ly (F(ak+5k+1) + T(on+2)T(B,+1) ) + |x| Mkr —A+1) (T =To)™ ™
N Tok=YE+Bk Tor—Yr 8 +1
Wk - SLk (F(O‘k_')/k“!‘ﬁk“!‘l) + F(Oék—Wk-‘r?)F(ﬁk-‘rl))
F 1 - )\ oL — — AL
) Mo s (7= To) 7 (335
et
c B (Sk + Rk:) (t;ék+5k _ tfllk-i-ﬁk) (Sk +R )( ak+/8k+1 trllk-i-ﬁk‘f‘l)
k - '(ap+Bx+1) + r(ap+2)0(B,+1)
F A o — A —
bl MkH ((t2 TN (4 — Tp) Ak). (3.3.6)

Existence d’une Solution Unique :

On introduit 'espace de Banach (X x X, ||(z1, 22)| . x ), avec :

X x X :={(z1,29) 12, € C(J,R) D"z € C(J,R)}, k=1,2,
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muni de la norme :
(1,22l e = max (il Izl 1D @1l [P0 72001 0) e = sup LB & = 1.2,
€

avec 0 <y, <1, k=1,2.

Théoréme 2

Sous les hypothéses (H;)?_,, le probléme (3.3.1) — (3.3.2) admet une unique solution sur J.
Preuve

La preuve est basée sur le théoréme de contraction de Banach. On procéde en deux étapes :

Etape 1 : On définit opérateurr non linéaire 7' : X x X — X x X par :

T (xq,x9) (t) :=
(T (z1,x2) (t), To (x1,22) (£)), t € J,

avec, pour k =1, 2,

Ty (71, 2) (1) =

L )k~ 1 K T sB 1 c
[ [ T a(s) = fuls w1(5), 2 (5) * D (5) dsdr

_f(t T)ak 1bkgk( )i (T)dT

T
ajp+1 —7)Pr—1 c
— iy [ ST he(7) = 7, 2 (7) 22 (7) DYk (7))
0
On doit montrer que 1" est contractant.

Pour tout ¢t € J, (z1,22), (y1,92) € X x X et pour k = 1,2, 0on a:

T (w1, 22)(t) — Ti(y1, y2)(t)

= kg Jo (t = 7)Y S,y (1) Ly (1) © Doy (7))
—fi(r,, 21 (1), 22 (T) ¢ D%y, (7))]dT

— sy Jo (t = 1) g () [an(7) — yu(r)]dr

e (T — )P [ fu(r, i (1) g2 (7) 2 Dy (7))
—fe(T,, 21 (7) , 20 (7) ¢ DVexy (7))]dT.
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Ainsi,
T3 (w1, 22)(t) — Th(y1, y2) (1)]

m fot(t - T)akJeril[fk(T? » L1 (T) » L2 (T> A AL (T)>

<
_fk(7_7 » U1 (T) y Y2 (T) 76 D%yk (T))]dT’
|y fo(t — 1) g (7) [ (T) — ye(T))dr
o | Jy (T = 1P Ul (7) s (7). D (7))

_fk(Ta y Y1 (7_) y Y2 (7—) 7C D’kak (T))]dT’ .
Gréace a (H;), on obtient :
T (w1, 2)(t) — Th(y1, y2) (1)
Lo Jo (= ) (Jay = ] + |22 — gi] + *Deay = Do) (7)dr|

T(ag+Bk) JO

| rty Jo (6 = 7)* e () i () — yu(7)]dr

T fo —7) Bk ! (|21 =yl + |22 — yo| + [*DVray, —¢ DVryy) <T)d7—‘ '

F(ock+2)l"(5k)

+

Donc,
1Tk (21, 22) — Ti(y1, ¥2) ||
< ﬁiu}]) Jo (& = 7)oy — | + g — yo| + | DVeay, —¢ DVky|)(7)dr
<

10| su? fot(t — 1) — To)_’\'“ |(T — To))\kgk(T)‘ |2k (7) — yr(7)| dT

T(ag)
t

+mSUP ta'“H Jo (T = 7)Y |y — | + |wa — yo| + <Dy, = Doy ) (7)d7

L’hypothese (Hs), donne :
[Tk (21, 22) — Ti(y1, 92) | oo

t a _
< % [(z1 —v1), (T2 — ¥2) |l x o x Stlel? fo (t — 1)t dr
ol My |2k — vl s,upf0 (t — 7)1 (1 — Ty) M dr

ar+1 T _
ool (w1 — 1), (22 _y2)||XxXilel?f0 (T — 1) dr.

T(ag+2)T(8y)

Donc,
| T (21, 22) — Tk(v1,92) || o
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3L o 3Lk e}
< (mT Pt | ”W) =) e =)l

(1 — Ag) |br| My .
( F(Oékf)\k+]_) (T - TO) F )\k ||'I'k' - yk”oo

D’ou,
| Th (21, 22) = Th(y1, ¥2) |l oo
< |:( 3Lk STLk ) Tak-i-ﬁk + F(l - Ak) |bk| Mk (T . TQ)Qk-x\K

Flon i Bt D) T Tan DT (Bt D) Tar et D)
||($1 - ?Jl) ) ($2 - y2>||X><X .

Par Conséquent, en utilisant (3.3.5), on peut voir que :

HTk(iUthz) - Tk(y1>y2)”oo < W/ﬁ H(ml - ?Jl) ) (96’2 - yQ)HXxX'

FEtape 2 : On consideére la dérivée fractionnaire DT (xq, x2) : X x X — X x X donnée par :

cprr (Il, 1‘2) (t) =

(CD’Y1T1 (1'1,1'2) (t) ,c D’YZTQ (1'1,1'2) (t)), t € J,O <V < 1, k= 1,2,

ou, pour k=1,2:
CD’Yka (iL’l, 1'2) (t) ==

! —7)k VL P 7—5)Pk~1 c

Of“F(;:_ — Of< o[k (s) = fiul(s,, w1 (), 0 (5) , Deay (s))|dsdr
T
— ! brgn(7) i (T)dT
0

T T(ar—7e)

ap—v.+1 pu Bk 1 ¢
_rfa:_:i.;_z) f Tr(ﬁk) hk? ) fk(Ta y L1 (T) y L2 (T) 5 D7egy, (T))]dT

Pour tout t € J, (z1,x2), (y1,%2) € X X X et pour k =1,2 0on a :

DTy (1, 22)(t) = DTy (y1, y2)(t)
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= m f(f(t - T)akifykJrﬁkil (fk(7_7 » Y1 (T) ) Y2 (T> DRy (7_))
—fr(r,, 21 (1), 22 (1) ,C Dy (7)) dT

— s [o (= ) g () [ (7) — yi(7)dr

— et s Jo (T = )P (flr, yn (1) y2 (1) Doy (7))
—fi(T, 21 (7)), 29 (T) S DVxy, (7)) dT.
D’ou :
“D" Ty (w1, 22)(t) = DV Ty (y1, y2) (1]
< m fot(t - T)ak_7k+ﬁk_1[fk(7-7 » L1 (T) » L2 (T) Dy, (T))
_fk(Ta y 1 (7—) y Y2 (7—) ac D’kak (T))]dT’

+

ey Jo (t = 1) g (T () — () ]dr

+ a,i%yklzﬂ T(8)) fo [fk(Tv » L1 (T) y L2 (T) 70 kaxk (7—))
—Ju(T ,,yl( ),y (7). Dy (7))]dr| .

En utilisant (H7), on obtient :

*D Ty (21, 22) (t) = D Tio(y1, y2) (t)]

By Jo (t = ) (g — |+ Jaz — gl + |°D7eay = D) (r)dr

S T(ap—v+Bk) JO

+

r Jo (¢ = T) g (1) [ (7) — yu(r)]dr

th% o fo — 1) (o — yi| + [wg = yo| + [*D ey —¢ DYy |)(7)dr| .

(o —v,+2)0(Bg)

Et donc,
|“ D" T (w1, 22) = D" T (y1, ¥2) || oo
< ﬁ“p St — 7)ot (| — gy |+ |z — | + [CDey, —¢ DYy |)(7)dr
+'—p Jit =) = To) ™ (7 — To) gi(7)] [ox(r) — ya(7)| dr
—i-(#supto"c Tetl f — )M (|z1 — | + @2 — Y| + |*DVemy —¢ Dy, |)(T)dT

ap—vE+2)T(BL)

Par (H,), on a:
||CD7’“T1€(331, 1’2) —¢ DV‘“Tk(yl, Z/z)Hoo
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¢ _ _
< m (@1 —y1), (T2 — ¥2)  xux Stg}? Jo(t —7) B dr

+ |bg| M, HSCk _ yk”oo Su? fot(t _ T)()ék_'Yk—l (7_ . TO)—Ak dr
te

Tlog—vk)

ap—vp+1 T _
et @ = 1) s (22— 99) | x sup Jo (T —7)%tdr.

Et alors,
1D Ty (21, 22) = D" T (y1, y2)|l o

Ly,

< (—=t L
- D(ag—v,+B8,+1)

st r<ak—vk+z>r<ﬁk+1>Tak_wgkﬂ) o= (e =il

(1 — Ag) |bx| My, oy
( Plag—7p—Ax+1) (T N TO) S ||xk o yk“oo :

Ce qui implique que :

| D" T (w1, 22) = D" T (y1, ¥2) || oo

Ly, TL, N
< [(F(ak—7k+5k+1) T F(ak_7k+2)r(6k+1)> T s

L(1 — Ag) |bg| My

Dlag—yg—A+1)

(T . To)ak_'Yk_/\k:|

||($1 — 1), (1702 - y2)||X><X .

En utllidant (3.3.5), on obtient :

DT (z1, 22) = DT (y1, y2) | oo < Wy (@1 — 1), (22 — Y2) |l x e x -

Do,
Ty (z1, 22) — Tk (y1, 92|,
< Wi ||(x1 — y1, 29 — y2)||XXx :
Finalement,
T (21, 22) — T(Z/lay2)HXXX

< max Wk |[(x1 — y1, 22 — 12) ||

- K:l,2 XxX '
Par (Hj), on obtient la contraction de T

D’ou, le probleme (3.3.1) — (3.3.2) admet une unique solution sur J. l
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Existence d’au moins une solution :

Théoréme 3

Sous les hypothéses (H;);_, 4, le probléme (3.3.1) — (3.3.2) admet au moins une solution sur
J.

Preuve

La preuve est basée sur le théoréme de Schaeffer. On proceéde en quatre étapes :

Etape 1 : La continuité des fonctions fy, hy, wg, kK = 1,2 donne la continuité de 'opérateur T’

sur X x X.

FEtape 2 : On définit 'ensemble Q, := {(z1,22) € X X X, ||(z1,22)| v x < 7}, avec 7 > 0.

Pour tout (x1,22) € .,k = 1,2, on obtient

| Tk (21, 22)[| x <

(Sk + Ry,) TPk (1 — M)

(Sk + Rk) Tozk+5k+1
D(ap+B,+1) + 7 |bk] M T(ap—Ap+1)

T'(o+2)T(Bg+1)

(T — Tp) ™™ +

Et donc,
1T (21, 22) [ x o x <

2 (0% (%
B e O
I« ’

I(og+B+1) k—Ar+1) I(ap+2)0(Bg+1)

k=1
Par conséquent, I'image de tout ensemble borné par l'opérateur 7' est aussi un ensemble

borné dans X x X.

FEtape 3 : Equicontinuité de 7T'(€2,) :

Pour tout t1,ty € J, t1 < to, (21, 22) € , et pour k =1,2, on a :
| Th (21, 22) (t2) — Th(21, 22) (1) |l x < Ch. (3.3.7)

Dans (3.3.7), les quantités Cy, k = 1,2, (données dans (3.3.6)) sont indépendantes de z1, 3,
et tendent vers zéro quand t; tend vers t,. Ainssi, comme conséquence des étapes 1,2,3 et

en utilisant le théorme 2.1 de Arzela-Ascoli, on déduit que T est completement continue.



3.3 Probléme 2 : 43

Etape 4 : On veut montrer que I’ensemble défini par :
Q= {(z1,22) € X X X, (21, 22) = pT'(21,22),0 < pp < 1}

est borné.

Soit (z1,x2) € Q, alors (1, x9) = pT'(z1,x2), pour 0 < p < 1. Donc, pour tout ¢ € J, on a :

21 (t) = pTi (w1, 22) (1), w2(t) = plo(w1, 22)(1).
D’ou,
H(‘TIJIZ)HXXX =K ||T(x17x2>HX><X 70 <p< L.
Puisque les fonctions fj et hy, sont bornées (d’apres (Hy)) , alors grace a (3.3.7), on obtient :

(1, 22) || o x < Miri&%@k,() <p<l.

Finalement, 2 est borné.

D’ou, le probléme (3.3.1) — (3.3.2) admet au moins une solution sur .J.H



Conclusion Générale

Dans le cadre de notre projet de fin d’études, nous avons eu l'opportunité d’aborder un
théme qui porte sur une nouvelle théorie & savoir le calcul fractionnaire. En particulier sur les
équations différentielles fractionnaires singuliéres couplées & dérivées au sens de Caputo avec
différents ordres de dérivation et une singularité arbitraire sur ’axe réel, qui découlent de la
modélisation des phénomenes physiques. Nous avons aussi pris connaisance de 'utilité des
théormes de point fixe, qui nous ont permet d’étudier I'existence et I'unicité des problémes
considérés. Ce travail nous a été bénéfique pour résoudre ces problémes...Dans les années a
venir, nous ésperons élargir notre travail et approfondir nos connaissances dans le domaine

des équations différentielles fractionnaires.
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