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Resumé

Dans ce mémoire on fait la synthése de I'article de M.Cheggag , A.Favini , R.Labbas ,
S.Maingot , A.Medeghri."Elliptic problems with Robin boundary coefficient-operator condi-
tions in general L sobolev spaces and applications".( Bulletin SUSU MMCS),2015,VOL.8,NO.3,PP.56]
77. DIO : 10.14529 / mmp150304.
On étudie une équation différentielle abstraite compléte du second ordre de type ellip-
tique :
u” (z) + 2B (z) + Au(x) = f (2)

avec des conditions aux limites de Robin & coefficient opérateur dans les espaces L (0, 1; X) ]
X Banach
uw' (0) — Hu(0) =dp ,u(l) =y

pour obtenir une solution vérifiant ’existence, I'unicité et la régularité maximale, c’est a
dire une fonction u telle que :

iyu € W2P(0,1; X) N LP(0,1; D(A)),u’ € LP(0,1; D(B)) .
it)u(0) € D(H).
iti)u vérifie (1).
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Introduction

Dans ce mémoire on fait la synthése de ’article de M.Cheggag , A.Favini , R.Labbas
, S.Maingot , A.Medeghri."Elliptic problems with Robin boundary coefficient-operator condi-
tions in general L? sobolev spaces and applications".( Bulletin SUSU MMCS),2015,VOL.8,NO.3,PP.56]
77. DIO : 10.14529 / mmp150304.
On étudie une équation différentielle abstraite compléte du second ordre de type elliptique

u" (z) + 2Bu' (z) + Au(z) = f (z) (1)

avec des conditions aux limites de Robin a coefficient opérateur dans les espaces L (0, 1; X) ]
X Banach
uw (0) — Hu(0) =do ,u (1) = uy

pour obtenir une solution vérifiant ’existence, I'unicité et la régularité maximale, c’est a
dire une fonction u telle que :

iyu e W2 (0,1;X)N L, (0,1; D(A)) o € L? (0, 1; D(B)).
it)u(0) € D(H). (2)
iii)u vérifie (1).

Dans une premiére étape on étudie le probléme :

W (x) + (L — M)/ () — LMu (z) = f (x) (3)
W (0) — Hu(0) =do ,u(l) =uy

Ou L et M sont deux opérateurs linéaires fermés et :

L—MC 2Bet LM C—A (4)

Définition 0.1 Soit P et (Q deux opérateurs linéaires dans X, on dit que P C () si :
i)D(P) c D(Q)
it)Vp € D(P) ona : P = Q

Une solution classique de (3) est définie par :

iyu € W2P(0,1; X) N LP (0,1; D(LM)) v’ € L? (0,1; D(L — M)) .
it)u(0) € D(H). (5)

iti)u vérifie (3).
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Remarque 0.1 A partir de (4), une solution classique u de (3) sera une solution classique
de (1).

Dans ce travail on suppose que :
X est UMD (6)

Définition 0.2 soit X un espace de Banach et p € |1,+o0o[on dit que X est UMD si et
seulement si la transformation de Hilbert est continue dans LP (R, X)

Plusieurs auteurs ont étudié 1’équation :

u” (x) +2Bu (z) + Au(z) = f (x) .z € (0,1)

avec des conditions aux limites de Dirichlet :

u (0) = ug
{ u(l) = uy
quand f € LP(0,1: X),1<p<+oo. et f€C?(0,1;X),0 € (0,1)
Dans ce travail on utilise les conditions aux limites de Robin en 0. v/ (0) — Hu (0) = dy
, avec H un opérateur linéaire fermé, ce cas est compliqué car les domaines sont différents.
Dans 'article [2] les auteurs ont étudié le casou B = 0 avec f € LP(0,1: X), 1 <p < 400
et dans [4] pour f € C?(0,1;X),0 € (0,1).
Le cas ou B génére un groupe est traité dans article [3].
Les techniques utilisées sont basées sur les semi groupes, la théorie des sommes d’opéra-
teurs (’approche de Dore-Venni), les résultats de Pruss-Sohr et le théoréme de réitération
dans la théorie d’interpolation.

Remarque 0.2 Tous les articles cités précédemment ont utilisé le cas commutatif (A, B et
L, M commutent) Le cadre non commutatif a été étudié dans article [8] pour le probléme
de Dirichlet suivant :

uw(0) = ug, u(l) =wuy

avec w > 0 assez grand
Cette nouvelle approche peut étre utilisée dans des études futures pour résoudre les diffé-
rentes équations avec les conditions aux limites de Robin dans le cas non-commutatif.

{ u' (z) 4+ 2Bu (z) + Au(x) —wu(z) = f(z),z € (0,1).

Ce mémoire est composé d’une introduction et de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur les opérateurs, les semi groupes, défini-
tions de quelques espaces fonctionnels, les espaces d’interpolations et les sommes d’opérateurs
Dore-Venni.

Dans le deuxiéme chapitre on donne les hypothéses et on construit une représentation de
la solution du probléme (3) en s’inspirant du cas scalaire. On donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour obtenir une unique solution stricte satisfaisant la régularité maximale.

Dans le troisieme chapitre, on applique le résultat du deuxiéme chapitre pour obtenir un
résultat final pour le probléme (1) avec

L=B—-(B*-AY?et M=-B-(B>-A)Y2
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Et, dans le dernier chapitre on donne des applications a des exemples concrets d’équations
a dérivées partielles.



Chapitre 1

Rappels

On rappelle dans cette partie, les notions fondamentales qui seront utilisées par la suite.

1.1 Définition et propriétés des opérateurs

Définition 1.1 soit X un espace de Banach, on dit que A est un opérateur linéaire sur X
si et seulement si c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A)
(D(A) le domaine de définition de A) de X & valeur dans X. ie)

A:D(A) C X — X est linéaire

Propriétés :
Soit A un opérateur linéaire sur X on dit que :

1. Aest bornési: D(A) = X et sup ||Az| < +o0

flzll<1

et on note : A € L(X).

2. A est fermé si et seulement si pour toute suite (), .y € D (A)

tell o, N z e D(A)
elle que : Az, — y Az =y
3. A est fermable si et seulement si pour tout suite (), .y € D (A)
z, — 0 _
telle que : { Az, — y = y=0.

Définition 1.2 on appelle 'ensemble résolvant de 'opérateur A et on note p (A) [ ’en-
semble :

p(A)={ eC: (A- M) existe dans L (X)}

les éléments de p(A) sont appelés les valeurs résolvantes de A et si X\ € p(A), on définit
la résolvante Ry(A) de A au point A\ par :

Ry(A) = (A— D)

11
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Définition 1.3 on appelle le spectre de A et on note o(A) [’ensemble

o (4) =C\ p(4).

Les éléments de o (A) sont appelés les valeurs spectrales de A.

1.2 Les semi groupes

Définition 1.4 soit X un espace de Banach, on définit un semi groupe sur X par une
famille {G(t)},, des opérateurs linéaires bornés vérifiant :

i) propriété algébrique : G(t + s) = G(t).G(s) Vt,s € R,.
ii) Identité dans £(X) :G(0) =1
iii) propriété topologique : liron+ Gt)xr=z.Vere X

t—

Remarque 1.1 si i) vérifiée pour toute s,t € R alors {G(t)},.p est dit groupe.

Définition 1.5 générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe
On appelle générateur infinitésimal d’un Cysemi-groupe (G(t))i>o 'opérateur A définit
par :

Gt)x —x

t—0t

D(A) = {x € X: lim existe dans X}

Vi€ D(A), Az = lim ST

t—0t t

1.3 Semi groupe analytique

Définition 1.6 soient X un espace de Banach et D tel que :
D={2€C:¢ <argz < gy, <0<y}, une famille {G (2)},., forme un semi groupd
analytique dans X si elle vérifie :

i) z — G(Z) est analytique dans D
iil) GO)=1etVre X, lim G(z)z==x.

z—0

reX
iii) V21,20 € D,G (21 + 22) = G (21) .G (22) .

énérateur i itési u i grou ique :
Générateur infinitésimal d’un sem oupe analyt e

Théoréme 1.1 soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire telle que :
1. A est fermé.
2. D4 est dense.

3. p(A)D{AeC*\ReA >0} etV A€ p(A) :
- L
IO = A) | < L0

Alors A est générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe analytique telle que :
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£ 3M > 0¥ > 0: (|G (1) < M.

M
2. %> 0,G (1) € L(X,D(A)) et [|AG (D)l zx) < T

1.4 Définition de quelques espaces

Définition 1.7 espace de Banach
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.8 espace métrique complet
Un espace métrique (X, d) est complet si tout suite de Cauchy dans X est convergente.

Définition 1.9 [l’espace Lp
on appelle espace Lp l’ensemble des fonctions mesurable telle que :

(/|f\Pdm>P < 400 et on note :f € Lp

Définition 1.10 [l’espace L,

soient (E;T.m) un espace mesuré et 1 < p < 400 ; on définit lespace Ly (E,T,m)
comme l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de L, pour la relation d’équivalence
égalité presque partout (= p.p).

Définition 1.11 espace séparé
on dit que l’espace topologique (E;T) est séparé si :
Vee EVye Eo#y= FveV(zx),FJweV(y):vNnw=0.
telle que : 'V (x) est l’ensemble des voisinages de x.

1.5 Les espaces d’interpolation

Soient Fjy, F; deux espaces de Banach, tout deux inclus dans un méme espace vectoriel
topologique séparé F.

on consideére les espaces EyNE; et Eyg+ E; (espace des a € E de la forme a = ap+a4 ,a; €
E; C F) munis des normes (respectivement) :

lall gy, = max ([lallg,  llallz,)

lall gy, = inf (laoll g, + llarllp,)

se sont des espaces de Banach et on a :
EoNE,CE, CEy+E (E;,CE).

On appelle espace intermédiaire (entre FEy, £7) tout espace vectoriel topologique
localement convexe séparé E telle que :

EyNEy CECEy+ L.
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Définition 1.12 soit X un espace de Banach, on désigne par LP (R, X) (1 <p < +00)
l’espace de Banach des fonctions f  fortement mesurables définies pour presque tout t € R

a valeurs dans X telle que :
1

p

+oo
/ Foke| =i
0

LPRy,X) < T0OO.

Définition 1.13 soit p € [1,+oo[ et 6 € [0,1], on dit que x € (Eo, Er),, [espace inter-
médiaire entre g N Ey et By + Eq st et seulement si :

iVt > 0,3 ug(t) € Ey et up(t) € Eytelle que :

x =g (t) +uy (1)

i) t™%ug € LP(Ey) et t'=%u; € LP(E))

1.6 Théorie des sommes d’opérateurs approche de Dore-|
Venni

Dans un espace de Banach X, on considére I’équation suivant :

Au+ Bu = f

Ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines D4 et Dpg inclus dans X
et on pose 'opérateur somme L telle que :
Lu=A+B
{ u € DA N DB
Cette approche s’applique pour un espace UM D X et donne des résultats pour tout f
dans X et utilise des intégrales des puissances complexes de A et B qui sont des opérateurs
BIP.

Définition 1.14 espace UMD
Soit X un espace de Banach et p € |1,+o0[, on dit que X est UMD si et seulement si
la transformation de Hilbert est continue dans LP (R, X).

Définition 1.15 transformation de Hilbert
Soit e €]0,1] et p € ]1,+00[,V f € LP(R) :

Hf = limH. f(z) :lim/md&
e—0 e—0 S
Définition 1.16 opérateur BIP

Soit A un opérateur linéaire fermé on dit que A est BIP siVs € R, A” € L(X) et 3
K > 0,304 €[0,7[Vs € R: ||A®] < Kel*l%4

1.7 Reésultat principal de ’approche de Dore-Venni

Soit X un espace UM D et A,B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines D 4,Dp
denses dans X, vérifiant :
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M
D)p(A) D J+00,0] et IM4 > VA > 0: [[(A+ A) 7| 1) < +Ax

(DV1) 13
ii)p(B) D |+00,0] et 3Mp > OVA > 0: ||(A + B) 1H£(X) - +Bx

iii)VAEp( ALY pep(—B):
(DV2) { (B+p) " (A+A) T = (A+2) (B4

ix)Vs e R, A% € L(X) et Tk >0,304€[0,7], VseR,
| || < kexpls| .

(DV3)  v)VseR,B* € L(X) et Ik >0,305€[0,7[, VseR,
|B*|| < kexp|s|Op.

I m

vi) 04 +0p <m

Théoréme 1.2 (Dore-Venni)

Soit X un espace UMD et sous les hypothéses (DV1),(DV2) et (DV3), l'opérateur L et

Aszzfl
fermé et il existe L' € L(X).tel que : L™" = m/ —dz
sinmz

ot 7y est une courbe verticale continue dans la bande {z € C:0 < Rez < 1}.

1.8 Application de approche de Dore-Venni

On considére le probleme de Cauchy abstrait :

uW(t)+Au(t)=f(@) 0<t<T N
{ w(0) = 0. )

telque: fe X =LP((0,7);Y),0<p<+ocetY est UMD = X et UMD.
A:D(A) — Y linéaire fermé de domaine dense tel que :

HA+AI H<L YA > 0.
14+ A

¢ — A% groupe fortement continue et HAZgH < Cexplslélet0<0,<Z
Onpose: B: D(B)—Y , Bu=u'

D(A)={ue P (0, T;Y),u(t) € D(A)}.

(Au)(t) = Au(t).

(¥) = Bu(t) + Au(t) = f(t). dans X.

On a : B linéaire fermé : R~ U {0} C p(B) Co

A —B)™
' ' ' ( I= L4+ Al
De plus, Vs € R; B® € L (X) : s — B groupe et ||B*|| < C; (1 + s?) exp

5 Isl-

1.8.1 Reésultat

Théoréme 1.3 SiY est UMD et A vérifié les hypothéses, alors¥ f € LP (0,T;Y) 1 <p<
+00, le probléme de Cauchy admet une unique solution u tel que :

w € WY (0,T;Y)NLP(0,T; D (A))
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Remarque 1.2 A générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique et :

t

u(t) = /exp(t—s)Af(s)ds.

0

On a:

t

Au (t) :A/exp(t—s)Af (s)ds.

pour tout f € LP(0,T;X), X espace UMD alors le probléme (*) admet une unique
solution u telle que :

u € W (0,T; X)NLP(0,T; D (A))
et donc, Au € L? (0,7 X).

1.9 Généralités : espace d’interpolation et réitération

Définition 1.17 la classe BIP (X, «) ot « € [0, 7]
u € BIP (X, «) siu est un opérateur linéaire fermé vérifiée :

{J—oo,O[cmu),N(u)={0},R<u>=g< .
-1 .
et 3¢ 2 LYA> 0, [|(w+ A0 1p) < 5
avec N(u), R(u) et p(u) sont respectivement le noyau, le rang et le résolvent de wu.
et :

{VS ERu* € L(X) et;Fc>1:Vs €R, ||u“H£(X) < cexpals| (1.2)

Remarque 1.3 si u vérifié (1.1), alors u admet un puissance complexe u* ¥V z € C, soit
0e€(0,1),g€[l,+oo[,meN,ueR et V opérateur linéaire fermé en X vérifié :
Ju, +oo[ C p (V) et sup|[A(V — )\I)_1||L(X) < +o00.
Et, on considére l'espace d’interpolation (X, D (V') -
1
On définie : (X, D (V)10 = {gb eD(V™), V"¢ e (X,D (V))qu} quand 0 # 5 on

peut utilisé résultat de riétération
(X7D (VZ))Q’(] = <X7D (V))20,q (13)
etona:(D(V),X),,=(X,D(V)),_,, donc d’aprés (1.3) on a :

(D(V*): X)p, = (X;D(VF)), g = (X, D(V)yoag,g (1.4)

et;
Voe (X,D(V))y, & ¢e(X,D(V))

0+1,q



Chapitre 2

Hypothéses et représentation de la
solution du probléme (3) avec les
opérateurs L et M

2.1 Les hypothéses
On étudie le probléme (3) :

{ u’ (x) + (L = M)’ (z) = LMu (z) = f ()
w (0) — Hu (0) = dy ,u (1) = uy

Les opérateurs L, M et H sont des opérateurs linéaires fermés telle que :

1. Domaines de définition D(L) et D(M) :
D(L)=D(M)et D(LM)= D(ML)
2. La commutativité de L et M :
ML=LM
3. La classe BIP de —L et —M :

30,0, € }og[ _LeBIP(X,0;) et — M e BIP(X,0y)

L+ M est inversible et & inverse borné

4. La commutativité des résolvantes de L et M avec 'opérateur H :

VeeDH), Y ep(L),(L—X)"cecD(H) et
{ (L—X) 'He=H(L—-X)"e.

{ VeeDH),Ypuecp(L),(M—pul) " eeD(H) et
(M —pul) " He=H (M — pul) "e.

17
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(2.4)
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On considére 'opérateur A définit par :

DA =D(L)ND(H) et A= (M —H)+ "™ (L+ H)

Et on suppose que :
A est fermé, inversible et a inverse borné (2.7)

Remarque 2.1 Cette derniére hypothése veut dire que le déterminant (dans un certain sens)
de (3) est inversible.
Elle généralise l’hypothése du cas B =0 (voir [3]).

Le résultat principal de ce chapitre est donné par :

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses précédentes et si f € LP(0,1; X) avec 1 < p < 400,
alors le probléme (3) admet une unique solution classique si et seulement si :

A 'dy, uy € (D(LM),X) 1

2p P

2.2 Conséquences des hypothéses

Remarque 2.2 d’apres (2.1) et (2.2) on a :
1. D(L*) =D (M?)=D (ML) =D (LM).
2. Egalités des espaces d’interpolation :
pour § € [0,1],q € [1,4+00] on a : (X, D(L)),, = (X, D(M)),,, et

(X, D(L%),,, = (X.D(M?)),, = (X, D(LM)),, = (X, D(ML)),,

Et,
(Xv D(L))H—é’,q = (Xv D<M>)1+€,q

3. La commutativité des résolvantes de L et M :
VAE (L) Y€ p(M);(L—N)" (M —pl)™ = (M —pl) ™ (L=X)""

Remarque 2.3 résultat de Prus-Sohr
Comme L(ou M) est BIP alors L un générateur infinitésimal d’un semi groupe analy-
tique.

Remarque 2.4 propriétés sur la somme et le produit de L, M

1. L’opérateur (—L — M) est fermé et de plus si L et M inversible alors L + M est
inversible.

2. Comme —L et —M est BIP alors :
—(L+ M) € BIP (X,0) avec § = max (01,0y) +¢, € > 0 et arbitraire (2.8)

donc (L + M) est un générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique.
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3. LM est fermable et LM € BIP (X,0r, 4 0x), la fermeture est donné par Uapplication
directe de corollaire 3 dans [11], mais la on déduit que : D(L) = D(M),et on peut

appliqué le lemme 1, p. 168 dans [7] pour dit que : LM est fermé donc LM €
BIP(X,0,+0y) .

On considére le lemme suivant pour donner quelques propriétés de la commu-
tativité.

Lemme 2.1 d’aprés (2.1) ~(2.6) et (2.7) on a :
1. Soient C € {M,L,L+M},C € {M,L,H},z>0 etec D(C) alors :
e"%c € D(C) et Ce®™c =¢e"C .
2. Soient C € {M,L,L+M},Ce{M, L}, >0,z X etAGp(é’) alors :

1

e (é’ — )\I>_1z = (C’— /\])_ ™z,
3. Soient C € {M,L},c € D(A),A€ p(C), ona:
(C=X)leeD) et (C=A)"Ae=A(C—\) "c.
4. Soient C € {M,L},e € D(C) on a :
CAle=AN'Ce
5. Poure e DIN)=D(H)ND(L) ona:
HA'e=A"'He.
6. Soit x > 0 et L+ M générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique en X véri-

fiant :
e;t(L—i-M) — eacLe;tM — €$M€$L.

Preuve. 1) Soit x > 0ete € D (H), Popérateur C est générateur infinitésimal d’'un Cp—semi
groupe donc on peut appliquer la formule exponentielle suivante :

oot (2(%r-c) ") e (2:9)

n—+oo \ ' \T

et d’apres (2.2), (2.5) et (2.6), on déduit que :
- -1\" . - -1\ "
¢’C e = lim (9 (Br-c) ) Ce= lim (J(ﬁ (2r-c) ) e.
n—+oo \ T \T n—-+00 T \T
et, comme C est fermé, on déduit que e*“c € D(C) et,

Ce™Cec =00 ¢

_ -1
2) On consideére ¢ = (C’ — )\I> z, d’aprés 1) on déduit que :

<C~’— )\I) e*Ce = e*° (C’— )J) €
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<C’— )\I> ™ <é— )J)lz =e*Cz

(C~' — )\I>_l (é’ — )J) e (C’ — /\.7)_1,2 = (C’ — )\I>_l ™z,
O (C=a1) 2 - - (¢~ AI)_l e,
3) Comme ¢ € D(H), d’aprés (2.5),(2.6), on déduit que (C'— A) " e € D (A) et

AC—=M)'e = (M H)+eL+M(L+H)) (C =)
= (M—H)(C—=X)"e4+e™M(L+H)(C -

Et, d’apres (2.2), (2.5), (2.6) et 2) on déduit que :

AC=X)"'e = (C=AX)"(M—H)e+(C =)' M(L+H)e
= (C=X)""Ae.

4) On fixe A € p(C) et soit : y = A7 (C — M) ¢, et ’aprés 3) on a :
(C=X)""Ay=A(C -
Soit e = A (C' = M)A~ (C' — M) ¢, alors,
(C—=AN)A'e=A1(C—A)e.done,C A'e=A"Cc¢.
5)Siee D(A)ona AAle=A"1 A, ona:
(M—H)+e""™M(L+H)AN'e=A"((M—-H)+e"™M(L+H))e.
Donc;

MA e+ el™ A e — ([ L+M) HA e
= A 'Me+ At MLe — AN (1 — MM He

et;
(I —e"™)HA 'e = A" (I —"™M)He = (I — M) A" He.

(I — elt+M ) est inversible et & inverse borné donc :
HA 'e = A 'He.

6) On applique 2) on trouve pour x € |0, +oo[,n € N :

el (@ (ﬁf - M>_1) - <@ (ﬁl . M>_1) el
r \x T \x
Et, d’aprés (2.9), on déduit que e*” e™™ = "Ml et (e?le™M)

fortement continu, on note d’aprés (2.4)
L+M est fermé, on déduit que L+ M est générateur d’un semi groupe produit (e”L M )Z> 0 I

250 est un semi groupe
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2.3 Représentation de la solution

A partir de (6) et (2.1) ~ (2.7), supposons que le probléeme (3) admet une solution
classique u telle que :

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(LM));u' € LP(0,1; D(L — M)).
uo = u(0) € D(H) et on peut écrire :

{ u'()+ (L — M)+ LMu(.) € LP(0,1; X), = € (0;1)
u(0) = up, u(l) = uy.

Alors,
u(0),u(1) € (D(LQ),X)ﬁp = (D(M2),X)$7p (2.10)
voir([7, théoréeme 5, p. 173]).
D’autre part, d’apres (1.4) on a :
(D(L2),X) 5, = (X, D(L))y s, = {¢ e D(L): Lo € (X, D(L))l_%’q}
et,
u(0),u(1) € D(L) = D(M). (2.11)
D’apres [6], pour z € (0,1), u satisfait :
u(x) = eMeg 4+ ey 4 I, 4 T, (2.12)
ou :
T 1
I =(L+M)™" / @M f(5)ds et J, = (L+M)™" / e f(5)ds.
0 T
Maintenant, on détermine les constants g, £; pour obtenir une représentation finale
de u.

A partir des conditions aux limites du probléme (3) :
u' (0) — Hu(0) = do, u(1) = uy (2.13)
D’aprés (2.11) on a : €g,e1 € D(L) = D(M), alors :
u(0) = o + eley + Jo.
pour z € (0,1), on a :
u (z) = Me®Mey — LeW9Ley + M, — LJ,. (2.14)

donc,
u' (0) = Meg — Le*s; — LJg
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telle que,
Atu(0) = Ateg + A tele, + A1
A7M(0) = At Meg — At Letey — A71LJ,
comme A™Y(X) = D(H)ND(L)=D(H)ND(M), on a:
{ HA71U<0) = HAilﬁg + HA71€L€1 + HAflj()

A4(0) = AP Meg — A Leley — AL, (2.15)

Atdy = A7 (0 (0) — Hu(0))
d’apres (2.15), et on utilise le lemme (1) et (2.11), on trouve :
Atldy = A (0) — HA 'u(0)
(M — H)A'eg — (L+ H)A ey — (L+ H)A

et comme

Uy = €M€0 +ée1+ Il
alors,

1 =U1 — 6M€0 — ]1
on trouve :

A'dy = (M—H)A'eo— (L+H)A "e" (wg —eMeg— 1) — (L+ H) A" J
(M —H)+e"™(L+H)|A'eg— (L+H)A'e" (uy — ;) — (L+ H) A"y
= go— (L+H)AN e (uy — ) — (L + H) A d,.
alors,
eo=A"do+ (L+ H)A " [ePuy — e" [ + Jo] (2.16)
et,
e1=—eM(L+H)A™ [eLul —efn + Jo} —eMA Yy +u; — 1L (2.17)
Finalement, on remplace &g, €1, et on déduit la représentation de w :
1
ux) = e [A o+ (L+ H)A et uy] —e™ (L+ H)A'e" (L + M) / 1M £ (5)ds

0
1

+e"™M (L+ H)A™ (L + M) /eSLf(s)ds
0

eI (1 — (L + H) A7 teTH My — A~teMdy)
1

—e (L HYeMA (L + M)™! / et f(s)ds
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alors on écrit :

u(@) =Sz, fo, [ [ M)+S(1—= fi,fQA—.),L)+R(z,Tfi,M)—R(1—=z,fo+Te" f1,L)

(2.18)
telle que :
T=(L+H)A'eL(X) (2.19)
1
fo=Atdy+T(L+ M)f1 /eSLf(s)ds (2.20)
0
1
fi=u — (L4 M) / e1=9M £ (5)ds (2.21)
0
Et, pour o € X et C =L ou M :
S(z,¢, f,c)=eCp+ (L+ M) / @90 f(s)ds. (222)
0

R (x, (b’ C) _ emC€L+M_C¢.

Remarque 2.5 si le probléme (3) admet une solution classique u, alors elle est unique et
déterminée par (2.18).

2.4 Lemmes techniques

Lemme 2.2 Soient (6) et —C € BIP (X, «) avec a € [O,g[ et p€]l,+oo[ on a :
1. Vge L?(0,1;X) :

T — C’/e(xs)og(s)ds € L(0,1;X). (2.23)
0

2. Vge LP(0,1;X) :
1

T — Ce$c/escg(s)ds € LP(0,1;X). (2.24)
0

Preuve. pour 1) voir rappel (application de Dore-Venni)
et pour 2) on a :

1 T 1

Cew/escg(s)ds = Ce”‘”c/esog(s)ds+C€xo/escg(s)ds

0 0 x
1 1

= C’/e(x_s)ce%cg(s)ds—f—Ce2mc/e(s_w)cg(s)ds

0 T
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1
D’ou d’aprés (1) et [7] on a : C’ezc/escg(s)ds €eLl?(0,1;X). m

0
On utilise un résultat d’interpolation : si C' est générateur infinitésimal d’un semi
groupe analytique et pour tout ¢ € |1, +oo[,m € N\ {0} :

pe(D(C™),X)1 , &z C"e"“pe L90,1;X) (2.25)

mp’

Et, par exemple si (m =1 oum =2) on a:

¢ € (D(C),X)
¢ € (D(C?),X)

1, ST CeCp e LP(0,1; X)
a1, e r— e e LP(0,1; X)

(2.26)

N

(voir [12]).

Lemme 2.3 Soit (6) et (2.1) «~ (2.4), et pour C = L ou M et Ay € p(C) on a :

)
1. ¢ €(D (C%,X)ip@ (C —Xol)CeCp € LP(0,1; X).
Q.Qbe(D(O?),X)%p(:)( +M—C)Ce®p € LP(0,1; X).
3. gbe(D(CQ),X)ﬁp«:)(LJrM )’ eC¢p e LP(0,1; X).

Preuve. 1) On sait que :

r C2emcgb€Lp(0,1;X)<:>x»—>m%02e‘cqb€Lf(0,1;X)
= 0 (D(C);X),,

car C' est un générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique.
Soit A\g € p(C), si ¢ € (D(C’Q);X)#Jg, alors,

1
[Ce™“s|, = |CeCo+ / C?e*“ pds

z X

IA

Clolly + [ ez s

Et, d’aprés I'inégalité de Holder on a :

_1
Cliollx + (1 - x)l P ||C2€'C¢HLP(0,1;X)
C
6l

lces]ly <

(C = XoI) Ce™)p = C%e*p — \gCe™p € LP(0,1; X)

Et, d’autre part si :
(C — XoI)Ce™ ¢ € LP(0,1; X)
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alors,

CeCp = (C = MI) ™" (C = Nl) Ce™ € LP(0, 1 X)
et,

C2e*C ¢ = (C' — AoI) Ce™d + A\oCe*C ¢ € LP(0,1; X)
alors,

XS (D(CQ),X)ﬁvp

2) On pose C' = L (méme démonstration pour C' = M), si ¢ € (D(C’Q),X)%’P, et
M(L —I)"' € L(X), on obtient d’apres (1) :

MLet¢ = M(L—1)"YL —I)Le*¢ € LP(0,1; X)
D’autre part, si M Le'*¢ € LP(0,1; X) alors,

Let¢ = L(M—I)(M—1)"tely
= (M —I)"'LMe*¢ — L(M — I) ety

alors,
Let¢ € LP(0,1; X)

et d’apres :

L*et¢p = LM —1)(M—1)"teto
LM —D)"'LMe* ¢ — L(M —I)*Le*¢

On déduit que : L?el¢ € LP(0,1; X) et de (2.26) on obtient :
2
Qb € (D(L )aX)ﬁp

3) On prend C = L :
Si ¢ € (D(L?), X)), alors Me*¢ € LP(0,1; X) car :

3P

Met¢ = M(L—1)"YL—I)e*¢
= M(L—-I)"Let¢ — M(L—1I)"telo.

de 2) on déduit que M?el¢p € L7(0,1; X) car :

M?et¢ = M(L—1)"'M(L—1I)e*¢
= M(L—-I1)"'"MLe*¢p — M(L—1)"*Met¢

d’autre part, si M2el¢ € LP(0,1; X) et Metp € LP(0,1; X) car

Met¢y = MM —-1)(M —1)"teto
= (M —I)"'"M?e"¢p— M(M —1)"'e"g.

mais,

LMe*t¢ LM(M —I)(M —I)"tet¢

LM —I)*M?et¢ — L(M — I)"*Metg.
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donc, LMet¢ € LP(0,1; X), et d’apres 2) :

2P’p

¢ € (D(L?),X) ,

Maintenant, on étudie la régularité des termes R et S :

Lemme 2.4 Soient (6),(2.1) «~ (2.7), et C = L ou M et ¢ € X, pour le terme régulier
défini par R(.,$,C) on a :

LMR(.,0,C), L*R(.,0,C), M*R(.,¢,C) € LF(0,1; X).
Preuve. pour C'=L ou M, on a :
M= e D(L?) = D(ML) = D(LM) = D(M?).
et pour z € (0,1) on a :
LMR (z,¢,C) = e M LeF™M=C g,
donc, LM R (x, ¢, C) est borné et dans LP(0, 1; X') et méme pour LR (., ¢, C) et M2R (., $,C) |
Maintenant, concernant le terme singulier S(., fo, f, M) on a :

Proposition 2.1 Soient (6) , (2.1) «~ (2.7), f € L*(0,1; X),1 < p < +oo et P € {LM, M? L?} |
alors :

PS(., fo, f,M) € LP(0,1; X) <= A~'dy € (D(LM), X)

D*

[ V]
w\“

Preuve. Soit :

( x
l(z,9,C)=LM(L+ M)™! /e(x_s)cg(s)ds.
o (2.27)
m(z,g,C) = LM (L + M)~ te*® / esLHM=C) g (s)ds.
0

\

d’apres la commutativité de L, M on peut écrire pour y € D(L) = D(M) :
LM(L+ M) 'y=(L+M—C)(L+ M) 'Cy.

donc on a :
(z,9,C)=(L+M —C)(L+ M)lC/e(‘”S)Cg(s)ds.

0
1

m(z,g,C) = (L+ M — C)(L+ M) 1Ce*® / eSIAM=C))g(5)ds.

\ 0
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comme (L+ M —C)(L+ M) € L(X), on a:
I[(.,9,C) € LP(0,1; X). (2.28)

et,
1

— (L4 M — C)e*EFM=0) /eS(L+M_C))g(3)ds c L¥(0,1; X).
0
alors, d’aprés (2.26) on a :
1
/es(L+Mc)g(s)ds €(D(L+M-0C);X)
0

3=

et,
1

T Cexc/eS(L+MC)g(s)ds € L*(0,1; X).
0

alors,
m(.,g,C) € L*(0,1; X) (2.29)

Par exemple si P = LM, pour z € (0,1) on a :

T

PS(x, fo, f,M) = LMe™ fo+ LM(L+ M)~ / M f(s)ds

0
x

= LMe™A'dy+ LM(L+ M) / e@=IM £ (s5)ds

0
1
+LMe™M (L + H)A (L + M)™! / el f(s)ds
0

= Me™MLA Y dy+ Uz, f, M) + (L + H)A 'm(z, f, M).
et comme LA™Y HA™! € £(X), d’aprés (2.28),(2.29) et (2.26) on déduit que :

PS(., fo, f, M) LP(0,1; X) <= MeMLA'dy € L7(0,1; X)

LA™Yy € (D(M); X)1, = (D(L); X)1,,

Ady € (X;D(L)),_ 1 p
Aty € (X; D(L?)), i,
A~y € (D(L%); X) 1,
A~ldy € (D(LM); X)a,

2P

MIHIM

méme chose pour P = L? ot M?. m
Et, pour le terme S(1 — ., f1, f(1 —.), L) on a la proposition suivante :
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Proposition 2.2 d’aprés (6) et (2.1) « (2.7),s0it f € LP(0,1;X) et P € {LM,M?, L*}

alors :
PSA—. fi,f(1—=.),L)e LP(0,1;X) <= uy € (D(LM); X)

1.
3p P

tel que :
1

fi=u — (L+ M) / e(l_s)Mf(s)ds

0

Preuve. on prend P = LM (méme chose pour P = L? et P = M?)
on a :

1—x
PS(1 -z fi,f(l—2),L) = LMY Lf + LM(L+ M)™? / =9 £(1 — 5)ds

0

1—x

= LMYy + LM(L+ M)~} / eU=e=9L £(1 — s)ds

0
1

—~LM(L+ M)~ / eMf(1 - s)ds
0
= LMWLy + 11—, f(1—.),L)—m(l—z, f(1—".),L).

donc, d’aprés lemme (3) et 2) on a :
PS(1— . fi,f(1—.),L) € LP0,1;X) <= LMeIluyy € LP(0,1; X)
© W eDD,,
= we(X;D(L), 4,
= u € (X D(L?)),_ R
= w € (DL X),,

2P

2.5 Résultat de probléme (3) avec les opérateurs L et
M

Théoréme 2.2 Soient (6) et (2.1) «~ (2.7), et f € LP(0,1; X) avec p € ]1,400], le probléme
(3) admet une solution classique u si et seulement si :

A tdy,uy € (D(LM); X) 1

2p P

dans ce cas, u est unique et définie par :
U(.T) :S<$,f0,f,M)+S<1—I7f1,f(1_-),L>+R<I,Tf1,M)_R(l—x,fo—i—TeLfl,L)

telle que : S, R, T, fo et f1 sont déterminé par (2.19) «~ (2.22).
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Preuve. si le probléme (3) admet une solution classique u détermine par (2.18) :
U(ZL’) = S(l’, f07 f7 M)+S(1—ZE, fl; f(]-_)7 L)+R(l’7 Tfh M)_R(]-_Ia fU+T€Lf17 L) (230)

on étudie la régularité de (2.30) alors,
A partir de lemme (4) on a :

LMR(z,Tf,, M) — LMR(1 —x; fo + Te* f,, L) € LP(0,1; X).
et du lemme (1) et la formule (2) on a :

LMS(., fo, f, M) € L?(0,1;X) & A~*dy € (D(LM); X) » ,
LMS(1— ., fi, f(1—.),L) € LP(0,1; X) & uy € (D(LM); X)

1
2p P
Finalement on a :

LMu € L*(0,1; X) & A do,us € (D(LM); X) 1 p

D’autre part, on étudie la régularité de (L — M)u/(z), on a :
u'(z) = MS(z, fo, f, M)+LR(1—x, fo+Te* fi, L)~ LS(1—x, f1, f(1—.), L)+ MR(z, T f,, M)
donc,
(L— MW (r) = (L—M)MS(x, fo, f, M)+ (L — M)LR(1 —x, fo + Te" f1, L)
—(L—M)LS(1 —z, fi, f(1 —.),L) + (L — M)MR(z, T fy, M)

= (LM — M?*)S(x, fo, f, M)+ (L* — LM)R(1 — z, fy + Te* f,, L)
—(L? = LM)S(1 —z, f1, f(1 =), L) + (LM — M?*)R(x, T f,, M).

On utilise encore une fois le lemme (4) et les propositions (1) et (2), on obtient :

LMu' € LP(0,1;X) & A™'do,uy € (D(LM); X) 1.

Pvp.

D’ou u vérifie la régularité.
Maintenant,
on a:

u'(z) = M2S(z, fo, f, M)—L*R(1—x, fo+Te* fi, L)+L*S(1—x, f1, f(1=.), L)+ M*R(x, T fy, M)+ f(x) ]
(2.31)
on utilise (2.18),(2.31) et :

M?+(L—- MM —-LM =1L*>-(L-—M)L—-—LMCO
on obtient :

u'(z) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = [M?*+4(L—M)M — LM] S(z, fo, f, M)
—[L*—(L—M)L—LM]| R(1 -z, fo+ Te"f1,L)
+[L*—(L-M)L—LM|S(1—=,fi, f(1-.),L)
+ [M?+ (L — M)M — LM]| R(z,T f, M) + f(z)

= f(@).
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A partir de (2.18) on a :

U(l) = S(l7f0;f7M) _R(O7fO+T€Lf1;L>+S(07f17f(1 - )7L) +R(17Tf17M)

alors,

1
u(t) = efo+ (L+ M) / UM f(s)ds — e [fo+ (L+ H)A'e" fi]
0
4 (L+ H)A by

= fir (L) [ (s =
0

U(O) = S<07f07faM) +S(17f17f(1 - )aL> +R<O,Tf1,M) _R<1’f0+T€L>f17L)

1
= fotrel it (L+M)Y [ el f(s)ds + (L+ H)A el fi — ™ (fo + (L + H)A el f1)

0
1

— (L= MY fo b [T (1= ML+ YA P fy 4 (L + M) / el f(s)ds.

alors,

u(0) = AT —e"™)dy + AL+ M)e” [ul —(L+ M)l/e(ls)Mf(s)ds]

0
1

+ A+ ="M L+ H)|AN(L+M)! /eSLf(s)ds.

donc on a : u(0) € D(H) et;

u'(0) = MS(0, fo, f, M)+ LR(1, fo + Te* fi, L) — LS(1, fi, f(1 =), L) + MR(0,T f;, M)
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alors,

u'(0) — Hu(0) = (M — H)S(0, fo, f, M) + (L + H)R(1, fo +Te" fi, L)
—(L+H)S(, fr, f(L =), L) + (M = H)R(0,T'f, M)
= (M~ H)fo+ (L+H)e"™M(fo+ (L+ H)Ae" f1)
—(L+ H)e"f,) — (L+H)(L+ M) /e(l_S)Lf(l —8)ds + (M — H)(L + H)A ¢’
= Afo+(L+H)[(M—H)+e"™(L+H)— A A" fy
—(L+ H)(L+ M) / UL F(1 — 5)ds

= dy+(L+H)(L+M)! /eSLf(s)ds —(L+ H)(L+ M) /eSLf(s)ds

— do.
n
Remarque 2.6 d’aprés (6) et (2.1) «~ (2.7) si :

dy € (D(M),X)%,p ,up € (D(M?), X) 1

2p P

et :
A tdy,uy € (D(M?), X) 1

2p P

comme A~ (X) C D(L) = D(M), donc le probléme (3) admet une solution classique u.



Chapitre 3

Retour au probléme (1) avec les
opérateurs A et B

3.1 Les hypothéses :
On considére le probléme (1) suivant :

{ u'(x) +2Bu/(z) + Au(z) = f(x) 2 €(0,1)
uw'(0) — Hu(0) = do , u(l) = uy.

Les hypotheses suivantes sur les opérateurs A, B et H :

On suppose L et M telle que :

N[
[V

L=B-(B*~A)2 e M=-B-(B*>-A)

B? — A est un opérateur linéaire fermé en X.|—o00,0[ C p(B? — A) et,
sup [[A(AT + B? — A) 7| (5 < +o0. (3.1)
A>0

L’opérateur —(B? — A)% est générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique en
X.(voir [1])

D((B?— A)?) c D(B). (3.2)

et,
305,00 € ]0, g [ . —L € BIP(X,0),—M € BIP (X,0y). (3.3)
Vy € D(B), (B? — A)"2By = B(B? — A) 2y, (3.4)

{ Ve € D(H),YA € p(L), (L—A)""e € D(H) et (3.5)

(L=X)"He=H(L—-\)"e.

32
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Ve € D(H),Yu € p(M),(M — ul)™ e € D(H) et (3.6)
(M —pl) " He=H (M — pul) " e. '
et on suppose que :
D(A) =D(L)ND(H) et A= (M — H) + "™ (L + H)
telle que :
A est inversible et fermé et a inverse borné. (3.7)

Remarque 3.1 d’aprés (3.1) «~ (3.5) on a :
1. D(L) = D(M) = D((B% — A)2)) alors,
D(L — M) = D(L+ M) = D((B*>— A)?) c D(B).

car L—M C 2B, L+M = —2(B*— A)z et 0€ p(L+ M).
2. D(ML) = D(LM) = D(B*— A) et ML = LM C —A.

3.2 Résultat du probléme (1) avec les opérateurs A et
B

Théoréme 3.1 Soient (6) et (3.1) « (3.7), et f € LP(0,1; X) avec p € |1, +00], le probléme
(1) admet une solution classique u vérifiant :

we LP(0,1;D(B? — A)) et ' € LP(0,1; D(B? — A)?)
st et seulement si :

A7ldo € (D(B® = A);X) . et wi € (D(B® = A); X) ,

2p? ﬂvp

avec u déterminée par (2.18).

3.3 Cas ou A est inversible
Cela concerne les cas ou A est toujours inversible.
Proposition 3.1 Soit (6) et (2.1) « (2.6) si :
M — H est fermé et 0 € p(M — H) (3.8)

et
H (I = XM (L 4+ M) (P (M — H)™!

< 1. 3.9
) (3.9)

donc (2.7) est vérifiée et, on peut appliquer théoréme (1).
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L+M

Preuve. comme [ — ¢ est inversible et son inverse borné ([10]) on peut écrit :

A = (M—-H)—e"™M[(M-H)—L—- M|
= (M —H)— (M- H)e"™M (L + M)el™
= [I—e""M4(L+M)e"™M-H)'|(M—-H)
= (I- L+M) [T+ (I —e"™)y" YL+ M)e"™(M—-H)™'| (M- H)
= G(M - H).
avec; G = (I — e!™M) [T+ (I — e"™M)"Y (L + M)el™M(M — H)'] € L(X).

maintenant, 0 € p(G) a partir de (3.9) et d’aprés (3.8) on déduit que :
A = G(M — H) est inversible et a inverse borné. m

Remarque 3.2 1. La proposition (3) reste vraie si on remplace (3.9) par :

{ pour ny € N\ {0} :

[[(1 = M) 7HL + M)e M (M — H)_l}mHL(X) <1

2. d’aprés (3.8),(6) et (2.1) «~ (2.6) si on a :

~M € BIP(X,0y)
H € BIP(X,0y) avec 0y € (0,7)
0€p(M)Up(H) et 0p + 6y € (0,m)

alors (—M) + H est fermé et inversible et & un inverse borné [8].

3. le probléeme spectral avec le paramétre w > wo(ot wo > 0,fizé)

{ u(x) + 2Bu/(z) + Au(z) — wu(z) = f(z) ,x € (0,1)
' (0) — Hu(0) = do, u(1) = u;.

(3.10)
est étudié dans [5] tel que :

Ay=A—wl, Ly=B—(B*—A,)% et M,=—B— (B*—A,)%.
alors le probléme (3.10) devient :

{ uw'(z) + (L, — My)u'(x) — LyMyu(x) = f(z) ,z € (0,1)
uw'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy.

et donc on peut appliquer les résultats de notre travail, on remplace L, M par L., M,,.

Dans un cas particulier, le paramétre spectral w est utilisé pour obtenir (3.9) quand w
assez grand et (2.7) par la proposition (3).

Proposition 3.2 d’aprés (6) et (2.1) «~ (2.6) si
M — H est fermé et 0 € p(M — H)
et pour ny € N\ {0} :
L+ E)M = H) )y <1

alors (2.7) est vérifié et on peut appliquer théoréme (1).
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Preuve. on écrit :
A=(M—H)+ ML+ H)

alors,

A = [IT+e"M(L+H)Y(M-H)"](M-H)
= (I-C)(M - H).

ot: C = —el™(L+H)(M— H)™! alors (2.7) est vérifié si et seulement si : 0 € p(I —C).
D’apreés la preuve de lemme (2 dans [4])
: -5
o I >1,30>0Yy>0: ||/ < ke,
e In; e N\ {0} : !!ezknl(L+M)“£(X) < ke o < 1,

Alors,HC’“"lHﬁ(X) <1donc0e€ p(I—CF1)etdoulep(l—C) m

3.4 Des cas particuliers

On considere le probleme (3) et (6),(2.1) - (2.6) :
1. Si H=—L alors A = M + L et (2.7) est vérifié.
2. Si —3(L— M) C H alors A = 5(L+ M)(I + e*™) et (2.7) vérifie.

On considere le probleme (1) et (3.1) «~ (3.6) :
si H=—B+ (B2 — A)2 on —B alors (3.7) est vérifié.



Chapitre 4

Exemples

4.1 Exemple 1

Considérons 'opérateur K tel que :

—K est BIP et 0 € p(K) (*)
avec,
alors,
A=M+ L = —-2vV—K est inversible et a inverse borné.
et,
1 . it
—L=(-K): (-L)"=(-K)z (teR).

donc,

L-Mc0e —-—ML=K.
Alors, le probléme (3) s’écrit :
u'(z) + Ku(x) = f(x) z€(0,1)
u'(0) — v/ —=Ku(0) = dp.
u(1l) = uy.
Il est clair que K vérifie les hypothéses (2.1) « (2.6) donc on peut appliquer les résultats
du chapitre (02).
Par exemple, soient X = LP(Q2), 1 < p < 400 et Q un ouvert de R" et K = A — ¢l
(c>0).

Remarque 4.1 lopérateur K = A — ¢l (c > 0) vérifie (x). (voire [9]).

4.2 Exemple 2

On considére X = L?(R) et L, M deux opérateurs en X définie par :

D(L) = D(M) = H?(R).

0u  Ou 0%u
Lu:aa—y?+ba—y+cu, ]\4u:aa—y2
(a,b,c € R, a>0,¢<0).

36
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Alors, on a :
2
(L—M)u = bg—y—i—cu et (L+M)u—2ag—;+bg—y+cu
avec : 0€ p(L+ M).
et,
Mu  Pu O*u

(LM)u=a (a8y4 b8y3 Cay2>

on prend :

Donc, le probléme (3) s’écrit :

0%u 9%u ou 0*u 3 0%u

_ _ 1 R.
g:c?(x’y) +b(abayax +Cax) (z,) (ay4 +b8y3 +Cay2) (z,y) = f(r,y) z€(0,1), y €
2(0,9) + 25 (0,9) + cu(0,y) = do () .y € R.

ox 2 dy 2
u (1, y)—ul(y), y €R.

Alors, les opérateurs vérifiant les hypothéses (2.1) « (2.6) donc on peut appliquer les
résultats du chapitre (02).

Remarque 4.2 on peut généraliser dans R™ et on définit les opérateurs :

Lu = _Zaazl (a”a >u+ZbaxZ

3,0=1

.0 0
Mu = Z a—yZ (ai’ja_yj> u.

ij=1

(voir [11])

4.3 Exemple 3

On considere les opérateurs L, M vérifiant (2.1) «~ (2.5) et I'opérateur H vérifiant (2.6),
posons :
M — H a inverse borné.

il reste & obtenir (2.7). Mais, comme il est indiqué dans la proposition (4), on a :
A=[I+e"™(L+H)(M-H)'](M-H).
avec : (L+H)(M — H)™' € £L(X)

|e" ™ (L + H) (M — H)_1||L(X) .
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Maintenant, si on remplace L par :
Ls =L — 41 avec, 6 > 0 assez grand.

et Ls, M et H vérifiant (2.1) « (2.7)

le™ 2 (L + H) (M = H) 7 oy < [l oy € (L H) (M = H) 7|
+5||€L6Hc(X)He (M —H)" H.c
< eﬂsHeL“c(X)HGM(LJrH)(M H Hz:(X)

+5€76”6LH5(X)H6 (M —H)" HL

alors,

"™ (Ls + H) (M — H)™ <1 pour § > 0 assez grand.

) e

4.4 Exemple 4

On va étudier I’équation de la chaleur particuliere suivante (dimension 2) en vue de bien
mettre en relief les techniques des multiplicateurs de Fourier et de transfert pour majorer
les puissances imaginaires pures d’opérateurs positifs et appliquer les résultats des sommes
de Dore-Venni dans les espaces LP qui sont UM D pour tout p € (1,00).(vaoir [11]).

%(t,x,y)_ ( )g:(txy)—i—b( )a—(tary)+f(twy)
y) €

u(0,z,y) =0 (z,
u(t,o)=0 (t,0)€]0, [

Q2 est Pouvert particulier |0,1[ x |0,1[. f € LP(0,T;LP(2)) et a,b sont des fonctions
particulieres de L™ (Q2) :

| aq pour z € [0, 21].
a(z) = { f, pour x € |xq,1].

b(y) _ { Qi pour y € [anl[
By pour y € Jy1, 1]
avec par exemple : a3 < 3, ; g < [,.
(On a choisi arbitrairement une discontinuité de a et de b respectivement en x; et y;)
Posons alors :

D (Ay) =W (0,1)NnW,"(0,1) Aw=a(z)v" pour ve D(A).

Proposition 4.1 L’opérateur linéaire fermé A, vérifie :
K

i) p(A1) D0, +oof et IK >0,/ H(Al B _1||L(LP(O,1)) D\

IN

VA > 0.
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i) 3K >0,/¥s eR(-A)" € LI (0,1) et [ (-

Preuve. Pour le point i) on résoudre explicitement l’équation :

{ a(:c))v”(x)—kv(x):g(x) geLP(0,1),A>0

On peut voir que ce probléme admet une unique solution v € WP (0,1) N W,™* (0,1)
et que :

{(Ai=N)""g=0v(2)}

e~ A ai(s—x)

/ N (o Ris) ot
/

e~ A/ B1(s—x) <1

VB

O\
)
[
>
< ?
Sl =
£
T~
2|
_l’_
O
=
B
»
>
\_/
&.
@
+

g+ R )\)) (s

ot (%) est vraie pour 0 < x < 1 et (xx) pour 1 > x > xy et :

X 3 (eza/A/al — e 2V Maa(s) _ =2/ Men(l-a) 4 —2 /)\/al(lx+s)>
1\Z, s, -

1 _ 6—2\/)\/(11

Les autres termes Q; et R; s’obtiennent par symétrie. 1l est classique grice a la symétrie
du noyau et au lemme de Schur d’en déduit 7).

Pour le point ii) on utilise la représentation intégrale suivante pour la puissance com-
plexe d’un opérateur linéaire fermé (voir Triebel) pour 0 < Re(z) < 1/2:

[e.o]

[(—Al)_z g] () = /)\ 2l(—Ap + )\)_1 g} (x) dA

1—z
0
(

ill’j () pour x €[0,1/2]

j=4
Z I (z) pour xe€]l/2,1]
j=1
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pour I, on a:

1 > eV a9
ni) = ST [ ( [ s FOL

207°T (1 — 22)
r1—2T~(z)

I
oS~——=
—
s
N—
[\~]
N
L
Q
—
o
SN—
QL
&

~207°T (1 —22) § .

avec

On sait que :

F(®.) (&) = TI'(22)[2mi& +0] % | |
= T(22) |20€] 7% [h(€) € + h (=€) 7]

Ou h est la fonction valant 1 pour & > 0 et nulle ailleurs et F' la transformée de
Fourier.

On peut donc écrire :

Li(x) = Fm,.F(GQ)(x) ou:
207°T (1 — 22)

20T (1—22)T (22) I s gy gmins
= T rta_or T h@QeTHh(=g e

Et grice a la formule des compléments de la fonction T on a :

1 1 |Im z|
sup [m. (§)] < :
€eR oF cos z 2im e
Et : ) )
; < |2z 7|Im z|
S;elﬂlg [Em. (§)] < (22| |— o7 cos Tz 2imEP L

D’ot l'on déduit par application de Mikhlin et du méme travail pour les autres termes
Iy, ;, aprés les avoir mis sous forme de convolution, l’existence d’une constante K,
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positive( dépendant de p, «, 3;) telle que :

1 1
4 s < K(1 7 |Im z|
[(=A1) ||L(LP(O,1)) = (L)) |o?| [cos 2|
| sl
e
A is < K(1 —<K51‘3‘_
H( 1) Lr©01) - (1+1s]) cosh |s| — ‘

Les mémes techniques s’emploient pour As; par ailleurs ces deux opérateurs commutent

au sens des résolvantes (4 cause des fonctions choisies a(x) , b(z)); en utilisant donc
le théoréeme 2.4 il vient :

< KeMax(El7€2|S| .

—A —A s
H( ! 2) L(LP(0,1)) —

On en déduit la résolution et la régularité de la solution du probléme 3.1 dans [’espace

LP(0,T;L7(Q)). m
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