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Introduction

Le diabète sucré est un groupe de maladies métaboliques caractérisé par une gly-
cémie très élevée. Deux formes principales du diabète sont distinguées : le diabète
de type 1 ou insulino-dépendant et le diabète de type 2 ou non insulino-dépendant
[71]. En effet, cette maladie chronique a existé pendant des milliers d’années et elle
est en augmentation rapide dans toutes les parties du monde [40]. Le diabète impose
un lourd fardeau économique aux gouvernements et aux entreprises et a submergé les
systèmes de santé nationaux. Selon le rapport de la Fédération Internationale du Dia-
bète (IDF) publié en 2015, plus de 415 millions de personnes souffrent du diabète dont
193 millions ne sont pas diagnostiquées, ce nombre devrait dépasser 642 millions d’ici
2040. Il a été la cause de plus 5 millions de décès en 2015 et il se place au quatrième ou
cinquième rang des causes de décès dans la plupart des pays développés [112].

L’homéostasie du glucose est maintenue dans une gamme étroite à travers des in-
teractions complexes entre des mécanismes de contrôle centraux et périphériques où
l’excès du glucose est stocké suite à la consommation alimentaire et la mobilisation
du glucose des réserves pendant les périodes de jeûne [13]. Une meilleure compré-
hension des mécanismes impliqués dans l’homéostasie du glucose et la pathogenèse
du dysfonctionnement de ce système réglementaire est importante pour identifier de
nouveaux traitements du diabète [125].

La masse grasse est considérée comme une réserve énergétique considérable avec
peu d’attributs intéressants pendant plusieurs siècles. En dépit qu’elle a été ignorée par
les chercheurs, dans les dernières décennies, l’intérêt scientifique intense pour ce type
de cellules [121, 82] montre que l’accumulation de graisse corporelle peut développer
le diabète de type 2.

La leptine est l’hormone adipocytaire qui joue un rôle important dans la régulation
de l’apport alimentaire, la dépense énergétique et le poids corporel. Des données ré-
centes suggèrent que cette hormone joue également un rôle clé dans le contrôle du
métabolisme du glucose [106] où elle agit sur l’hypothalamus et les tissus périphé-
riques pour réduire la glycémie, l’insulinémie, la résistance à l’insuline et produit des
effets bénéfiques sur le métabolisme du glucose. Par conséquent, la compréhension
des effets de la leptine sur l’homéostasie du glucose ont un potentiel thérapeutique
important dans le diabète [114].

L’insuline est une hormone peptidique produite dans le pancréas par les cellules
bêta. Elle est nécessaire pour transporter le glucose contenu dans le sang vers les cel-
lules de l’organisme telles que le foie et les muscles où elle est utilisée comme source
d’énergie. L’absence d’insuline, ou son inefficacité, chez une personne atteinte de dia-
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Introduction

bète implique que le glucose continue de circuler dans le sang. Au fil du temps, les
taux élevés de glucose dans le sang ainsi obtenus conduisent à l’apparition de com-
plications telles que les affections vasculaires [71]. L’insuline a un majeur effet sur le
tissu adipeux dont elle inhibe la lipolyse et les effets lipolytiques béta-adrénergiques
chez les sujets non obèses et stimule l’effet antilipolytique. Alors que chez les obèses,
ces effets sont diminués du fait de l’insulinorésistance où le tissu adipeux est dysfonc-
tionnel et il ne régule plus le métabolisme des acides gras ce qui affecte les organes
périphériques qui ne sont plus protégés de l’augmentation des flux des acides gras en
postprandiale ce qui favorise l’insulinorésistance et l’apparition du diabète de type 2
[54].

Plusieurs modèles mathématiques ont été proposés pour comprendre et prédire
le comportement du système glucose-insuline. Le modèle pionnier a été proposé par
Bolie qui a utilisé un modèle linéaire simple basé sur des équations différentielles ordi-
naires [22]. Le modèle le plus largement utilisé est le modèle minimal publié au début
des années 80 par [19]. De nombreuses extensions et variantes du modèle ont été pu-
bliées par différents auteurs, dont Derouich et Boutayeb qui ont intégré l’effet de l’ac-
tivité physique [44]. Récemment, les auteurs de [122] ont étendu le modèle minimal où
ils ont introduit les acides gras libres. Plus récemment, les auteurs [34] ont développé
une version fractionnaire du modèle minimal. De Gaetano et Arino ont construit un
modèle dynamique du système du glucose-insuline en utilisant des équations diffé-
rentielles à retard [42]. Topp a introduit un modèle influent. Le modèle de Topp tient
compte de la dynamique des trois variables primaires dans l’étude du diabète qui sont
la masse des cellules bêta, l’insuline et les concentrations du glucose dans le plasma
[134]. Le modèle de Topp a été utilisé dans la construction d’autres modèles au fil des
temps. Un modèle de pharmacocinétique-pharmacodynamic (PK-PD) qui inclut l’ef-
fet du traitement antidiabétique est considéré dans [120]. Pour un excellent aperçu des
développements des modèles mathématiques au cours des dernières décennies, le lec-
teur est référé à des revues récentes et importantes [113, 25, 8, 115, 95, 78, 46, 15, 81,
36, 77, 79, 96, 109, 89].

Au cours des dernières décennies, la théorie d’ondelettes a connu des applications
dans de nombreux domaines de la science et de l’ingénierie [2, 3, 26, 59, 9, 41, 18, 143,
60, 61]. Dans la théorie d’approximation, les ondelettes sont devenues de plus en plus
importantes pour la résolution de différents types de problèmes. Cependant, les mé-
thodes des ondelettes de Legendre, Hermite, Haar, Jacobi et Chebychev [2, 3, 26, 59,
9, 118, 139] sont largement utilisées pour résoudre une grande variété de problèmes
mathématiques. En effet, dans [118], les auteurs ont obtenu des solutions numériques
pour certains problèmes variationnels. Dans [119] , les mêmes auteurs ont utilisé la
méthode d’ondelettes de Legendre pour la résolution du problème de contrôle optimal
avec des contraintes. Ensuite, dans [144, 139, 138] les auteurs ont utilisé une méthode
similaire pour les équations intégro-différentielles. La solution numérique des équa-
tions différentielles fractionnaires est donnée dans [66, 135, 64, 73, 33, 65]. Dans une
contribution récente [2, 3, 148, 143], les auteurs ont proposé des solutions numériques
pour certaines EDP. Plus récemment, les auteurs de [67, 1, 9, 59, 26] ont développé une
méthode basé sur les ondelettes de Chebychev pour résoudre des ODE. La principale
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Introduction

technique des méthodes qui se basent sur les ondelettes est la réduction du problème
à un système d’équations algébriques.

D’une part, notre intérêt pour les polynômes de Jacobi est motivé par le fait que ces
polynômes sont les solutions du problème de de Sturm-Liouville [28] et ils ont été utili-
sés pour résoudre des problèmes aux limites [56]. Récemment, ces polynômes ont été
considérés dans [21] pour des approximations spectrales impliquant des polynômes
ultrasphériques sur des espaces de Sobolev à poids. En utilisant les espaces de Hilbert,
les auteurs ont développé une nouvelle approximation qui se base sur les polynômes
de Jacobi avec des applications sur des équations différentielles singulières. Les ap-
proximations polynomiales de Jacobi ont été utilisées dans la méthode des éléments
finis en tant que fonctions de bases [14].

D’autre part, la technique de découplage et quasi-linéarisation (TDQL) est une mé-
thode qui consiste à construire la solution d’un système d’équations différentielles
non linéaires d’une manière itérative, par une transformation du système en une sé-
quence d’équations linéaires découplées [17]. Elle a été introduite par Bellman et Ka-
laba comme une généralisation de la méthode de Newton Raphson. Le principal avan-
tage de la méthode, en plus de la convergence quadratique, est qu’elle permet de dé-
coupler et de linéariser même des équations fortement non linéaires. Nous renvoyons
le lecteur à [93, 16, 69].

Le but de cette thèse est de proposer une modélisation mathématique et une si-
mulation numérique de la dynamique du glucose, de l’insulin, de la masse de cellules
bêta, de la leptine et de la masse grasse ( GIβLF) par la méthodes d’ondelettes de Ja-
cobi (MOJ) [59]. On a proposé un nouveau modèle qui intègre l’effet de la leptine sur
la régulation de la glycémie; chose qui n’a pas été fait au préalable. En outre, on a pro-
posé une nouvelle approche qui se base sur les ondelettes de Jacobi et la TDQL. Cette
approche nous a permis de résoudre des problèmes aux limites dont l’approximation
est satisfaisante et la convergence est rapide pour un nombre très petit de points de
collocations. On a obtenu des simulations numériques du modèle proposé en utilisant
la MOJ. Ce travail est structuré comme suit :

— Chapitre 1 : Ce chapitre consiste à donner un aperçu sur les mécanismes impli-
qués dans la régulation de la glycémie chez l’être humain. On rappelle ensuite
les modèles mathématiques les plus fréquemment utilisés dans la littérature où
différents types de modèles ont été décrits par des équations différentielles ordi-
naires (EDOs), des équations différentielles à retards (EDRs), des équations aux
dérivées partielles (EDPs), des équations intégrales de Fredholm, des équations
différentielles stochastiques (EDSs), des équations intégro-différentielles (EIDs).
On cite les limitations et les versions modifiées de chaque modèle. Enfin, on
aborde les problèmes et les défis de recherche dans la diabétologie ce qui offre
d’autres domaines pour la modélisation mathématique.

— Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on présente l’effet de la leptine sur le contrôle de
la glycémie via des mécanismes insulino-indépendants et insulino-dépendants.
Ensuite, on propose un modèle mathématique qui décrit cet effet sur le glucose,
l’insuline, la masse des cellules bêta et la masse grasse en complétant ainsi le
modèle de Topp. On termine par une étude de stabilité du modèle proposé où on
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Introduction

calcule les points d’équilibre, on linéarise le système au voisinage de ces points
et on discute le signe des valeurs propres de la matrice Jacobienne.

— Chapitre 3 : On commence par donner quelques propriétés sur les polynômes de
Jacobi, en particulier l’orthogonalité de cette famille de polynômes. Ensuite, on
définit les ondelettes de Jacobi, on introduit la fonction d’approximation et on
calcule les matrices opérationnelles d’intégration. Puis, on fait une description
détaillée de la méthode d’ondelettes de Jacobi pour la résolution d’une EDO. En-
fin, on applique la méthode proposée pour déterminer une nouvelle solution
numérique du modèle de diffusion membranaire.

— Chapitre 4 : On fait une analyse du comportement du modèle GIβLF au voisi-
nage des positions d’équilibre. Ensuite, on présente différentes simulations nu-
mériques pour des personnes en bonne santé ainsi que des patients diabétiques.

— On termine avec une conclusion et des perspectives.

7



Chapitre 1

Les modèles mathématiques dans
l’histoire du diabète

Le professeur P. Ferré affirme dans l’un de ces travaux : « Le glucose est l’un des sub-
strats énergétiques obligatoires pour un certain nombre de tissus comme les hématies,
la médulla rénale et le cerveau. Ce dernier, utilise chez l’homme environ 120 g de glu-
cose par jour. Un apport continu de glucose est donc une condition absolue de notre
survie » [48]. Une concentration anormalement basse de glucose (autour de 40 mg/dl)
provoque des signes et des symptômes qui sont dus à la riposte sympathique (tremble-
ments, anxiété, palpitations, transpiration) et à une fourniture inadéquate de glucose
aux centres nerveux (asthénie, confusion, troubles du comportement, de l’équilibre
coma) [63]. D’un autre côté, une concentration excessive de glucose résulte de nom-
breux dommages touchant en particulier les yeux, les reins, les nerfs, le cœur et les
artères [105]. Le corps contrôle la glycémie dans une gamme assez étroite et compli-
quée, le diabète survient lorsque ce système de régulation est dysfonctionné. De plus,
le mode de vie sédentaire et alimentaire conduit à l’émergence de cette maladie systé-
mique. Selon le dernier rapport de la fédération internationale du diabète, 8.5 % de la
population mondiale souffre du diabète. Cette maladie a imposé un lourd fardeau éco-
nomique aux gouvernements et aux entreprises et a submergé les systèmes de santé
nationaux [40]. Sa pathogenèse n’est pas encore bien comprise [11].

Aujourd’hui, les traitements du diabète cherchent à augmenter le niveau d’insuline
ou à augmenter la sensibilité de l’organisme à l’insuline et donc de contrôler plutôt
que de guérir la maladie. La bonne compréhension des mécanismes qui interviennent
dans l’homéostasie du glucose peut développer des façons entièrement nouvelles pour
prévenir et traiter la maladie [125].

Dans les dernières décennies, une variété de modèles mathématiques a été intro-
duite pour la compréhension des différents aspects de la maladie, y compris la dyna-
mique du glucose et de l’insuline [38, 86, 50, 85, 134, 42, 57], l’épidémiologie [51, 108,
87, 136, 146], les complications et les coûts [94, 25, 24]. Certains de ces modèles offrent
de nouvelles perspectives sur les mécanismes impliqués dans le maintien de la glycé-
mie. Malgré l’existence de nombreux modèles qui tentent d’aborder la complexité de
la maladie, le déséquilibre subsiste entre les connaissances actuelles obtenues à par-
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1. APERÇU DE L’HOMÉOSTASIE GLUCIDIQUE

tir des approches expérimentales et leurs représentations mathématiques [8]. Pour y
remédier, il est important de revenir sur les progrès accomplis dans la modélisation
mathématique en diabétologie.

Dans ce chapitre, on va donner un aperçu de l’homéostasie glucidique. Ensuite,
on va présenter les différents types de modèles rencontrés dans la littérature et qui
représentent le système de glucose-insuline. Enfin, on va aborder les problèmes et les
défis de recherche dans ce domaine.

1 Aperçu de l’homéostasie glucidique

Les développements de la recherche au XIXe siècle, montrent bien que le cerveau
joue un rôle clé dans la régulation du glucose. Pendant la majeure partie du XXe siècle,
la recherche a porté sur la fonction des îlots pancréatiques, et montre que le diabète
résulte des anomalies de la sécrétion, ou de l’action de l’insuline ou des deux [125].

En se basant sur le document de [125], où les auteurs ont proposé un nouveau mo-
dèle pour le maintien de la glycémie. En effet, ce modèle est une coopération entre
deux systèmes; le système des îlots et le système de cerveau-centré. Les auteurs in-
diquent que le développement du diabète de type 2 nécessite un échec des deux sys-
tèmes à la fois. On verra dans la suite, le modèle classique de l’homéostasie du glucose
ainsi que le moderne.

1.1 Le modèle classique de l’homéostasie du glucose : le système d’îlots
centré

Sous des conditions normales, le modèle d’îlots-centré propose que l’homéostasie
du glucose soit contrôlée par l’effet de l’augmentation du taux du glucose dans le sang
sur la stimulation de la sécrétion de l’insuline (Voir la figure 1.1(a)). L’insuline agit sur
le foie et les tissus périphériques pour inhiber la production hépatique de glucose et
les tissus adipeux et les muscles pour stimuler l’absorption du glucose. Ici, l’effet du
glucagon qui stimule la production hépatique du glucose, de façon à prévenir l’hypo-
glycémie ne figure pas [125]. Si une personne avec des îlots pancréatiques normaux
devient résistante à l’insuline (Voir la figure 1.1(b)), selon le modèle classique le main-
tien de la glycémie est préservé par la capacité des îlots à augmenter la sécrétion d’in-
suline d’une manière compensatoire [125]. Le dysfonctionnement des îlots empêche
l’augmentation de la sécrétion d’insuline nécessaire pour surmonter la résistance à
l’insuline ce qui provoque une intolérance au glucose (Voir la figure 1.1(c)). Quand
le dysfonctionnement des îlots est devenu grave, donc la la production hépatique du
glucose va augmenter et l’absorption du glucose va diminuer ce qui entraîne l’hyper-
glycémie et le diabète [125].
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1. APERÇU DE L’HOMÉOSTASIE GLUCIDIQUE

1.2 Le nouveau modèle de l’homéostasie du glucose : le système cerveau-
îlots centré

Le modèle moderne suggère que la régulation normale du glucose dépend d’une
coopération entre les îlots pancréatiques et le cerveau (Voir la figure 1.2). Après un
repas, les nutriments ingérés sont absorbés et passent dans le sang, l’augmentation
de taux de glucose stimule la sécrétion d’insuline, l’insuline régule l’entrée du glu-
cose dans les muscles et les tissus adipeux et inhibe la production hépatique du glu-
cose [124]. Comme les îlots, le système réglementaire du cerveau détecte le change-
ment et en réponse il favorise l’élimination du glucose via des mécanismes insulino-
dépendants par l’augmentation de la sensibilité à l’insuline des tissus périphériques
(foie, muscle) et via des mécanismes insulino-indépendants par l’augmentation de
l’efficacité du glucose et cette dernière est responsable de près de 50 % de l’absorp-
tion du glucose par les cellules ce qui n’est pas moins important que les mécanismes
insulino-dépendants liés au pancréas [124, 125]. Dans le modèle classique, le diabète
est une conséquence de la lésion pancréatique (Voir la figure 1.3). Alors que dans le
modèle moderne le diabète implique l’échec des deux systèmes (Voir la figure 1.4).
Une déficience de l’un des systèmes peut être compensée par l’autre [124].
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FIGURE 1.1 – Le modèle classique de l’homéostasie du glucose.
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FIGURE 1.2 – Le nouveau modèle de l’homéostasie du glucose.
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FIGURE 1.3 – Le nouveau modèle.
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FIGURE 1.4 – Le modèle classique.
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2. ÉTAT DE L’ART DE LA MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DE LA DYNAMIQUE DU
GLUCOSE-INSULINE

2 État de l’art de la modélisation mathématique de la dy-
namique du glucose-insuline

Pour décrire une variation ou une évolution, la façon la plus précise est d’utiliser
des dérivées c’est la raison pour laquelle les équations différentielles apparaissent dans
de nombreux contextes. En diabétologie, le problème de constrution d’un modèle ma-
thématique qui représente le système de glucose-insuline a reçu beaucoup d’attention.
Différents types de modèles ont été utilisés dans la littérature y compris des équations
différentielles ordinaires (EDOs), des équations différentielles à retards (EDRs), des
équations aux dérivées partielles (EDPs), des équations intégrales de Fredholm, des
équations différentielles stochastiques (EDSs), des équations intégro-différentielles (EIDs)
et d’autres approches bayésiennes. Offrir un panorama des modèles mathématiques
actuellement utilisés en diabétologie peut sembler de l’ordre du défi. Cependant, il
existe plusieurs revues scientifiques consacrées à ces problèmes ( voir le tableau 1.1).
Ces modèles peuvent être classés en différentes catégories : Selon la physiologie im-
pliquée, le niveau de complexité du modèle, le motif pour lequel le modèle a été pro-
posé et le type de données utilisée. La plupart de ces modèles ont été développés pour
évaluer les tests de diagnostiques tels que HGPIV (Hyperglycémie Provoquée Intravei-
neuse) et HGPO (Hyperglycémie Provoquée Orale). Ces tests ont pour objectif d’esti-
mer la sensibilité à l’insuline (SI), l’efficacité du glucose (EG), l’indice de disposition
(DI), la sécrétion d’insuline, l’action de l’insuline et la fonction des cellules β.

Ici, on va essayer de présenter les modèles les plus fréquemment employés dans la
littérature.

Une manière basique et simple de modéliser le système du glucose-insuline est de
l’écrire sous forme d’équations comme suit :

dG(t )

d t
= Production - Absorption

dI (t )

d t
= Sécrétion - Clairance,

avec G (mg/dl) et I ( uU/ml) représentent les concentrations du glucose et de l’in-
suline respectivement.

Les premiers modèles qui s’adressent à l’interaction glucose-insuline sont basés
sur l’évaluation de différents tests de diagnostic. L’une des études pionnières dans ce
domaine est de Bolie [22], Bolie décrit les réponses glycémiques et insuliniques du glu-
cose par voie intraveineuse,

dG

d t
(t ) = p −a1G(t )−a2I (t )

dI

d t
(t ) = a3G(t )−a4I (t ) .

Ce modèle suppose que la production du glucose est constante, la disparition du
glucose est une fonction bilinéaire (linéaire par rapport à G et I), la sécrétion de l’insu-
line est proportionnelle à la concentration du glucose et que la clairance d’insuline est
proportionnelle à la concentration plasmatique d’insuline.
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D’autres améliorations de ce modèle ont été apportées avec une injection ou une
perfusion intraveineuse [31, 126], et aussi au cours d’un test oral de tolérance au glu-
cose [53, 7].

Suivant le modèle de Bolie, une série de modèles mathématiques décrivant l’ho-
méostasie glucidique ont été développés. Néanmoins, un progrès majeur dans la mo-
délisation en diabétologie a eu lieu avec le développement des modèles physiologiques
de la disparition du glucose suivant l’ HGPIV. Cependant, le modèle le plus célèbre et
encore largement utilisé dans les évaluations cliniques telles que l’estimation de l’in-
dice de la sensibilité à l’insuline, est le modèle minimal proposé par Bergman et Cobelli
dans les années quatre-vingt.

Le modèle minimal [19] est formulé par

dG(t )

d t
= −(

p1 +X (t )
)

G(t )+p1Gb ,G(0) = p0

dX (t )

d t
= −p2X (t )+p3 (I (t )− Ib) ,X (0) = 0

dI (t )

d t
= p4 max

(
0,G(t )−p5

)
t −p6 (I (t )− Ib) , I (0) = p7 + Ib .

Où,
X(min−1) est la concentration d’insuline interstitielle.
Ib représente l’insulinémie basale.
Gb désigne la glycémie basale.
p0 est la glycémie théorique au temps 0 après un bolus de glucose.
p1 est le taux d’absorption du glucose via les tissus insulino-indépendants i.e. l’ef-

ficacité du glucose.
p2 représente le taux exprimant la diminution spontanée de la capacité d’absorp-

tion du glucose par le tissu.
p3 est le taux d’augmentation de la capacité d’absorption du glucose dans les tissus

insulino-dépendant pour une concentration d’insuline qui dépasse la valeur à l’équi-
libre.

p4 symbolise le taux de la sécrétion du pancréas après un bolus de glucose.
p5 décrit le niveau du glucose cible.
p6 représente le taux de décroissance de l’insuline dans le sang.
p7 est la concentration théorique de l’insuline au temps 0 immédiatement après

un bolus de glucose.
Le compartiment X est controversé par les scientifiques. Cependant, Bergman a in-

diqué que cette variable auxiliaire est proportionnelle à l’insuline dans le liquide inter-
stitiel sous l’hypothèse : le retard dans l’action de l’insuline est dû au temps nécessaire
pour qu’il distribue dans le liquide interstitiel. En se basant sur cette explication, Berg-
man a supposé que l’insuline doit diffuser dans le liquide interstitiel dans le muscle
et le tissu adipeux afin d’influer sur l’utilisation du glucose par les tissus insulino-
dépendants. Dans la première équation, la perte du glucose par son utilisation dans
le corps est p1 (G(t )−Gb), sa perte grâce à la présence d’insuline active est −X (t )G(t ).
La troisième équation indique que l’insuline ne sécrète pas que si le taux de glucose
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dans le sang dépasse un seuil p5, la clairance de l’insuline est de taux −p2X (t ). Aussi,
l’insuline inactive se dégrade à un taux naturel si elle dépasse en quantité la valeur à
l’équilibre Ib . Cette insuline inactive devient en partie de l’insuline active à un taux de
p3 (I (t )− Ib) mais une partie de l’insuline active est perdu dans le mécanisme d’éva-
cuation du glucose .

De nombreuses recherches ont été publiées, en utilisant des versions modifiées du
modèle minmal du glucose, on cite l’amélioration de [44] où a été intégrée l’activité
physique, 

dG(t )

d t
= −(

1+q2
)

X (t )G(t )+ (
p1 +q1

)
(Gb −G(t ))

dX (t )

d t
= −p2X (t )+ (

p3 +q3
)

(I (t )− Ib)

G(0) = p0 et X (0) = 0,

Où q1, q2 et q3 sont des paramètres liés à l’activité physique et sont définis comme
suit :

— q1 : l’effet de l’exercice physique sur l’accélération de l’utilisation du glucose par
les muscles et le foie.

— q2 : l’effet de l’exercice physique sur l’augmentation de la sensibilité musculaire
et hépatique à l’action de l’insuline.

— q3 : l’effet de l’exercice physique sur l’augmentation de l’utilisation de l’insuline.

Une extension du modèle minimal a été introduite par Van Herpe, T. et al. 2006[137]
dans laquelle ils ont adapté le modèle pour des patients gravement malades,

dG(t )

d t
= −(

p1 +X (t )
)

G(t )+p1Gb +
FG

VG

dX (t )

d t
= −p2X (t )+p3 (I (t )− Ib)

dI1 (t )

d t
= p4 max(0,I2 (t )) t −p6I1 (t )+ FI

VI

dI2 (t )

d t
= β

(
G(t )−p5

)−p6I2 (t ) .

Où,
I1 représente la concentration de l’insuline dans le sang.
I2 représente une variable auxiliaire qui n’a pas une interprétation clinique directe

(seulement pour décrire la partie de l’insuline endogène indépendamment du temps).
FI représente le flux d’insuline exogène.
FG désigne le débit de glucose qui entre dans le compartiment de glucose.
VI et VG sont l’espace de distribution de glucose et le volume de distribution d’in-

suline, respectivement.
Une version récente du modèle minimal où le modèle est éxprimé dans le cas frac-

tionnaire [34], {
cDα

0 G(t ) = −(
SαG +τ1−αX (t )

)
G(t )+SαGGb ,G(0) = G0

cDα
0 X (t ) = −pα

2 (X (t )−SI max(0,I(t )− Ib)) ,X (0) = X0.
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Une autre version très récente du modèle minimal où un troisième compartiment
a été introduit pour l’évaluation des acides gras libres [86].

Le modèle minimal tel que proposé au départ est considéré comme étant le com-
posé de deux modèles minimaux distincts qui sont utilisés pour l’estimation des para-
mètres du modèle couplé en deux passages indépendants : premièrement en considé-
rant l’insuline comme connue et en ajustant la courbe de glucose, deuxièmement en
considérant le glucose connu et en ajustant la courbe d’insuline.

La simplicité de la structure du modèle minimal et sa capacité d’évaluer les para-
mètres physiologiques a conduit à plus de 1000 publications liées au modèle [36]. Les
avantages du modèle minimal sont assez nombreux, d’après le professeur R.N. Berg-
man dans [20] :

« Je crois que la longévité du modèle minimal peut être attribuée à ce qui suit :

— La simplicité de concept : Les non-mathématiciens peuvent comprendre les concepts
fondamentaux du modèle.

— La validation du modèle par de nombreux chercheurs indépendants.

— L’utilité du modèle : de nombreux chercheurs dans de nombreux domaines tiennent
à mesurer la sensibilité à l’insuline.

— La disponibilité des logiciels conviviaux pour calculer les paramètres du modèle.

— La preuve irréfutable : le modèle a fourni un outil puissant pour prédire quels
individus vont développer le diabète de type 2 avant l’apparition de la maladie.

— Des concepts physiologiques et physiopathologiques intéressants et importants
sont sortis de l’expérimentation du modèle. »

En dépit de leur utilisation extensive, il existe plusieurs limites au modèle mini-
mal incluant la sur-estimation de SG = p1 et la sous-estimation de SI = p3

p2
et la non-

existence de points d’équilibres [115, 25, 29]. Pour surmonter ces limitations, un com-
partiment supplémentaire a été incorporé dans les modèles [140] et [68] accompagné
des expériences HGPIV. Bien que ces modèles bicompartimentaux permettent une es-
timation précise des paramètres physiologiques SI et SG, les techniques liées au test
HGPIV sont très coûteuses ce qui les rendent impossible à une grande échelle géné-
rale. Pour y remédier, des approches bayésiennes telles que [35] ont été introduites,
cette approche améliore la précision SI et SG.

En s’adressant, en outre, aux limites de modèle minimal, De Gaetano et Arino ont
introduit un modèle de la dynamique du glucose-insuline et qui suppose que le glu-
cose contrôle le taux de production d’insuline du pancréas, et que l’insuline contrôle
le taux d’absorption de glucose par le foie et les muscles [42],

dG

d t
(t ) = −b1G(t )−b4I (t )G(t )+b7

G(t ) ≡ Gb ,∀t ∈ [−b5,0) ,G(0) = Gb +b0

dI

d t
(t ) = −b2I+ b6

b5

∫ t
t−b5

G(s)d s, I (0) = Ib +b0b3.

Où,
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b0 : La glycémie théorique au temps 0 après un bolus de glucose.
b1 : Le taux de la disparition du glucose via les tissus insulino-indépendants.
b2 : Le taux de l’élimination de l’insuline.
b3 : L’augmentation de la concentration de l’insuline par rapport à l’augmentation

de la concentration du glucose après un bolus d’insuline.
b4 : Le taux de la disparition du glucose sous l’effet de l’insuline
b5 : La durée dont les concentrations plasmatiques du glucose influencent sur la

sécrétion pancréatique de l’insuline ;
b6 : Le taux de la libération de l’insuline de la concentration moyenne de glucose

dans le plasma tout au cours des b5 minutes précédentes.
b7 : L’augmentation de la concentration plasmatique du glucose due à la PHG.
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FIGURE 1.5 – Diagramme du modèle de De Gaetano.

Dans la première équation, la perte du glucose vers les tissus est donnée par b1G(t ),
le terme b4I (t )G(t ) indique que la perte du glucose par l’insuline et b7 est la contribu-
tion constante du glucose du foie. Dans la deuxième équation, le premier terme repré-
sente le catabolisme de l’insuline et le deuxième terme indique que la production de
l’insuline en fonction de la valeur moyenne du glucose (Voir le diagramme 1.5).

De Gaetano et Arino ont vu qu’il n’est pas nécéssaire d’introduire une variable
auxillaire pour exprimer le retard il suffit d’utilisé les EDRs. Ils ont formulé un modèle
incorporant les mécanismes physiologiques sous-jacents sans le besoin à l’ HGPIV.
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Par la suite, Li et al. 2001 [83] ont généralisé le modèle de De Gaetano. En se basant
sur ce dernier, Silber et al. 2007 [130] ont proposé un modèle d’insuline-glucose inté-
gré pour interpréter le test HGPIV chez les sains ainsi les diabétiques. Comme l’ HGPO
ressemble étroitement à l’état physiologique, ce modèle a été étendu plus loin en in-
corporant la description pour l’absorption du glucose et des effets incrétines après un
repas. D’autres extensions ont été apportées, en incluant des données provenant d’in-
dividus sains [131]. Par la suite, Jauslin et al. 2011 [74] ont développé un modèle décri-
vant les profils de l’insuline et du glucose pendant une journée entière suite à des tests
de repas multiples.

Les hypothèses prises dans le modèle n’étaient peut-être pas réalistes, le terme de
retard était trop restrictif il suppose que la sécrétion d’insuline à l’instant b5 est propor-
tionnelle à la valeur moyenne de la concentration en glucose dans minutes au temps
précédent [115].

Un autre modèle qui a reçu l’attention est le modèle de Topp et al. 2000 [134]. La
plupart des équations du modèle ont été utilisées précédemment. Cependant, Topp
modélise la variation de la masse des cellules bêta au court du temps, c’est quelque
chose qui n’a pas été fait au préalable. Ainsi, ce modèle porte l’appellation " modèle de
Topp ", 

dG(t )

d t
= R0 − (EG0 +SII (t ))G(t ) ,

dI (t )

d t
=
σβ (t )G2 (t )

α+G2 (t )
−kI (t )

dβ (t )

d t
=

(−d0 + r1G(t )− r2G2 (t )
)
β (t ) .

Où,

— β : La masse des cellules bêta.

— R0 : Le taux net de la production du glucose par le corps au glucose zéro.

— EG0 : l’efficacité totale du glucose à l’insuline zéro.

— SI : La sensitivité totale à l’insuline.

— σ : Le taux maximal de la sécrétion des cellules bêta.

— α : Une constante tel que
p
α est la moitié du taux maximal de G.

— k : Constante de la clairance de l’insuline.

— r1 et r2 : Des constantes.

— d0 : Le taux de décès du cellules bêta au glucose zéro.

Le modèle prédit trois voies métaboliques différentes : l’hyperglycémie régulée, la
bifurcation et l’hyperglycémie dynamique.

Ribbing et al. 2010 [120] ont étendu ce modèle. Ils ont proposé une pharmacoci-
nétique / pharmacodynamique modèle de semi-mécanique, illustrant la dynamique
de la glycémie à jeun, insuline à jeun, SI, et la masse des cellule bêta avec l’effet des
traitements antidiabétiques.
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Une extension très récente par les auteurs [55] où ils ont adapté le modèle dans le
cas hypersécrétion « Topp-HS » et dans le cas insulinorésistance « Topp-IR ».

Comme limitations, le modèle de Topp n’intègre pas les effets de l’hyperglycémie
sur la néogenèse, la sensibilité à l’insuline, les taux de sécrétion d’insuline et de l’hé-
térogénéité des cellules bêta. En outre, le modèle ne tient pas en compte les effets de
l’insuline et des hormones incrétines sur la dynamique de la masse des cellules bêta
[115].

D’autres approches récentes en bref :

— Deux nouveaux modèles ont été introduits par Man et al. 2007 [92] pour simuler
l’absorption du glucose après l’ingestion orale.

— Dans l’article [142], Wang et al. 2007 ont proposé un modèle basé sur des équa-
tions différentielles à retard pour simuler la sécrétion d’insuline pancréatique
avec une perfusion d’insuline exogène sur la stimulation de la concentration éle-
vée de glucose pour les patients diabétiques de type 1.

— Un modèle intégre la régulation des concentrations de glucose et d’insuline après
les provocations de glucose par voie intraveineuse chez des volontaires sains et
des patients diabétiques de type 2 a été développé par Silber et al. 2007 [130] où
les mécanismes de contrôle pour la régulation de la production de glucose, la
sécrétion d’insuline, et l’absorption du glucose ont été incorporées.

— L’article [103] présente une étude comparative entre les modèles de Volterra qui
décrivent la dynamique glucose –insuline et le modèle minimal.

— Dans cet article, les chercheurs ont proposé une nouvelle approche qui modélise
l’administration d’insuline par une impulsion périodique et d’impulsion dépen-
dant de l’état [70].

— Un modèle stochastique non linéaire a été développé pour décrire la réponse de
la concentration du glucose dans le sang à l’apport alimentaire en utilisant une
surveillance continue du glucose (CGM) est donné dans [145].

— Les auteurs de [38] ont proposé un système d’équations différentielles ordinaires
du premier ordre qui a pour objet de décrire les mécanismes physiologiques de
l’interaction du glucose-insuline et leurs comportements dans le cas des diabé-
tiques. Cette approche se base sur des fonctions de Hill et des fonctions en esca-
lier.

Bien que les modèles en diabètologie soient nombreux, cependant, les approches
mathématiques ne couvrent pas tous les aspects et ne répondent pas pleinement aux
besoins [8].
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L’étude L’objectif 

Nucci et Cobelli (2000) Les modèles mathématiques qui représentent la cinétique d'insuline 
sous-cutanée [108]. 

Kjems et al. (2001) Une étude comparative des approches mathématiques en diabète 
ayant pour but de mesurer la sécrétion d'insuline au cours de test 
HGPIV [78]. 

Bergman et al. (1989), Mari 
(2002) et Kansal (2004) 

Ils étudient principalement les méthodes de modélisation. Un 
accent particulier est mis sur l’estimation des paramètres 
physiologiques comme IS, la sécrétion de l’insuline et la fonction de 
cellules bêta, les types de problèmes pour lesquels un modèle 
mathématique est bien adapté et ses limitations [19], [95],[76]. 

Makroglou (2006), Boutayeb et 
Chetouani (2006) 

Ils étudient les modèles mathématiques qui décrivent l’interaction 
glucose-insuline, paquets de logiciels disponibles pour l'analyse et la 
simulation de ces modèles [88], [25]. 

Landersdorfer et Jusko (2008) Cette revue suggère sur la modélisation du diabète, en particulier 
les modèles décrivent les effets des médicaments, et identifie les 
points forts et les limites de ces modèles [80]. 

Cobelli et al. (2009) Ils discutent le modèle minimal de Bergman, les techniques 
d'analyse de signaux dans l'étude de la physiologie du diabète et le 
rôle qu’a joué la théorie de contrôle dansle maintien des niveaux de 
glucose dans des gammes prédéfinies [35]. 

Balakrishnan et al. (2011) Cet article a un objet de revoir les modèles de glucose sanguin 
adapté à l'absorption d'un repas et/ou l'effet de l'exercice. 
Cependant, la plupart de revues ne fournissent pas de résultats de 
simulation. Même les simulations présentées par Makroglou et al 
[88] et Cobelli et al.[35] n‘incluent pas les modèles de glucose 
sanguin [15]. 

Ajmera et al (2013) Cette revue a une grande importance dans la figuration de l’effet 
des approches mathématiques dans la compréhension du diabète 
et les défis que la modélisation mathématique rencontre dans ce 
domaine. Elle offre de nouvelles perspectives sur ce qui n’a pas été 
fait au cour des cinq dernières décennies [8]. 

Palumbo et al (2013) Le présent bilan a pour objectif de mettre en évidence le problème 
biomédical de l'homéostasie du glucose-insuline à partir d'un point 
de vue physiologique et clinique, dont ils décrivent les principaux 
outils de modélisation expérimentale et qui sont actuellement 
utilisés dans l'étude du comportement pour contrôler la dynamique 
du glucose-insuline [112]. 

Khadra et Schnell (2015) Les modèles mathématiques font partie de l’historique du 
développementde la croissance et du maintien de la masse de 
cellules bêta où leurs prédictions fournit un nouvel aperçu des 
mécanismes de contrôle de la masse de cellules bêta au cours du 
développement normal et la progression du diabète. En outre, les 
auteurs traitent les grandes questions ouvertes dans le domaine 
[77]. 

Rathee et Nilam (2016) Les auteurs discutent la modélisation mathématique de diabète en 
utilisant des équations différentielles ordinaires au cours des cinq 
dernières décennies. Certaines techniques d'estimation des 
paramètres physiologiques, des logiciels impliqués et certains 
résultats de calcul sont représentés dans [115]. 

 

TABLEAU 1.1 – Liste des travaux.
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3 Les problèmes et les défis de recherche dans la diabéto-
logie

Notre compréhension actuelle sur la présentation clinique du diabète est le résultat
d’une recherche scientifique énorme. Pour déterminer les facteurs qui interviennent
dans la pathogenèse du diabète, il est important de comprendre la contribution du
foie, des muscles, des tissus adipeux, des cellules alpha, des cellules bêta et du cer-
veau. En plus des hormones pancréatiques, divers mécanismes impliquant le système
nerveux autonome, la génétique, mitochondrial, et le réticulum endoplasmique sont
envisagés dans le contrôle de l’homéostasie du glucose. En outre, ces mécanismes sont
influencés par l’alimentation, le stress chronique, la carence en micronutriments, et le
mode de vie sédentaire, ce qui offre d’autres domaines pour la modélisation mathé-
matique [8].

Depuis plus d’un siècle, la recherche a été centrée dans une large mesure sur les
îlots pancréatiques. Tandis que le cerveau est impliqué dans le contrôle homéosta-
tique de la plupart des processus physiologiques qui sont indispensables pour la sur-
vie à titre d’exemple, le carburant du corps, la température et plusieurs systèmes endo-
criniens. En outre, l’absorption du glucose via les mécanismes insulino-indépendants
(i.e. l’efficacité du glucose) jusqu’à présent a été considérée comme phénoménolo-
gique et moins digne d’étude, en dépit de son rôle qui peut être comparable à celle
de l’insuline. Une question aussi importante est que la relation entre la réduction de
l’efficacité du glucose et le développement du diabète de type 2 s’explique par le dys-
fonctionnement du système de cerveau-centré. D’où le rôle de la modélisation mathé-
matique qui peut répondre à ce genre de questions [125].

Les études génétiques dans les organismes suggèrent qu’il y a une relation entre le
vieillissement et l’insuline. Un taux bas d’insuline peut entrainer des maladies liées au
vieillissement tels que le cancer, la démence, et l’accident vasculaire cérébral (AVC).
Un apport supérieur de l’insuline peut provoquer un vieillissement plus rapide et ac-
cumuler les maladies qui l’associées. La modélisation peut enquêter sur le rôle qu’a
joué l’insuline dans le diabète et le vieillissement [8].

Des épreuves récentes suggèrent que l’hormone leptine, en plus de son rôle dans
le contrôle de l’appétit et de l’équilibre énergétique, elle a aussi une influence sur le
métabolisme du glucose [98, 114]. On se demande comment ce domaine de la science
aurait été développé si la leptine et sa capacité à normaliser les niveaux de glucose
dans le diabète non contrôlé ont été découverts en 1921, plutôt que l’insuline [125].
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Chapitre 2

Modélisation de l’homéostasie du
glucose : l’effet de la leptine sur le
diabète

Le diabète de type 2 est un problème majeur de santé publique [71]. Il se caractérise
par une perturbation des effets de l’insuline sur les tissus cibles (insulinorésistance) tel
que le foie et les muscles et qui se traduit par une diminution du captage du glucose,
ainsi par une augmentation de la production hépatique du glucose. Un mécanisme
important impliqué dans ces anomalies est l’excès de masse grasse corporelle [82, 88].

Le tissu adipeux (ou la masse grasse) est été ignoré par les chercheurs pendant plu-
sieurs siècles, il a considéré comme une réserve énergétique considérable avec peu
d’attributs intéressants. En effet, une documentation exhaustive sur l’obésité peut être
derrière cette image erronée. Cependant, dans les dernières décennies, l’intérêt scien-
tifique est devenu intense pour ce type de cellules [82, 121]. L’effet puissant de l’accu-
mulation de graisse corporelle sur le développement du diabète de type 2 a été démon-
tré de façon absolument constante dans d’innombrables études [82].

La leptine est produite par le tissu adipeux en réponse à l’alimentation [116]. Elle
joue un rôle important dans la régulation de la prise alimentaire et de la dépense éner-
gétique [123]. Des études récentes suggèrent que cette hormone joue également un
rôle clé dans le contrôle de l’homéostasie du glucose où elle agit sur l’hypothalamus
et les tissus périphériques [47, 100, 124, 125]. Les mécanismes sous-jacents à la régula-
tion du métabolisme du glucose par cette hormone ne sont pas complètement compris
[47]. De plus, la leptine contrôle le métabolisme de lipides dont elle favorise l’oxydation
des acides gras libres [102]. La compréhension du rôle de la leptine est très importante
à l’obtention d’un médicament contre le diabète et d’autres syndromes de résistance à
l’insuline [114].

Comme on a vu dans le chapitre précédent, plusieurs modèles mathématiques
ont été proposés pour comprendre et prédire le comportement du système glucose-
insuline. Mais, ces modèles n’intègrent pas l’effet de la leptine sur la régulation de la
glycémie. Cela nous motive à construire un modèle mathématique qui décrit l’effet
de la leptine sur le glucose, l’insuline, la masse des cellules bêta et la masse grasse en
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complétant ainsi le modèle de Topp [134].
Dans ce chapitre, on présente d’abord le rôle de la leptine sur le contrôle de la gly-

cémie. Ensuite, on décrit le modèle mathématique. On termine par une étude de la
stabilité du modèle proposé.

1 Le rôle de la leptine dans le contrôle de la glycémie

Le glucose est la principale source d’énergie pour les organismes vivants [127].
Chez les personnes en bonne santé, la concentration du glucose se situe entre 70 et
110 mg / dl. Par conséquent, le maintien de l’homéostasie du glucose est une fonc-
tion physiologique critique qui implique plusieurs organes, types cellulaires et hor-
mones. L’insuline est produite par les cellules β dans le pancréas, elle est l’hormone la
plus importante dans l’abaissement du taux de glucose, cependant, elle permet aussi
d’augmenter l’absorption du glucose par le foie, les muscles et le tissu adipeux et in-
hibe la gluconéogenèse et la glycogénolyse [49, 52]. En outre, en plus de l’insuline la
leptine a un impact majeur sur le métabolisme du glucose. La leptine est un peptide
de 167 amino-acides qui est produit principalement dans le tissu adipeux [133]. Bien
que mieux connue pour son rôle dans la régulation de l’apport alimentaire, de la dé-
pense énergétique et des fonctions neuroendocrines, la leptine joue également un rôle
clé dans le contrôle de l’homéostasie du glucose indépendamment de ses actions sur
le poids corporel et l’apport alimentaire [102]. Des données récentes suggèrent que la
leptine influence sur l’homéostasie du glucose (voir la figure 2.1), soit d’une manière
directe ou bien indirecte, chez l’homme et chez les souris [37].

1.1 L’effet de la leptine sur le foie

En effet, la leptine influe sur le maintien du glucose via des mécanismes insulino-
indépendants caractérisés par une modulation de la production hépatique du glucose
et une augmentation de la sensibilité à l’insuline hépatique [99]. Ces études récentes
montrent non seulement l’importance qu’a jouée la leptine dans le contrôle de la gly-
cémie mais aussi que ces effets de la leptine sont indépendantes de l’insuline [107],
révélant ainsi un nouveau mécanisme dans lequel le système de cerveau-centré a été
postulé comme contribuant de manière significative à la régulation de la glycémie et
d’une manière indépendante du modèle classique [47, 107].

1.2 L’effet de la leptine sur les muscles et les tissus adipeux

La leptine agit aussi dans l’hypothalamus pour stimuler l’absorption du glucose
dans les muscles squelettiques [10, 102, 107]. D’autre part, la leptine favorise l’oxyda-
tion des acides gras directement dans les muscles [101].
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Glucose sanguin 

Leptin

 
Hypothalamus &Hindbrain 

↑ La sensibilité hépatique à l’insuline 

↑ Oxydation des acides gras  
du muscle squelettique 

↓ production hépatique du glucose 

  

Muscle squelettique 

↑ La sensibilité à l’insuline 

↑ Oxydation des acides gras 

Pancréas 

↓ Sécretion de l’insuline 

↓ Sécretion du glucagon 

Foie 

↓ Production du glucose  
↑ La sensibilité à l’insuline 

FIGURE 2.1 – Le rôle de la leptine dans le maintien de la glycémie.

1.3 L’effet de la leptine sur la sécrétion de l’insuline

Les cellules β se sont avérées être une cible périphérique de la leptine [97]. Il existe
par ailleurs des récepteurs à la leptine au niveau des cellules béta, et leur activation
inhibe la sécrétion d’insuline à partir de ces cellules endocrines [97]. En revanche, l’in-
suline stimule la sécrétion de la leptine à partir du tissu adipeux [12].

2 Le modèle mathématique

Dans ce travail, on se base sur le modèle de Topp [134] pour inclure la masse grasse,
la leptine et ses interactions avec la dynamique du glucose, de l’insuline et des cellules
béta. On a introduit la masse grasse dans ce modèle car elle est le facteur le plus impor-
tant dans la régulation de la sécrétion de la leptine d’une part. D’autre part, parmi les
rôles qu’a joué la leptine, elle est un signal qui indique au cerveau combien de graisse
est stockée dans le tissu adipeux. Ce n’est pas important pour l’homéostasie aiguë du
glucose-insuline sur des échelles de temps des repas (minutes et heures), mais il est
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important sur les échelles de temps sur lesquelles les changements de la sensibilité à
l’insuline (jours, mois et années chez les humains). En outre, les deux sont susceptibles
d’être corrélés, comme l’augmentation de la masse grasse aurait tendance à réduire la
sensibilité à l’insuline.

2.1 La dynamique du glucose

L’effet hypoglycémiant de la leptine implique à la fois des mécanismes insulino-
dépendants et insulino-indépendants dont lequel la leptine agit pour améliorer la sen-
sibilité à l’insuline d’une part, d’autre part, pour stimuler l’absorption du glucose dans
le foie et les muscles squelettiques, inhiber la production hépatique du glucose et aug-
menter la sensibilité à l’insuline [43]. Ceci se traduit mathématiquement par :

— SLL(t )G(t ) pour la quantité du glucose absorbée sous l’effet de la leptine via des
mécanismes insulino-indépendants (nouveau modèle, chapitre 1, section 1),

— aLL(t )SII (t )G(t ) pour l’effet de la leptine qui se caractérise par une amélioration
de la sensibilité à l’insuline.

En se basant sur l’équation de la dynamique du glucose du modèle de Topp pré-
senté dans [134] et en intégrant le terme de l’effet de la leptine, cette équation prend la
forme suivante

dG(t )

d t
= R0 −

(
EG0 +SLL(t )+SI

1+aLL(t )

1+τF(t )
I (t )

)
G(t )

Ici, la concentration du glucose augmente par R0 et diminue par EG0 indépendam-
ment de l’effet de l’insuline et de la leptine. Le terme SI

1+τF(t ) I (t )G(t ) représente l’ab-
sorption du glucose sous l’effet de l’insuline [75]. En outre, l’accumulation de la masse
grasse dans les tissus insulino-dépendants aurait tendance à réduire SI, le terme 1

1+τF(t )
décrit la corrélation entre la masse grasse et la sensibilité à l’insuline [75].

2.2 La dynamique de l’insuline

Des études récentes montrent que les récepteurs de la leptine sont présents au ni-
veau des cellules bêta et leur activation inhibe la sécrétion de l’insuline [97] ainsi, on
formule cette inhibition par σβ(t )

1+σLL(t )
G2(t )

α+G2(t )
. L’équation de l’insuline est donnée par

dI (t )

d t
=

σβ (t )

1+σLL(t )

G2 (t )

α+G2 (t )
−kII (t ) .

2.3 La dynamique de la masse de cellules bêta

La dynamique de la masse des cellules bêta comme utilisée dans le modèle de Topp
et al. 2000 [134], prend la forme suivante :

dβ (t )

d t
=

(−d0 + r1G(t )− r2G2 (t )
)
β (t ) .
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2.4 La dynamique de la leptine

D’une part, l’insuline stimule la sécrétion de la leptine à partir du tissu adipeux
[134]. Ici, on suppose que la production de la leptine par la masse grasse est donnée par
pLF(t ) [72]. D’autre part, on suppose que la clairance de la leptine est proportionnelle
aux niveaux de la leptine sanguine i.e. kLL(t ). Alors, l’équation de la dynamique de la
leptine s’écrit

dL(t )

d t
= pLF(t )−kLL(t ) .

2.5 La dynamique de la masse grasse

La masse grasse est pour la plupart constituée des triacyglycérides et d’autres com-
posants lipidiques [58]. Des données récentes suggèrent que la leptine favorise l’oxy-
dation des acides libres et augmente la lipolyse ainsi qu’elle diminue la masse grasse,
ce qui se formule mathématiquement par dLL(t ) [62]. En outre, l’insuline facilite l’en-
trée du glucose dans les adipocytes, et dans ces cellules, le glucose peut être utilisé
pour synthétiser le glycérol. Ce glycérol, ainsi que les acides gras délivrés par le foie,
sont utilisés pour synthétiser les triglycérides dans l’adipocyte. Par ces mécanismes,
l’insuline est impliquée dans l’accumulation supplémentaire de triglycérides dans les
cellules graisseuses [27], ceci peut se formuler mathématiquement par pII (t ).

dF(t )

d t
=

(
pII (t )−dLL(t )−kF

)
F(t ) .

La forme compact du modèle est donnée pour tout t ∈ [0,T]

dG(t )

d t
= R0 −

(
EG0 +SLL(t )+SI

1+aLL(t )

1+τF(t )
I (t )

)
G(t )

dI (t )

d t
=

σβ (t )

1+σLL(t )

G2 (t )

α+G2 (t )
−kII (t )

dβ (t )

d t
=

(−d0 + r1G(t )− r2G2 (t )
)
β (t )

dL(t )

d t
= pLF(t )−kLL(t )

dF(t )

d t
=

(
pII (t )−dLL(t )−kF

)
F(t ) .

(2.1)

Les variables et les paramètres du modèle sont présentés dans les tableaux 2.1 et
2.2.
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 بب

Variable Unité Description 

G 1mgdl 

 
La concentration du glucose dans le sang 

𝐈 1μUml  
La concentration de l’insuline dans le sang 

𝛃 mg  La masse des cellules β 

𝑳 1mgml 
 La concentration de la leptine dans le sang 

F mg
 La masse grasse 

TABLEAU 2.1 – Les variables du modèle GIβLF.
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Paramètre Unité Description 

𝑹𝟎 11dmgdl 

 
Le taux de la production moyenne du glucose hépatique par jour 

𝑬𝑮𝟎 1d

 
Le taux de la clairance du glucose indépendamment de l'insuline 

𝑺𝑰 -1-1mldμU
 

La sensibilité à l’insuline 

𝑺𝑳 1-1mldmg 
 La sensibilité à la Leptine 

𝒂𝑳 mlmg -1
 Le taux de l’amélioration de 𝑆𝐼  par la leptine. 

τ 1mg
 

Le taux de diminution de 𝑆𝐼  par la masse grasse 

α 22dlmg 

 
Point d'inflexion de la fonction sigmoïde 

𝝈 -1-1dμUml
 

Le taux de la sécrétion de l’insuline par les cellules β 

𝝈𝑳 mlmg -1
 Le taux d'inhibition de la sécrétion de l'insuline par la leptine 

𝒌𝑰 -1d  
Le taux de la clairance de l'insuline 

𝒅𝟎 -1d  
Le taux de mortalité naturelle de cellules β 

𝒓𝟏 11dldmg 

 
Détermination de la plage de tolérance au glucose des cellules β 

𝒓𝟐 122 ddlmg 

 
Détermination de la plage de tolérance au glucose des cellules β 

𝒑𝑰 1-1mldμU 

 
Le taux de l’augmentation de la masse grasse sous l’effet de 

𝒑𝑳 11dml 
 Le taux de sécrétion de leptine par la masse grasse 

𝒌𝑳 1d

 
Le taux de dégradation de la leptine par l'élimination rénale 

𝒅𝑳 1-1mldmg 
 Le taux de la diminution de la masse grasse sous l’effet de la leptine 

𝒌𝑭 -1d  
Le taux de la diminution de la masse grasse indépendamment de la leptine 

TABLEAU 2.2 – Les paramètres du modèle GIβLF.
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3 Les positions d’équilibre du modèle GIβLF

Pour les points d’équilibre, on a le résultats suivant :

Théorème 2.1 Le modèle (2.1) admet dans Ω =R5+ les sept points d’équilibre suivant :

1. Si r1 < 2
√

r2d0, alors,

E0 =

(
R0

EG0
,0,0,0,0

)
.

2. Si r1 > 2
√

r2d0,
R0

EG0
> G1 et

R0

EG0
> G2 alors,

E1 =
(
G1, I0,1,β2,L2,F2

)
=

(
G1,

R0

SIG1
− EG0

SI
,

kI

SI

α+ (G1)2

σ (G1)2

(
R0

G1
−EG0

)
,0,0

)
E2 =

(
G2, I0,2,β3,L3,F3

)
=

(
G2,

R0

SIG2
− EG0

SI
,

kI

SI

α+ (G2)2

σ (G2)2

(
R0

G2
−EG0

)
,0,0

)
,

avec

G1 =
r1 −

√
(r1)2 −4r2d0

2r2
et G2 =

r1 +
√

(r1)2 −4r2d0

2r2
.

3. On a 

E3,1 =

(
G1,

dLL3,1 +kF

pI
,

1+σLL3,1

σ

dLL3,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L3,1,
kL

pL
L3,1

)

E3,2 =

(
G2,

dLL3,2 +kF

pI
,

1+σLL3,2

σ

dLL3,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L3,2,
kL

pL
L3,2

)

E4,1 =

(
G1,

dLL4,1 +kF

pI
,

1+σLL4,1

σ

dLL4,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L4,1,
kL

pL
L4,1

)

E4,2 =

(
G2,

dLL4,2 +kF

pI
,

1+σLL4,2

σ

dLL4,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L4,2,
kL

pL
L4,2

)
existent selon le tableau suivant

Di > 0 Di < 0
Ai > 0 − E4,1 +E4,2

Ai < 0 E3,1 +E3,2 +E4,1 +E4,2 E4,1 +E4,2

avec 
Ai =

(
SLpL +dLpL

SI
pI
+aLkFpL

SI
pI
−

(
R0
Gi

−EG0

)
τkL

)
B = τSLkL +aLdLpL

SI
pI

Di =
(
kFpL

SI
pI
−

(
R0
Gi

−EG0

)
pL

)
,

et 
L3,i =

−Ai −
√

A2
i −4BDi

2B

L4,i =
−Ai +

√
A2

i −4BDi

2B
,

où i = 1,2.
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Preuve. Les points d’équilibre s’obtiennent comme les solutions du système d’équa-
tions algébriques

−
(
EG0 +SLL+SI

1+aLL

1+τF
I

)
G+R0 = 0, (2.2)(

σ

1+σLL

)
β

G2

α+G2
−kII = 0, (2.3)(−d0 + r1G− r2G2)β = 0 (2.4)

pLF−kLL = 0, (2.5)

et (
pII−dLL−kF

)
F = 0. (2.6)

On distingue deux cas selon l’équation (2.4),

Cas 2.1 Pour β = 0, l’équation (2.3) implique que

I = 0.

L’équation (2.5) donne

F =
kL

pL
L. (2.7)

De l’équation (2.6), on distingue deux cas,

1. Si F = 0. D’aprés la relation (2.7), on a

L = 0.

De l’équation (2.2), on détermine G

G =
R0

EG0
.

2. Si F 6= 0, l’équation (2.6) implique que

L = −kF

dL
< 0.

Cas 2.2 Pour β 6= 0, de l’équation (2.4), on a
G1 =

r1 −
√

r 2
1 −4r2d0

2r2
> 0

G2 =
r1 +

√
r 2

1 −4r2d0

2r2
> 0

avec r 2
1 −4r2d0 > 0.
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1. Si F = 0, alors d’aprés (2.7)
L = 0.

Alors, on a retrouvé les points d’équilibre déterminés par Topp et al.2000 ([134]),
E1 =

(
G1, I0,1,β2,L2,F2

)
=

(
G1,

R0

SIG1
− EG0

SI
,

kI

SI

α+ (G1)2

σ (G1)2

(
R0

G1
−EG0

)
,0,0

)
E2 =

(
G2, I0,2,β3,L3,F3

)
=

(
G2,

R0

SIG2
− EG0

SI
,

kI

SI

α+ (G2)2

σ (G2)2

(
R0

G2
−EG0

)
,0,0

)
,

2. Si F 6= 0, en écrivant I, β, F en fonction de L, on trouve

I =
dLL+kF

pI
, (2.8)

F =
kL

pL
L, (2.9)

β =
1+σLL

σ

dLL+kF

pI

α+G2

G2
kI, (2.10)

on note par

θ =
R0

G
−EG0.

En remplaçant les relations (2.8), (2.9), et (2.10) dans (2.2),on obtient

BL2 +AL+D = 0

avec

A =

(
SLpL +dLpL

SI

pI
+aLkFpL

SI

pI
−θτkL

)
B =

(
τSLkL +aLdLpL

SI

pI

)
D =

(
kFpL

SI

pI
−θpL

)
où les solutions (pour G1,G2)

L3,1 =
−A1 −

√
A2

1 −4BD1

2B

L3,2 =
−A2 −

√
A2

2 −4BD2

2B

et

L4,1 =
−A1 +

√
A2

1 −4BD1

2B

L4,2 =
−A2 +

√
A2

2 −4BD2

2B
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3. LES POSITIONS D’ÉQUILIBRE DU MODÈLE GIβLF

avec

Ai = SLpL +dLpL
SI

pI
+aLkFpL

SI

pI
−θiτkL

Di = kFpL
SI

pI
−θi pL, i = 1,2

alors, on a

E3,1 =

(
G1,

dLL3,1 +kF

pI
,

1+σLL3,1

σ

dLL3,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L3,1,
kL

pL
L3,1

)

E3,2 =

(
G2,

dLL3,2 +kF

pI
,

1+σLL3,2

σ

dLL3,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L3,2,
kL

pL
L3,2

)

E4,1 =

(
G1,

dLL4,1 +kF

pI
,

1+σLL4,1

σ

dLL4,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L4,1,
kL

pL
L4,1

)

E4,2 =

(
G2,

dLL4,2 +kF

pI
,

1+σLL4,2

σ

dLL4,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L4,2,
kL

pL
L4,2

)
.

Avec
Di > 0 Di < 0

Ai > 0 − E4,1 +E4,2

Ai < 0 E3,1 +E3,2 +E4,1 +E4,2 E4,1 +E4,2

Remarque 2.1 d’aprés Topp et al. 2000 [134]

G1 < G2 < R0

EG0
,

cette inégalité est toujours vérifiée.

En linéairisant le système (2.1) au point d’équilibre et en calculant la matrice jaco-
bienne, on obtient

J (E) =



−R0

G
−γ0 0 −

(
SL + SIaL

1+τF
I

)
G

τγ0I

(1+τF)

γ1 −kI
σ

1+σLL

G2

α+G2

−σLσβ

(1+σLL)2

G2

α+G2
0

(r1 −2r2G)β 0 −γ2 0 0
0 0 0 −kL pL

0 pIF 0 −dLF −γ3


.

avec 

γ0 = SI
1+aLL

1+τF
G

γ1 =
σβ

1+σLL

2αG(
α+ (G)2

)2

γ2 = d0 − r1G+ r2G2

γ3 = dLL+kF −pII.
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On calcule J (E0), on trouve

J (E0) =



−EG0 −SI
R0

EG0
0 −SL

R0

EG0
0

0 −kI
σR2

0

E2
G0α+R2

0

0 0

0 0 −d0 + r1
R0

EG0
− r2

(
R0

EG0

)2

0 0

0 0 0 −kL pL

0 0 0 0 −kF


Les valeurs propres de J (E0) sont

λ1 = −EG0

λ2 = −kI

λ3 = −d0 + r1
R0

EG0
− r2

(
R0

EG0

)2

< 0

λ4 = −kL

λ5 = −kF.

Alors, le point E0 est asymptotiquement stable.
Maintenant, on calcule J (E2)

J (E2) =



−R0

G2
−SIG2 0 −(

SL +SIaLI0,2
)

G2 τSII0,2G2

2αkII0,2

G2
(
α+ (G2)2

) −kI
kII0,2

β3
−σLkII0,2 0

−
√

(r1)2 −4r2d0β3 0 0 0 0
0 0 0 −kL pL

0 0 0 0 pII0,2 −kF


D’une part, de la matrice J (E2), on déduit que λ1 = pII0,2−kF est une valeur propre.
D’autre part,

det(J (E2)) =
(
kF −pII0,2

)
kLSIkIG2I0,2

√
r 2

1 −4d0r2.

Si λ1 < 0, alors det(J (E2)) > 0, ce qui implique qu’il existe au moins une valeur propre
positive.

D’où, le point E2 n’est pas stable.
Vu qu’il y a 18 paramètres, il est difficile de connaître le signe des valeurs propres.

De plus, il y a des travaux similaires [134] plutôt que d’étudier la stabilité de la façon
habituelle, ils ont fait une étude de comportement du modèle. Un travail similaire pour
notre modèle va être présenté dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Méthode d’ondelettes de Jacobi

Au cours des dernières décennies, les ondelettes ont trouvé leurs applications dans
de nombreux domaines de la science et de l’ingénierie [41, 45]. Elles sont de plus en
plus utilisées dans les méthodes d’approximations pour la résolution des différents
types de problèmes tels que les problèmes de contrôle optimal [6] et les problèmes aux
limites [104, 138, 141]. La principale notion pour ces techniques est la matrice opéra-
tionnelle :

— La matrice opérationnelle de dérivation [6, 104], où

dψ (t )

d t
= Dψ (t ) .

— La matrice opérationnelle d’intégration [2, 3, 59, 26, 9], où∫ t

0
ψ (τ)dτ = Pψ (t ) ,

avec D et P sont des matrices carées et ψ (t ) =
[
ψ1 (t ) ,ψ2 (t ) , . . . ,ψn (t )

]
, n ∈N.

Jusqu’à présent, ces matrices opérationnelles ont été déterminées pour plusieurs
types de fonctions de base orthogonales, telles que Haar [60, 61, 129, 128], Legendre
[2, 3, 39, 66, 73, 91, 117, 118, 135, 138, 148], Chebyshev [67, 9], Jacobi [59, 26] et Hermite
[32, 84, 90].

Dans ce chapitre, on commence par donner quelques propriétés sur les polynômes
de Jacobi. Ensuite, on définit les ondelettes de Jacobi d’indice (0,2). On introduit la
fonction d’approximation et on calcule les matrices opérationnelles. Puis, on fait une
description détaillée de la méthode des ondelettes de Jacobi. On termine par des tests
de la méthode proposée sur le modèle de la diffusion membranaire.

1 Les propriétés des polynômes de Jacobi

Dans cette section, plusieurs résultats sur les polynômes de Jacobi sont introduits.
On considère le problème de Sturm-Liouville

− (
pu′)′+qu = λwu sur (−1,1) . (3.1)
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1. LES PROPRIÉTÉS DES POLYNÔMES DE JACOBI

Avec p, q et w sont des fonctions données à valeurs réelles telles que p est continue-
ment différentiable, strictement positive sur (−1,1) et continue au points x = ±1, q est
continue, non négative est bornée dans (−1,1) et la fonction poids w est continue, non
négative sur l’intervale (−1,1) [76].

Les polynômes de Jacobi sont les solutions du problème de Sturm-Lioville [76] qui
sont définis sur l’intervalle [−1,1] par la formule de récurrence suivante [4] pour α,β>
−1 

J(α,β)
0 (x) = 1

J(α,β)
1 (x) = (α+1)+ (

α+β+2
) x −1

2

am,0J(α,β)
m (x) =

(
am,1x −am,2

)
J(α,β)

m−1 (x)−am,3J(α,β)
m−2 (x) ,

avec 

am,0 = 2m
(
α+β+m

)(
α+β+2m −2

)
am,1 =

(
α+β+2m −1

)(
α+β+2m −2

)(
α+β+2m

)
am,2 =

(
α2 +β2

)(
α+β+2m −1

)
am,3 = 2(α+m −1)

(
β+m −1

)(
α+β+2m

)
.

L’expression anlytique de cette famille de polynômes est donnée par

J(α,β)
m (x) =

1

2m

m∑
l=0

(
m +α

l

)(
m +α
m − l

)
(x −1)l (x +1)m−l .

Une propriété importante des polynômes de Jacobi est qu’ils sont orthogonaux par
rapport à la fonction poids ω(α,β) (x) = (1−x)α (1+x)β, i.e,(

J(α,β)
n , J(α,β)

m

)
ω(α,β)

=
∫ 1

−1
J(α,β)

n (x) J(α,β)
m (x)ω(α,β) (x)d x

=
∥∥∥J(α,β)

m

∥∥∥2
δn,m ,

où ∥∥∥J(α,β)
m

∥∥∥ =

√√√√ 2α+β+1Γ
(
β+m +1

)
Γ (α+m +1)

m!
(
α+β+2m +1

)
Γ

(
α+β+m +1

) ,

δn,m représente le symbole de Kronecker et Γ est la fonction gamma d’Euler. La famille{
J(α,β)

m (x)
}

m∈N forme une base orthogonale de L2
ω(α,β) (−1,1) [80].

Comme il est bien connu, les polynômes ultrasphériques (ou polynômes Gegen-
bauer) font partie de la classe des polynômes de Jacobi α = β, ainsi que les polynômes
de Legendre

(
α = β = 0

)
et Chebychev

(
α = −1

2 ,β = −1
2

)
:

— Les polynômes de Chebyshev de premier espèce (3.1) sont définies par

Tm (x) = J
(− 1

2 ,− 1
2

)
m (x)
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1. LES PROPRIÉTÉS DES POLYNÔMES DE JACOBI

FIGURE 3.1 – Les quatre premiers polynômes de Chebyshev.

FIGURE 3.2 – Les quatre premiers polynômes de Legendre.

— Les polynômes de Legendre (3.2) sont définies par

Lm (x) = J(0,0)
m (x)

Ici on donne quelques liens entre les différentes familles de polynômes de Jacobi
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2. LES ONDELETTES DE JACOBI

[76] 

(
m + α

2 + β
2 +1

)
(1−x) J(α+1,β)

m (x) = (m +α+1)J(α,β)
m (x)− (m +1)J(α,β)

m+1 (x)(
m + α

2 + β
2 +1

)
(1+x) J(α,β+1)

m (x) =
(
m +β+1

)
J(α,β)

m (x)+ (m +1)J(α,β)
m+1 (x)(

2m +α+β+1
)

(1+x) J(α−1,β)
m (x) =

(
m +β+1

)
J(α,β)

m (x)− (
m +β) J(α,β)

m−1 (x)(
2m +α+β+1

)
(1+x) J(α,β−1)

m (x) =
(
m +β+1

)
J(α,β)

m (x)+ (m +α) J(α,β)
m−1 (x) .

De plus de ses propriétés, la dérivée du polynôme de jacobi est

d

d x
J(α,β)

m (x) =
1

2

(
m +α+β+1

)
J(α+1,β+1)

m−1 (x) .

Dans ce travail, on est interessé par les polynômes de Jacobi cas α = 0 et β = 2 (3.3).
Ce choix est motivé par son application en ingénierie [76]. En fait, la relation entre cette
famille de polynômes et les polynômes de Legendre est la suivante(

m + 3

2

)(
1+x2) J(0,2)

m (x) = (m +2)Lm (x)+ (2m +3)Lm+1 (x)+ (m +1)Lm+2 (x) .

FIGURE 3.3 – Les quatre premiers polynômes de Jacobi d’indice (0,2).

2 Les ondelettes de Jacobi

Les ondelettes sont générées à partir d’une fonctions ψ de L2 (R) (ondelette mère)
par translation et dilatation, avec a facteur de dilatation et b est le facteur de transla-
tion où a et b sont des réels :

ψa,b (x) = |a|−1
2 ψ

(
x −b

a

)
, a,b ∈R, a 6= 0.
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2. LES ONDELETTES DE JACOBI

Si a et b ont les valeurs discrètes a = a− j−1
0 , a0 > 1

b = b0a− j−1
0 n̂,b0 > 0

, n̂ ∈N∗, j ∈N,

on a la famille des ondelettes discrètes suivantes :

ψ j ,n (x) = |a0|
j+1

2 ψ
(
a j+1

0 x − n̂b0

)
.

Dans ce travail, on a choisit a0 = 2 et b0 = 1, les polynômes de Jacobi d’indice (0,2)
comme ondelettes mères i.e. ψm = J(0,2)

m et
n̂ = 2n −1

|a0|
j+1

2 = 2
j+1

2

a j+1
0 x − n̂b0 = 2 j+1x −2n +1,

avec n ∈N∗, j ∈N.

Pour obtenir une famille orthonormale, on multiplie 2
j+1

2 J(0,2)
m

(
2 j+1x −2n +1

)
par le

coefficient de normalisation 1∥∥∥J(0,2)
m

∥∥∥ =

√
2m +3

8
. Les ondelettes de Jacobi d’indice (0,2)

(voir la figure 3.4) sont définies sur [0,1] par

ψ(0,2)
n,m (x) =

 2
j+1

2

√
2m +3

8
J(0,2)

m
(
2 j+1x −2n +1

)
, n−1

2 j 6 x < n
2 j

0, sinon,

où j est un entier positif, n = 1,2, . . . ,2 j , 2 j représente le nombre des niveaux de la dé-
composition et m = 0, . . . ,M (où M ∈N∗ représente le nombre de points de collocation
sur chaque niveau).

Pour n ∈ {
1,2, . . . ,2 j

}
, la famille

{
ψ(0,2)

n,m

}
m∈N forme une base orthonormale dans l’es-

pace à poids L2
ω(0,2)

n

(
n−1

2 j , n
2 j

)
, avec

L2
ω(0,2)

n

(
n −1

2 j
,

n

2 j

)
=

{
φ :

(
n −1

2 j
,

n

2 j

)
→R/

∫ n
2 j

n−1
2 j

φ2 (x)ω(0,2)
n (x)d x <+∞

}

et ω(0,2)
n (x) =ω(0,2)

(
2 j+1x −2n +1

)
.
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3. LA FONCTION D’APPROXIMATION

FIGURE 3.4 – Les huit premières ondelettes de Jacobi d’indice (0,2).

3 La fonction d’approximation

La famille
{
ψ(0,2)

n,m

}
n,m∈N forme une base orthonormale de L2

ω(0,2)
n

(
n−1

2 j , n
2 j

)
, donc toute

fonction f : [0,1] →R, continue peut s’écrire comme suit

f[
n−1
2 j , n

2 j

[ (x) =
∑

m∈N
cn,mψ

(0,2)
n,m (x) , (3.2)

où

cn,m =
∫ n

2 j

n−1
2 j

f (x)ψ(0,2)
n,m (x)ω(0,2)

n (x)d x.

On tronque la série (3.2), on obtient

f[
n−1
2 j , n

2 j

[ (x) ≈
M∑

m=0
cn,mψ

(0,2)
n,m (x) . (3.3)

Pour x ∈ [0,1], on a

f (x) =
2 j∑

n=1
f[

n−1

2
j , n

2
j

[ (x) ≈
2 j∑

n=1

M∑
m=0

cn,mψ
(0,2)
n,m (x) = CTΨ(0,2) (x) , (3.4)

où

C =
[

c1,0 , . . . ,c
1,M

, . . . ,c
2 j ,0

, . . . ,c
2 j ,M

]T

et

Ψ(0,2) (x) =
[
ψ(0,2)

1,0
(x) , . . . ,ψ(0,2)

1,M
(x) , . . . ,ψ(0,2)

2 j ,0
(x) , . . . ,ψ(0,2)

2 j ,M
(x)

]T
. (3.5)
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4. LES MATRICES OPÉRATIONNELLES D’INTÉGRATION

4 Les matrices opérationnelles d’intégration

Dans cette section, on introduit les matrices opérationnelles d’intégration du vec-
teur Ψ(0,2) (3.5) en utilisant quelques propriétés des polynômes de Jacobi d’indice (0,2).

Lemme 3.1 1. On suppose que x ∈ [−1,1] et m > 0, alors on a∫ x

1
J(0,2)

m (τ)dτ =
m +3

(m +2)(2m +3)
J(0,2)

m+1 (x)− 1

(m +1)(m +2)
J(0,2)

m (x) (3.6)

− m

(m +1)(2m +3)
J(0,2)

m−1 (x) .

2. Pour m ∈N
J(0,2)

m (1) = 1 (3.7)

et

J(0,2)
m (−1) =

(−1)m

2
(m +1)(m +2) . (3.8)

De plus, on a ∫ 1

−1
J(0,2)

m (x)d x = 2(−1)m . (3.9)

Grâce à l’équation (3.6) et (3.9), on obtient∫ x

−1
J(0,2)

m (τ)dτ = 2(−1)m + m +3

(m +2)(2m +3)
J(0,2)

m+1 (x)

− 1

(m +1)(m +2)
J(0,2)

m (x)− m

(m +1)(2m +3)
J(0,2)

m−1 (x) .

En effet, si x ∈
[

n−1
2 j , n

2 j

[
, on aura

2 j+1
∫ x

n−1
2 j

J
(0,2)
m (τ)dτ = 2(−1)m + m +3

(m +2)(2m +3)
J

(0,2)
m (x)

− 1

(m +1)(m +2)
J

(0,2)
m (x)− m

(m +1)(2m +3)
J

(0,2)
m (x) ,

avec J
(0,2)
m (x) = J(0,2)

m
(
2 j+1x −2n +1

)
.

Maintenant, on introduit les matrices opérationnelles d’intégration.

Théorème 3.1 Soit x ∈ [0,1]. Alors∫ x

0
Ψ(0,2) (τ)dτ≈ PΨ(0,2) (x) , (3.10)

où P est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension 2 j (M+1)×2 j (M+1) , dé-
finie par

P =
1

2 j−1


L F · · · F

0 L
. . .

...
...

. . . . . . F
0 · · · 0 L

 ;

41
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avec F,L sont des matrices carrées d’ordre (M+1)× (M+1) :

L0,0 = 3
8

L1,0 = −7
p

15
40

Lp,p = −1
4

1
(p+1)(p+2) si p = 1,M

Lp,p−1 = −1
4

p
p

2p+1
p

2p+3

(p+1)(2p+1)(2p+3) si p = 2,M−1

Lp,p+1 = 1
4

(p+3)
p

2p+3
p

2p+5

(p+2)(2p+3)(2p+5) si p = 0,M−1

Lp,0 = (−1)p 1
6

√
3
(
2p +3

)
si p = 2,M

0, sinon

(3.11)

et  Fp,0 = (−1)p 1
6

√
3
(
2p +3

)
si p = 0,M

0 sinon.
(3.12)

Preuve. Soient l ∈ {
1, . . . ,2 j

}
et p ∈ {2, . . . ,M−1}, il est claire que

∫ x

0
ψ(0,2)

l ,p (τ)dτ =


∫ l

2 j

l−1
2 j

N j ,p J
(0,2)
p (x)d x, x > l

2 j∫ x
l−1
2 j

N j ,p J
(0,2)
p (x)dτ, l−1

2 j < x < l
2 j

0, x 6 l
2 j ,

(3.13)

où N j ,p = 2
j+1

2

√
2p +3

8
.

Lorsque p = 0, on déduit de (3.13) que

∫ x

0
ψ(0,2)

l ,0 (τ)dτ =


2− j N j ,0, x > l

2 j

N j ,0

(
x − l−1

2 j

)
, l−1

2 j < x < l
2 j

0, x 6 l
2 j

=
2 j∑

n=1

M∑
m=0

cn,mψ
(0,2)
n,m (x) ,
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où

cn,m =
∫ n

2 j

n−1
2 j

(∫ x

0
ψ(0,2)

l ,0 (τ)dτ

)
N j ,mJ

(0,2)
m (x)ω(0,2)

n (x)d x

=


∫ n

2 j

n−1
2 j

(
2− j N j ,0

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x,n > l∫ n
2 j

n−1
2 j

N j ,0

(
x − n−1

2 j

)
N j ,mJ

(0,2)
m (x)ω(0,2)

n (x)d x,n = l

0,n < l

=
1

2 j−1


1
2δm,0,n > l
N j ,0

8N j ,1
δm,1 + 3

8δm,0,n = l

0,n < l .

Par conséquent∫ x

0
ψ(0,2)

l ,0 (τ)dτ =
1

2 j−1

(
3

8
ψ(0,2)

l ,0 (x)+
p

15

40
ψ(0,2)

l ,1 (x)+ 1

2

2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0 (x)

)

=
1

2 j−1

(
L0,0ψ

(0,2)
l ,0 (x)+L0,1ψ

(0,2)
l ,1 (x)+F0,0

2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0 (x)

)
.

Dans le cas où p = 1, on trouve∫ x

0
ψ(0,2)

l ,1 (τ)dτ =
1

2 j−1

(
L1,0ψ

(0,2)
l ,0 +L1,1ψ

(0,2)
l ,1 +L1,2ψ

(0,2)
l ,2 +F1,0

2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0

)
(x) .

Maintenant, si l = 0, . . . ,2 j et p = 2, . . . ,M−1, on a∫ x

0
ψ(0,2)

l ,p (τ)dτ =
2 j∑

n=1

M∑
m=0

cn,mψ
(0,2)
n,m (x) , (3.14)

avec

cn,m =
∫ n

2 j

n−1
2 j

(∫ x

0
ψ(0,2)

l ,0 (τ)dτ

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x,

c’est à dire

cn,m =



∫ n
2 j

n−1
2 j

(∫ l
2 j

l−1
2 j

N j ,p J
(0,2)
p (x)d x

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x,n > l∫ n
2 j

n−1
2 j

(∫ x
l−1
2 j

N j ,p J
(0,2)
p (τ)dτ

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x,n = l

0,n < l .

En appliquant (3.6) pour n = l , et (3.9) pour n > l , on obtient

cn,m =



(−1)p

2 j−1
1
6

√
3
(
2p +3

)
δm,0,n > l

1
2 j−1

(
(−1)p 1

6

√
3
(
2p +3

)
δm,0 + (p+3)

p
2p+3

p
2p+5

4(p+2)(2p+3)(2p+5)δm,p+1

)
1

2 j−1

(
− 1

4(p+1)(p+2)δm,p − p
p

2p+1
p

2p+3

4(p+1)(2p+1)(2p+3)δm,p−1

)
,n = l

0,n < l .
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Alors, l’équation (3.14) devient∫ x

0
ψ(0,2)

l ,p (τ)dτ =
1

2 j−1

(
(−1)p 1

6

√
3
(
2p +3

)
ψ(0,2)

l ,0 (x)− 1

4
(
p +1

)(
p +2

)ψ(0,2)
l ,p (x)

)

− 1

2 j−1

(
p

√
2p +1

√
2p +3

4
(
p +1

)(
2p +1

)(
2p +3

)ψ(0,2)
l ,p−1 (x)+

(
p +3

)√
2p +3

√
2p +5

4
(
p +2

)(
2p +3

)(
2p +5

)ψ(0,2)
l ,p+1 (x)

)

+ 1

2 j−1

(
(−1)p 1

6

√
3
(
2p +3

) 2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0 (x)

)
.

Par conséquent,∫ x

0
ψ(0,2)

l ,p (τ)dτ =
1

2 j−1

(
Lp,0ψ

(0,2)
l ,0 +Lp,p−1ψ

(0,2)
l ,p−1 +Lp,pψ

(0,2)
l ,p +Lp,p+1ψ

(0,2)
l ,p+1 +Fp,0

2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0

)
(x) .

∫ t
0 ψ

(0,2)
l ,M (τ)dτ est une fonction polynomiale par morceaux de degré M+1. A cet effet,

on ne peut pas lui donner une décomposition exacte sur la base
{
ψn,m

}M
m=0 qui a M

comme degré maximal. Donc, on l’approxime par :∫ x

0
ψ(0,2)

l ,M (τ)dτ≈ 1

2 j−1

(
LM,0ψ

(0,2)
l ,0 +LM,M−1ψ

(0,2)
l ,M−1 +LM,Mψ

(0,2)
l ,M +FM,0

2 j∑
n=l+1

ψ(0,2)
n,0

)
(x) .

Corollaire 3.1 Soit x ∈ [0,1]. Alors∫ 1

x
Ψ(0,2) (τ)dτ≈ QΨ(0,2) (x) . (3.15)

Où Q est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension 2 j (M+1)× 2 j (M+1) ,
définie par

Q =
1

2 j−1


F−L 0 · · · 0

F F−L
. . .

...
...

. . . . . . 0
F · · · F F−L

 ,

L et F sont définies par les formules (3.11) et (3.12).

Preuve. L’intégration du vecteur Ψ(0,2) (x) sur [x,1] peut s’écrire comme∫ 1

x
Ψ(0,2) (τ)dτ =

∫ 1

0
Ψ(0,2) (x)d x −

∫ x

0
Ψ(0,2) (τ)dτ

≈
∫ 1

0
Ψ(0,2) (x)d x −PΨ(0,2) (x) .

D’autre part, on a∫ 1

0
Ψ(0,2) (x)d x =

∫ 1

0

[
ψ(0,2)

1,0
(x) , . . . ,ψ(0,2)

1,M−1
(x) , . . . ,ψ(0,2)

2 j ,0
(x) , . . . ,ψ(0,2)

2 j ,M−1
(x)

]T
d x. (3.16)
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En étabilssant le changement de variable µ = 2 j+1x −2n +1, on obtient∫ 1

0
ψ(0,2)

l ,p (x)d x =
N j ,p

2 j+1

∫ 1

−1
J

(0,2)
p (x)d x, l ∈

{
0, . . . ,2 j

}
, p ∈ {0, . . . ,M}.

Puis, en appliquant (3.9) à (3.16), on trouve∫ 1

0
ψ(0,2)

l ,p (x)d x = N j ,p
2(−1)p

2 j+1

=
2 j∑

n=1

M∑
m=0

cn,mψ
(0,2)
n,m (x) ,

avec

cn,m =
∫ n

2 j

n−1
2 j

(
N j ,p

2(−1)p

2 j+1

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x

=
N j ,p

N j ,0

(−1)p

2 j

∫ n
2 j

n−1
2 j

(
N j ,0J

(0,2)
0 (x)

)(
N j ,mJ

(0,2)
m (x)

)
ω(0,2)

n (x)d x

=
1

2 j−1
Fp,0δm,0.

Alors ∫ 1

0
Ψ(0,2) (τ)dτ =

 F . . . F
...

. . .
...

F . . . F

Ψ(0,2) (x) .

Par conséquent

∫ 1

x
Ψ(0,2) (τ)dτ ≈ 1

2 j−1


F−L 0 · · · 0

F F−L
. . .

...
...

. . . . . . 0
F · · · F F−L

Ψ(0,2) (x)

≈ QΨ(0,2) (x) .

5 Description de la méthode

Dans cette section, on dévellope la méthode d’ondelettes de Jacobi d’indice (0,2)
sur une EDO linéaire et d’ordre 1, car on peut écrire n’importe quelle EDO non linéaire
sous cette forme, en utilisant la technique de découplage et quasi-linéarisation qui sera
décrite dans la section suivante.

On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 suivante

y ′ (x) = a (x) y (x)+ f (x) , (3.17)
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avec les conditions aux limites
y (0) = α, (3.18)

ou
y (1) = β. (3.19)

Pour résoudre le problème (3.17-3.19), on approche la dérivée de y par (3.4), on
trouve

y ′ (x) = YTΨ(0,2) (x) . (3.20)

En intégrant (3.20) sur [x,1] et en appliquant le corollaire (3.15), on obtient

y (x) = β−YTQΨ(0,2) (x) . (3.21)

En substituant les équations (3.20-3.21) dans (3.17), on obtient

YT
(
I(2 j (M+1))×(2 j (M+1))+a (x)Q

)
Ψ(0,2) (x) = βa (x)+ f (x) . (3.22)

On procède de la même manière pour le problème (3.17-3.18), on trouve

YT
(
I(2 j (M+1))×(2 j (M+1))−a (x)P

)
Ψ(0,2) (x) = αa (x)+ f (x) . (3.23)

On discrétise l’équation (3.22) en 2 j (M+1) points de collocations, on génère un
système linéaire algébrique de 2 j (M+1) équations qu’on peut résoudre en utilisant la
factorisation LU.

6 Technique de découplage et quasi-linéarisation

Dans cette section, on va introduire la technique de découplage et quasi-linéarisation
qui consiste à construire la solution d’un système d’équations différentielles non li-
néaires d’une manière itérative, par une transformation du système en une séquence
d’équations linéaires découplées.

Cette technique est illustrée, en considérant le système d’équations différentielles
non linéaires défini sur [0,1] ,

y ′
1 (x) = f1

(
x, y1, y2, . . . , yp

)
y ′

2 (x) = f2
(
x, y1, y2, . . . , yp

)
...

y ′
p (x) = fp

(
x, y1, y2, . . . , yp

)
,

(3.24)

avec des conditions aux limites.
Le second membre de chaque équation du système (3.24) peut s’écrire de la forme

suivante, pour i = 1, . . . , p

fi
(
x, y1, y2, . . . , yp

)
= ai

(
x, y1, y2, . . . , yp

)
yi (x)+ gi

(
x, y1, y2, . . . , yp

)
.
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Ensuite, on procède comme suit

Etant donné des profils initiaux pour chaque solution : y (0)
1 , y (0)

2 , . . . , y (0)
p .(

y ′
1 (x)

)(k+1) = a1

(
x, y (k)

1 , y (k)
2 , . . . , y (k)

p

)
y (k+1)

1 (x)+ g1

(
x, y (k)

1 , y (k)
2 , . . . , y (k)

p

)
(
y ′

2 (x)
)(k+1) = a2

(
x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , . . . , y (k)

p

)
y (k+1)

2 (x)+ g2

(
x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , . . . , y (k)

p

)
...(

y ′
p (x)

)(k+1)
= ap

(
x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , . . . , y (k+1)

p−1 , y (k)
p

)
y (k+1)

p (x)+ gp

(
x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , . . . , y (k+1)

p−1 , y (k)
p

)
.

avec y (k+1)
i et y (k)

i sont des solutions approchées à l’itération courante et précédente
respectivement.

Notre approche de résolution du système non linéaire (3.24) consiste à combiner
le schéma précédent et la méthode d’ondelettes de Jacobi (MOJ). Ceci veut dire qu’a
chaque itération, on applique MOJ pour chaque équation découplée et linéarisé du
système (3.24).

A l’itération k +1, on calcule l’erreur de découplage par la formule suivante

E(k+1)
DQL = max(

∥∥∥y (k+1)
1 − y (k)

1

∥∥∥
2

,
∥∥∥y (k+1)

2 − y (k)
2

∥∥∥
2

, . . . ,
∥∥∥y (k+1)

p − y (k)
p

∥∥∥
2
). (3.25)

La solution du système (3.24) est obtenue lorsque l’erreur E(k+1)
DQL est suffisamment

petite.
Dans la suite de ce travail, on notera par TDQL la technique de découplage et quasi-

linéarisation et par MOJ la méthode d’ondelettes de Jacobi d’indice (0,2).

7 Test de la méthode

Cette partie de la thèse a fait l’objet d’un article : New (0,2) Jacobi Multi-Wavelets
Adaptive Method for Numerical Simulation of Gas Separations Using Hollow Fiber Mem-
branes [59].

7.1 Exemple 1

On va tester et prouver l’efficacité, la stabilité numérique et la précision de la mé-
thode.

On considère le systeme 
y ′

1 (x) = y1 (x)+ y2 (x)

y ′
2 (x) = y2 (x)+ y1 (x)

y2 (x)
−x,

(3.26)

avec les conditions aux limites {
y1 (0) = 0
y2 (1) = exp(1).

(3.27)
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La solution exacte du problème (3.26)-(3.27) est

ŷ (x) =

(
x exp(x)
exp(x)

)
.

On résout le problème (3.26-3.27) en appliquant TDQL combinée avec MOJ. Les
résultats obtenus sont résumés dans les tableaux 3.1-3.2-3.3.
 

L’erreur ponctuelle 

 J = 1 J = 2 

t Y₁ nc = 3 nc = 6 nc = 9 nc = 3 nc = 6 nc = 9 

0 0 1.6993e-002 1.7001e-006 2.1582e-011 1.7215e-003 2.2435e-008 3.60e-014 

0.2 0.2442

8 

1.9488e-004 8.2206e-008 6.9111e-014 8.7599e-005 1.8729e-010 2.5e-016 

0.4 0.5967

3 

1.7838e-003 4.6559e-008 2.4380e-013 1.0932e-004 8.2535e-012 1.11e-016 

0.6 1.0933 8.7303e-003 7.9801e-008 1.2461e-012 6.3544e-006 1.7136e-009 4.44e-016 

0.8 1.7804 2.5340e-003 8.2441e-008 4.6541e-013 5.3278e-004 1.7164e-010 2.87e-015 

TABLEAU 3.1 – L’erreur ponctuelle de y1.

 

L’erreur ponctuelle 

 J = 1 J = 2 

t Y2 nc = 3 nc = 6 nc = 9 nc = 3 nc = 6 nc = 9 

0 1.0000 4.0486e-003 2.8254e-007 2.5442e-012 3.9794e-004 3.7227e-009 4e-015 

0.2 1.2214 1.8991e-003 2.9132e-008 3.2485e-013 2.0303e-004 4.2492e-010 8.88e-016 

0.4 1.4918 1.4910e-003 3.7396e-008 2.9021e-013 1.9325e-004 5.1900e-010 4.44e-016 

0.6 1.8221 9.2167e-004 2.4966e-008 2.7978e-014 1.2327e-004 1.5964e-010 4.44e-016 

0.8 2.2255 4.2379e-004 1.8466e-008 5.5955e-014 1.4404e-005 4.4292e-010 0 

TABLEAU 3.2 – L’erreur ponctuelle de y2.

Les résultats de simulation montrent l’efficacité de la méthode.
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L’erreur absolue 

 J=1 J=2 

 nc=3 nc=6 nc=9 nc=3 nc=6 nc=9 

y₁ 1.9390e-002 1.7755e-006 2.1720e-011 2.4840e-003 2.7011e-008 3.9155e-014 

y₂ 4.8986e-003 3.0019e-007 2.7005e-012 6.4426e-004 4.4247e-009 5.5777e-015 

TABLEAU 3.3 – L’erreur absolue.

7.2 Exemple concret : Le modèle de diffusion membranaire

Au cours des dernières décennies, les procédés de séparation membranaire sont
largement utilisés dans l’industrie en raison de leur simplicité, la faible consommation
d’énergie et des avantages économiques. En général, les unités supplémentaires de
séparation des gaz utilisent des modules spirales, plans, fibres creuses et tubulaires.

Les modules tubulaires sont constitués de deux tubes concentriques destinés à sé-
parer un mélange donné en deux parties : une partie à haute pression appelée rétentat,
et une autre à basse pression appelée perméat.

Selon le sens de l’écoulement à l’intérieur du module à membrane, on distingue
deux types de flux : co-courant et contre-courant. De nombreuses études scientifiques
récentes [5, 16] ont souligné l’importance du modèles des écoulement à contre-courant.
Dans cette section, on va appliquer l’approche de résolution proposée dans les sec-
tions 5 et 6 et comaparer les résultats obtenus avec ceux de [16].

Le système suivant représente le modèle mathématique décrivant le processus de
perméation pour un mélange à N = 4 composés, dont les conditions aux limites, en
x = 0 les débits dans la calandre ainsi que la pression sont connus, en x = 1 les débits
dans le tube sont aussi connus (C’est un problème de valeurs aux limites séparées).

Dans le côté de la calandre

Q′
Si (x) = −βi

πDm

d

(
PS

QSi (x)∑N
k=1 QSk (x)

−PT (x)
QTi (x)∑N

k=1 QTk (x)

)
, (3.28)

Dans le côté du tube

Q′
Ti (x) = −βi

πDm

d

(
PS

QSi (x)∑N
k=1 QSk (x)

−PT (x)
QTi (x)∑N

k=1 QTk (x)

)
, (3.29)

et l’équation de Poiseuille pour la pression, dans le côté calandre,

P′
T (x) =

K f

D4
m

∑N
k=1ϕi QTk (x)

∑N
k=1µi QTk (x)

PT (x)
∑N

k=1 Mi QTk (x)
, (3.30)

avec i = 1, ...,N, N représente le nombre de composentes du mélange, et
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Q Le débit volumique,
βi Le coefficient de perméabilité pour le composé i,
d Représente l’épaisseur de la membrane,
PSi La pression partielle du composé i dans la calandre,
PTi La pression partielle du composé i dans le tube,
Dm Le diamètre interne du tube,
K f Le facteur de friction,
µ La viscosité dynamique,
ϕ La masse volumique moyenne,
Mi Le poids moléculaire du composé i.,
Si (shell) et Ti (tube) indices : Désignent le rétentat et perméat respectivement.
Ici, on prend N = 4. Donc, la solution numérique du modèle est obtenue en résol-

vant le système à 9 équations différentielles ordinaires en utilisant MOJ combinée avec
TDQL, avec les conditions aux limites :

Qs1 (0) = 3.5e −3,
Qs2 (0) = 4e −3,
Qs3 (0) = 2e −3,
Qs4 (0) = 2.5e −3,

QT1 (1) = QT2 (1) = QT3 (1) = QT4 (1) = 0,

et
PT (0) = 1e +5.

Les données physiques sont présentées dans le tableau 3.4 (voir [16]).

 

Dm d PS Kf  

5.86734e-2 0.48764e-3 12.03865e+5 1.4e+3  

 i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 

βi×1e-11 1 0.1 0.4 0.7 

φi 1.21 1.291 1.261 0.24 

μi×1e-4 0.19 0.199 0.194 0.184 

Mi×1e-3 28.5 31 30 29 

TABLEAU 3.4 – Les données physiques.

L’analyse des figures 3.5-3.6 montre clairement que les résultats obtenus sont proches
de ceux obtenus dans la littérature [16, 132].

D’aprés la loi de conservation de la matière, on a

Qalimentation = Qperméat +Qrétentat,
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FIGURE 3.5 – Le mélange dans le retentât.

 
  

FIGURE 3.6 – Le mélange dans le perméat.

on pose
V = Qalimentation −

(
Qperméat +Qrétentat

)
,

qui est un paramètre pertinent pour connaître la précision de la méthode.
Le tableau 3.5 présente les performances de la méthode, le résultat obtenu avec

un petit nombre de points de collocation (environ 12 points de V = 8.4377e −014) est
bien meilleur que le résultat obtenu avec 235 points V = 2.0899e − 008 en utilisant la
collocation orthogonale de la méthode des éléments finis présenté dans [16].
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j Le nombre de niveaux 2j nc V (MMOJ) 

1 2 2 6.9001e-10 

1 2 3 2.4433e-10 

2 4 2 1.9772e-10 

2 4 3 8.4377e-14 

TABLEAU 3.5 – Vérification de la loi de conservation de la matière.
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Chapitre 4

Comportement du modèle GβILF et
simulation numérique

Dans ce chapitre, on fait une analyse du comportement du modèle 2.1 au voisi-
nage des points d’équilibre. Ensuite, on présente différents sénarios du modèle GIβLF
pour des personnes en bonne santé, ainsi que pour des patients diabétiques. Les pro-
grammes de simulations sont implémentés avec le logiciel Matlab, version 2014. A la
Fin, on discute les résultats obtenus.

1 Comportement du modèle GβILF

Le modèle peut être décomposé en deux sous-systèmes : rapide (G,I,L) et lent(
β,F

)
. Le sous-système rapide décrit des changements aigus des niveaux du glucose,

de l’insuline et de la leptine sur une échelle de temps de minutes tandis que le sous-
système lent décrit l’évolution de la masse de cellules bêta et la masse grasse sur une
échelle de temps de jours [134]. On va examiner le comportement de ces sous-systèmes
de façon indépendante, ensuite, dans la section suivante, on analyse le système dans
son ensemble.

En raison de sa dynamique lente, la masse des cellules bêta et la masse grasse se-
ront traitées comme des paramètres fixes β̃ et F̃ lors de l’analyse du sous-système ra-
pide. A partir du moment où

dG(t )

d t
= R0 −

(
EG0 +SLL+SI

1+aLL

1+τF̃
I

)
G

dI (t )

d t
=

σβ̃

1+σLL

G2

α+G2
−kII

dL(t )

d t
= pLF̃−kLL

(4.1)

53



1. COMPORTEMENT DU MODÈLE GβILF

Ce système a une solution stationnaire réelle positive,

E =

G∗,
σβ̃

kI

(
1+σL

pL

kL
F̃

) (G∗)2

α+ (G∗)2 ,
pL

kL
F̃


avec

G∗ = − 1

3A
B+ 3

√
H1 +

√
H2 − 3AC−B2

9A2 3
√

H1 +
p

H2

et 

A =
σβ̃SI

kI
(
1+τF̃

) (
kL +aLpLF̃

)(
kL +σLpLF̃

) +SL
pL

kL
F̃+EG0

B = −R0

C = α

(
EG0 +SL

pL

kL
F̃

)
D = −αR0

H1 = − 1

2A
D+ 1

6A2
BC− 1

27A3
B3

H2 = − 1

6A3
BCD+ 1

27A3
C3 + 1

4A2
D2 + 1

27A4
B3D− 1

108A4
B2C2.

L’étude de la stabilité du point d’équilibre E, donne

J (E) =


− R0

G∗ −SI
1+aLL∗

1+τF̃
G∗ −

(
SL + aLSI

1+τF̃
I∗

)
G∗

2αkII∗(
α+ (G∗)2

)
G∗ −kI − σLkII∗

(1+σLL∗)
0 0 −kL

 ,

et les valeurs propres de cette matrice sont

λ1 = −kL

λ2 = −1

2

(
R0

G∗ +kI +
√(

R0

G∗ −kI

)2

− 8αkISI (1+aLL∗) I∗(
α+ (G∗)2

)
(1+τF̃)

)

λ3 = −1

2

(
R0

G∗ +kI −
√(

R0

G∗ −kI

)2

− 8αkISI (1+aLL∗) I∗(
α+ (G∗)2

)
(1+τF̃)

)
.

Les parties réelles des trois valeurs propres sont négatives, alors le point E est asymp-
totiquement stable.

Pour des valeurs de masse de cellules bêta et la masse grasse normales données
et une analyse de comportement de la solution stationnaire, on constate que le sous-
système rapide a un seul attirant globale c’est le point E stable voir les figures 4.1 et
4.2.
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FIGURE 4.1 – Le comportement du sous-système rapide : G et I pour β = 300, F = 9e6 et L = 4e−6.
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FIGURE 4.2 – Le comportement du sous-système rapide : G et L pour β = 300, F = 9e6 et I = 1.6.

L’effet de la masse des cellules bêta et la masse grasse sur le comportement du sous-
système rapide est démontré dans les figures 4.3, 4.4 et 4.5. Pour chaque couple de va-
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leurs de la masse de cellules bêta et la masse grasse, il existe un seul point fixe attractif.
Pour une valeur fixe de la masse grasse, on constate qu’une augmentation de la masse
de cellules de bêta entraine un déplacement du point d’équilibre E vers :

— Une glycémie plus faible,

— et un niveau d’insuline plus élevé.

Par contre si la masse grasse augmente et pour une valeur fixe de la masse de cel-
lules bêta, ce point est déplacé vers :

— Une glycémie plus forte,

— un niveau d’insuline plus faible,

— et un niveau de leptine plus fort.

En résumé, pour toute condition initiale, la glycémie, le taux d’insuline et le taux de
la leptine subiront une variation dans le temps en convergeant vers un état stable qui
dépend de la masse des cellules bêta et la masse grasse.

 

FIGURE 4.3 – Le comportement du sous-système rapide : G et I pour F = 9e6 et L = 4e −6.
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FIGURE 4.4 – Le comportement du sous-système rapide : G et I pour β = 150 et L = 4e −6.

 

FIGURE 4.5 – Le comportement du sous-système rapide : G et L pour β = 150 et I = 1.6.

Pour étudier le sous-système lent, on suppose que le sous-système rapide est à
l’état stationnaire et que les changements dans la masse des cellules bêta et la masse
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grasse déplacent lentement cet état stationnaire. Le sous-système lent est donné par
dβ (t )

d t
=

(−d0 + r1G− r2G2
)
β (t )

dF(t )

d t
=

(
pII−dLL−kF

)
F(t ) .

(4.2)

On distingue deux cas :

Le premier cas : Il n’y a pas l’effet de la leptine (L = 0), alors, le système lent admet trois
solutions stationnaires dans R5+,

E0 =

(
R0

EG0
,0,0,0,0

)

E1 =

(
G1,

1

SI

(
R0

G1
−EG0

)
,
α+G2

1

σG2
1

kI

SI

(
R0

G1
−EG0

)
,0,0

)

E2 =

(
G2, 1

SI

(
R0

G2
−EG0

)
,
α+G2

2

σG2
2

kI

SI

(
R0

G2
−EG0

)
,0,0

)
.

Ces trois états seront désignés respectivement sous le nom d’état statique pa-
thologique E0, physiologique E1 et instable E2 (confirme le résultat de Topp et al.
2000 [134]).

Avant de discuter le comportement du sous système lent, on introduit d’abord
les équations de replication et de mortalité de cellules bêta

Replication =
(
r1r G− r2r G2)β (4.3)

et
Mortalité =

(
d0 − r1d G+ r2d G2)β (4.4)

dont la différence entre (4.3) et (4.4) donne l’équation qui décrit la masse de cel-
lules bêta utilisée par Topp et al. 2000 [134],

dβ (t )

d t
=

(−d0 + r1G(t )− r2G2 (t )
)
β (t )

avec r1 = r1r + r1d et r2 = r2r + r2d .

La figure 4.6 décrit le comportement du sous-système lent en utilisant les ni-
veaux de replications et de mortalités de cellules bêta dans les équations (4.3)
et (4.4) en fonction du glucose. Cette figure peut être divisée en trois zones. La
zone A représente une hypoglycémie, on constate un taux de mortalité supé-
rieur au taux de réplication et une diminution à la masse des cellules bêta ce
qui provoque une augmentation du glucose en s’aprochant de l’état d’équilibre
physiologique E1. Ainsi, le glucose est régulé de nouveau au point physiologique
E1. Dans la zone B qui représente une hyperglycémie légère, on remarque que la
réplication est plus grande que la mortalité ainsi, la masse de cellules bêta aug-
mente ce qui entraîne une diminution du glucose au voisinage de l’état d’équi-
libre physiologique E1 et donc, le glucose retourne à nouveau à l’état stationnaire
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physiologique. En résumé, les zones A et B constituent un bassin de régulation
à l’état stationnaire physiologique. Cependant, dans la zone C où il y a une hy-
perglycémie sévère, les niveaux de mortalité dépassent les niveaux de réplica-
tion ce qui conduit à des niveaux de glucose encore plus élevés. L’instabilité de
point d’équilibre E2 poussent le niveau du glucose vers un état stationnaire pa-
thologique E0 correspondant à la masse des cellules bêta zéro et l’hyperglycémie
extrême. Alors, la zone C est désignée comme un bassin de régulation à un état
pathologique E0.
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FIGURE 4.6 – Le comportement du sous-système lent pour L = 0.

Les paramètres opérationels pour une personne normale sont donnés dans le tableau
4.1.

— Les solutions stationnaires :
E0 = (600,0,0,0,0)

E1 = (100,10,300,0,0)

E2 = (250,2.8,36.96,0,0) .

— Les valeaurs propres sont
λ (E0) = (−1.4400,−432.0000,−0.42,−15.5,−2.82e −002)

λ (E1) = (−421.97,−18.66,−1.42e −02,−15.5,−2.82e −002)

λ (E2) = (−431.0120,−4.4846,0.0406,−15.5,−2.82e −002) .

Ici la convergence dépend des données initiales selon les zones de la figure 4.7,
si on prend :

59



1. COMPORTEMENT DU MODÈLE GβILF

Paramètre Valeur Référence Paramètre Valeur Référence 

R0 864 [134] α 20000 [134] 

SI 0.72 [134] σ 43.2 [134] 

SL 6.27e4 Estimé σL 5.81e1 Estimé 

aL 6.7e3 Estimé kI 432 [134] 

𝝉 1.3e-11 Estimé d0 0.06 [134] 

r1 0.84e1-3 [134] pL 3.5e-12 Estimé 

r2 0.24e-5 [134] kL 15.5 Estimé 

pI 1e-5 Estimé dL 1 e1 Estimé 

KF 0.0282 Estimé EG0 1.44 [134] 

 

TABLEAU 4.1 – Les paramètres pour une personne normale.

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone A, alors les solutions convergent

vers E1.

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone B, alors les solutions convergent

vers E1.

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone C, alors les solutions convergent

vers E0.
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FIGURE 4.7 – Les zones de la convergence du sous-système lent pour L = 0.

Les figures (4.8) et (4.9) montrent bien la convergence de la solution vers E0 ainsi
que E1.
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FIGURE 4.8 – La convergence du sous-système lent vers E0.
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FIGURE 4.9 – La convergence du sous-système lent vers E1.
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Deuxième cas : L’effet de la leptine est pris en considération, alors, le système lent ad-
met sept solutions stationnaires dans R5+,

E0 =

(
R0

EG0
,0,0,0,0

)

E1 =

(
G1,

1

SI

(
R0

G1
−EG0

)
,
α+G2

1

σG2
1

kI

SI

(
R0

G1
−EG0

)
,0,0

)

E2 =

(
G2, 1

SI

(
R0

G2
−EG0

)
,
α+G2

2

σG2
2

kI

SI

(
R0

G2
−EG0

)
,0,0

)

E3,1 =

(
G1,

dLL3,1 +kF

pI
,

1+σLL3,1

σ

dLL3,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L3,1,
kL

pL
L3,1

)

E3,2 =

(
G2,

dLL3,2 +kF

pI
,

1+σLL3,2

σ

dLL3,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L3,2,
kL

pL
L3,2

)

E4,1 =

(
G1,

dLL4,1 +kF

pI
,

1+σLL4,1

σ

dLL4,1 +kF

pI

α+G2
1

G2
1

kI,L4,1,
kL

pL
L4,1

)

E4,2 =

(
G2,

dLL4,2 +kF

pI
,

1+σLL4,2

σ

dLL4,2 +kF

pI

α+G2
2

G2
2

kI,L4,2,
kL

pL
L4,2

)

Pour tout détail sur les paramètres voir le chapitre 2, section 2. Ces sept états se-
ront désignés respectivement sous le nom état pathologique E0, physiologiques
E1,E41 et instables E2,E3,1,E3,2 et E42.

La figure 4.10 décrit le comportement du sous-système lent, en utilisant la consom-
mation en fonction de la leptine et la production en fonction de l’insuline de la
masse grasse,

Production = pII,

et
Consommation = dLL+kF.

Dans la figure 4.10, on distingue trois zones :

— La zone I représente une hypoinsulinémie et une hypoleptinémie, le rap-
port entre la consommation et la production est insuffisant pour avoir une
quantité de la masse grasse requise ce qui provoque sa disparition complète
en convergeant vers l’état d’équilibre pathologique E0.

— La zone II représente une insuline normale et une hypoleptinémie, le rap-
port entre la consommation et la production est suffisant pour avoir une
quantité de la masse grasse requise, dans cette situation on a une augmen-
tation significative du poids en s’approchant de l’état d’équilbre physiolo-
gique E41.

— La zone III représente la leptine normale, si on a une insuline normale, dans
ce cas la production est superieur à la consommation et la leptine joue son
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rôle de régulateur, ce qui entraine la convergence avec le temps au point
stationnaire physiologique E41. De même, si on a une hypoinsulinémie, le
rapport production-consomation est inférieur à 1, et puisque la leptine joue
le rôle de régulateur, alors, là aussi, on a une convergence avec le temps vers
le point stationnaire physiologique E41.

 

III 

II 

I 

FIGURE 4.10 – Les zones de la convergence du sous-système lent en intégrant l’effet de la lep-
tine.

Les paramètres opérationels pour une personne normale sont donnés dans le tableau
4.2.

Paramètre Valeur Référence Paramètre Valeur Référence 

R0 864 [134] α 20000 [134] 

SI 0.72 [134] σ 43.2 [134] 

SL 1e4 Estimé σL 1.3e4 Estimé 

aL 9e4 Estimé kI 432 [134] 

𝝉 1.3e-9 Estimé d0 0.06 [134] 

r1 0.84e1-3 [134] pL 2e-12 Estimé 

r2 0.24e-5 [134] kL 19.97 Estimé 

pI 3.2e-3 Estimé dL 1.02e4 Estimé 

KF 0.00256897 Estimé EG0 1.44 [134] 

 

TABLEAU 4.2 – Les paramètres pour une personne normale.
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— Les solutions stationnaires

E0 = (600,0,0,0,0)

E1 = (100,10,300,0,0)

E2 = (250,2.8,36.96,0,0)

E41 = (100,5.05,177.92,1.33e −5,1.33e8)

E42 = (250,2.09,29.08,4.05e −6,4.04e7) .

— Les points d’équilibres E3,1 et E3,2 n’apartient pas àΩ =
{(

G,I,β,L,F
) ∈R5 : G,I,β,L,F> 0

}
.

— Les valeaurs propres sont

λ (E0) = (−1.4400,−432.0000,−0.42,−15.0000,−2.57e −3)

λ (E1) = (−421.97,−18.66,−0.14,−15,2.94e −2)

λ (E2) = (−431.01,−4.49,0.0406,−20,6.39e −3)

λ (E41) = (−422.16,−18.42,−20,−0.0162+5.11e −03i ,−0.0162−5.11e −03i )

λ (E42) = (−431.03,−19.97,−4.46,4.07e −2,−5.54e −3,−0.0120) .

Alors, les points E0 et E41 sont asymptotiquement stables.

Ici la convergence dépend des données initiales selon les zones de la figure 4.10,
si on prend :

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone I, alors les solutions convergent

vers E0.

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone II, alors les solutions convergent

vers E41.

—
(
G(0) , I (0) ,β (0) ,L(0) ,F(0)

)
dans la zone III, alors les solutions convergent

vers E41.

Les figures (4.11) et (4.12) montrent bien la convergence de la solution vers E0

ainsi que E41.
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FIGURE 4.11 – La convergence du sous-système lent vers E0.
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FIGURE 4.12 – La convergence du sous-système lent vers E41.
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2 La simulation numérique du modèle GβILF

Les paramètres utilisés dans la simulation sont donnés dans le Tableau 4.2.
Dans un premier temps, on simule le modèle GIβLF chez une personne normale.

Les résultats obtenus sont représentés dans la figure 4.13. Cette simulation montre
qu’une augmentation de niveau de la leptine et de l’insuline dans les premières heures
ceci se traduit par une diminution du glucose. En outre, les résultats montrent aussi,
une augmentation à la masse de cellules bêta ainsi que la masse grasse. En comparant
les résultats obtenus avec ceux de Topp [134], on constate que notre modèle décrit
bien ce phénomène, malgré que le niveau d’insuline dans le modèle proposé est infé-
rieur au niveau d’insuline dans le modèle de Topp, alors la concentration du glucose se
maintient à 107 mg/dl par contre dans le modèle de Topp à 113 mg/dl. Ce qui montre
l’effet de la leptine sur la régulation du glucose.

Dans un deuxième temps, on prend τ = 5e −8, et τ = 2e −7, τ = 8e −7 i.e. on aug-
mente l’effet de la masse grasse sur la sensibilité à l’insuline, c’est le cas des obèses. La
figure 4.14 montre comment l’augmentation de la masse grasse affecte non seulement
l’absorption du glucose mais aussi la masse de cellules bêta et sa sécrétion à l’insuline
ce qui peut entrainer une résistance à l’insuline. Autrement dit, malgré le taux élevé de
l’insuline mais les tissus insulino-dépendants sont incapables d’utiliser le glucose.

Par contre, si on augmente l’effet de la leptine sur l’absorption du glucose via des
mécanismes insulino-indépendants pour SL = 7e5. On remarque que la leptine com-
pense le dysfonctionnement des îlots pancréatiques (figure 4.15).

Chez les diabétiques de type 2, la sensibilité à l’insuline est très faible ( voir la figure
4.16).

Ici on prend SI = 0.1 et on augmente la sensibilité à la leptine SL = 4.5e5. La figure
4.17 suggère qu’il y a une diminution de taux du glucose dans une période de quelques
heures où les concentrations de la leptine sont considérables. En revanche, une aug-
mentation des niveaux de l’insuline et de la masse de cellules bêta.

Maintenant, on augmente aussi l’effet de la leptine sur la sensibilité à l’insuline, on
prend aL = 6e5. La figure 4.17 montre que la leptine régule la glycémie et la sécrétion
de l’insuline.
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FIGURE 4.13 – La simulation numérique du modèle GIβLF et le moèle de Topp pour une per-
sonne normale.
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FIGURE 4.14 – La simulation numérique du modèle GIβLF.
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FIGURE 4.15 – La simulation numérique du modèle GIβLF.
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FIGURE 4.16 – La simulation numérique du modèle GIβLF.
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FIGURE 4.17 – La simulation numérique du modèle GIβLF.
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3 Discussion

Dans ce chapitre, on a présenté différentes simulations du modèle GIβLF où on
a investigué le comportement du modèle dans le cas diabétique et non diabétique.
L’homéostasie du glucose est décrite par cinq compartiments. Le premier représente
la concentration du glucose sanguin, cette concentration et la différence entre la pro-
duction et l’absorption. L’absorption du glucose se fait par le biais des mécanismes
insulino-indépendants et insulino-dépendants. L’utilisation insulino-indépendant re-
présente l’absorption du glucose par le cerveau, en fonction de la leptine et d’autres
mécanismes qui sont mal compris [125]. Tandis que l’utilisation insulino-dépendante
du glucose est contrôlée d’une façon non linéaire par le glucose dans le compartiment
et l’insuline plus l’effet de la leptine sur la sensibilité à l’insuline. On a supposé que la
production du glucose est constante. Le deuxième compartiment est celui de l’insu-
line dont la dégradation est supposée s’éliminé linéairement. Alors que la sécrétion est
supposée dépendre à la fois de la concentration plasmatique du glucose, la masse de
cellules bêta et la leptine qui inhibe cette sécrétion. Le troisième compartiment décrit
les changements de la masse de cellules bêta, on a utilisé la même équation de Topp
et al. [134]. Le quatrième compartiment représente la concentration de la leptine, on
a utilisé l’équation introduite par M. Jacquier et al. 2015 dans [72]. Enfin, le cinquième
compartiment décrit les variations de la masse grasse, dont l’augmentation dépend
de l’insuline tandis que la diminution est la consèquence d’une coopération entre la
leptine et d’autres effet indépendant de la leptine.

En résumé, les résultats de simulation montrent que :

— L’accumulation de la masse grasse est un facteur important dans le développe-
ment du diabète de type 2 qui conduit à une résistance à l’insuline des tissus
cibles ainsi qu’une lipotoxicité des cellules bêta.

— Le dysfonctionnement au niveau des cellules pancréatiques peut être compensé
par les mécanismes insulino-indépendants tel que la leptine pour une période
considérable.
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Au cours de ce travail, on a abordé deux types de problèmes :
Dans un premier temps, une nouvelle méthode à base d’ondelettes de Jacobi a été

proposée pour la résolution d’un problème aux limites, une étude comparative avec la
méthode de collocation orthogonale sur les éléments finis a été faite pour démontrer
l’efficacité de notre méthode. Cette nouvelle approche s’avère plus performantes et
précise. Elle est surtout moins coûteuse en terme du temps ainsi que le nombre de
points de collocations choisit. En outre, on a utilisé cette méthode pour la simulation
du modèle GIβLF.

D’autre part, on a proposé un nouveau modèle basé sur des hypothèses réalistes
pour décrire la régulation de la glycémie sous l’impact de la masse de cellule bêta, l’in-
suline, la leptine et la masse grasse. Différentes simulations numériques ont été pré-
senté pour voir le comportement du modèle GIβLF où les résultats obtenus montrent
que l’accumulation de la masse grasse peut conduire à insulinorésistance ainsi une li-
potoxicité des cellules bêta. De plus, le dysfonctionnement au niveau de cellules pan-
créatiques peut être compensé par les mécanismes insulino-indépendants tel que la
leptine pour une période considérable.

Comme limitations du modèle GIβLF, on cite :

— Le modèle n’intègre pas l’effet de l’insuline, de la leptine et d’autres hormones
incrétines sur la dynamique de la masse des cellules bêta.

— On n’a pas introduit l’effet de l’insuline sur la sécrétion de la leptine.

— Le modèle n’est pas encore validé par l’expérimentation.

Dans le futur, il serait bien de construire un modèle qui prend en considération ces
insuffisances. Chose faite, elle permettrait une contribution considérable pour relever
les défis en diabétologie introduite dans le premier chapitre.

Les modèles multiniveaux décrivent les sous-systèmes et leur interaction à diffé-
rentes couches d’organisation biologique. Ils peuvent considérer les interactions di-
rectes et indirectes entre les niveaux intracellulaires et extracellulaires telles que les
changements dans les réseaux de signalisation. En outre, le diabète est l’une des ma-
ladies les plus fréquemment signalées et a fait l’objet de recherches approfondies. Un
modèle multiniveaux de l’homéostasie du glucose dans le corps entier peut être une
aide considérable [110][30][111]. En particulier, une large littérature montre les effets
du cerveau sur l’homéostasie du glucose en réponse à l’apport afférent des signaux pé-
riphériques. Dans le futur il serait bien de construire différents modèles multiniveaux
qui tentent d’aborder les défis dans ce type de problème (voir la figure 4.18).
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FIGURE 4.18 – L’homéostasie du glucose dans le corps entier.
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