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Chapitre 1
Rappel sur le formalisme et les
postulats de la mecanique
guantique




Chapitre 1 Rappel sur le formalisme et les postulats de la

mécanique quantique

1.1 Introduction

A la fin du 19°™siécle la physique classique a été confrontée a plusieurs problémes les
plus importants sont ceux qui concerné 1I’explication du rayonnement thermique du corps noir,
la spectroscopie atomique et la stabilité de la matiére. Pour les résoudre les physiciens de
I’époque ont d renoncer aux principes de la physique classique et d’adopter de nouvelles
idées comme la quantification de 1’énergie (Planck 1900) et la dualité onde-corpuscule
(hypothése de de Broglie 1923)

1.2 L’élaboration de la mécanique quantique (aperg¢u historique)

L’¢laboration de la mécanique quantique a été achevée en deux étapes décisives
constituées par les travaux d’Heisenberg 1925 et ceux de Schrodinger 1926. Mais la premicre
tentative pour construire une théorie consistante basée spécialement sur I’idée des quanta a été
entamé par Bohr -aprés le succés de son modéle atomique (1913)- et Sommerfeld. Leurs
efforts aboutirent a la formulation de ce qu’on appelle I’ancienne mécanique quantique.

1.2.1 L’ancienne mécanique quantique

On étudie le systeme toujours en se basant sur la physique classique puis en
sélectionne les états ou trajectoires quantiques sur la base de la regle de Bohr-Wilson-
Sommerfeld

fpidqi =n;h ; n; =0,1,2,...entier

Ou p; est le moment conjugué de coordonnée généralisée g;

1.2.2 La mécanique matricielle (Heisenberg 1925)

D’apres Heisenberg il faut renoncer a tout ce qui est inobservable comme la position et
la quantité de mouvement donc la notion de trajectoire perd tout son sens en mécanique
quantique. La dynamique atomique par exemple doit se fixer I’objectif de décrire ce qui est
observable c.a.d. spectre atomique, fréguences, intensité des raies etc. En suivant le
raisonnement d’Heisenberg (voir Claude Aslangul Tome 1 pour les détails de sa démarche)
toute grandeur physique relative a un mouvement périodique peut étre déecomposee en série de
Fourrier en particulier la coordonnée généralisées q(t)

q(t) = Z qi et
k

En se basant sur la relation de Planck E = hw de larelation hw = Ef — E;ainsi que le
principe de correspondance - Ce principe stipule que pour les grands nombres quantiques les
fréquences émises coincident avec celles prédites par la théorie classique-, il arrive aux
résultats que q(t) sont représentés par des étres mathématiques dont le produit est non
commutatif donc ils ne sont pas évidement des nombres. C’est Born qui conclut que ces
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objets sont des matrices et essaya de généraliser la correspondance proposée par Heisenberg a
toute grandeur physique comme la gquantité de mouvement p et I’hamiltonien H. Born et
Jordan font aussi I’extension de ce formalisme aux équations d’Euler —Lagrange et
d’Hamilton et démontrérent la valeur du commutateur [q, p] = ik

1.2.3 La mécanique ondulatoire (Schrédinger 1926)

Aprés la confirmation expérimentale du caractére ondulatoire de la matiere par les
expériences de Davison-Germer et autres, Schrodinger essaic de trouver 1’équation qui
gouverne 1I’évolution de cette onde. Il exploite 1’analogie établie par Hamilton entre 1’optique
géométrique et la mécanique classique. Son point de départ était 1’équation d’Hamilton-
Jacobi et obtint en premiere étape son équation indépendantes du temps qu’il généralisa
ensuite. Le formalisme de la mécanique ondulatoire appliquée a 1’atome d’hydrogene et
’oscillateur harmonique donna les mémes résultats que le formalisme matriciel d’Heisenberg
ceci était révélateur de 1’équivalence des 2 formalismes. Schrédinger démontra ensuite
I’équivalence entre les 2 points de vue en retrouvant la valeur du commutateur [g, p]=ih ou

maintenant p est remplacée par 1’opérateur différentiel p = —ih aa_q' Eckart, Pauli et Dirac

ont établi les détails de cette équivalence avec 1’unification de leurs formalismes en un seul
(formalisme de Dirac).

L’ensemble des fonctions d’onde est un espace vectoriel, dans le formalisme de la
mécanique ondulatoire les grandeurs physiques sont représentées par de opérateurs
différentiels. On sait définir et agir des opérateurs représentables par des matrices dés qu’une
base est choisic. Donc les matrices d’Heisenberg ne sont autres que la représentation
matricielle des opérateurs de Schrédinger (voir Claude Aslangul Tome 1 pour plus de détails).

1.3 Postulats de la mécanique quantique

1.3.1 L’état du systeme

L’¢état d’un systéme est décrit non pas par un point dans ’espace des phases, mais
plutdt par un vecteur | Y (t) )appartenant a un espace de Hilbert appelé espace des états &.

¢ est un espace de Hilbert donc :

Zest un espace vectoriel.

Zest muni d’un produit scalaire définissant une norme définie positive.

Zest complet c'est-a-dire que toute suite de Cauchy converge vers une limite appartenant a ¢.

On peut choisir une base de & qui peut étre continue( | ¥, )aindicecontinu € R)
oudiscréte(|y; )i =1,2..n)

On retrouve la fonction d’onde r dés qu’une représentation est choisie
U(rt) =( #lyp@) > représentation R

Y(p,t) =( Bly®) > représentation P

1.3.2 Grandeur physique



Contrairement a la physique classique ou les grandeur physiques (position, quantité de
mouvement, hamiltonien, moment cinétique...) sont des fonctions, en mécanique quantique
elles sont représentées par des opérateurs hermitiques et linéaires. La construction de
’opérateur associé a une grandeur physique G(#,p) se fait par le remplagement de 7 et p par
leur operateurs correspondants.

G(#,p) =>G(# ,p), en représentation Rf =7et p= —ihV
1.3.3 Valeurs mesurables

Les valeurs mesurables qu’on peut obtenir lors de la mesure d’une grandeur physique
sont les valeurs propres de 1’opérateur associ¢ a cette grandeur. Donc on peut calculer a
I’avance toutes les valeurs possibles qu’on obtiendrait lors de 1’opération de mesure de cette
grandeur en résolvant 1’équation aux valeurs propres A| Y )= A|Y ) qui permet d’avoir
les valeurs propres et leurs vecteurs propres correspondants

1.3.4 Résultats de mesure

En mécanique quantique on ne peut pas prévoir a I’avance quelle valeur de la gradeur
on va obtenir lors de I’opérations de mesure on ne peut calculer que les probabilité
d’obtention des valeurs de cette grandeur.La probabilité pour que la mesure donne la valeur
An:

| Yly )PP

a) Pour un spectre discret non dégénere : B.(4,) = W)

b) Pour un spectre discret dégénére

In A 2
=S L)

Wiy )

Ou g,, est le degré de dégenérescence

a) Pour un spectre continu la probabilité dB.(1) d’avoir un résultat compris entre
Aet A + dAest:

2
o = =gt

L’¢état du systeme juste apres la mesure est 1’état propre associé a la valeur obtenue.

| ¥ Dapres = | Yn ) silavaleur A,0btenue lors de la mesure est non dégénéree

Par contre si la valeur est dégénérée 1’état du systéme est la projection normalisée de | )
sur le sou espace engendré par les vecteurs propres (| )i =1..g,) associée a,

In
| ¥ )aprés = Zbi WJ{1 )
i=1

Ceci est résumé par la relation :



By )

|l[} )a rés — —m—m7/m3733m7—
T J@IRY )

Ou B, est le projecteur sur le sous espace de 4,

1.3.5 L’évolution du systeme

L’évolution au cours du temps de 1’état d’un systéme physique est décrite par 1’équation
deSchrddinger :

~ L da
Alw ) =h—ly )

Ou | Y) est le vecteur d’état du systéme et HI’operateur associée a son énergie totale.

Il s*écrit en représentation |#) pour une particule de masse m :

h? -
H=-—-—V24+V({#)
2m
1.4 Valeur moyenne d’une grandeur physique

Par définition la valeur moyenne d’une grandeur physique dans un état |y ) :

_WlAly )

SAZ= T )

Son évolution temporaire :

d<A>—1<[AH]>+<aA>
dt  ih ’ ot

On dit qu’une grandeur physique A est une constante de mouvement si [A, H] = 0 et % =0

1.5 Ensemble complet d’observable qui commutent (ECOC)
1.5.1 Théoréme

Si 2 grandeurs physiques A et B commutent (compatibles) donc [A, B]=0 alors elles
possedent des vecteurs propres communs a partir desquelles on peut construire une base.

| Y ) estun vecteur propre communa AetBalors AlyYy )=A,¢ )et|y )=
Apl ¥ ), on peutidentifier | ) parsesvaleurspropres |¢ )= |Ag4, )

1.5.2 Définition d’un ECOC
Un ensemble de grandeurs physiques A, B,C,D...forment un ECOC si :

I.  Les grandeurs de cet ensemble commute deux a deux [A,B]=[B,C]=[A,C].....=0

ii. Il existe une base unique formée a partir des vecteurs propres communs a ces
grandeurs. La donnée des valeurs propres de A,B,C .D....suffit a déterminer un
vecteur propre unique qu’on peut noter | Ay, A, A, Ag wnn )

1.6 L’image de Schriodinger
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Dans cette image on considére que ce sont les vecteurs |y (t)) qui dependent
explicitement du temps et non pas les opérateurs. Les vecteurs| i (t))s obéissent a 1’équation
de Schrodinger

~ . d
H|Y (t))s = lhal Y (t))s
¥ (©)s = U to)| ¥ (to))s

i
U(t, to)est I’opérateur d’évolution pour un systéme conservatifU (¢, t,) = e a1 ¢~t0)

1.7 L’image de Heisenberg

Dans cette image on considére que ce sont les opérateurs Ax(t) qui dependent du
temps et non pas el les vecteurs | ¥ )y qui sont maintenant constants. Les opérateurs et les
vecteurs de ’image d’Heisenberg sont reliés a ceux de Schrodinger par une transformation
unitaire

| (O = UT (&, )| P(©)s = | ¥ (to))s
Ap(D) = U (¢, to)As U(t, to)

dAy(t) _ 1
2 = — (4, (0),H]
Ay(to) = A

1.8 L’image d’interaction

Cette image sert a décrire des systtmes dont [’hamiltonien dépend du temps
H(t) = Hy + V(t)

i
| () = e 7Ty (£5))g
A(b) = e%Ho(t—fo)Ase—%Ho(t—fo)

d
iha RAGNEAARAGN

dA,t) 1
dt  ih

[A;(t), Ho]

1.9 Produit tensoriel d’espaces d’états

Avec le produit tensoriel on exprimer 1’espace d’états & par des sous espaces &; € &
par exemple ¢ en fonction de ¢,,¢,,¢,. D’un autre coté il permet d’exprimer I’etat d’un

systeme S composé de plusieurs systemes S = S; + S, + S + -+

1.9.1 Définition et propriétés
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Soient2 espaces &, et &, de dimension N1 et N2 par définition 1’espace & est appelé
produit tensoriel de &; et &, qu’on note & = &; @ &, de dimension N= N1 . Ny si a tout couple
de vecteur |y, )€ & et|y, ) €&, onassocie un vecteur

Y )=1¢¥1 Y®|Y, )quonecritaussi [P =[P MY, =[P, )
a(lyr Y® 1Y, N=@lYs NA|Y, )N=1¢1 )»® (al]p, ))aestune constante
Y1 YUY, Y+le: N=1Y1 )QIY, )+ Y|, )

Si|yp Y=Y )Q|yY, ) etlg Y=|¢; YQ|¢@, ) deux vecteurs de & =
§1 @ & alors le produit scalaire (@[y) = (@1|p1{@2|2)

1.10L opérateur densité

Pour déterminer I’état d’un systtme a un instant donné il suffit d’effectuer sur le
systeme un ensemble de mesure correspondant a un ECOC. En générale le systéme n’est pas
préparé dans un état précis | ) mais il peut etre dans des differents etats | ¢, ) avec une
probabilité pk on dit qu’on a un mélange statistique . 1’operateur densité nous permet
d’incorporer dans le formalisme cette information incompléte.

a) Cas pur : on définit I’opérateur densité dans ce cas par :

p(t) =1 Ny|

b) Cas de mélange statistique :

p(O) =) Pl bl
k

Soit |¢; )une base de I’espace des états £ on a donc

e )= allpe )

l

On définit la matrice densité par
py(® = (@ilp®lg; )= ) prat ak
k

Le cas pur est un cas particulier k=1. Normalement il est possible d’obtenir toutes les
informations par le biais de cet opérateur comme la probabilité de mesure la valeur moyen et
évolution du systeme

<A>= Z Dk af*afAij = iji(t) Ajj = tr(p(t)A)
X X

dp(t) 1
dt  ih

pr(d,) = tr(B,p(0)) ouP, = |@n Xyl

[H,p(t)]

Propriétés

12



Il est hermétique p(t)* = p(t)

tr(p(t)) =1
tr(p(t)?) =1
p(t)* = p(t)

13



Exercices du Chapitre 1

Exercice 1

Soit A, B, C des opérateurs démontrez les propriétés suivantes des commutateurs:

1- [A,B]=-[B, A]
2- [A,B+C]= [A,BJ+[A, C]
3- [A,BC]= B[A,CJ+[A, BIC

Exercice 2

On considére deux fonctions propres normalisées et ¥, d’un hamiltonnien H
correspondant respectivement aux valeurs propres E; et E» tel que E1 # E> . Ecrire les
équations aux valeurs propres pour chaque fonction.

On construit I’état Y = % W1 —Y).

1- Quel principe nous permet de certifier que i est aussi un état possible du systéme ?
2- Que représentent physiquement les valeurs propres E1et Ez.

3- Est-ce que 1 est aussi fonction propre de H. Pourquoi ?

4- Calculer les valeurs moyennes < H > et < H? >dans 1’état 1) en fonction de E; et
Es.

5- Refaire I’exercice en utilisant la notation de Dirac.

Exercice 3

0 1 0
On considére ’operateur A={1 0 1
0 1 0

1- Trouvez les valeurs propres A1 , A2 , Aset leurs vecteurs propres normalisés | A1 ,| A2
et|X3» de A. Est-ce que ces valeurs propres sont dégénérées?

2- Montrer que ’ensemble des vecteurs { | A» ,| A»> , | Az > } forme une base
orthonormée et compléte.

Exercice 4

2 10
On consideére une particule dont I'hamiltonien est donné par H:<—i 1 1>
0 1 0

l
1- Est-ce que le vecteur| y» = ( 7i ) est un vecteur propre de H?
-2
2- Est-ce que H est Hermitique ?
3- Trouvez les valeurs propres Al , A2 , A3 et les vecteurs propres normalises | A1), |
A2 et|A3> de H. Est-ce que ces valeurs propres sont dégénérées?
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4-

Calculez la matrice correspondante a l'opérateur P = | A1 »< A1 . En utilisant cette
matrice montrez que P est un projecteur. Calculez [P, H] en utilisant l'algébre des
commutateurs puis le produit matriciel.

Exercice 5

Un systeme physique posséde un ensemble d’observables représentées par les opérateurs

5 0 0 1 0 O 0 3 0
suivants : A=(10 1 2];B=10 0 3];C=(3 0 2
0 2 1 0 3 0 0 2 0

1
2-
3-
4

Quels sont les résultats de mesures de ces observables ?

Quelles sont les observables compatibles ?

Donner une base formée de vecteurs propres communs a ces observables
Quelle combinaison de ces observables forme un ECOC ?

Exercice 6

-1

A Dlinstant t un systéme physique est dans 1’état |v,lz(t))=<2 )il possede deux

1

V2

) 0 1 0 1 0 O
observablesreprésentées par les opérateursA =—=|1 0 1| et B=|0 0 0 |

0 1 0 0 0 -1

Quelle est la probabilité pour que la mesure a I’instant t de I’observable ‘A’ donne
«-1»?

Maintenant on effectue 2 mesures successives ; on mesure B puis juste aprés on
mesure A

Quelle est la probabilité pour que les mesures donnent une valeur O pour B et 1 pour
A?

Si au contraire on mesure A puis juste apres on mesure B ; Quelle est la probabilité
pour gque les mesures donnent une valeur 1 pour A et 0 pour B ?

Exercice 7

L’état initial d’un systéme s’écrit suivant une base {| y1>, | y2>,| ys>} de I’espace des états

Yt =0)>= 3ilYs> —i| P> + [P >

Si | w1, | w2, ya > sont des vecteurs propres de I’hamiltonien H avec les valeurs
propres Ei1, E» et Es respectivement tel que En = nEo ou Eo est une constante et
n=1,2,3. Quelles sont les valeurs possibles obtenues lors d’une mesure de I’énergie et
avec quelles probabilités. (justifier votre réponse avec les postulats de la mecanique
quantique).

Calculer la matrice représentant H par apport a la base {| w1, | w2>,] ys>}.

Quelle est I’expression de | y(t) » aun temps ultérieur t

Calculer la valeur moyenne de H <H> pour t=0 et pour un temps t quelconque.

i
On donne Popérateur d’évolution U(t,t,) = e 7" (t=to)

Exercice 8
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On considere un systeme de 2 particules (1) et (2) de méme masse sans spin n’interagissant
pas placées dans un puits de profondeur infinie de largeur a. On désigne par Hi et Ha les
hamiltonien des 2 particules et par |y, )et | ¢, )les états propres correspondants.

1- Quels sont les états propres et les valeurs propres de 1’hamiltonien total du systéme.
Donner le degré de dégénérescence des 2 niveaux d’énergie les plus basse.

A T’instant t=0 le systéme est dans ’état :

1 1 1 1
lp(0)) = ﬁ Y101 )+ ﬁ Y192 )+ ﬁ Y01 )+ ﬁ Y202 )

Oulyip; )=1v; »&|@; )unebasedel’espace des états & =&; ® &

1- Si on mesure I’énergie totale H. Quels résultats peut-on trouver et avec quelle
probabilité ?

2- Méme question pour Hi

3- Quel est I’état du systéme a I’instant t ?

i
On donne I"opérateur d’évolution U(t, t,) = e 7" (t=to)

et les niveaux d’énergie E,, =

Exercice 9

On considere une base orthonormée|y, >, |Y, >, s > le hamiltonien H et une grandeur
physique A sont représentés par les matrices :

30 0 2 00
H=E0 1 0 ;A=a<0 0 1
0 0 -1 010

1- On procede a une mesure de 1’énergie. Quels résultats peut-on obtenir ?
2- On procede a une mesure de la grandeur A. Quels résultats peut-on obtenir ?

3- On prepare le systeme dans I’état : |¢p > = %(l% > 4+, > +|Y; >)

a) Quelle est la probabilité pour qu’une mesure de 1’énergie donne 3Eo ?

b) Si le résultat d’une telle mesure est effectivement 3Eo, quel est 1’état du systeme
apres la mesure ?

c) Quel(s) résultat(s) donnerait alors une mesure de A? Avec quelle(s) probabilité(s) ?

d) Quelle est la probabilité pour que I’énergie mesurée soit Egsi le systéme est
initialement dans I’état|yy) > ? Quel est I’état du systéme aprés la mesure ?

e) On effectue un grand nombre de mesures de I’énergie sur un grand nombre de
systéeme identiques tous preparé dans I’état|ip >. Quelle en est la moyenne ?

Exercice 10

Par rapport a la base |y, >, |Y, >, |3 > I’hamiltonien d’un systéme ainsi que 1’observable
A sont représentés par les matrices suivantes

1 0 0 1 0 0
H=10 2 0)J];A={0 0 1
0 0 2 01 0

H et A sont —ils compatibles ?

16



A D’instant initial t=0 1’état initial est donné par :

1 1 1
|Y(t = 0) >=ﬁ|¢1>+5|¢2 >+§|'~/’3 >

1- On mesure at=0 H et A, quels résultats obtient-on et avec quelles probabilités ?
2- Calculer [ (t) > I’etat du systéme a I’instant t.
3- Calculer <H>(t) et <A>(t).

17



Chapitre 2
L’oscillateur harmonique
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Chapitre 2 L’oscillateur harmonique

2.1 Introduction

L’exemple le plus classique d’un oscillateur harmonique est celui d’une masse m qui
se déplace le long d’une droite OX, sous 1’action d’une force de rappel F = —kx, au voisinage
d’une position d’équilibre stable qu’on peut prendre comme origine. Cette masse a pour
énergie potentielle :

1
V(x) = 5 kx?

II"-,I ¥ 1231

Figure 2.1 : Potentiel harmonique

2.2 Importance de oscillateur harmonique en physique

De trés nombreux systéemes physiques peuvent étre assimilés, en premiere
approximation, a de tels oscillateurs harmoniques dits linéaires. C’est le cas, par exemple, des
atomes ou des ions d’un cristal qui peuvent vibrer autour de leur position d’équilibre. Les
vibrations des atomes d’une molécule diatomique peuvent étre ainsi modélisées, en premiére
approximation, par un oscillateur harmonique a une dimension. Pour expliquer le
rayonnement des corps condensés Planck proposa I’hypothése selon laquelle les atomes se
comportent comme des oscillateurs harmoniques qui vibrent avec des énergies variant par
paquets ou quanta d’énergic E = hv. Planck introduit cette hypothése d’échange d’énergie
par quanta pour des oscillateurs matériels. L’étude quantique de ce systeme concerne la
vibration de tous les milieux matériels (noyaux, atomes, molécules ...) ainsi que celle du
champ électromagnétique. Son étude est aussi essentielle quand on cherche 1’évolution de tout
systéme au voisinage d’une position d’équilibre stable.

Si on développe en série de Taylor la fonction V(x)

' ! m)
V(X) = V(x()) + V (xO)(x — XO) + 4 (xO) (x — xO)Z + ... 14 (!xo)

> (x —xp)™... *

Au voisinage de la position d’équilibre xo et pour de faible amplitude (|x — x| << 1) on peut
s’arreter a 1’ordere 2 dans la serfarie * on aura
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V”(xo)

V(x) = V(xo) + V'(x0)(x = x0) + —;

(x —x0)2+ 0(x®)

L’oscillateur harmonique joue également un role important dans la description d’un
ensemble de particule identiques se trouvant toutes dans le méme état car les niveaux
d’énergie sont équidistants pour 1’oscillateur harmonique la distance est Aw donc on peut
associer au niveau d’énergie repérer par 1’entier n particules identiques

2.3 Equation de Schrodinger

Dans le cas classique I’équation du mouvement est x(t) + w?x(t) = 0 admetant
comme solution x(t) = x,, cos(wt + ¢). Pour le cas quantique 1’equation de schrodinger
2
gouverne |’évolution du systéme., ’hamiltonien du systtme: H= T +V = zp_m+ V(x)
I’operateur associé est
h? d¢2 1

= —— 4+ —m2w?x?
Imdxz Tz X

L’équation de Schrodinger des états stationnaires HY = EW pour la masse m s’écrit :

h? d?P(x) 1 .
T om A +§m wx“¥Y(x) = E¥Y(x)

Sa résolution permet d’obtenir les énergies E ainsi que les états propres correspondant W(x).

Une autre méthode pour obtenir les énergies E ainsi que les états propres correspondant ¥ (x)
est basée sur 1’algebre des operateurs de création et annihilation a et a+

2.4 L’algébre des opérateurs création et annihilation a et a+

Changement de variables :

mw 1
h mhw

L hamiltonien devient :
hw
H=—- (X2 + P?)

On définit : I’opérateur annihilationaet I’opérateur création a*

—1(X+'P)—1 /mw ny 1 1 ,mw +h 1 d
a_\/f l V2 n T mhe? 2 R mhw dx
, 1 (X —iP) = 1 ,mw 1 1 ,mw " 1 d
. V2 l V2 n YT mhe? V2 R mhw dx

A partir de ces opeérateurs, on construit *operateur nombre d’occupation’
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2.4.1 Expression de H en fonction de N
1 1 1
N=a'ta= E(X— iP).(X +iP) = E(X2 + P2 + iXP — iPX) =§(X2 + P2 +i[X, P])

Mais en remplacant X et P par leur expression et sachant que [x,p] = ik onaura: [X,P] =i
d’ou:

1(X2+P2)—N+1
2 B 2

1
H=hw(N+§)

Donc [H,N] =0

[H,N] = Odonc d’aprés le théoréme H, N ils possédent des vecteurs propres communs qui
forment une base de 1’espace des états.

2.4.2 Expression des énergies E,,
Soient | y,, ) les vecteurs propres de I’operateur N :N|y,, ) =nl|y, )qu'on note
Y ) =1n)
1 1
Nin) = nln) d’ot H|n) = hw (N +§) |n) = ho(n+3)] n)

Donc les vecteurs | n) sont aussi vecteurs propres de H. Par identification avec 1’équation de
Schrodinger HY = E, W on aura I’expression des valeurs de 1’énergie

E—h(+1>
n = ho(n+-

Les vecteurs [y, ) =|n) forment une base unique de 1’espace des états donc 1I’ensembles
{H, N} forme un ECOC.

2.4.3 Relations de commutation
Montrer que

1- [a,a*] =1
(Remplacer a et a+ par leurs expressions puis utiliser les propriétés des
commutateurs[A + B,C + D] = [A, D]+ [A,C] + [B,D] + [B,C]);

2- [N,al]=a [N,a*]=a*
(Remplacer N = a*apuis utiliser les propriétés des commutateurs[AB,C] =
A[B,C] +[A,C]B)

3- Endéduire que[H,a] = —hwa [H,a*] = hwa™

2.4.4 L’action des opérateurs a et a* sur les vecteurs |n)

24.4.1 L’actionde a
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Si on agit avec ’opérateur a sur un vecteur | n) on aura un autre vecteur |y )= a|n)
maintenant on va agir avec les opérateurs H et N sur le nouveau vecteur [y ) pour découvrir
Ses propriétes :

Soit [y )= a|n) on commence par agir avec H
Hly )= Ha|n)
Ona[H,a]=- —Awa =>Ha-aH = —hwa => Ha= aH—hwa d’ou
H|y )= Ha|n) = (aH — Awa)|n) = aH|n) — hwa| n)
Puisque : H|n) = E,| n)
Hly ) =Haln) = (E,; — hw)a| n)
HIY )= (En—ho)lp )
Donc le vecteur a| n) est vecteur propre de H avec les valeurs propres (E, — hw) = E,_;
Maintenant on agit avec N
Ny )= Na|n)
Ona[N,a]J=—a=>Na-aN=—a =>Na=aN—a
D’ou
Nl ) =Na|n)=(aN—a)[n) = aN|n) —a| n)
Puisque : N|n) =n|n)onaura
Nl )= Na|n)= (n—1)a|n)
Ny Yy=m-Dyp )
Donc a| n) est vecteur propre de N avec les valeurs propres (n — 1).

a| n) est un vecteur propre de H avec la valeur E,,_; puisque les vecteurs propres de H
associés a cette valeur E,,_; sont | n — 1) donc a| n) = ¢| n — 1) ol maitenant ¢ est une ur
constante si on calcule la norme (y|y) du vecteur |y ):

W Y=aln)=@|=(nla" = @|P) = (n|la*a|n) = (n|N|n) = n(n|n)
Ona(n|n) =1 car | n)est un vecteur de base d’ou

Wly)=n

Doncn >0

D’unautre coté puisque [y ) = a|n) = c|n — 1) onaura
WYy =c*n—1|n-1) =c?

Donc ¢ =+vn

On déduit que: : a| n) = v/n| n — 1) avec n positif ou nul.
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2.4.4.2 L’action de at

Pour voir I’action de a™ sur I’état| n) maintenant on pose que [P )= a™|n). Avec
les étapes similaires que celle vues dessus et en utilisant maintenant les relations de
commutations [H,a*] = hwa* et [N,a*]=a*

On montre que :
Hly )= (En+hw)lyp )
Ny )=+ )

Donc a*|n) est vecteur propre de H et N avec les valeurs propres E,., = (E, + hw)et
(n + 1)respectivement.

De méme on montre que : at|n) =vn+1|n+ 1)

De la relation précédente: a*|0) =|1); a*|1) =+V2|2); a*|2) =V3|3).. On
remarque que le nombre n varie par pas de 1 et n > 0 donc il est un entier naturel n € N.

2.4.5 Construction des étapes propres |n) a partir de I’état fondamental |0)
En utilisant la relation :

at|n)y=vn+1|n+1)

Ona
a®|0)=11)

1) =v2|2) => 2)—i +1)—i )2 0)
a®|1) = —I—ﬁal—ﬁ(a)l
+ — — _i + _L +33

a |2)—\/§|3)—>|3)—\/§a |2)—ma)|0)
+ — _ _i + _ 1 +\4
a*|3) = V4|4) —>|4)—\/Za |3)——2.3.4(a )*| 0)

Et ainsi de suite on aura :

1 +\n
In)=ﬁ(a )" 0)

Pour construire un état excité |n) a partir de I'état fondamental |0)il suffit d'opérer
avec l'operateur a™ n fois sur I'état fondamental |0)

Le systeme {|0), 1), |2), [3), |4), ... ... |n) ...} forme une base compléte dans I'espace des états.

<n'In>=6§,,

Zln ><n|=1
n

2.4.6 Représentation matricielle des operateurs
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L'expression générale de I'élément de matrice d'un opérateur A par rapport a la base
[1),12),13), 14), ... ... | n) est:

Aprp <n'|AIn >
En particulier on a pour N

N, =<n'|N|n >=né,,

1 0 0 .. 0O
[0 2 0 .. 0 0\
Donc il est diagonal : ko 03 .. 00}

: I
o .. .. .. 0 n/
1
H,, <n'|HIn >= E,; 6,1, = hw(n + E)Sn’n

1 0 0 0 0
/030 00\
poos 000

=10 ..
2 k: : - /
o .. .. .. 0 2n+1

Apry <T'|Aln >= VN8 iy

De méme pou H :

0 1 O .. 0 0
00 V2 .. O 0\
00 0 +3.. 0 0
o .. .. .. 0
ay, <n'lat|n >=Vn+ 16, 441

0O 1 0 .. 0 0

1 0 0 .. 0 O

0 v2 0 0.. 0 0

. . \/§ : : :

0 .. .. --00

2.4.7 Les fonctions d’ondes

En représentation R{|x)}, les fonctions propres i, (x) de H et N sont reliées aux
vecteurs propres |n) par :

Y (x) =< x[p, >
H, (x) = Eqpn ()
Ny, (x) = n, (x)
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ayy, (x) = \/ﬁlpn(x)
a+lpn(x) =vn+ 1lpn(x)

Connaissant la fonction ¥, (x) associées a I'état fondamental |0) on peut obtenir toutes
les fonctions des états excités Y (x), Y, (x),Y;5(x).... 4, (x) associées aux états

[1),12),]3), |4), ... ... | n) respectivement. L'expression générale de la fonction d'onde est :
1
mw-\z 1 _m(ux2
Yn(x) = (E) ﬁHn(X)e 2h

Ou H,, (X) sont les polynomes d’Hermite.
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Exercices du Chapitre 2

1-

2-

3-

Exercice 1

Montrer pour I’oscillateur harmonique qu’on a

[H, N]=0, [a,a®]=1; [N,a]=-a; [N,a*]=a*

Donnez dans la représentation N 1’expression générale des ¢léments de matrice des
operateur création et annihilation a,a* puis en déduire celle des opérateurs x, p et
calculer <x> et <p>. parrapport a un état |n> quelconque.

Vérifier que [x,p]=ih

Exercice 2

A T’instant initial t=0 1’état initial d’un oscillateur harmonique a 1 dimension est donné par :

lp(t =0)>=A(0> +iV3|1>)

Quelle est la valeur de la constante A ?

Quelle est I’expression de |y (t) > a un temps ultérieur t ?

Comment évolue 1’énergie moyenne du systeme s’il n’est pas perturbé ?

Donner les expressions de la position et de I’impulsion moyenne en fonction du temps.
Calculer le produit des écarts quadratiques AXAP.

Exercice 3

Une particule de masses m et de positions x et d’impulsion p est soumises a un potentiel
harmonique V(x)= %mwzxz.

a.
b.

C.

Ecrire I’hamiltonien H du systeme. Donner I’énergie de 1’état fondamental.

On désignera par |n> les vecteurs propres communs a H et N qui forment une base de
I’espace des états, écrire les relations d’ortho-normalisation et de fermeture de ces
états .

On considére un systeme qui a ’instant t=0 est dans ’état :

[w(0)>=|0>-11>+2>

1- Quels résultats peut —on trouver et avec quelles probabilités, si on mesure a cet
instant I’énergie totale du systeme
2- Quelle est I’action de a™ et a  sur | y(0) >.

Exercice 4

On considere une particule de masse m soumise a un potentiel harmonique Em“)z x?2 son état

a ’instant t=0 est

1-

[Y(O0) >= [0>+ 1> ..(1)

Est-ce que | (0) >est vecteur propre de H sachant les vecteurs [n > n = 0,1 ... sont
vecteurs propres de H avec les valeurs propres E,, = hw (n + %) n=0,12..
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2
3
4

Quelle est I’action de ’opérateur N = a*a sur [(0) >

Calculer de la valeur moyenne de H et de I’opérateur B=a*a* dans I’etat |1 (0) >
Récrire 1’équation (1) avec Y,(x) et P, (x) : les fonctions d’ondes associées a 1’état
fondamental |0 >et le premier etat excité |1 >respectivement.

5- Quel est I’état du systéme a I’instant t ?

i
On donne I’opérateur d’évolution U(t, t,) = e (¢~

Exercice 5

Montrer que 1’opérateur hamiltonien d’une particule de masse m dont le mouvement est
unidimensionnel suivant I’axe OX soumise a un potentiel V(x) = x?s’écrit

1- Ecrie I’équation aux valeurs propres de cet hamiltonien; que représentent
physiquement ses valeurs propres ?

—mx2

2- Est-ce que y(x) = Be zx  ou B est une constante est une fonction propre deH.
Pourquoi?

Sachant que f:fe‘axzdx = \E ; montrer que (x)est de carré sommable puis déterminer

la constante B pour qu’elle soit normalisée

Exercice 6

Pour un oscillateur harmonique a une dimension en utilisant les opérateurs de création et
d’annihilation a* et a

—1(X+'P)—1 /mw ny 1 1 ,mw +h 1 d
a_ﬁ l 2 n T mho? 2 R mhw dx
+—1(X 'P)—1 ,mw 1 1 ,mw 5 1 d
¢ V2 : V2 n T mhe? 2 n mhw dx

Et les relations

ap,(x) = ‘/Elpn(x)
a+l/)n(x) =vVn + 1y, (x)

1- Déterminer les fonctions d’onde yo(X) , w1 (X)et yz(Xx) associées a 1’état fondamental |
0> puis au premier et second état excité | 1> et | 2 > respectivement
2- Calculer < x> dans 1’état fondamental yo(X) et y1 (X).

On rappelle que p= p = —ih;—x et on donne
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e —ax? i
e dx = |—
— o a

f+oo LPe—ax? gy — \/ﬁl.B.S .(2n—1) .
—00 a (za)n

Exercice 7

© s . . N . . 1
On considere une particule de masse m soumise a un potentiel harmonique Emw2 x? sa

fonction d’onde a I’instant t=0 est

Y(x,0) = Po(x) + (%) ...(1)

Yo(x) et Y, (x) sont les fonctions d’ondes associées a I’etat fondamental |0 >et le premier
etat excité |1 >respectivement.

1

Est-ce que y(x, 0) est fonction proprede H sachant les fonction ¥,(x) n=10,1..m
sont fonctions propres de H avec les valeurs propres En = Aw (n + %)n =0,1,..,m

2- Quelle est I’action de I’opérateur N=a+a sur ¥ (x, 0).
3- Calculer de la valeur moyenne de I’opérateur de <p>et B=a *a* dans ’etat Y (x, 0)
4- Récrire I’équation 1 avec la notation de Dirac.

On donne :

+oo
2n ,—ax? g, _ 31.3.5 .(2n—-1)
j_oox e dx—\/; Gayr ne N

Exercice 8

Calculer < x®> dans la représentation N puis utiliser le résultat pour calculer la valeur
moyenne de I’énergic du systéme dont I’hamiltonien est H =How +Ax® o0 Hon est
I’hamiltonien d’un oscillateur

Exercice 9
Quels sont les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde d’un systéme dans les 2 cas suivants :
1- Deux oscillateurs harmoniques indépendants de méme fréquence
2- Deux oscillateurs harmoniques de méme fréquence couplés par un terme d’interaction

1 2
Hip = Ek(% — X3)

Exercice 10

On definit un état coherent comme un état propre (normé a 1) de [1’opérateur
d’annihilationa|a > = a|a >

Donner I’expression de |a@ > dans la base des états propres de 1’Hamiltonien {|n >} en
fonction de a.
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Exercice 11

Deux particules de mémes masses my et m sans spinet de positions Xz et X2 , d’impulsion p1

ises 3 : iel h ique V(X)= -maw?x?. L icul
etpz sont soumises a un méme potentiel harmonique V(x)= -mw?x?. Les particules
n’interagissent pas.

a. Ecrire ’hamiltonien H du systéme, montrer qu’il peut s’écrire H= Hi+H2. Donner
I’expression générale de 1’énergie et les fonctions d’ondes correspondantes du systeme
total.

b. On désignera par [ni,n2>=|n; )@ |n, ) lesvecteurs propres communs a Hiet H
qui forment une base de I’espace des états , écrire les relations d’ortho-normalisation

et de fermeture de ces états .
c.  On considere un systéme qui, a I’instant t=0, est dans 1’état :

| ¥(0)> =10,0> —i|]1,0> +i|0,1> +|1,1>
Quels résultats peut —on trouver et avec quelles probabilités, si on mesure a cet instant :

1- L’énergie totale du systéme 2- 1’énergie de la particulel
2- H forme-t-il un ECOC ? pourquoi?
3- Quelle ’action de af et a, sur |y (0) >

Exercice 12

On considére une particule dans un potentiel d’oscillateur harmonique totalement anisotrope :

1 . . e Py N
V (1) = cm(wix® + wjy? + wfz?). les trois pulsations mx, oy, o, étant différentes deux a
deux.

1- Indiquer les énergies et les fonctions d’onde propres associées.
2- Méme question pour I’oscillateur harmonique isotrope : Wx=wy= ®z.

Exercice 13

L’énergie potentiel d’interaction électrostatique entre les ions Na® et ClI" du composé ion
ionique distant de r, a pour expression :

Q A e?

vV = —a—+— = ~ 231 %x1072%85SI
(r) ar +r” avec Q pre,

N étant un entier le facteur numérique a est la constante de Madlung , prend en compte
I’influence du voisinage cristallin de ces 2 ions . On rappelle les masses molaires de Na* et CI-
respectivement 23 et 35,5 g.mol*

1- Déterminer la position d’équilibre re du couple (Na*, CI) en déduire 1’énergie potentiel
correspondante Ve =V/(re).

2- La distance r oscille autour de la valeur re. Quelle est I’expression de la raideur K du
ressort équivalent ?

3- La pulsation propre des oscillations collectives des ions en mode optique est

29



2K . 1 . g .
4- wy = /7 , 1 étant la masse réduite du couple d’ions, en déduire I’expression de

I’€écart énergétique entre deux niveaux de vibration successives, ainsi que 1’énergie de
vibration de I’état fondamental.

5- Sachant que a= 1.744,re= 281 pm et la fréquence du rayonnement correspondant a la
transition entre deux niveaux d’énergies successifs vaut vo = 1.26 X 103Hz.
Determiner déterminer le facteur n et le coefficient a
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Chapitre 3
Theorie du Moment Cinétique en
Mecanigue Quantique
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Chapitre 3 Théorie du Moment Cinétigue en

Mécanique Quantique

3.1 introduction

Le moment cinétique est une grandeur physique comme la quantité de mouvement et
I’énergie, il est lié¢ a la rotation du systéme physique. Comme en mécanique classique, le
moment cinétique joue un rdle important en MQ(rotations des molécules, des atomes et
électrons), surtout pour des systéemes soumis a un potentiel central V(r).Pour un systéme isolé,
il est une quantité conservée, En physique classique le moment cinétique d'une particule est

composé seulement du moment cinétique orbital, L alors qu'en MQ une particule posséde
aussi un moment cinétique intrinseque S appelé spin, tel que le moment cinétique total est :

3.2 Le moment orbital L

Pour un systeme composé

3.2.1 Quantification de L

Exactement comme I'énergie le moment cinétique est aussi une grandeur quantifiée
(spectre de valeurs propres discrets) la condition de quantification de Bohr

%pidqi =nh ; n;=012.... entier

Ou p; est le moment conjugué de coordonnée généralisée g;(I'ancienne théorie quantique).

On montra déja que le module |L| est quantifié |L| = nh . Expérimentalement ceci a
été mis en évidence par l'observation de I'effet Zeeman normal 1896 et les expériences de
Stern Gerlach.

3.2.2 L'effet Zeeman normal

En présence d'un champ magnétique extérieur, les niveaux d'énergie d'un atome sont
modifiés, cela se manifeste par une séparation en multiplets (levee de dégénérescence).

En présence du champ magnétique I'namiltonien total s'écrit :
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H=Hy+ Hjp;
Ho : en absence de champ magnétique
Hipe = —MEB est I’hamiltonien d’interaction

M le moment magnétique de I'atome M = —gL ; (B //0Z) = M = —gBL,

g= ; OU e~ est la charge de I’électron et m, sa masse.

2mec
Par conséquent les nouvelles valeurs de 1’énergie :
E,=E® +AE, =E® - gBL,
Ces valeurs varient d'une maniére discontinue ce qui prouve que Lest quantifié.
L,=mh avec —l<m<l = lestentier = AE, est quantifiée

Pour cela on observe(2l + 1) sous niveaux aprés application d'un champ magnetique.

3.3 Lespin

Le terme spin vient de la langue anglaise (to spin = tourner). c'est un degré de liberté
interne intrinséque (moment cinétique intrinséque) il est indépendant de la position spatiale de
la particule. C'est une grandeur purement quantique qui n'a pas d'équivalent classique,
I'nypothése du spin a été proposé par Uhlenbeck et Goudsmit en 1925 pour interpréter
certaines données expérimentales concernant la spectroscopie des alcalins (effet Zeeman
anormal) Cette hypothése a pu aussi expliquer les résultats de I'expérience de Stern Gerlach
en 1921.Uhlenbeck et Goudsmit ont supposé que I'électeur posséde un moment cinétique
intrinséque S quia les mémes propriétés d'un moment cinétique qui est di a la rotation de
I’¢électron sur lui-méme(d’ou le terme spin) par analogie avec la terre qui a un moment
cinétique propre du a sa rotation sur elle-méme en plus du moment cinétique de sa rotation
autour du soleil. Cela pour donner une explication au nombre pair des sous niveaux d'énergie
2x (21+1) pour les atomes alcalins quand ceux-ci sont soumis a un champ magnétique(effet
Zeeman anormal). lls attribuent au spin de I'électron la valeur s = 1/2 pour expliquer le
facteur 2[(2s + 1)] =2

3.3.1 Expérience du Stern-Gerlach
L'expérience confirme la quantification du moment cinétique et I'existence du spin.

Le dispositif est schématisé dans la figure suivante.

.;/_ 0 =t
= —s
Four émettant une Siltre aimant de écran
vapeur d'argent Stern-Gerlach sensible
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Dans son état fondamental ne possede pas de moment orbital L=0=> Hi; =0

Donc ils ne doivent pas interagir avec le champ magnétique de l'aimant (H ils ne
seront pas par conséquent déviés. On devrait en principe observer une seule tache centrale sur
I'écran. L'expérience montre qu'on a 2 taches symétriques ce qui peut étre expliqué par

I'hypothése du spin.L’opérateur de spin Sverifie les memes relations de commutations que le
moment cinétique L

[Sx, Sy | = ihS,; [S,,Sx] = ihSy ; [S,,S,] = ihS,

[S2,S,] =[S%,S,] =[S%,S,1=0

$=)5

3.4 Théorie générale du moment cinétique J

Pour un systeme composé

On a maintenant les relations de commutations générales :

U dy) =it 5 Uy 0] = indy 5 Iy )] = ity
U2 =21 =U%11=0
]i = Li + SiOl:ll: = X,y,Z

J= zjz =Z(Zi +5)

L’ensemble des grandeurs (J2,],) commutent donc on peut construire une base de
I’espace des états formée par leurs vecteurs propres communs : SOit | Y ) un vecteur propre
commun a (J? et J, donc

Pour un systeme composé

1y Yy=x41y )
LY ) =2l ¥ )

Par conséquent on peut spécifier et fixer les vecteur propres communs de (J2,],) par
la donnée des valeurs propres et on peut écrire
¥ ) =14, Am)
21 Am) = 4145, Am)
]zllj' )Lm) = Amlljﬂ/lm)

Par analyse dimensionnelle on a  [J] = [] = joule.seconde donc a[4;| = [A?] et
[A,] = [R] on récrit ces valeurs :
Aj = Ah?
Am = mh
Ou maintenant A]’- et m sont sans dimension.
On peut montrer qu’on peut écrire A; soue la forme A; = j(j + 1) avec j = 0 et on
cocnlut qu’on peut specifier et fixer | ) parlesvaleursdejetm |y )=|j,m>

34



JAj,m>=j( + DA*|j,m >
J-|j,m >=mh|j,m >
On introduit les opérateurs :
]i =/t i]y

Qui vérifient les relations de commutations suivantes :
U%J:]l =05 Uy J-] = 20,5 [z J2] = £h),
3.4.1 Propriétés
1- Soit |j, m > un vecteur propre commun a (J2,J,) tel que :
JAjm >=j( + DAR*|j,m >
J.|lj,m >=mh|j,m >
Alors —j <m < jdoncona (2j + 1) valeurs possibles de m.

2- L’action des operateurs J :
a) Soit |y >=J_|j,m > alors ce vecteur est un vecteur propre de j%et], :

J2U-ljm>) = j( + DA*(J_lj,m >)
J.U-lj;m >) = (m = DA(J_|j,m >)

En plus I’action de J_ sur |j,m > est définie par :

J- |j,m >=hJjG+1) —m@m-1)|jm—-1>
Sim=—jalorsJ_|j,—j >=0
b) Soit [y >=J,|j,m > alors ce vecteur est un vecteur propre de J?et], :
J2U+ljym >) = jG + DR*J41j,m >)
JzU+ljym >) = (m+ Dh(,]j,m >)

En plus I’action de J, sur [j,m > est definie par :

Jo lim >=afiG+ D —mGm+D|jm+1>
Sim=jalors/,|j, j >=0.
3.4.2 La représentation matricielle d’opérateurs suivant la base |j, m >
Les vecteurs |j, m > forment une base dans I’espace des états.

<m,jljm>=8,",

le,m ><m,jl=1
m

Pour les operateurs J% et |, :



GDmm =< m'jlj2 1, m >=j( + Dh?8,,
UDmm =< mjll;lj,m >= mh
3.4.3 Cas particulier
a- Moment orbitale pur J = L

Dans ce cas on j = [ entier positif ou nul |j,m >= |[,m >
L*|lLm >=I(l + DA?|,m >
L,|l,m >= mh|l,m >

b- Moment de spin puri =S

Dans ce cas on j = S entier ou demi-entier positif ou nul |j,m >=|S,m >
S2|S,mg >= S(S + 1)A?|S, mg >
S;|S, mg >= msh|S, mg >
3.4.4 Addition de moments cinétiques

Soient 2 systemes de moments cinétiques j; et j, respectivement, le moment cinétique
tOta|f = _71+ jz

J1 agit dans ’espace des états &; de dimension (2j; + 1) si la base de el est
I’ensemble |j;, m; >.

J» agit dans I’espace des étatsé, de diemnsion (2j, + 1) si la base de el est I’ensemble
|j2,m2 >

] agit dans I’espace des états & = & @ &, de diemnsion (2j; + 1)X(2j, + 1) dans ce
cas on peut choisir comme base les vecteurs |j;, m; > |j,, m, > qu’on note pour simplifier
lj1,j2, My, My > .car I’ensemble des grandeurs (jZ, j2, j1,,j2,) cOmmutent entre eux

On s’intéresse au moment cinétique total f :
Les vecteurs propres communs a (J2,],) qu’on note |/, M > forment une base dans I’espace &
JALM >=](J + 1)R?|],M >
J.|[,M >= Mh|],M >
j1—J2l ST < ji+J2
—J<M<]
Jz=J1iz tjez=M=m +m,

Expression des vecteurs |/, M > suivant la base |j;, j,, m;,my, > :
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J1 J2
M= > > Gl e, m >

my=—jis Ma=—j>

chlz —< my,my, jo, j1|J, M > sont les coefficients de Clebsh-Gordan.

mimy

J

Z

3.5 Fonctions propres des operateurs L? et L,

Pour cela le systeme approprié a utiliser dans ce cas est le systeme de coordonnées
spheriques définiepar r,0et (r=0, 0<6<m 0<¢ <2m):

x=rsinBcosp y=rsinfsing z=rcosf

Les expressions des composantes du moment cinétiquef ainsi que son module a I’aide
des coordonnées sphériques sont :

—_

- e = .0 10 1 0
L=—ihrxV avec V:urg+ug;%+u¢,

rsin@%

d d
L, = ih[sing0£+cot9005g0%]

, d ) d
L, = lh[cosg0£+cot95mg0%]
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0
LZ = —lh%
sinf 06 20/ ' sin?60 d¢?

Y"(6,9) = (0,9l m)
L2Y™(6,9) = R*1(L + 1)Y™(6, 9)
LY (6,9) = hmY" (6, ¢)
Y™ (8, ¢) sont les harmoniques sphériques.

3.5.1 Détermination de I’expression des harmoniques sphériques

Pour déterminer I’expression des harmoniques sphériques on utilise les équations aux
valeurs propres et on les écrit sous forme de produit de fonctions dépendante chacune d’une

seule variable on pose

Y"(0,9) =0"(0)P" () = 6(8)P(p) (on omet les indices | et m pour simplifier)

L*0(0)P(p) = Ah*0(0)P(¢)
Avec: A=1(l+1)

Il devient :
2

! i(sin 0 i) 0(0)D(¢) +

sinf 06 a0 sin?6 d¢p?
d(p) 0 (. 00(0)  0(8) 0*°P(p)
sin@ a6 <Sl 06 + sin20 0d¢p? —10(0)2(¢)
o(p)d ([ dOO)) K 0(0) d?P(p)
sin6 do <sm o de * sin26 de? —10(0)2(¢)
Endivisantpar: 0(6)®(p)
On trouve :
1 d/ . de(®) 1 d*o(p) .
0(0)singdo\"""" de ()sin?0 dg?

En multipliant par : sin28

sin d (. dO(H) 1 d*o(p) 1sin?8
0@ a\*""" a8 | To(@) dpz "
On obtient :
sin d [/  de(d) - 1 d?@(p)
@(9)@<sm 10 > + Asin“0 = __cb(<p) dg? (*)

{8(6)P(9)} = —20(6)P(9)
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Notez que seul le dernier terme dépend de ¢ et qu'aucune autre variable n'apparait
dans ce terme. Cette équation peut étre vraie pour toutes les valeurs de r, 6 et ¢ seulement si
le dernier terme est égal a une constante.

L,0(0)P(p) = hmO(6)P(¢)

Avec

Cela implique

9]
—ih@{O(ﬁ)q?(w)} = hm{6(6)P(¢)}

0P
= —ih agp) {0(8)} = hmo(p){0(6)}
On simplifie par ©(6)
() 0P do
—ih afp(p) =mod(p) = agp) =imd(p) = dgo(p) = im®(p)
do(p) do(p) . _Laim
O mde :*f O lmjdgo = O(¢p) = ke'™?®
La normalisation :
f | ®(p) IPdp =1
0
27 2T 21

=>j | @() 1> de =J keMPkre~MmPdep =| k |2f do = 2m | k |?
0 0 0

1 1
o2nlkP=1 3k P=—= 3lkl=—
21

\2m
D’ou
D(p) = e
\2m
Maintenant pour déterminer ®@(6)on sait que :
) - ima )

de

d?e(p) . do(p)
= =im———=
de? de

P*m?@(p) = —m*d(¢)
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1 d*o(p) _

_ d*oe) _
B Co(p) de?

de?

-m?®(¢)

En utilisant I’équation (*) on aura

sing d [ dO(6)
—| sin@
0(0)de dée

> + Asin?0 = m?

En divisant par :sin?0

1 d CIC)
= 0@ sinode "% g sin?0

En multipliant par: ©(0)

IR (PROAL GO DV PR P
sinodo\°""" "ae SinZ0 =

C’est I’équation différentielle de Legendre dont les solutions sont les polynémes de
Legendre associés.

En mathématiques un polyndme associé de Legendre, notéP}'(x)est une solution
particuliére de I'équation générale de Legendre:

(1 = x2)y" (x) = 22y"(x) + ( ) y@) =0

Qu’on peut mettre sous la forme équivalente :

2

T:Lx2> y(x) =0

j_x((l —x2)y'(x)) + (l(l +1)— N
laguelle n'a de solution réguliére que sur l'intervalle [-1,1] et si -l < m < [ avec | et m entier
07 (8) = C{"PT*(cos 6)
3.5.2 Les polynémes de Legendre

Les polynémes de Legendre associés sont définis par :

m dm
P*(x) = (1 —x?%)2 P P,(x), m>0
P = (1) ™ i) <0

(L—m)?
Avec les polyndmes de Legendre :

1 l
Pi(x) = zz_uﬁ(xz - 1)

IIs vérifient la condition d‘orthogonalité
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1

f PTG PR () dx =

-1

2 \{+m)!
) 511’
2l + 1) (Il —m)!

Nous avons maintenant des solutions pour les fonctions angulaires @®(¢) et 0(0). Il est
commode de les combiner en une seule fonction normalisée des deux angles. Ces fonctions sont
appelées les harmoniques sphériques et sont définies comme :

Y"(6,9) = C"PT*(cos H)Qiﬂ
1 P 151 N

C1™ est une constante de normalisation & déterminer

2T

s
ffIYlm(H,(p)IzsinGdego:l
00

On aura :

. 20+1 [(I-m)! e~ime
Y"(0,9) = > (l+m)!Pl (COSQ)ﬁ

En particulier,

20+ 1
Y2(6,p) = ?Pl(cos 0)

La définition des fonctions de Legendre associées au m négatif peut étre utilisée pour montrer
que

Les harmoniques sphériques satisfont la condition d'orthogonalité

21 T
f do f d6 sin 6 Y™ (8, 0)Y™(8,0)" = 8y 6y
0 0

Les Y/*( 6, ¢) sont des fonctions orthormées on peut développer la partie angulaire la
fonction d’onde suivant ces fonctions :

+ oo l
x(6, @) =2 2 am Y (6, 9)
=0 m=—1

et la fonction d’onde totale

Y00,0) = D Gm Ru()V(6,)

n,lm
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3.6 Relation du spin a la statistique

Les particules possédant un spin demi-entier sont appelées des fermions (électron par
exemple) alors que celles ayant un spin entier sont des bosons (le photon par exemple). La
fonction d’onde d’un ensemble de fermions identiques est antisymétrique reflétant le principe
d’exclusion de Pauli (deux fermions ne peuvent pas occuper le méme état quantique) ces
particules obeissent a la statistique de fermi-Dirac. Par contre la fonction d’onde totale d’un
ensemble de boson identiques est symétrique et obéissent a la statistique de Bose-Einstein.
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Exercice du Chapitre 3

Exercice 1

a) On considére une particule dans 1’état orbital ¢=1 :

1- Quelles sont les valeurs propres de L2 et Lz ainsi que leurs vecteurs propres communs
| ¢,m>.
2- Calculer les matrices associées a L2, Lz L, puis en deduire les matrices de Ly, etLy .

b) Si la particule posséde un spin s=1/2

1- Quelles sont les valeurs propres de S? et Sz ainsi que leurs vecteurs propres communs
s, m>.
2- Calculer les matrices associées a S?, Sz S, puis en deduire les matrices de Sy, etSy .

3- Si le systeme est dans I’état |y >. = G) , quelle est la probabilité de mesure de
chaque valeur de Sz.

c) On considere maintenant le moment cinétique total =L+ S dela particule

1- Quelles sont les valeurs propres de J? et Jz ainsi que leurs vecteurs propres communs |j
,m>.
2- Calculer les matrices associées a J%, Jz], puis en déduireles matrices dely, et Jy .

Exercice 2
On considere un systeme dont le moment cinétique j=1 :

1- Quelles sont les valeurs propres de j? et jz ainsi que leurs vecteurs propres communs.
1
2- Si le systéme est dans I’état| Y >.= <0> , quelle est la probabilité de mesure de

2
chaque valeur de jz.

3- Calculer < j?> et de jz dans I’état |y >.

Exercice 3

La représentationmatricielle des composantes x et y du moment total J d’un systéme est

h(O 1 0) B (0 —i 0
V2 01 0 V2 0 ¢ O

1- Calculer la matrice de j, puis en déduire les valeurs possibles de j; et de j.
1

2- Calculer <jx> par rapport a 1’état (O) puis par rapport a 1’état propre de j.=0.
1
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Exercice 4

Soit un systéeme quelconque dont I’espace des états est rapporté aux vecteurs propres
communs a j° et jz [j,m> tel que j =0 ou 1

1- Donner les vecteurs quelle est la dimension de I’espace des états ?
Le systéme est dans I’état | y»>= [1,0>-2/1,1> +i (0,0 +[1,-1>

a. Quelle est la probabilité d’avoir lors d’une mesure j; =0 ? j;=0 et J>=2 A2 ?
b. Quelles sont les valeurs possibles de /2 ? Quelle est la probabilité d’avoir J2=0 ?

Exercice 5
Si j =5/2 ; quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de J? et Jz ?
Soit J =], +J, tel que j1=5/2 et j, =1/2

1- Quelles sont les valeurs possible de J et M ainsi que les vecteur |J,M>. ?

2- Quelle est I’action de J+ sur I’état | j1, j2, m1, m2>

3- Ecrire le vecteur [3,3> suivant la base | ji, j2, my, m2> puis en déduire la valeur des
coefficients de Clebsh Gordon.

Exercice 6
On considere un systeme dont le moment cinétique j=2 :

1

Quelles sont les valeurs propres de j2 et jz ainsi que leurs vecteurs propres communs.

1
]
2- Si le systéme est dans ’etat | >=| 0 | , quelle est la probabilité de mesure de
1
2
chaque valeur de jz.
3- Calculer < j? >

Exercice 7

1- Donner une bréve description des propriétés du moment cinétique d’une particule en
mécanique quantique.
2- Montrer que qu’on peut écrire la valeur propre de J? sous la forme A2 j(j+1)

3- Sij=3/2; quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres [j,m> de J> et Jz ?
1

4- Si le systéme est dans I’état |y >= (2) écrire |1 > suivant la base |j,m>.Quelle est la

0
probabilité de mesure de chaque valeur de jz.

Exercice 8

On considére un systeme dont la fonction d’onde est donnée par

1 0 1 1 1 -1 1 2
l/)(9,<p)=§Yo(9,<p)+ﬁY1(9,<p)+§Y1 (9,<p)+ﬁYz(9,<p)
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Ou les Y;™((6, ¢) sont les harmoniques sphériques

1

Est-ce que 1 (8, ¢) est fonction propre de L? et L, ?

2- Est-ce que ¥ (8, @) est normalisée ?

3- Calculer L+ (6, ).

4- Sion mesure L? et L, quelles valeurs obtient-on et avec quelle probabilité ?

On donne :

L+Y™ = aI(+ 1) —mOm + DY™1 5 L2y = k2L + DY 5 LY = mhy/"

Exercice 9

Soit un systeme de moment cinétique orbital [ = 1 on s’intéresse a la mesure de Ly dont la

V2

N 0 —i 0
matrice estdonnée par L, = =|i 0 —i
0 i 0

1
2

Quelles sont les valeurs obtenues lors d’une mesure de L,, ?
Quelle est la probabilité pour que la mesure donne A ? Si le systéme se trouve dans
’ctat

Y >=11,0 > +iV3|1,1 >
Ou = |I,m > sont les vecteurs propres communs a L? et L,

3

Montrer que la fonction d’onde associée a |y > s’ecrit :
lp(e, (P) = Ylo((el QD) + l\/§Y11((9’ (p)
Ou les Y;™((8, ¢) sont les harmoniques sphériques.

4- Est-ce que (8, @) est fonction propre deL? et L,
5- Calculer L+ y(8, )

Ondonne ji|j,m>.=h/jGi+1) —m(m+1|jm+1>

Exercice 10
La représentation matricielle des composantes x et y du moment orbitale L d’un systéme est

h010 hO—iO
LX:\/_fl 0 1/, Ly=\/—§i 0 —i

01 0

1- Calculer la matrice de L,.
2- En déduire les valeurs possibles de L, et de L2.

1
3- Calculer < L, > par rapport a 1’état (O) puis par rapport a I’état propre de L, = 0.
1
Exercice 11

. s N . 3
On consideére un systeme dont le spin s = 5
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Quelles sont les valeurs propres de S? et Sz ainsi que leurs vecteurs propres communs
|s,m >.
Calculer les matrices associées a S?, Sz, Sx, Sy

1

Si le systéme est dans ’état | P >.= , quelle est la probabilité de mesure de

B W

chaquevaleur de Sz.

Exercice 12

un systéme initialement dans 1’état

1-
2-
3-

1/1(9, (p) = Yl_l((gﬂ (p) + inl((gﬂ (P)

Calculer < | L+|p > et <y| LY >
Si on mesure Lz quelles valeurs obtient-on et avec quelles probabilités ?
Si la mesure de Lz donne # calculer <Ly>.

Exercice 13

On considere un systéeme dont le moment cinétique est j =5/2 ; quels sont les valeurs propres
et les vecteurs propres de J? et Jz ?

Soit J =], +J, tel que j1=5/2 et j, =1/2

Quelles sont les valeurs possible de J et M ainsi que les vecteur |J,M>. ?

Quelle est I’action de J+ sur I’état | j1, j2, mz, m>

Ecrire le vecteur [3,3> suivant la base | j1, jo, m1, mz> en imposant la contrainte M=,
m1+, my puis en déduire la valeur des coefficients de Clebsh Gordon.

Calculer < j>>

Exercice 14

La représentation matricielle des composantes x et y du moment cinétique J d’un systéme est

h(010> B0 —i 0 10 0
je=—=|1 0 1| jy=—|i 0 =—i] j,=hl0 0 0O
V2o 1 0 VZ\o i o 00 -1

Quelle sont les valeurs possibles de j, quand on la mesure ?
Calculer <j,> et < j% > si j, = A.

1

Si le systeme est dans 1’état | >= (O) quelle sont les valeurs obtenues si on
3

mesure j,

Exercice 15

Donner une bréve description des propriétés du moment cinétique d’une particule en
mécanique quantique.

Si on a un systeme (1) de moment cinétique j1 =2 ; quelles sont les valeurs propres et
les vecteurs propres |ji,m1> de j et jz ?
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3- Si on ajoute un systéme (2) de moment cinetique j> =1. quelles sont les valeurs propres
et les vecteurs propres [J,M> de J? et Jz du moment cinétique du systéme total
S=S(1)+S(2)

Exercice 16

1- Donner une bréve définition du spin d’une particule en mécanique quantique.

2- Soit S =3, +8, tel que s;=1/2 et'sp =1/2

3- Quelles sont les valeurs possibles de S et Ms ainsi que les vecteur |S, Mg > ?

4- Déterminer les matrices de Sz et S. par rapport a |S, Mg >

5- Quelle est I’action de S.sur I’état|sq, s, my, m, >

6- Ecrire I’expression générale du vecteur|S, My >suivant la base |sq,s;, mq,m, >en
fonction des coefficients de Clebsh GordonCy, 1>

7- Déterminer ces coefficients pour 1’état |1,0>

On donne :

La valeur propre de J? est A2 j(j+1) et jilj,m >=h{jG+1) —m(m+1)]j,m+1>
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Chapitre 4
Probleme du potentiel Central

48



Chapitre 4 Probleme du Potentiel Central

4.1 Introduction

Un potentiel est dit central s’il dépend seulement du module de 7, c'est-a-dire une
énergie potentielle qui ne dépend que de la distance r a l'origine:
V@A) =V(x,y,2)=V((#) =V(r) =V(x? +y? + z2).
L’hamiltonien pour une particule de masse m soumise a un un potentiel central s’écrit :
. P2 h?
H=—+V(@)=—=—A+V(r)
2Zm 2Zm
Un exemple de potentiel central est le potentiel de Coulomb entre les charges électriques des
particules:
e’ 1

4mtegr

Veour (1) = —

Puisque le potentiel ne dépend que de la distance de l'origine, I'hamiltonien possede
une symetrie sphérique c.a.d. invariant par rotation. Pour cela le systeme approprié a utiliser
dans ce cas est le systeme de coordonnées sphériques définie par r,8 et p(r =0, 0<6 <
n, 0<¢@<2m):

x=rsinfcosp y=rsinfsing z=rcosb

Le moment cinétique orbital joue un réle fondamental dans tous les problémes de
potentiel central,i cause de la symétrie sphérique 1’hamiltonien A commute avec toutes les
composantes du moment cinétique L :

[f,L;]=0,(=xy2)=[AL*]=0

Il en résulte que pour un systeme soumis a un potentiel central le moment cinétique est
une grandeur conservée donc une constante du mouvement. Les expressions des composantes

du moment cinétique L ainsi que son module a I’aide des coordonnées sphériques sont :

- I - ,0 _,10 _, 1 0
L=—ihr XV avec V:urg-l_ug;%-i_u‘prsiné?%
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0 0
L, = ih[sinq)%+cot9ws<p%]

0 0
L, = ih[cos<p@+cotesin<p%]

9
LZ:—lh%

2= _p2 1 6(_96>+ 1 0?

B sin6a9\°""” 36) " sin26 a¢?

L’ensemble des grandeurs physiques {f,L? L,}Forment un ECOC (Ensemble
Complet d’Observable qui Commutent) donc ces grandeurs possedent des vecteurs propres
communs a partir des quels on peut construire une base unique dans ’espace des états. Soit
|n,1,m) un vecteur propre commun a H,L? et L,,Ona:

Hln,1,m) = E,|n, 1, m)
L*In,l,m) = R?l(l + 1)|n, I, m)
L,|n,[,m) = hm|n, [, m)

Ou [ est un entier positif ou nul =1 < m < [, prenant ainsi (2 + 1) valeurs.L? et L,
sont deux opérateurs dont on connait 1’expression en représentation R, donc il est facile
d’écrire les équations différentielles exprimant leurs équations aux valeurs propres. Si
Yrum (T, 8, @)est une fonction propre de {H, L2, L,} :

Ynim (1,0, ) = (F|n, [, m)
Hnim (7,0, 9) = Epihnm (1,6, 9)
P (1,0, 90) = R+ Dppun (1,60, )
Lopum(r, 6, 0) = hm, (1,0, ¢)

Les fonctions ¥, (1, 8, ¢) forment une base dans I’espace d’Hilbert des fonctions
d’ondes par conséquent toute fonction ¥ (r, 8, @) quelconque de cet espace s’exprime comme
une combinaison linéaire de ces derniéres :

l,lJ(r, 9! QD) = Z Anim lpnlm (T' 9' (P)

nlm
4.2 Résolution de I’équation de Schrodinger

En mécanique quantique la résolution de I’équation consiste a déterminer les niveaux
En et les fonctions propres associées ¥, (1, 8, ¢). Puisque le potentiel ne dépend que de la
distance de l'origine, I'namiltonien posséde une symétrie sphérique . 1l est donc pratique de
représenter I'équation de Schrddinger en termes du systeme de coordonnées sphériques
standard. Le Laplacien dans ce systeme de coordonnées est donné par :
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10 ) d 1 ad [ . 0 1 0°
A= Argaiar + Aangulaire= 729r (T‘ ) + (Sln 0 _) + =

ar) " rZsin6 a6 90) " r2sin20 92
Avec :
2 = _p2 1 6(_ 96>+ 1 92
- sin6ao\"""” 30) " sinze dp?
10 ( 5 6) 1 L2
—_ —— r — —_—— —
r2or ar/ h?r?
L’équation de Schrédinger en coordonnées sphérique s’écrit :
h? 1 92 L?
= =552 T o T VO Ym0, 9) = Entprm (.6, ¢)

L'approche standard pour résoudre les équations différentielles partielles consiste a
utiliser la méthode de séparation des variables que nous avons déja utilisée plusieurs fois.
Nous supposons que la fonction d'onde est un produit de 2 fonctions I’'une dépendante de r
(partie radiale) et ’autre de 0 et (partie angulaire)

Yum(1,6,9) = Ry (MY (6, 9)
On montre que la partie angulaire est fonction propre de L?et L,
LY (6,9) = K21+ DY™(6, )
LY (6,9) = hmY™(6,9)
Y™ (8, ¢) sont les harmoniques spheriques

Nous avons maintenant des solutions pour les fonctions angulaires ®(¢) et ©(0). Il est
commode de les combiner en une seule fonction normalisée des deux angles. Ces fonctions sont
appelées les harmoniques sphériques et sont définies comme :

ime

Y"(0,9) = C"PT(cos 0) —
17(8,9) 1 PT( )\/ﬁ

C1™ est une constante de normalisation & déterminer

2

s
ffIYlm(H,(p)IzsinGdegozl
00

m 20+1 (U-m)! e~ime
"0, 9) = > (l+m)!Pl (COSQ)E

,21+1
Y°(6,¢) = -

En particulier,

P,(cos 6)
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La définition des fonctions de Legendre associées au m négatif peut étre utilisée pour montrer
que

Ylm( 9' (p)* = (_1)mYZ_m( 0! (P)

Les harmoniques sphériques satisfont la condition d'orthogonalité

21T s
f d(pf do sin 0 Y,/ (6, )Y (0,9)" = 8,8y
0 0

Les Y/™"( 6, ) sont des fonctions orthonormées on peut développer la partie angulaire la
fonction d’onde suivant ces fonctions :

+oo
XO®) =D > am¥(6,0)
=0 m=-1

et la fonction d’onde totale
Y(,0,0) = ) aum Ru(¥(0,0)
nlm
4.2.1 L’équation radiale

C'est I'équation aux valeurs propres pour la coordonnée radiale et puisqu'elle dépend
explicitement de I'entier [, les fonctions propres seront généralement représentées par R,,; ().
Les solutions complétes de I'équation de Schrodinger peuvent alors étre écrites comme

lpnlm (T, 9! (P) = Rnl (T)Ylm(e' (P)

La partie angulaire Y;™(0,¢) de la fonction d’onde est déja déterminée il reste
maintenant la partie radiale R,;(r),I’équation de Schrédinger en coordonnées sphérique
s’écrit :

h? 102 L?
+ V(r) Ynim (.6, (P) = Entnim (1,0, (P)

2mr (')rr + 2mr?

h% 1 92 L? m m
= |5 + 5 V)| Ru(MY™(6,9) = ExRu (DY (6, 9)
A2 1 92 L?

= = o=z (TR ()Y (6,0) + Y (6, 9)Ru(r) + V(r)Ry (r)Y™(6,¢)

= Eanl(r)Ylm( 0, (P)

2mr?

Or:
L*Y™ (6, p) = h2L(L+ 1)Y™ (6, p)

h? 1 92 R21(1+ 1)
= —%;F(Tan(T))Yzm(G, ©) +———=—Y"(0,p)Rpy(r) + V)R, ()Y™ (6, ¢)

2mr
= EpRpy; (r)Ylm (9: (P)

En simplifiant par Y;"( 8, ¢)on obtient :
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h% 1 92 h21(L+ 1)

o %;a 2 (T‘ nl (T‘)) —T' Ry (r) + V(r)Rnl(r) =E Rnl(r)
h? 0 h2l(l
2 or A2 (arl(r)) l U+ ) + V(r)l (TRn (1)) = Ep(rRy (1))

On pose uy,;(r) = rR,;(r)I’équation devient :

h? d%u, (1)
~ g+ Verr (Mt () = Enttn (1)
Ou
hz I(1+1)
eff(r) =V(r) + 2

2
= — ﬂunl(r) + Veff (r)unl(r) = Enunl(r)

4.3 Exemple de systéeme soumis a un potentiel central

4.3.1 Particule libre en coordonnées sphériques a 3dimensions
La particule n’étant soumise a aucune interaction (V(r)=0)

N
H=—=——

2m 2m
L’¢équation radiale générale avec V(r)=0s’écrit :

hz 211+ 1)
_%unl(r) + Uni (T) = Enunl(r)

Mais dans ce cas particulier il est plus commode d’utiliser la forme originale de cette
équation :

2102 R+ 1
R e (rRu(r) + [ s )l Rpi (1) = EnRy (r)
h2k?
Eie = 2m

On effectue le changement de variables p = kr 1’équation devient

d?R 2dR I1+1
p) 2 z(p)+[1+ (+1
dp* p dp 2

AvecR;(p) = R, (kr) = Ry (7)

]Rl(P) =0

C’est I’équation de Bessel sphérique, la solution est une combinaison linéaire des
fonctions de Bessel sphérique J;(p) et de Newmanh,(p):

R,(p) = AJi(p) + BN, (p)
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Ji5in(e)
p

mmm

1) = ()G

Ni(p) = =(=p)' ( —)

pdp
Seules J;(p) sont acceptables car N;(p) divergent quand p — 0

Le développement de 1’onde plane qui est la fonction d’onde de la particule libre en
coordonnées cartésiennes suivant cette base :

Z z UmPrum (1,6, 0) = z 2 Am Ria ()Y (6, ¢)

=0 m=-1
4.3.2 L’oscillateur harmonique a trois dimensions

Considérons une particule de masse m sans spin soumise au potentiel harmonique isotrope :
1 2 2 2 2
V(x,y,2) =5 mw (x*+y“+z°)

Le potentiel est central, en coordonnées sphériques il s’écrit :

V(r) = Ema)zrz
D’Ou
R21(L+ 1) R21(L+ 1)
Veff(r) = W V(T') W + > mw?r?

L’équation radiale devient :

hZ

" 1 R21I(L+ 1
——u, () + [—ma)zrz + —( )
m 2

2mr? U (1) = Epuy ()

Yum (1,6, @) De carré sommable = elle est finie en tout point. Les fonctions d'onde
pour les états liés doivent étre normalisables. C’est a dire :

J,U Ynim (1,8, @)y (1,60, 9)dr = 1

Cela implique que
21T

co T

fff R(r) R* (Y™ (8, 0)Y™ (0, p)r?drsin0dfde = 1
0 00

T 2T

:>j|Rnl(r)|2r2 drjf Y/"(0,9)|?sin0dOdp =1

00

54



21T

™

ff Y"(0,9)|?sin0dodp =1

00

D’ou
oo +00
fanl(r)Izrzdr=1 = f luy, ()2 dr =1
0 0

Par conséquent li‘_rp R(r) = liT u(r) = 0,d’un autre cotéR(r) doit étre finie au
7—>+00 T—>400
point 0 donc limr R(r) = limu(r) =0
r—0 r—0
4.3.1.1 Etude du comportement asymptotique

1 , ) . :
Quandr - oo = == 0 et I’équation radiale devient :

——unl(r) + [2 ma)zrz] Uy (r) =0

. . . " 1
Car quand r — o il y a aucune information sur u (r) et Emcuzr2 est assez grand alors

eh 4D 0 Donc négligeable
2mr2
mwrz
Les solutions de cette équation sont : Uy (r)~e  2n

Quand r — 0 et I’équation radiale devient :

h? h2l(l+ 1)
—_munz(T Tunz(r) =0
Les solutions sont de la forme : Uy ()~

Ce qui implique que :

ma)rz

U (M)~ f (e 2

On injecte u,,; (r) dans I’équation radiale on obtient :

)+ 2 l( + 1) mowr

]f() |2~ T2 21+ 3) wen] 1) = 0

Les fonctions d’onde standards

lpnlm(r’ 6’ QD) = Rnl (T) Ylm( 0’ (P)

?’TI.(J()I'2

Uy (P)~r 1 E(r)e 2n

Uny (r) _mor?
r

= R, (r)~rif(r)e =
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mwr?
lpnlm(r; 9; (p)erf(r)e_ 2h Ylm( 9! (p)

Maintenant il reste a déterminer la fonction f(r) pour cela on utilise la méthode des
séries entiéres on pose que :

+o00

f@r) = Z a,r"
£ =Y e @) = Y n (o= Dagr?
= HZOH (n— Dapr*?+2 I(l t D_ m;:rl nZOnanrn—l

+00
mw- 2 mw 2mE
+[(—) FZ—T(ZZ+3)+ hzn]zanl‘nzo
n=0

h
400 +00 400 +0co
2mw mw
= Z n(n-—Da,r"2+2(0+1) Z na,r*-? — 5 na,rt — T(Zl +3) Z a,
n=0 n=0 n=0 n=0
+o0
2mE, N
+ 72 a, =0
n=0
+00 +00
2ZmE  2mwn mow
= Y n@n+2l+ Da,r" 2+ - - 21 + 3)] z a,™=0
h? h h
n=0 n=0
Pour n->n+2
Ona:
+ 00 + oo
z nn+2l+Da,r* 2= > m+2)(n+2+2l+ 1Day,,r
n=0 n=0
+00 +
= Z n(n+2l+1a,r* 2= Z(n +2)(n+ 21+ 3)ay,r"
n=0 n=0
+00 + oo
L [ZmE mw N
:>Z(n+2)(n+2l+3)an+2r +[ = —T(2n+2l+3)]2anr —0
n=0 n=0
+00
2ZmE  mw
zZ{(n+ 2)(n+ 21+ 3)ay,, + F_T(Zn-l_ 21 + 3)] an}rn =0
n=0

mw 2mE
= (1’1 + 2)(1’1 + 21+ 3)an+2 = [T(Zn + 21+ 3) —?] a,

Pour n=20
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mo 2mE
2(2[ + 3)(12 = [T (Zl + 3) - PP ]ao

Pour n=1

m 2mE
3021 + 4)a; = [T“’(zz +5) -0 ]al

a1=0 - a3 =O
DOFIC azp+1 = 0 B Vp

Tous les coefficients s’expriment en fonction de a,

+

8

. r2h = ao, + aZI‘Z + a4r4 + a6r6 F o

I
o

n

Yo1m (T, 0, @) de carré sommable cela implique

p

f(r) = z Ay, I8

n=0

La fonction d’onde de 1’état fondamental

Yooo (T, 0, 9) = Roo(F)Yoo( 6,9)

_mor? 0
= Yoo (1,0, 9) = age” 20 Y5 (0, 9)
Au premier état excité

n=1

f(r) = z ayp T°P = ay + a,r?
p=0

¢100(F1 9! (P) = RlO(F)YOO( 91 (P)

mwrz

= P100(r, 0, 9) = (ag + ar*)e” 20 Y7 (6, ¢)
a, et a, sont determinés par la condition de normalisation
C'est-a-dire que :

ap+2:ap+4: ......... :0

mw 2mE
(M +2)(0 + 20+ 3ay,, = [T(2n+21 +3) -2

hZ

n

f(r) = Z ayp, 7P

p=0
4.3.1.2 Les niveaux d’énergies

Si n=p

an
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mw 2mE
0= T(2p+21+3)—?]ap

Avec ap # 0

Cela implique
mw 2mE,
T(2p+21+3)— 72 =0
hw
= En :7(2(p+l)+3)

Enposantque: N=p+1

3

4.3.3 L’atome d’hydrogéne

L'atome d’hydrogene est un systeme de deux particules: proton, de masse myet de
charge e, et d'électron, de masse m, et de charge —e

m, = 1.7107*” kg
m, = 0.91073° kg
e =1.610"1° Coulomb

Le but: La détermination desénergies et les fonctions propres par la solution de
I’équation de Schrodinger HY(T) = Ey(T)
H=T+V=T,+T,+V
2

P . e s
T, = > °- — Energie cinétique de I’électron E..

Mme

2

P. z . e .
T, = ﬁ — Energie cinétique du proton

L’hamiltonien s’écrit :

. P: Py ..
H = om, +E+V(|Te —Tpl)

Pour I’atome d’hydrogéne, le potentiel qui dépend de la distance r entre le proton et I'électron
est:

82

Wm_%D:_Ft?T
e ™

7, : Rayon vecteur de I’électron

7, - Rayon vecteur de proton
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h? h?

2

. e
> 2m, ¢ 2m, P T [ — 7|
h? h? e? o oo
= |- 2, A, — 2m, A, — |7_:e — Fpl lp(re,rp) = Et/)(re,rp)
K K K

62 62 62
A= + + t = + +
Toxz T oyz 922 °° P oxg 8y ' 0z
4.3.1.3 Probléme a deux corps

Considérons deux particules sans spin de masses m, et m, et les positions 7; et 7,
respectivement, et supposons que la force entre les particules dérive d’un potentiel

V() =V(r —1l)
L’hamiltonien s’écrit :

L1 1 L.
H = Elel + Em2V2 + V(|T1 - T'2|)
L'étude du mouvement des deux particules est simplifiée en exprimant le probleme
P = F1t+mot: , . - -
avec les coordonnées du centre de masseR. = %et les coordonnées relativesr = 7, —
1 2

r,au lieu des variables 7; ; r,. Pour cela on doit ecrire 7; et 7, en fonction de R. et ¥ En
inversant les relations précédentes on a :

N = my | R = my .
1:RC+W‘F et TZ—RC—WT'
dFl — my — N d?z — mq —
T A T T
o _dR. o dF
e=qr ¢ Cdt
Ou M est la masse totale du systeme M = m, + m, I’hamiltonien devient
A 1 — my - 2 1 — mq - 2
H—Eml(Vcﬁ'WV) +§m2(VC—WV) +V(T)

Qui peut étre réécrit en termes des nouvelles coordonnées comme :

N 1 A
H=§MVCZ+§/,¢V2+V(7")=HC+HT

OU p est la masse réduite :p = &Mmz

A

N 1
Hc = E MVE et Hr = E,uVZ +V(T’)
Aeet A, commute: [A.H]=0

Et satisfont ainsi les équations aux valeurs propres avec le vecteur propre commun
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Hel) = Ecly)

Hrllp) = Erllp)
Ce qui implique que
Hl) = Ely)
Ona:
r= |Fe - Fp|
fLof, et T,of, >R,T
= [A + A Jw(R., 7) = EY(R., 7)
Cela implique
h? h? e? - -
— o = ZAr -— (R, 7) =Ep(R.,T)

R.,T sont indépendants

On peut écrire

Y(R.,7) = (R )Y, ()

Equivaut a dire que:

K2 h2 -~ =
[—mAc T V(r)] Y(Re,7) = EY(Re 7)

R B sy Ry, (7) = Ey.(R r
:l_ﬂ c gt (r)lllic( )P (P) = Epe (R ) (7)

h? - . h? . . - - -
= I_ﬂAclpc (Rc)l l/)r(T') + [_ZArlpr(r) + V(T)lpr(r)l lpc (Rc) = Elpc (Rc)lpr(r)
On trouve :

_Z_:/IACIPC (ﬁc) + - gArlpr(F) + V(T)lpr(F) .
ve(Re) ()

Donc les deux termes sont constants :

- %Aclﬁc (ﬁc) = ¢,
¥e(Re)

On trouve :

2

A B R R
_ﬁAcwc(Rc) = Cllpc(RC) = EClpC(RC)
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Et

2 -
= 528+ VO 1) e? 1
- =c, avec V(r)=-— —
Y (1) 2 4mey T
h2 e 1 -
R _ZA[‘ - 4me, F] l/)r(F) _
Y (1) 2
On obtient :
W = 1@ = ot ® = B ®
2/1 r 477.'601" l/)rF _C27~prr - rlprr
Ou

E=E.+E. =c,+¢,

h? P2
—_ A > —
M- 2M
Dont I'énergie est :
PZ
E. = —
Z2M

La solution qui décrit le mouvement d'une particule fictive libre est :

_ 1 - -~ P
_ —ikR. —_C
l/JC(RC) = e avec k 5

4.3.1.4 L’équation radiale

L’équation radiale pour la fonction est u(r) correspondant au mouvement relatif donc :

2
- ﬂunl (1) + Verr(Mupn () = Equy (1)
Le potentiel effectif est :

h2l(l+ 1) )= R2I(L+1)  e? 1
2ur? "= 2ur? 4meyr

Veff(r) =

OU 1 est I’entier naturel donnant la valeur propre A2I(l+ 1) pour le carré du moment
cinétique orbital. L’équation radiale s’écrit :

K2 RIL+1)  e? 1

_Zu;ll(r) + 212 47‘[60; U (1) = Epup ()

4.3.1.4.1 Le comportement asymptotique
On a deux comportements :

Dans le premier cas 1 = 0il n’y a pas le terme de centrifuge et la limite de V¢¢(r) est:
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lim Veff (T') = —00
r—0

Dans le deuxiéme cas 1 > 0 La limite de V.¢s(r) est:

lim Veff (T') = 4o
r-0

Avec u(r) = rR(r)
u(r)

Quand r - Qu(r) =rR(r) = — = R(r)
lirg rR(r) = lirg u(r) =0

L’équation devient :

2o, R2I(L+ 1)
_Z_Hu”l(r) + Wunz(r) =0
(1 +1)

=~y (r) + U (r) = 0

TZ
Les solutions sont de la forme :
1+1
Uy (r)~1

Quand r — 400 on obtient pour I’équation radiale

2
— = Uy (1) = Entin (1)

2p
" 2uE
= unl(r) + ?unl(r) =0
Cela implique
2uE
A2 = — 7z
Etat lié Donc pour E< 0
2u(-E)
A=+ 7

Up (1) = Ae ™" + Be"
+00

f luy (M) 1Pdr=1 = uy,(r)~e "
0

Un (N~ f (e

Les dérivées de u,;(r) onremplace dans 1I’équation radiale f(r) vérifie :



. (I+1) u e* 1 B
—/’Ilf(r)+2[—l » +ﬁ47‘[60; f(T')—O

1)+ 2 [(l +1)

4.3.1.5 Les niveaux d’énergies

La méthode des séries entiéres

+ o0

f0) =) apr

k=0

£(r) = Z k @tk 1 (r) = Z k (k — 1)a k=2

:Zk(k—l)akl“k2+2[(l+1)—A]Zkark1+2[ (1:1)+# ¢ 1]Z)akrk=0

h? 4mey T

:Zk(k—l)akrk2+2(1+1)Zkakr —ZAZkakr —2&(1+1)Zakrk1+ﬁ4ne Zakrk‘1=0
0%=o

+ oo 5 40
e
:Ek(k+21+1)akrk2+2[A(k+1+1)+:24 IE:akrk—lzo
=0 k=0

Par exemple :
+o0co +oco
Z A xk1 = Z Ay xk2
k=0 k=1

2
ﬁZ{k(k‘i'ZI‘l'l)ak‘l'ZI A(k"‘l)‘l‘u © lak_l}l"k_2=0

= h? 4me
Or rk=2 %0
i e?
k(k+21+1)ak+2l—A(k+1)+h24 lak_l =0
uoe?
k(k+21+1a, =2 [A(k +1) - ﬁﬁeol Ay
P
f(r) = Z % = ag + a;rt + ar? 4 e + a,r?
k=0
Clest-a-dire que : apyq = apip = =roo e =0
Si k=p+1
u e?
0=2l/1(p+1+l)—ﬁ4n6

p et 1 sont des entiers et on pose alors :
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- poe?
n=p+1+1 Dou An=—

h? 4me,
2
Le rayon de Bohr q = 2%
n e
1
m=—=—1=—
a na
2u(-E)
Or —7 = A
2u(-E) 1
A2 na
On obtient :
hZ
Ep=— ———
n 2un2a?

4.3.1.6 Les fonctions propres

f(r) est totalement déterminée : on exprime tous les coefficients en a;en fonction de
a, puison calcule a, en utilisant la condition de normalisation.

Yum(,0,9) = Ry (MY (6, ¢)
Ona: n=p+1+1
Leminimum:p=0=>n=1+1
=l<n-1
W100(r, 8, 9) = Rio(r)Yg (6, )

La normalisation

+ oo

j R (M2 dr = 1
0

Uqo(7)

u(T) = TR(T) = Rlo =

Or
u(r)~rt*tif(r)e
up(r) Ot (r)e ™

> Ry = = 10
r r

= R10 = Nlof(r)e_lr

U e?

k(k + 20+ 1)ak =2 A(k + l) —ﬁm Ap_1
0
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uoe’
20, =2 l)[ B ﬁl}neol 0
P
f(r) = z a, ¥
k=0

A I’état fondamental

Pour R,y(r) & f(r) = a,
+00

f |Rio(r)|*r*dr = 1
0

+ o0

= j |N10a0€_/1r|2 FZ dr=1
0

+00

= leoa%f e 2rr2dr=1

o

A= % ou a est le rayon de Bohr

400
2 2 —
= Niad | r?’e nadr=1
0

Comme n=1

+ o0
2r

= Nfoagj rle adr=1
0
+ oo
2r 2! a’
r‘e adr=——ss5=—
(2 t1 4

0 a
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Onsaitque: ay = #
Avec N =1

On trouve
R10 == Nlof(r)e_/lr = —=¢e

Donc

V100(T,6,0) = Rio()Y) (6, 9) = %e_a X
Au premier état excité
n=2;1l=0;p=1
= P200(T, 0, 9) = Ry(r)Y5 (6, )
u(r)~rt*t1f(r)e ™ = rR(r)

1

Van

Uy (T
= Ryo(r) = 2°F( ) - f(r)e ™ = Ny f(r)e ™
p=1
£f(r) = Z a,* =ay +a;r
k=0

= Ryo(r) = Nyo(ap + air)e ™"

11
" na  2a
Cela implique
Ryo(r) = Nyp(ap +ajr)e za
2
L e
= IA_ ﬁélm—:ol A0
On sait que
2
u e
n=— An =—
"= R 41e ou A=y
1 1]
=>q =|——--
U 2a a o
On trouve
1
1 2a 0
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ao _r
= Rzo(r) = NZO (ao - EF) e 2a

1 ;
= Rzo(r) = NZOaO (1 - ZF) 8_5

La normalisation

+ 00

f |Ryo(D)|?r*dr =1
0

400
ao _LZ
= |N20(a0——r)e 2a| r?dr=1
2a
0
+0o0
aO 2 _r
:>N220f rz(ao—— ) e adr=1
2a
0
+ 0o 2
2 2
ag ag r
ﬁszof r’laf——r+—r?| e adr=
a 4a
0
+00
2 zf 2 1 22 -
= N;,a r(l——r+—r>eadr=
2040 42
0
+ 00 +o0 +00
_r 1 _r 1 _r
= N}ya? frze adr——f rPeadr+— | r*eTadr; =1
a 4a
0 0 0

En calculant les intégrales :

T 2 - 2! 3
OJ r‘e adr = (2)2+1 = 2a
+00 31

f r3e adr = : 6a*
) (2)3+1

Ce qui équivaut a dire que :

1 1
NZ,a3 {Za3 — E6a4 + 4—24a5} =1

a?

= 2N%a3a® =1
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Or

D’ou

On obtient

Donc
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Exercices du Chapitre 4

Exercice 1
Une particule de masse m se déplace dans le plan xOy sous I’influence d’un potentiel
Vix,y) = Vi(x) + V,(y) tel que:

0si0<y<a

1
Vi(x) = =mw?x? et V. ={ _
1) 2 2(7) o ailleurs
= Quelles sont I’expression des énergies et des fonctions d’ondes associées du systéme ?

Données :Pour un oscillateur harmonique a 1 dimension on donne

1 —mwx?
E, = hw (n +§) Yn(x) = C.Hy(X)e 2n

Ou H,, (X) sont les polynomes d’Hermite.

Exercice 2
Une particule de masse m se déplace dans le plan xOy sous I’influence d’un potentiel

0si0<x<aet0<Ly<b

Vixy) = { oo ailleurs

1- Quelles sont I’expression des énergies et des fonctions d’ondes associées du systéme ?
2- Quelles sont les énergies du premier et second états excités, leur degré de
dégénérescence et leurs fonctions d’ondes associées.

Exercice 3
Une particule de masse m se déplace sous I’influence d’un potentiel

Vix,y) = Vi(x) + Vo(y) +V3(2)

0si0<z<a

. _1 2,2 — =
Sivi(x) = g L X ) =0 Vi(2) = { oo ailleurs

Quelles sont I’expression des énergies et des fonctions d’ondes associées ?

Exercice 4

Un proton se trouve dans un potentiel central :

_(0si r<a
vir) = { o ailleurs

1- Calculer I’énergie ainsi que la fonction d’onde radiale normalisée pour I’état s (1=0)
2- Calculer la probabilité de trouver le proton dans la sphere de rayon a/2. Et puis dans la
bande sphérique comprise entre a et 3a/2.

Exercice 5
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Une particule se trouve dans un potentiel central :

—Vysi0<r<a regionl
Osir>a regionll

wm:{

1- Ecrire I’équation radiale dans chaque région
2- Monter que Pour [ = 0 cette équation s’écrit sous la forme :
U;(")" + k2U,(r) = 0 dans la région |
U,(r)" — k2U,(r) = 0 dans la région Il
Sachant que pour (E +V,) >0etE <0
3- Déduire I’expression de k; et k, puis calculer la fonction d’onde radiale R{(r) et
R, (r) dans ce cas (I = 0) pour chaque région sans normaliser

Données
L’équation radiale générale pour un potentiel central

—Um)" + (V(r) + %) U(r)=EU(r)

2m

OuU(r) =rR(r)
Les solutions générales de y(x)" + a?y(x) =0

y(x) = Acos(ax) + Bsin(ax)
Les solutions générales de y(x)" — a?y(x) = 0

y(x) = Ae™** + Be®™

Exercice 6

—Vysi0<r<a

Un proton se trouve dans un potentiel central : V(r) = { o ailleurs

1- Pourquoi ce potentiel est central ?

2- En générale quelles informations supplémentaires et simplifications obtient-on dans le
cas particulier d’un potentiel central par rapport au cas géenéral?

3- Calculer I’énergie ainsi que la fonction d’onde totale normalisée pour 1’état s (1=0)

Avec Vy >0 et —Vo<E<O0 et Y2(6,9)=—

V4r
Le Laplacien en coordonnées sphérique est : A= la—Zr _
r dr? h2r2

Exercice 7

—Vysi0<r<a

Un proton se trouve dans un potentiel central : V(r) = { o aillewrs

Calculer I’énergie ainsi que la fonction d’onde radiale normalisée pour I’état s (1=0).

AveCE >0 et Vy>0
Exercice 8
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: , . , , . . R
Les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene sont donnés par E,, = _n_32]

le cas n=2.

on se place dans

1- Préciser les valeurs des nombre quantique | et m puis en déduire les états propres |n,
I,m> et leur degré de dégénérescence.

2- Ecrire dans la base |n, I,m> les matrice représentant H L2, Lz .(on prend 1’ordre
|2,0,0>),2,1,1>),| 2,1,0>),| 2, 1,-1>)

3- On plonge I’atome dans un champs ¢lectrique parallele a OZ (effet Stark), Son
hamiltonien devient H=HO +W ou W= -e EZ. Pour n=2 W est représenté par une
matrice dont les seuls éléments non nuls sont <012|W|200> =<002|W|210>=3eEa0. En
considérant W comme une perturbation calculer au premier ordre la correction a
’énergie de ce niveau en fonction de e,E et a0

4- Si au lieu d’un champ électrique on plonge 1’atome dans un champ magnétique

paralléle & oz on suppose I’énergie d’interaction est W= -gB. L. Calculer les nouvelles
valeurs de I’énergie. Est ce qu’il y’a une levée de dégénérescence total ou partielle ?

Exercice 9

Pour I’atome d’hydrogéne H L2, Lz et SZ forment un ECOC et possedent des vecteurs
propres communs qu’on note | n, l,m,ms >

1- Que peuton conclure dans ce cas a propos de la valeur des commutateurs [H , L2], [H,
Lz]et[H, Sz], [L2,Sz], [L2, Lz], [Lz, Sz ],

2- Donner I’action de ces operateurs sur les états | n, L m,ms >.

Ry

3- Les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogéne sont donnés par E, = ——3 onse

place dans le cas n=3. Préciser les valeurs des nombre quantique | et m puis en déduire
les états propres |n, I,m,ms > et leur degré de dégénérescence.

Exercice 10

Pour I’atome d’hydrogéne {H L?, L, , S;} forment un ECOC leurs états propres sont notés

In, I, m, ms>, les niveaux d’énergie de 1’atome d’hydrogéne sont donnés par E,, = — :—Z

1- Ecrire les équations aux valeurs propres de cette ECOC puis en déduire 1’expression
générale des éléments de matrices<sm’, m’,I',n |A| n, I, m, ms> o0 A={H L2 L., S;}.

2- Pour n donné préciser les valeurs des nombre quantique | ,m et ms et le degré de
dégénérescence des états | n, I,m, ms>

3- Si le systéme est dans 1’état | y» = | 3,0,0, 1/2> -2|13,1,1,1/2 » +i |2,1,-1 ,1/2> quelles
valeurs obtient —on lors d’une mesure de ’énergie L? et L et avec quelles probabilités.

Exercice 11
. , . , , N , R
Les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogeéne sont donnés par E,, = —n—jzl on se place dans
le cas n=3.
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1- Préciser les valeurs des nombre quantique | et m puis en déduire les états propres
[n, I,m> et leur degré de dégénérescence.

2- Ecrire par rapport aux vecteurs | 3, 2,m> les matrice représentant H L?, Lz.

3- Si le systéme est dans I’état| v > = | 3,0,0 » -2|3,1,1 » +i |3,2,0 > +[3,1,-1 » quelles
valeurs obtient —on lors d’une mesure de 1’énergiel.? et Lz et avec quelles probabilités.
4- On plonge I’atome dans un champ magnétique parallele a 0z on suppose 1’énergie

d’interaction est Hint= -gﬁ.f. Calculer les nouvelles expressions de 1’énergie. Est ce
qu’il y’a une levée de dégénérescence total ou partielle ?

Exercice 12

A partir de I’expression générale de la fonction d’onde de 1’atome d’hydrogéne montrer que la
fonction d’onde associée a 1’état fondamental est :

T

e %

1
l/)(T', 6! (P) - \/ﬁ

Avec ag étant le rayon de Bohr

1- Quelle est la valeur la plus probable entre 1’électron et le proton dans cet état ?
2- Calculer la valeur moyenne de cette distance.

n!
an+1

On donne [ x™e ™% dx = , a>0

Exercice 13

L’¢lectron de I’atome d’hydrogene se trouve dans 1’¢état :

¢21,—1(T, 0,p) = NTB_EYfl( 6,9)

1- Calculer N. Donner I’expression de Y; (6, ¢)

2- Calculer la probabilité par unité de volume pour r =ap, 8 = 30" et ¢ = 45’

3- Si une mesure est effectuée sur ’énergie E, L? et Lz quelles valeurs obtient-on ?
Pourquoi ?

Exercice 14

La fonction d’onde d’un électron dans un atome d’hydrogene est .

1 5, 11 2 . 1 1
¢21mlms(r;9:§0):Rzl(r)[ﬁy1(9»‘ﬁ)|§'§> + §Y1(9"P)|§'_§ >]

N R

, i% > sont les vecteurs propres de S? et Sz.

1- Quelles sont les valeurs possibles de Jz ?
2- Si on mesure la composante Sz quelles valeurs on obtient et avec quelle probabilité ?
3- Si on mesure J® quelles valeurs on obtient et avec quelle probabilité ?
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Chapitre 5
Theorie des Perturbations
(Méthodes d’Approximations)
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Chapitre 5 Théorie des Perturbations — Méthodes

d’Approximation

5.1 Introduction

Souvent il est difficile de résoudre I’équation de Schrodinger et il est rare d’obtenir
I’expression exacte analytique des solutions ,on fait recours donc aux méthodes
d’approximation (des perturbations) surtout quand I’expression du potentiel se complique.

5.2 Phénomenes indépendants du temps perturbations stationnaire
Soit H, I’hamiltonien du systéme non perturbé qui vérifie 1’équation aux valeurs propres :
H0|¢n(0)) = ET(LO)llpn(O))

E,(LO): l.bn(o)) sont les énergies et les états propres non perturbés.

Maintenant si on ajoute a I’hamiltonien une perturbation décrite par un potentiel
V, ’hamiltonien total du systeme devient

H=H0+I/p

V, peut décrire par exemple l'interaction d’un atome avec un champs €lectrique ou

magnétique faibles indépendants du temps.

V, est indépendant du temps donc H est aussi indépendant du temps et vérifie par conséquent
aussi I’équation de Schrdodinger aux valeurs propres :

H|¢n> = En|¢n>

Mais maintenant E,, ; |i,,) sont les énergies et les états propres perturbés.
le but est de trouver comment varient E,(lo); |l/)n(0)> guand on ajoute la perturbation V,
E,” > En
V) > 1wn)

C'est-a-dire calculer E,, ; |,) connaissant E,SO); |1/)n(°)) et la perturbation V. Pour
atteindre ce but par la méthode des perturbations (méthodes d’approximation) il faut que la
pertubation ne soit pas tres forte 1,<<Ho c.a.d les éléments de matrice de Vj,<<<par rapport

0)
E

n+1

a celle de Ho dans ces conditions on auraAE « | - E7(10)| et par conséquent E, et |y,)

ne seront pas trop différents de E,(lo) et |¢n(°)) . Dans ce cas la méthode des perturbations
stationnaires permet en principe de calculer E,, et |3,,) avec toute la précision nécessaire en
utilisant le développement de Taylor en fonction d’une quantité A reliée a I’intensité relative
de V, par rapport a Ho. On exprime le potentiel décrivant la perturbation en fonction de cette
quantité 1, = AW :
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H(A) = Hy + AW

E,(D) =EP +0E =@ + 26V + 226 4 oo 4 2P 4o = 2 L
E,=E® +AE =EQ +EPW +EP +E® + . = 2 E®

YD) = |0, @) + 2|0, V) + 22|, P) ”I<p ®))

lW,) = |¢n(0)) + |¢ (1)> + |l/) (2) (P)

i

@) = D @ [9:) = D @ +al +-) [p,?)

i
Plus on a de termes plus la précision est grande. E,, et |,,) satisfont a 1’équation de
Schrodinger :

HD) (D)) = Enlipy (D)

On remplace |y,,) et E,, par leur développement on obtient :

Ho+ ) ™) = O EPIO 9.7
p=0 p=0 p=0

o 4 1) (10 @) + 1)+ 1) = (B + B+ B2 )([1,9) + ) + [9,2) +)
(Ho + W) Plpu®)) = (Y 22)() 2]9,))
p=0 p=0 p=0

En égalant les coefficients des puissances successives de A dans les deux membres on
obtient I’ensemble des équations suivantes dites les équations de perturbation :

e Ordre0: (A%
Holn @) = EX [, @) ..(D)
e Ordrel:(A\
Holhn @) + % |9 ) = BV [ @) + EP [, *) ..
e Ordre2:()\?)

Holn®) + V[, ) = E [, @) + EL [y ®) + EP |9, 0) ... (1)
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On se limitera en fait aux trois premicres équations ¢’est-a-dire qu’on négligera dans le
développement de |y,,) et E, les termes d’ordre supérieur a 2.

Puisqu’ on est dans les conditions que |y,) ne soient pas trop différents [y, @)
)~ @)
[P~ (¥ [¥m) = (Y @19 @) = 1
Cette condition étant valable quel que soit le parametre A, il vient :
(Wn 1) = W O1n®) = - = V1) = 0
5.2.1 Perturbation d’un niveau non dégénéré

Lorsque la valeur propre E,(lo) est non dégénéree il lui correspond un seul vecteur
propre |1/)n(0))c’est-é-dire qu’on :
H0|¢n(0)) = ET(lO)llpTl(O))
Mais les autres valeurs propres E,,.,, peuvent étre dégénérees.

Avant 1’établissement de la perturbation, ¢’est a dire a I’ordre 0 dans les développements, on
aura donc :

En = E,
) = [102”)
5.2.1.1 Correction a I’énergie a I’ordre (1)
La projection des équations de perturbation (0) et (I) sur I’état |1pn(°)) ( multiplication
a gauche par le bras (l[)n(o) |) donne :
EY = (0, O|Ho |, @) ...Ordre0
A I’ordre 1

Egzl) = (‘I’n(O) |Vp |‘pn(0)>

5.2.1.2 La correction au vecteur d’état a ’ordre 1

) = [0 @) + [9P) = [9.@) + ) a® [0 )
D’ou :
9 ®) = ) 0" 0

i#n

al? = (; |y, ®)
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On doit calculer |z/)n(1)) et par consequent ai(l)

par le bras (lpi(0)| on aura

pour cela on multiplie I’equation (I)

0 0
Lo _ @O ) Ve
i 0 O O) 0
EY — E E® — E
(0) (0)
) = [ +Z - E<°)|"" )
i#n n

5.2.1.3 Correction a ’énergie a ’ordre (2)
(Multiplication a gauche 1’équation Il par le bras (wn(o) |) onaura:

B = O )

2 .
Pour calculer E,g ) on remplace |1/;n(1)) par son expression on aura :

E(Z) — z |Vm|2
n E® _ O

ixn N

5.2.2 Spectre discret dégénére

Le niveau d’énergie E,(lo) dans ce cas est gn fois dégénéré (gn degré de
dégénérescence). Soit En le sous espace associé a E,(lo)de dimension gn|wn,a(°)) a=1..g,
une base de &,

Holthna®) = E”[¥n.e”)
Maintenant si on ajoute une perturbation Vp
H=Hy,+V,
L’équation de Schrodinger pour le niveau perturbé En

H|¢n> = En|¢n>

Le vecteur perturbé se décompose suivant la base

gi 9gi
ot ]S S i@ = £ 3 S v ®)
i a=1 i a=1
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On multiplie a gauche par le bras (z/)nB(O)I

Ji Ji
0
DD B Wy @ [, ) + i o, O 1 [0, 7)) = > Ena, (e, 0,
i a=1 =1

i «a
gi 9gi
Z Z a;, (B 8,,8, + (H,) )= Z Enay, 6,0,
i a=1 nﬁia i a=1
gi 9gi
D 4 (EO-Eo8,) + D Y a,— (1) =0
i = : - ngly
I a=1 i a=1
Sl A=0 = |l/)n) = ‘Zzlana(o)llpna(o)>
Donc a; (0 =0sii#n
dn
1
Z ((Hp)nﬁna — E,S )56{[?) ana =0 ; ﬁ =1 wIn
a=1

C’est un systéme d’équation linéaire homogene qui n’a de solution que si
det(H, - E’I) = 0
Avec EV = E, — EX©

Donc les E,(ll) sont les valeurs propres de la matrice (Hp) et se calcul par 1’équation
séculaire précédente.

5.3 Perturbations dépendantes du temps (non stationnaire)

Les méthodes d’approximation sont aussi utilisées pour 1’étude des perturbations
dépendantes du temps par exemple interaction de radiation électromagnétique avec les atomes
et les molécules induisant des transitions quantiques :

On considére le cas ol H = H, + V,(t)

H, est indépendant du temps, on connait son spectre d’énergie et leurs vecteurs
propres correspondants. le but est de connaitre 1’évolution du systéme a partir d’un état initial

i)

Dans ce cas on peut avoir des transitions entre les différents états |y;) — |1pf) il est
important d’évaluer la probabilité de cette transition.

La résolution consiste e a donner une solution approchée de ce probléeme en
considérant 1, (t) comme une perturbation (V,(t) < Hy)
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dlyp ()
dt

H[Y(D)) = ih
Hollpn(O)) = Er(l())llpnm))

() = ) anltn®)

[ @ () = U, 0)|1, @ (0)) = e%wn(o)(o))
Pioy = lag® = (e (®)
[H0+Vp(t)]Zan|z/)n(°) = ih— (Zanw}n(o)

n

(0) d
> an(®)[Hol$n @) + (t)lwn@(t)]—mzczn(t) o O) 40, 0 )

n

En utilisant 1’équation de Schrodinger :

(0)
ol ) = in 0]

L’expression se simplifie :

Y au @O O0) = hz O 1,0 )

n

En multipliant par le bras (y,(¢)| on aura

z an(t)e_l(Ef En)tan(t) _ lhz an(t) 52

n

D’ou:

dag(t) T
— == hz an@®e ™ T Vpu(®)

da; D (t)

1 (0) ) 1 iwri(t)
== @, O T V() = V(e

n

Ou on a utilisé le fait quea,, (9 (t) = &,; et la relation de Planck Einstein E = Aw on aura

t

1 . ,

aO(©) = - [ V(e)eon®
0
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t

1 P
Py =lasyl® = 7z foi(t Yeler®)
0

Vi) = (O, @) |w,”)

2
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Exercices du Chapitre 5

Exercice 1

Une particule chargée de charge g et de masse m dans un potentiel harmonique est soumise a
un champs électrique faible parall¢le a 1’axe Ox.

1- Calculez au premier et second ordre les corrections aux énergies
2- Calculer et a leurs vecteurs propres correspondants.

Exercice 2

Une particule est plongée dans un puits de profondeur infinie et de largeur 2L. On ajoute 2
types de perturbations :

1- Hip (x) = AV, sin(g)) . A1

2- Hint(X) = AVOS(X - L) y }\ <1
Calculez au premier ordre la correction a I’énergie.

Exercice 3
15 0 0 O
Un systeme ayant un hamiltonien H, = E 8 03 g 8 est soumis a une perturbation

0 0 0 3

0 0 0 O

g —Lofo 0 10

mt = 900{0 1 0 O

0 0 0 O

1- Quelles sont les valeurs propres de H, ? Sont —elles dégénérées ?
2- Calculez a I’ordre 1 les énergies correspondantes a H.
3- Faire une comparaison avec les valeurs exactes.

Exercice 4

Calculer la correction a ’ordre 1 la correction a 1’énergie de 1’état fondamental et le premier
¢tat excité de I’atome d’hydrogene s’il est soumis :

1- A un champ magnétique faible constant suivant OZ
2- A un champ électrique faible constant suivant OZ

Exercice 5

Soit une particule dont I’hamiltonien est donné par H=Ho + A (a® + a+2) avec A < 1 ou Ho
est I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension. En traitant le terme

2 . . .
Hy = A (a%? +a*™) comme une perturbation calculer au premier ordre 1’energie et le vecteur
propre associé au systéeme perturbe.
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Exercice 6

5 0 0 O
Un systeme ayant un hamiltonien H, = 8 g 80 8 > est soumis a une perturbation
0 0 0 -8
0 3 00
_+[3 0 0 O
H=2Mo 0 0o 21
0 0 -1 0

1- Quelles sont les valeurs possibles des énergies associées au états non perturbés ?
Quelles sont les valeurs dégénérées et celles non dégénérées ?
2- Calculez a I’ordre 1 les énergies correspondantes a H.

Exercice 7
E? 0 a
L’ hamiltonien total H d’un systéme physique estdonnépar{ 0 E? b
a* b* EJ

E? > E2 sont les valeurs propres de Ho et les grandeurs a et b sont considérées comme une
perturbation tel quea et b << E — EY

1- Ecrire ’hamiltonien H sous la forme H = H, + H,,
2- Utiliser la théorie des perturbations pour calculer les différents niveaux d’énergie au
premier ordre. Comparer aux valeurs exactes.

Exercice 8

Soit une particule dont I’hamiltonien est donné par H = Hy + A X? avec A < 1 ol H, est
I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension. En traitant le termeH, = A1 X 2
comme une perturbation :

1- Calculer au premier ordre 1’énergie E,, du niveau m ainsi que le vecteur propre
associé avec X = (a + a™)

Exercice 9

Soit une particule dont I’hamiltonien est donné par H = H, + Aaa* avec A < 1 ou H, est
I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique & une dimension. En traitant le terme V, = A aa*
comme une perturbation :

1- Calculer au premier ordre 1’énergie En du niveau n ainsi que le vecteur propre associé.
Exercice 10

Soit une particule dont I’hamiltonien est donné par H = H, + A (a? + a+2) aveCcA K 10U H,
est I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension. En traitant le terme

H, =X (a*+ a+2) comme une perturbation :
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1- Calculer au premier ordre ’énergie E,, du niveau m ainsi que le vecteur propre
associé.
Exercice 11
) : : ) \ ; 4 E{) 0 0 0
L’hamiltonien Hod’un systéme physique est donné par 0 E°)° E{ > E; sont les
2
valeurspropres de Ho. On le soumet a une perturbation stationnaire 1, = (2 g) tel que la

grandeurréelle a <<EY — EY

1- Ecrire la matrice de I’hamiltonien total H aprés perturbation
2- Utiliser la théorie des perturbations pour calculer les différents niveaux d’énergie au
premier ordre .

Exercice 12

Calculer au premier ordre des perturbations la correction a 1’énergie de 1’état fondamental
Pour :

. . N . . - N . a2
1- Un oscillateur harmonique a 1 dimension soumis a une perturbation H, = le™ .
2- Un oscillateur harmonique & 3 dimensions soumis & une perturbation H,, = Ax?y?z?.

—mwxz

A« 1 . La fonction d’onde de I’état fondamental est Y,(x) = Be  2r ou B est une
constante de normalisation & déterminer.

A Dordre 1 la correction a I’énergie est E,(ll) = < gY|Hy |y, >

- a (Za)TL

Exercice 13

L’hamiltonien Ho d’un systéme physique posséde 2 niveaux d’énergiesky > EY sont les
valeurs propres de Ho et les grandeurs a et b sont considérées comme une perturbation tel
quelal et|b|<<E a un seul vecteur propre |y?¢ >normaliséEY on a2 [?, > et [y?, >0rthonormé.
On soumet le systeme a une perturbation constante V,, = V,

1- Ecrire I’hamiltonien H total

2- Calculer la matrice de V,, par rapporta 2 |49, > et |9, >

3- Utiliser la théorie des perturbations pour calculer les différents niveaux d’énergie au
premier ordre en fonction de EY > EJ et Vo

A lordre 1 la correction al’¢nergie est EV = < SW|H,lpn > Ou EJ et |in > sont
I’energie et son vecteur propre non perturbés non dégénérée.

Exercice 14

Une particule initialement (t=0) dans 1’état fondamental dans un puits infini de largeur a, est

soumise a une perturbation W(t) pendant la durée 0<t <+oo ; W(t)= R2e 7/,
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Calculez a I’ordre 1 la probabilité de trouver la particule dans le premier état excité (t>0).

Exercice 15

Initialement un atome d’hydrogene est dans son état fondamental (t<0) a I’instant t=0 il est

- N . . . = E 7
soumis & un champs électrique variable E(t) = sz’; k . (T est un parametre)

Calculer la probabilité pour que 1’atome se trouve a 1’instant t=+oo dans 1’état |2,1,0>

Exercice 16

Donnez I’expression de la probabilité de transition d’un état initial | i > & un état final |f > dans
le cas d’une perturbation harmonique W(t) = 9e'®t+ 9te 1ot
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Chapitre 6
Théorie de la Diffusion
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Chapitre 6 Théorie de la Diffusion

6.1 Introduction

Une expérience de diffusion consiste a diriger un faisceau de particules sur une cible et
d’étudier les collisions qui en résultent. C’est en analysant les caractéristiques du faisceau
diffusé qu’on peut obtenir des informations sur la dynamique interne de la cible et sa
structure. Le faisceau incident peut étre des ondes électromagnétique (rayons gamma, X )ou
des particules massifs comme les électrons ou neutrons.

. ] _» Particule
" diffusée
B ] I—-'-
. Particule
transmise
—_—t
—_
Flux incidernt o
o Cible
de particulas

Les expériences de diffusion ont énormément contribué a 1’avancement de la science
et la physique en particulier : par exemple I’expérience de Rutherford diffraction de rayons X
ou I’expérience de Davidson et Germer (dualité onde corpuscule).

_Radiym
/ . ¢
i F~——_ Ecran fluorescent

Nuage o &ectrons
do Talome gor

Noyau oo
laleme dor

YYYYVY

Pactouies o

Expérience de Rutherford
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X-ray

Sample
crystal

diffraction dans
cettaine directions
de l'espace

fazcean -
incident _ :
tron oot stal

Diffraction de rayons X

dectector

Scattered
X-rays

Diffraction

cliché

hiovakbie ;
De=tfadar : -
Wacuum AT
Chambear d

Diffracad

_m _I_,—I Eecimn Baam

*. aladmn baam

Mackal
Targat

Faisceau d'électrons  Cristal de nickel

incident \

~
o

Détecteur d'électrons
pouvant étre déplacé
selon un arc de cercle

Expérience de Davidson et Germer

87



Pour une étude introductive on introduit certaines hypotheses simplificatrices :

1- Onignore le spin des particules

2- Les particules sont considérées sans structure et on ne considéere que les collision
élastiques.

3- Les diffuseurs sont supposes infiniment massifs ceci permet de remplacer chacun
d’entre eux par le champs qu’il crée v(r). on aura donc un probléme a 2 corps et on
peut se placer dans le systeme de centre de masse.

4- L’approche adoptée est basée sur la représentation des particules incidentes venant de
I’infini par un paquet d’onde qui entre en interaction avec les diffuseurs induisant un
faisceau diffusé détecté a 1’infini. L approche statique.

On se place dans le systeme de centre de masse des particules 1 ( particule incidente)
et particule 2 (centre diffuseur) dans ce cas le probléme se raméne a 1’étude de la diffusion
d’une particule de masse p (la masse réduite des deux particules ) par un potentiel V(r)

6.2 Définition de la section efficace de diffusion

Oz est la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes de masse .
V(r) est localis¢ autour de I’origine O des coordonnées Jinc . On dispose loin de O d’un
détecteur d’ouverture d’angle solide dQ = sin(0)d0d( ouverture vue de O) on compte le
nombre dN de particules diffusées dans 1’angle solide dQ autour de 6 et . dN est
proportionnel a dQ et au flux de particule incidentes Jinc .

dN = Jincdo

do est homogéne a une surface. Dans une expérience de diffusion une partie des
particules incidentes est diffusées 1’autre continue sans étre perturbées. Les particules
diffusées sont déviées leur nombre varie d’une direction & une autre. Le nombre de particule

diffusé dans I’angle solide dQ est proportionnel a la section efficace différentielle notée 5—;,

c’est le nombre de particule diffusé dans un angle solide dQ dans la direction (6 , @) par
unité de temps et unité de flux :

dN do
dQ - dQ ]iTlC

la section efficace totale est o = | g—gdﬂ

Particules diffusses

i 11 |

—_—

AN

,.‘} i Ll llll

\ rrrnril
E—— Particules

non-diffusses
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6.3 Etats stationnaire de diffusion, calcul de la section efficace

L’état a I’infini est un paquet d’onde, son évolution s’obtient par superposition d’état
stationnaire qui sont solution de I’équation de Schrodinger H|yp > = E|y > avec E>0. On
choisit parmi les solutions celles qui vérifient les conditions du probleme étudié. Nous
appellerons les états stationnaires de diffusion les états propres de H qui vérifient ces

conditions intuitives.

6.4 Forme asymptotique des états stationnaires de diffusion

Pour t<0 1’état est représenté par e¢'*? la fonction est modifiée au voisinage de v(r)
mais pour t>0 et r>>b le paquet présente une forme simple il est en une partie transmise
suivant oz + un paquet d’onde diffus€ ¥ = ;. + Pg;r5 . La forme asymptotique de ’onde

diffusée est simple. Par analogie avec I’optique ondulatoire on comprend que I’onde diffusée

doit présenter pour r grand les caractéristiques suivantes :

] eikr
Yairr(7) = A <elkz + 100, 9) " >
Ou f (6, @)est I’amplitude de diffusion
6.5 Amplitude de diffusion (particule sans spin)
HY(r) =EyY(r) V@r)=0sir>bh

(A + kz)lpinc(F) =0 l/)l-nc(?) = Aeikincf

Donc apres la diffusion la fonction d’onde totale est

ikr
Y =Yine + Yy = A (eikz + £(6,9) £ )

r

A?hk

- lh =« . =
Jinc = Z (lpincvwinc - lpincvwinc) =

R o A%hik ;
Jairr = 2 (WairrVWairs — Yair VWairr) = 2 |f(6,9)|

7 7 - . = — e a d 1 a d
En coordonnées sphériques : V = u,. o T U~ oo+ Uy —— 39

dN =]dlfde =]diffr2 d.Q

dN A’hk

) = Jaiffr? = P 1 (6, p)|?
do
aq - 1f (6, 9)|*

6.5.1 Détermination de !’amplitude de diffusion a partir des solutions de

I’équation de Schrodinger
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2
&+ kW) = 5V @)

La solution geneérale lpGener(?) = l/)hom(?) + ll}part(f:)

(A+ k) Yprom (@) =0 d’o0 Ypom (7)) = Yine(#) on determine la solution particuliere

en utilisant la méthode des fonctions de Green :

bare® = 15 [[[ 66 =y v

Ou G (¥ — 7") sont les fonctions de Green qui sont solution de

(A+ k?)G# — 7') = 63(F — #') pour calculer I’expression de la fonction de green

on utilise la méthode de transformée de Fourrieron a :
G(r—71r")= L G(NeldT-7) 435
(T' r ) - (271,)3 (Q)e q

S

Ae q- T = —q elCI(T T)

On remplagant dans (1) on aura (—q? + k?)G(§) = 1 d’ou
1
k2 _ q2

CC-T = )3W kz(—q)

2
GG — ) = —— [ 9 [ i@ gincoyde [ d
@) ¢ ?

L’intégrale par apport a ¢ donne 27 et pour integrer para raport a 9 on a

G(@) =

q(# — 7') = q|r — 7’| cos(9)
n
J elal- #'| cos(®9) sin(0)do
0

On fait le changement de variable U = cos(d9) => dU= - sin(9) on aura :

4 1
f eiq|17_ 7’| cos(9) sin(0)do = f quF— #U du (I
0

-1

(I) = %(QWIF— Fll — e_i‘HF_ 7_z,l)
iqlr — r

elq|r r|d
GGF— ) = If 1 1

L(Zn)2|r

On a2 poles g = tk en integrant par la methode des residus on aura 2 solutions :
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1 eiklF—#]

G,(r—717)=—-———5"5
+( ) A |7 — 7|
1 e—iklF=7|

G_ ?— T_‘” = -3
( ) 4t |r — 1’|

G, (7 — 7") represente une onde emise de 7’
G_(7# — 7") represente une onde emise vers 7’

C’est G, (7 — 7") qui est importatante et qui a une relation avec ’onde diffusée

ik|7— 7|
V@) = e ~ 5053 ||| TV WG IET

C’est une équation intégrale elle peut étre résolue par la méthode itérative ( série de
Born) al’ordre zero Yo (%) = P, (7):

ik|7F— 7'
1/)(?) = lpinc(F) - Z:hz fff TT—g _ F,l V(F’)lpinc(?, )d3?l

La limite asymptotique de la fonction d’onde r >>r’

1

k|? — 7| ~ kr — ki’ ——=
|7= 7|

identification

1 : S
~~ on remplace dans I’expression de ¥ (7) on aura par

f(6,9) =- z:hz f f f e~k y@F ) )d3F

L’approximation de Born Y (7") =~ ¥, (")

Pour un potentiel central V(#') = V(r") on a une symétrie sphérique de tel sorte que
I’amplitude dépends seulement de 6

2u [t
fo) = _hT‘Ifo r'vV(') sin(qr’)dr’

q = |kinc — kairs| = stm(E)

6.5.2 Détermination de [D’amplitude de diffusion par la méthode des
déphasage(Analyse en onde partielle)

Pour un potentiel central on a une symétrie sphérique et I’hamiltonien H; commute avec
toutes les composantes de moment cinétique L :

[I:I,f] =0; [I:I,LZ] =0;
Donc L est conservé si W(r, 8, @) est une fonction propre de {f, L2, L,}

anlm(r; 91 <P) = Rnl (r)Y{n (e’ (P)
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Forment une base dans 1’espace des fonctions d’ondes, Y;" (6, ¢) sont les harmoniques
spheriques et R, (r) sont solution de I’equation radiale

A2 1 92 h21(1+1)

IO (R ) + [

om T or2 V(F)] Rp1(r) = EqRpi (1)
On pose up;(r) = rR,;(r)
L’équation devient :

h? d%u,; (r) N A21(1+1)
2m dr? 2mr?

+ V(F)] Up1 (r) = Equp (1)

(1,6, ) forme une base =>Vy(r,0,¢) ona:

nlm
\IJ(F, 0, (P) = Z alm\l’nlm(rr 0, (P)
Im
Pour une symétrie sphérique :
(©,0) = ) an(5,0) = ) aRy(IR( cos(0))
1 1

en particulier pour une particule libre :

R = Z Ry (1)P ( cos(6))

ol Ry, (r) = i'(2l + 1)j;(kr)
ou j;(kr) sont les fonctions de Bessel

L’équation de Schrédinger radiale peut s’écrire :

d? 1(1+1)
lﬁ +k? — —= V(F)l (rRp1 (1)) = V(F) (rRp1 (1))
Le comportement asymptotique de la fonction d’onde au voisinage de I’infini :
Fe . ik#
W(6,0) ~ ) i@+ Dji ke + £(0)

0

sin(kr — lg) llr=15) _ —ifkr-13) T
l. . k — TlU—- — + . l
Iim jy (kr) »> ——— S ona ez = (+i)

—lkr

2ikr

z i21(21 + 1)P, (cos(0)) +

Y@ =~

T il =)D 21+ 1P (cos(O)
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Maintenant on détermine la forme asymptotique  de y(#) qui est solution de
I’equation de Schrodinger specialement la partie radiale Ry;(r) : pour r~oo 1’équation radiale
devient :

2

d
[F + kzl (rRp1(r)) =0

sin(kr—lg) 4B cos((kr—lg)

La solution générale s’écrit :Ry(r) = A, = E——

On pose A; = C;sin(§)) et B; = C;cos(6;) onaura
(03} ) i1 . i
Ry (r) = T [cos( §1)sin (kr - IE) + sin( ;) cos((kr — IE)]
. T
sin (kr — l; + 81)
kr
W(r,8) = > aRu(1)P( cos(6)

1

sin(kr—=1%+ 6
b0 = ) ay ( - l)H(cos(e))

Ri(r) = C

Im

sin (kr — lg + 81) (—i)! eilkr+8) _ (j)l g=itkr+8)

kr 2ikr

e eikr
_\l ,i8
zo:al( i)' e'®1P (cos(0) iy

e_ikri

i1 ,—-i6;

- a;i'e 1P, (cos(0)) +
2ikr -

(@) =

Par identification ona a; = (21+ 1) (i)lei(Sl en remplagant dans 1’equation on deduit
I’expression de I’amplitude de diffusion :

f(@) = %Z(Zl + 1) sin( §))P,; (cos(8))e™
0

Et la section efficace différentielle

do
—_— 2 =
)]
+00 400
2 (214 1)(21' + 1) sin( §)) sin( ;)P (cos(08))Py (cos(0))e!® =3
1=0 i"=0

Pour le calcul de la section efficace différentielle totale o = fg—gdﬂ et en utilisant la

relation d’orthogonalité des polynomes de Legendre :

jnPl'(cos(e))Pl(COS(e)) sin(6)d6 = S
0

21+1
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4": 400 - ,
o= |—-—dQ= FZ(ZI + 1) sin( §))
1=0

6.6 Théeoreme optique

La section efficace total o est reliée a la partie imaginaire de I’amplitude pour 6 = 0
pa

im0 =0) =0
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Exercices du Chapitre 6

Exercice 1

Que devient I’expression deZ—g pour un potentiel central V/(r) quelconque.

-r

/ _ . i
- “se réduit au potentiel Coulombien. En

e

Pour quelles conditions le potentiel de Yukawa 1,
déduire a partir de I’expression de la section efficace différentielle Z—; obtenue pour le

potentiel de Yukawa I’expression de la section efficace différentiellez—f2 pour le potentiel

coulombien ainsi que les sections efficaces totales. Pour avoir une idée quantitative on
considere la diffusion des particules alpha (Z1=2 et A1=4) par les noyaux d’Or (Z>=79 et

2
A=197) si Bcm=61° (0 centre de masse)et I’énergie des particules a E=8 MeV. On donne % =
— hc =197.33 MeV.fm
137

Exercice 2

Calculer dans I’approximation de Born la section efficace différentielle;—;‘1 de la
diffusion élastique de particules de masse m par un potentiel V() = §(7)

Exercice 3

Dans une expérience de diffusion le nombre de particule diffusé dans un angle solide dQ dans
la direction (6, @) par unité de temps et unité de flux :

dN B do
dQ - dQ ]iTlC
do B

g = fe.er

tel que

_ K —igr! vy 332
f(6,9) = znhszfe V(r')d>r

ouq = |kinc — kdifl-
1- Définir les différents termes <2, Jinc, (6, 9) , V), KineKaiy
2- Donner la relation de Einc,ﬁdlf aux énergies des particules. Que signifie physiquement
la condition = || = kqifl
Exercice 4

Un flux de 102* particule cm™2s~* avec une énergie E=200MeV entre en collision avec une
cible fixe. Sachant que I’amplitude de diffusion est f (6, @) = Z—; (sin(@).sin(¢p) + i cos(H))
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: . oot e gy dT o
1- Calculer I’expression de la section efficace différentielle ﬁ puis en déduire le nombre

N (0, ¢)de particules diffuséespar unité d’angle solide dans la direction Q(6, ¢).
2- Calculer la section efficace totale en barn et le nombre total de particules diffusées en
utilisant le théoreme optique

hc =197,33 MeV.fm,1 barn = 10"%cm? 1fm=10"m

Exercice 5

L’expression générale de I’amplitude de diffusion est f@6,9) =
— £ [ eV (#)y(F)d>7,que devient cette expression dans les conditions de validité de
I’approximation de Born. Expliquer bri¢vement.

1- Montrer que pour une diffusion élastique et un potentiel central £ (0, ¢) s’écrit dans
I’approximation de Born

f(6.9) = ~—5 J," rsin(@r)V (r)dr ol g = |Kine ~ Kays|

2- Calculer dans I’approximation de Born la section efficace différentielle Z—; de la
diffusion élastique de particule de masse m par un potentiel V(r) = =V, sir <
aetV(r)=0sir>a.

Ou V,et a sont des constantes positives.

Exercice 6

1- Expliquer brievement lest étapes de calcul de la section efficace différentielle par la
méthode des fonctions de Green.
2- L’expression générale de I’amplitude de diffusion est

£0.9) =~ 5o | e RV (DI
a) Monter que cette expression dans les conditions de validité de 1’approximation de
Born devient-
f(6,9) = =5 [ TV(Fd* 0§ = kine — kaif
Expliquer brievement.
b) Calculer dans I’approximation de Born la section efficace différentielle Z—; de la

diffusion élastique de particules de masse m par un potentiel :

V(#) = Vod(7 — ak) + Vo8 (7 + ak)
Exercice 7

L’expression générale de I’amplitude de diffusion est f(,p) =
— L [ e~ KaTy (F)(F)d3F

2mh?

Montrer que pour une diffusion élastique et un potentiel central  f(8,¢) s’écrit dans
I’approximation de Born
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N . > o
f(6,9) = “qn . rsin(qr)V (r)dr ou q = |kinc — kaifl
Calculer dans I’approximation de Born la section efficace différentielle Z—g et totale o de la
diffusion élastique de particule de masse m par un potentiel
V(r) = =Vysir < aetV(r) =0sir > a
Ou Vet a sont des constantes positives.

Exercice 8

Pour une diffusion élastique et un potentiel central (6, @) s’écrit dans 1’approximation de
Born

2 (% . S
F6) =~ | rsin(ar)V ()dr 011 = [fine = R
0

Calculer dans I’approximation de Born la section efficace différentielle Z—; de la
diffusionélastique de particule de masse m par un potentiel V(r) = Vye a

Ou Vet a sont des constantes positives.

Exercice 9

1- Définir un potentiel central pourquoi dans ce cas f(8,p) = f(6) ?
2- Un flux de 10** particule cm s avec uneénergie E=100 MeV
- Quelle est le nombre de particule qui passe en 2 seconde une surface de 2 cm?,

. Calculer Z—g puis en deduire N (6, ) sachant que £ (6, ) = :—; (cos(8) + isin(0))

i Calculer la section efficace totale o en barn et le nombre total de particules
diffusées.

hc = 197,33 MeV, fm 1barn = 10~%*cm? 1fm = 10~ %®m
Exercice 10

On considére la diffusion élastique de neutrons par les noyaux de la cible. La mesure des
différentsdéphasages dans cette expérience donne

6o=95;6,=72;6,=60;63=35;8,=18;8;=5 et 6, =0 pourl>5
Calculer la section efficace totale o
Exercice 11

Calculer la section efficacec de diffusion de protons par un potentiel sphérique V(r) =
oo sir < aetv(r)=0sir>apour les deux cas suivants :

1- Des protons d’énergies 5Kev (basse énergie : [ = 0)
2- Des protons d’énergies 700MeV (haute énergie l,,,. = ka)

On donne a=6fm etm,C*=93827 MeV
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Chapitre 7
Systeme de Particules Identiques
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Chapitre 7 Systeme de Particules lIdentiques

7.1 Introduction

Plusieurs systémes physiques sont constitués d’ensemble de particules d’atomes ou de
molécules comme les gaz et les liquides etc. Le traitement quantique des systemes de
particule identique differe du traitement classique.

7.2 Equation de Schrodinger pour un systeme a N particules

La description dynamique d’un systéme a N particules sans spin est assuré par la
fonction d’onde Y(Fy, 7, ... 7yt) OU |Y(Fy, 7 ... Ty t) PA3F d3F,... d3Fyest la probabilité de
trouver la particule 1 dans le volume infinitésimal d®#; la particule 2 dans d37,....et la particule
N dans d7y

f | LIJ(Fl’FZ ....FNt)|2d3F1d3?2. ‘e d3FN == 1

OU(EL 7, ... Pyt)

Ay(t,, 7 ... yt) = ih
W(ry, 7y o Tyt) =10 ot

N N
H= Z LI V(7 ... Tyt) Z ;— A+ V(BT Tyt)
: L

Pour un systéme stationnaire c.a.d. I’hamiltonien H indépendant du temps ( pour cela
- - a 5 /o - - - 7 7 - -
il suffit que aV(rl,r2 ...7yt)=0) dans ce cas la solution générale stationnaires est de la
forme :

.Et
l‘IJ(?li FZ FNt) = l‘IJ(?l' FZ ?N)E_IT

Y(¥y, 7, ... Ty) est la solution de ’équation aux valeurs propres :

H\w(?li FZ FN) = El‘lj(?li FZ ?N)

N
[2 S+ V(7 ....m] Wy, Ty oo Ty) = EU(EL Ty oo )
=1

—h?2 ~
Pour N particules sans interaction mutuelles H = YN, H;=YN , Al- + V(¥;) dans ce cas :

A H] =0

N N
=) B et $yf . iy) = me = Uy (B, O, (7, ©) o Uy (o, )

i=1

Exemple : Atome a plusieurs électrons

H= énergie cinétique du proton + eénergie cinétiqgue des electrons +énergie
d’interaction ¢électron —€lectron + énergie d’interaction électron-proton
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i=1

N N
LA W S _h2+z_h2A +2 e z e’
YV Y ee ep — onr oo A EEET o =
2M,  4a2m M, - 2m e~ Iti — 15 It — R |

2

: énergie cinétique du proton
p

o XN, 2iénergie cinétique des électrons
~ ez . g, . , .
0 Voo =Zis;j i energie d’interaction électron —€électron

Ze? . . .
p = — >N, 7w cnergie d’interaction électron-proton
=

, Tj sont est le vecteur position du proton et des Z électrons respectivement

o
SIS

Exercice :

Quel est I’hamiltonien total I’énergie total ainsi que la fonction d’onde totale du systéme de 2
particules de masse m1 et my dans les cas suivants :

1- 2 Particules libres
2- 2 Particules confinée dans un puits infinie a 1 dimension

7.3 Systeme de particules identiques

Deux particules sont identiques si elles possedent les mémes propriétés masse, charge
spin ect.. par exemple un ensemble d’¢lectron ou de proton. Pas de probléme en mécanique
classique, leurs trajectoire 7, (t)et 7, (t) permettent de les distinguer. En mécanique quantique
il y’a un probléme : la notion de trajectoire est absente donc on ne peut pas distinguer les
particules, on ne peut calculer que la probabilité de trouver la particule dans un certain
endroit.

Un systeme de particule identiques ne change pas aprés la permutation des deux
particules i et j car elles sont identiques donc la densité de probabilité est le méme avant et
apres la permutation :

|¢(F1!72?17]FN1-)|2 = |lIJ(F1,F2?]?lFNt)|2 (*)

o +Pour les bosons (particules de spin entier par exemple comme le photon son spin
s=1)

o —Pour les fermions (particules de spin demi-entier par exemple comme 1’électron son
spin=s=1/2)

Les bosons obéissent a la statistique de Bose-Einstein alors que les fermions obéissent a la
statistique de Fermi-Dirac

Les différentes grandeurs physiques (H,f et § ...) d’un systéme de particule identiques sont
invariantes lors d’une permutation de deux particules donc on a une dégénérescence
d’échange.
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7.3.1 Le postulat de symétrisation

On introduit 1’opérateur transposition P; ; qui permute les deux particules i et j tel que
son action pour un systeme de particules identiques :

ﬁijllp >=¢glyp > ou e=+1
Pl] qJ(Fl’FZ?l?] ?Nt) = Lp(Fl’FZ_F]?l FNt)
D’aprés (*x)

lIJ(Fl, ?2. .?j. .?i. .. ?Nt) = il‘IJ(FI' T_zz. .?i. . T]. . FNt)

D’ou
P (b, 7 P Ty Piyt) = 2 Y(By, By P T FiyE)
Par exemple :
Py W(Fy, Po. T T Pyt) = W(By, Py T T Py )
Donc
U(Fy, Py By o Piyt) = 2U(Fy, Po. T T iy t)
D’ou

plz l‘IJ(Fll Fz. . Fl' . ?:I‘. .. FNt) = il‘l"(?l' 7:)2. . Fl' . 7:}'. .. FNt)
7.3.1.1 Enoncé du postulat

« L’état d’un systeme de N particules identiques est soit totalement symétrique
(e =+1) soit anti-symétrique (e =-1). Pour un systeme de bosons identiques la fonction
d’onde totale doit étre symétrique alors que pour un systeme de fermion identique la fonction
d’onde totale doit étre antisymétrique. »

Les états avec une symétrie mixte n’existent pas. Pour des systemes composites
comme les atomes ou particule composite (proton neutron etc.) c’est la valeur du spin total St
qui détermine le caractere bosonique ou fermionique du systeme et par conséquent leur
statistique.

Ceci est confirmé par différents phénomenes physiques comme la supraconductivite,
la condensation de Bose-Einstein et la répartition des électrons atomique en couche.

7.3.2 Construction des fonctions d’onde symétrique et antisymétrique

A partir d’une fonction d’onde quelconque Y(Fy,7,.. 7. . 7;... Fyt) sans parité définie
(on ignore le spin pour le moment) on peut construire une fonction d’onde symétrique

Us(Py, Ay . 7o By Tyt) OU - anti-symetrique 4 (Fy, 7. 7. 7. Pyt) avec les operateurs
symetrisation $ et anti-symetrisation A

qu(Fl, 72. ?l . 7_’} . 7Nt) == CEISA l.lJ(Fl, ?2. . _)'. . F) e ?Nt)

lIJA(Fll ?2. ?l F) . ?Nt) = CﬁAl_'J(Fl,FZ . _)‘. T FNt)

o

oy |
<
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\ N! . .
oucy = i ot C{ = VN! sont des constantes de normalisation
1. 2.... p.

n; (i = 1..p) est le nombre de particules qui occupent 1’état i

N est le nombre de particule total

A 1 ~ A 1 ~ Ly - . .
Avec § = MZJ P, et A= MZU P, sont les operateurs symeétrisassions et anti-
symétrisassions respectivement &, = +1 est la signature de la permutation

La somme ), sur toutes les permutations possibles. L’ensemble des
permutations{ P;} forment un groupe on a N! permutations (configurations) possibles.

En générale une permutation est composée de plusieurs permutation élémentaire de 2
particules qu’on appelle transposition, par exemple soient 3 particules

o 12 3 est’ordre (la configuration) initiale B, = 1  1’identité.

o Le nouvel ordre 2 1 3 est obtenu par une permutation composée de la transposition
(permutation élémentaire) des particule 1 et 2 P, = P,

o Mais I’ordre 3 1 2 est obtenu par une permutation composeée de la transposition 1 et 2
on aura I’ordre 2 1 3 puis la transposition 2 et 3 pour avoir I’ordre 3 1 2 donc
P331=P3. Py

La signature de la permutation &, est =1 si le nombre de transpostions est paire
(deuxiémeexemple 2 transpositions P,; et P, ) et -1 s’il est impaire (le premier exemple 1
seule transposition P;,).

Exemple : Systéme de 2 particules identiques

Dans ce cas on a seulement

o 1 2est la configuration (ordre) initiale ¢ = 1 1’dentité
o 21 la permutation des 2 particules avec 1’operateur P;,

S==) Bo=—[1 4Py

= o= 12

N! - </

. 12 1 1 ~
A=_| 4 SO-PO-=_§[1+€12P12]_§[1—P12]

&1, = —1 car on a une seule transposition donc le nombre est impaire.

a- Cas pour les bosons
L|JS'(F1, ?2) t) = CEISA lIJ(Fll ?Zl t)
- - ) - - 1 = = -
Us(Fy, 7, ) = V2IS Y(Hy, 7, ) = ﬁ [1 + P12]l|1(r1,7"2, t)

1 o R Lo 1 L. L.
= ﬁ (Lp(rlirZ' t) + P12¢(r1»7”2' t)) = ﬁ (lIJ(l"l, 1, t) + llJ(l"Z,T'l, t))

b- Cas pour les fermions
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qJA (Fll ?21 t) = C‘IQALP(FL ?21 t)

Ya(ty, 7o t) = V21 APy, 7 t):in—P W@, 7 t):i(qj(f o t) — W(T,, 7, 1))
AT T2y 112 \/E 12 112 \/i 1,12 2,11,

Dans le cas de particules indépendantes ( sans interaction mutuelle) la fonction d’onde se
factorise Y(Fy, 7. 7o . T Pyt) = Uy (F, O (7, ©) ... Uy (Fy , £) dans ce cas

Pour construire g et Y, on utilise soit les operateurs S et A soit une méthode plus simple
des déterminants

qjl(Flf t)' 411(72' t)' e qu(Fi' t)' T qu(FN't)
R 1 | W2 @L 0,020, v W2 (7 ), U2 (P, D)
SY(ty, . . Fo T Tiyt) = N
qJN(?l; t); qJN(FZ't)r ""'qJN(Firt)"'quN(FN't) +
Le signe plus (+) indique qu’on doit mettre + a la place des moins quand on calcul un
déterminant usuel

Pour N=2 et si les particules occupent 2 états différents (I’étatl#l’etat2 ) :
Y(Ty, 7o t) = Uy (P, DY (7, 0)

e 2oy LW (FL ) Pi(fat)
W72 t) = Y2 (Pt (7,0,

1
- =3 (W1, DU (7 ) + Uy (B, O (7, D)

1
Ys(Fy, 7o, t) = ﬁ (‘~|J1(F1,t)l|12 (7o, ©) + ‘~|J1(F2,t)‘~|12(771,t))

Uy (F, 0, U1 (7P, 0, e U1 (7,0, W1 (P, D)
N N N . . 1 wZ(?lit)quZ(FZ't)l"'"l*IJZ(Fi't)"'Il*IJZ(?NIt)
Alj}(rl,rz..ri..rj. ..rNt) = NI
Un(Ey 0, YN (T, 1), e UL D), -, N (Y, D)
Maintenant on a un déterminant normal dans ce cas on I’appelle le déterminant de Slater.

Pour N=2 et si les particules occupent 2 états difféerents (I’état1#1’etat2):
Yty 7o, t) = Uy (Fr, DY (72, 1)

Pi(FLt) Wiy t) _
Yo (P, t)  Yp (7, t)

1

1
. E(Lpl(f’l,t)tpz(?z,t) - ¢1(F2't)¢2(771't))

AY(Ry, 7, t) =

1
Yu(ty, 7o t) = ﬁ (¢1 (F1, OWL (7, D) — Yy (P2, OYL (7, t))

Maintenant si les particules occupent le méme état 1’état1=1"etat2) :
Yty 7 t) = Uy (Fr, DU (7, )
Ps(Fy, 72, t) = Uy (Fr, OY1 (5, 1)
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P, (1,75, t) = 0 Clest le principe d’exclusion de Pauli (deux fermions identiques ne
peuvent pas occuper le méme état quantique)

Exercice :
Pour un systeme de trois particules identiques construire Ys(¥y, 75, 75, t) €t Y, (¥y, 75, 75, )
Maintenant si on prend en compte le spin I’état total s’écrit
[ >= [ >espace® |9 >spin
Et par conséquent la fonction d’onde totale :
W(#,S,t) = pF ) o(S) , ¢(S) estun spineur
Y (7, t) est la partie orbitale (spatiale) et (p(§‘) la partie du spin

Maintenant la parité de 1/)(?, S, t) dépend de la parité de ¢ (7, t) et <p(§) séparément :

. Us(@t) ® <P5(§)
Ys(,S,t) = ou

P, (7)) & <PA(§)

. Vs, t) ® <PA(§)
(75, t) = ou

Ya(7t) ® <Ps(§)
7.3.3 Construction d’une base de ’espace des états

Quand I’état du systéme est caractérisé par plusieurs nombres quantiques par exemple
énergie spin moment orbital ... Il est plus commode d’utiliser les vecteurs d’états :

W>=1:ay,2:ay....,1t a;,..., N:ay >
a; (I=1...N) est I’ensemble de tous les nombres quantiques décrivant 1’état de la particule 1
a; = {energie,spin, ....} de la particule i
W>=|1:ay, 2:ay....,1:a; ..., N : ay > décrit un systeme de particule ou :

La particule 1 dans I’état a4 la particule 2 dans 1’état a,......... la particule 1 dans I’état «;....
la particule N dans I’état ay

[H,P]=0
L’hamiltonien H est invariant ﬁij est conserve puisqu’ils commutent, on peut donc
construire une base commune a partir de leurs vecteurs propres.

Pour un systéme a N particules discernables ’espace des états est engendré a partir
d’une base de I’espace des états a 1 particules|i : a; > :

En générale on va considérer le cas ou 1’état s’écrit comme produit tensoriel des états
individuels a 1 particule |i : a; >

W>=1:a; >R |2:a;, >Q ... ]ita; > QN :ay >
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Et I’espace des états s’€crit aussi comme produit tensoriel des états a une particule :

=605 ®E..Q& (N fois}

&, est I’espace des états d’une particule. De méme que les fonctions d’ondes on construit les
états symétrique et antisymétrique de maniére similaire :

N!

[ >g= n|§|z/)> et | >,=VNAlyp >
!

nyin,! ..

L’operateur P est défini par son action :
Ply>=P|1:a,2:a,.,i:a;, N:ay>=]|1: Ao (1)
2:a500),1 0 gy s N 2 Aoy >
1Y >= [ >espace® |9 >spin
Maintenant la parité de [1) > dépend de la parite de [ >.space €L [@ >5pin SEParément :

w} >symetrique ® |<,0 >symetrique

espace spin
Y >¢= ou
antisymetrique antisymetrique
WJ >espace ® |(,0 >spin

Id} >symetrique® |(,0 >antisymetrique

espace spin
Y >4= ou
antisymetrique symetrique
Ill’ >espace ® |(,0 >spin

On peut calculer |y >4 aussi avec le déterminant de Slater :

[1:a;>,2:a; >, ...l a1 >,..,|N:a; >
1[11:a>,02 a0, >, |iiay >, [Ny >

Al >=+
[1:ay >, |2:ay>,...,|[i:ay >,.,|N:ay >
1:ay>,2:a1 >, ...]itay >,..,[N:a; >
A 1 [11:az> 2 a; >, |itay >, [Ny >
[1:ay > |2 ay>,...,[itay >, [N:ay >,
Exercice :

Construire 1’état symétrique |ip >¢ et antisymétrique | >, d’un systéme de 2
particules identiques a partir des etats a 1 particule. |1: a4,2 : a, > si les états a; # a,en
utilisant les operateurs S et A puis la méthode la méthode des déterminants sachant qu’on peut
écrire I’état générale |1: aq,2: @, > comme produit tensoriel des états des particules
individuels |1 : a; > et |2:a, >.

[1:a,2:a,>=1:0;>Q|2:a,>=|1:a;>|2:a, >

Considérer ensuite le casa; = a;.
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Exercices du Chapitre 7

Exercice 1

Soit Ho I’hamiltonien a une particule qui posséde 3 niveaux d’énergic équidistants 0, hw, et
2hw, non dégénérée dans I’espace orbital. On considére un systétme de 3 électrons
indépendants dont I’hamiltonien total s’écrit : H = Ho(1)+Ho(2)+Ho(3)

1- Quels sont les niveaux d’énergie de H et leur degré de dégénérescence ?
2- Pour le systéme d’¢électrons construire la partie orbitale de la fonction d’onde totale si
le systéme se trouve dans 1’état de spin |1/2,1/2,1/2> justifier votre réponse.

Exercices 2

Soit un systeme de 3 particules identiques de spin 1/2 sans interactions mutuelles confinées
dans un puits de potentiel infini unidimensionnel de largeur a se trouvant dans le méme état
de spin |1/2, 1/2 >. Déterminer 1’énergie et la fonction d’onde associées a 1’état fondamental et
le premier état excité .

n2h2n2

2ma?2

Pour un niveaunona:E, =

Exercices 3

Soit un systeme 4 particules identiques de spin 1/2 sans interactions mutuelles
confinées dans un puits de potentiel infini unidimensionnel de largeur a se trouvant dans le
méme état de spin |1/2, 1/2 >. Déterminer I’énergie et la fonction d’onde associées a 1’état
fondamental et le premier état excité.

Exercices 4

Montrer que pour un systeme de deux particules sans interaction mutuelle 1’équation de
Schrédinger du systéme totale s’écrit comme 2 équations indépendantes correspondantes a
chaque particule. Maintenant si ces 2 particules sont des bosons de spinl une se trouvant dans
I’état |1,0> ’autre dans I’état |1,1>. Donner les expressions possibles des fonctions d’ondes
totales de ce systeme en fonction des états individuels de chaque particule.

S = %ZG P etd= %ZU e, 5= |—2— et CcA=+NI sontlesconstantes

ninyl.np!

Exercices 5

Quelle est la propriété essentielle de la fonction d’onde totale d’un systeme de boson
identiques et de la fonction d’onde totale d’un systéme de fermion identiques. ? Quelle est sa
signification physique ?

Construire la fonction d’onde totale d’un systeéme de 2particules identiques indépendantes
qui se trouve dans 2 états différents a partir des fonctions d’ondes individuelles lpi(xj, Sj)

i,j = 1,2 de chaque particule dans le cas ou
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1- Les particules sont des bosons sans spin
2- Les particules sont des fermions.

Exercices 6

Calculer I’énergie et la fonction d’onde associée a 1’état fondamental et le premier état excité
d’un systéme de deux particules identiques sans interaction mutuelles soumises au méme
potentiel harmonique dans le cas ou :

1- ces particules ont un spin 1/2
2- ces particules ont un spin 1sans moment orbital dans un état de spins opposes.

Exercices 7

Soit un systéme de 2 particules identiques de spin 1 sans interactions mutuelles confinées
dans un puits de potentiel infini unidimensionnel de largeur a.

Déterminer 1’énergie et la fonction d’onde associées a 1’état fondamental et le premier état
excité si une particule se trouve dans état de spin |1, 1 > et I’autre dans |1, -1 >

n2h?n?

Pour un niveau n E, = ——

Exercice 8

On considére un systeme de 2 électrons indépendants soumis au méme potentiel extérieur
Vexe ()

1- Ecrire ’hamiltonien du systéme total puis montrer qu’on peut le mettre sous la forme
H=H; + H,

2- En déduire que I’équation de Schrddinger total est équivalente a 2 equations
correspondantes a chaque électron

3- Donner pour les deux électrons les trois états symétrique et 1’état antisymétrique de la
partie du spin.

4- Quelle est I’expression de la partie orbitale correspondante a chaque état si les
électrons sont dans des états orbitaux différents. Justifier votre réponse.

Exercices 9

Calculer I’énergie et la fonction d’onde associée a 1’état fondamental et le premier état excité
d’un systéme de deux particules identiques sans interaction mutuelles soumises au méme
potentiel harmonique dans le cas ou ces particules sont :

1- Des bosons de spin 0
2- Des fermions de spin 1/2

Exercice 10

Montrer que pour deux électrons on a pour la partie du spin trois états symétrique et un état
antisymétrique. Quelle I’expression de la partie orbitale correspondante a chaque état si les
électrons sont indépendants. Justifier votre réponse.

Exercice 11
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Soit un systeme de 2 particules sans spin d’hamiltonien indépendant du temps Hj et Ho.

1- Quel est I’hamiltonien total du systéeme ?

2- Ecrire I’équation de Schrodinger pour chaque particule

3- Ecrire celle du systeme total.

4- En déduire 1’énergie total E du systeme en fonction de E; et E; et la fonction d’onde
du systeme total en fonction des fonctions d’onde de chaque particule.

5- Construire la fonction d’onde symétrique et antisymétrique du systéme a partir de la
fonction d’onde totale en utilisant les opérateurs A et S puis par la méthode des
déterminant sachant que (E1 #E2 ).

A 1 ~ -~ 1 ~
Ondonne § = MZU P, etA= MZU EgPs

Cy = — ™ et CA=+N! sontdes constantes de normalisation

ninyl.ny!

Exercice 12
Soit un systéme de 2 particules sans spin dans un puits infinie

1- Quel est I’hamiltonien total du systéme avec et sans interactions mutuelles ?

2- Ecrire I’équation de Schrodinger pour le systeme total.

3- Construire la fonction d’onde totale si les 2 particules sont indépendantes et se trouve
dans des états’ différents. Justifier

On donne § = %ZG P etd = %ZG eB;

Exercices 13

On considere un systéeme composé de 2 particules sans interactions (indépendantes) confinées
dans un puits de potentiel unidimensionnel infini de largeur a. Déterminer I’énergie et la
fonction d’onde associées a I’état fondamental et le premier état excité si les particules sont :

a) Discernables sans spin

b) des bosons identiques de spin 0

c) c) des fermions identiques de spin  1/2
d) des fermions discernables de spin 1/2

Exercices 14

Soit un systeme 2 particules identiques de spin 1/2 sans interactions mutuelles confinées dans
un puits de potentiel infini unidimensionnel de largeur a se trouvant dans le méme état de spin
|1/2, 1/2 >. Déterminer 1’énergie et la fonction d’onde associées a 1’état fondamental et le
premier état excité.

Exercices 15

Calculer I’énergie et la fonction d’onde associée a 1’état fondamental et le premier état excité
d’un systéme de deux particules identiques soumises au méme potentiel harmonique dans le
cas ou ces particules sont :

1- Des bosons de spin 0
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2- Des fermions de spin 1/2

Exercices 16

En négligeant I’interaction mutuelle entre les électrons, donner 1’expression de 1’énergie et la
fonction d’onde associées a 1’état fondamental et le premier état excité pour un atome
composé de 2 électrons.
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Chapitre 8
Formalisme de la Seconde
Quantification
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Chapitre 8 Formalisme de la Seconde Quantification

8.1 Introduction

Pour traiter des systemes de particule a nombre variable ou indéterminé on doit
réécrire le formalisme de la MQ en utilisant les opérateurs de création et annihilation
(formalisme de I’oscillateur harmonique ou formalisme de seconde quantification).

8.2 Représentation nombre d’occupation

Soit [1:a;>,|2:ay,>,.....Ji :a; >,..,|N:ay > une base de I’espace des etats a 1
particule £, I’état générale d’un systéme a N particules est :

[W>=|1:a,2: 0y .0 a;.N:ay>

Sin,états identiques a; = a, = a3 = - ay,, ;
n, états identiques ay, 11 = ap 42 = Ap, ., = A, 4n,
n etats identiques Oni4ny+1 = Ang4ny+2 = Cnj4ny+3 = 7 Ang4ny4ng
nyétats identiques AN-n, = AN-ny—1 = AN-n,-2 = " AN
Doncona: n, particules dans I’état a;

n, particules dans I’état a,

ns particules dans 1’état a5
..etc.

ny,particules dans I’état a,,

Dans la représentation nombre d’occupation on écrit 1’état générale d’un systeme de
particules identiques sous la forme

|y, ng, ey, My >

Ouona:
n, particules dans 1’état a,
n, particules dans 1’état a,
ns particules dans I’état az
..etc.

nyparticules dans I’état a,,

Si on a des bosons identiques
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A

S|y >

|y, Mgy v Mgy My >= [P >6=

Si on a des fermions identiques
Iny, ng, oy, ety >= |t >,= VNI Al >
Ou
[W>=|1:a,2: 0y .0 a;.N:ay>
L’état général a N particules

Pour les bosons les nombres n; peuvent étre quelconque car dans un état on peut mettre
n’importe quel nombre de bosons

Par contre pour le cas des fermions n; = 0 ou 1 a cause du principe d’exclusion de Pauli.

Exemple

I’état nombre d’occupation pour 2 états tel que états a, # a, est |ny,n, > qui est ’état
symétrique ou anti symétrique de I’état |1 : a1,2 : @, >.

Si on a un systeme de 2 particules identiques
a) Pour le cas des bosons on aura 3 configurations possibles :
|1, 1 > une particule occupe 1’état @, et une particule occupe I’état a,
|0,2 > ,I’état a4 est vide et les deux particules occupent 1’état a,
|2,0 >,I’¢état a, est vide et les deux particules occupent I’état a;
b) Pour les fermions :
|1, 1 > seulement : une particule occupe 1’état a; et une particule occupe 1’état a,
8.2.1 Espace des états

Le nombre de particule est une observable a laquelle on associe 1’opérateur hermétique
N operateur nombre d’occupation N[y, >= n|y, >. On definit I’espace de tous les états
comme etant la somme directe des espaces £ a n particules n=0,1, ..., N :

E= 0@ M ... M. appelé espace de Fock,
£9 contient seulement 1’état [0> 1’état du vide.

EW I’espace des états d’un systéme a 1 particule

E@ I’espace des états d’un systéme a 2 particules

E® I’espace des états d’un systéme a 3 particules

EMN ’espace des états d’un systéme a N particule
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L’espace des états devient une superposition d’espace, chaque espace est associé¢ a un
nombre bien déterminé de particule. Cet espace est appelé espace de Fock. Le passage d’un
espace a un autre se fait paraeta’.

8.2.2 Les opérateurs création et annihilation a et a*

Le nombre de particule étant variable ou indéterminé il y’a donc création et disparition
de particule ce processus est décrit par le formalisme de seconde quantification basé sur
I’algébre des opérateurs de création et annihilation. a et a*. La différence majeure entre boson
et fermions se traduit par le fait quea et a* obéissent a de relations de commutations pour les
bosons alors qu’ils obéissent a des relations d’anti commutations pour les fermions.

a) Bosons
L action de a et a™ sur un état de base nombre d’occupation est définie par :
af |ng, ng, My, oy >= 1y + U ng, ny, omy + 1, .0my, >
Donc a; ajoute une particule a I’étata;
at :€M> £ on passe d’un espace a n particules a un espace & n+1 particule
a;|ng, Ny, .. My, .y > = \/E-|n1,n2, Wy —1,n, >
Donc aj détruit ou enléve une particule de I’état «;
a:£M> 0D on passe d’un espace & n particules a un espace a n-1 particule
En particulier : a]0 >= 0
Pour les bosons les opérateurs a et a'commutent
la;,a]]=0 vij etl|a,, a*]=¢y

N; = af a;opérateur nombre d’occupation donne le nombre nj dans 1état i.

N N
N = ZNI = Zafai
i=1 i

L’expression du vecteur en fonction des a; et I’etat du vide |0 >

1
[Ny, Ny, oy oy >= R (@)™ (az)".. (af)™.. (a)"]0 >
Jrlnpl.ongl.ny!

b) Fermions
Les opérateursanti commutent

{&i ,d]} =0 V l,] et {dl ,dj’} = 611
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Ou Panti commutateur de 2 operateurs est défini par {}i , E} =AB + BA
ai|ng, ny, ..ny, Ny > = 8po(=DPing, 0y, ony + 1, .m0y, >
ai|ng, Ny, o My, My > = 6 (—DPi Ny, g, oy — 1, mpy >

i-1

pi = Ny
j

1l
Juy

L’expression du vecteur en fonction des a; et I’etat du vide |0 >
Ing, ny, .y ny >=ajaz..af..af|0 >
8.2.3 L’opérateur champs

On définit les opérateurs champs suivants

lpA(F) = Zai lpai(?) aai¢A+(F) = Zai lpai*(F)aZi ou lpai(i}) =< Flai > est la fonction
d’onde associé a I'etat |a; >= a;i|0 > ’operateur ¥ (#*) crée une particule & la position
7T (#)|0 >= |# > alors que () detruit une particule & la meme position. Pour les bosons
on des relations de commutation.

[, $ED]=0 [P, P*ED]=0 , [P, P* )] =83F -7
Pour les fermions des relations d’anti commutation :

W@, d@ENJ=0, {D*@ ,P*E)}=0 , {B@E ,PTE)}=E3F —7)
N=XL,Ni=Xil  afa; = [ d*FP* (PP ()

8.2.4 Expressions des operateurs a 1 et 2 particules

Si O' est un operateur associé a la particule i pour le systéme total des N particule ona 0 =
N, Ot
=

Exemple :
T = YN, T'I’énergie cinétique

On montre que :

0 = Z Oaﬁazaﬂ
ap

Ou I’élément de matrice Oy, =< a|O|f > avec |B > et |a > des etas a 1 particule
quelcongue pour démontrer on introduit 2 relations de fermeture relatives a des états a 1
particule :

Z|a><a|=1 et Zlﬁ >< Bl =1
@ B

0@ Operateur associé al particule i et j pour le systéme total N particule on a
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Exemple :

L’interaction mutuelle de 2 particules

Dans ce cas
A — +,t
0= Z Oapysagay as
aBys

OUu  Ogpys =< a,B|0ly,6 > |a,f > et |y,6 > des etas a 2 particules quelconquepour
démontrer on introduit 2 relations de fermeture relatives a des états a 2 particules :

Zla,ﬁ ><Bal=1 et Zly,a >< 8,y =1
af Y6

Le calcul de la valeur moyenne < y|H|y > necessite souvent le calcul de la valeur
moyenne de certaine combinaison des operateursa; , a; par rapport au vide
< 0] aj..af aj.afaf,..|0 >. Ceci est faciliter par le theoreme de Wick.

8.2.5 Théoreme de Wick
8.2.5.1 Définition du produit normal

le produit normal d’operateurs aj , a; est le réarrangement (changement de 1’ordre) du
produit des operateurs aj eta; tel que tous les operateurs création sont a gauche et
annihilation a droite. Dans le cas des fermions il faut ajouter le facteur (—1)? ou p est le
nombre de permutations nécessaires pour ce réarrangement.

Exemple le produit normal du produita;ajest:a;af =:ala,; pour les bosons eta,aj;=
—aj a, pour les fermions.

Celui du produit afa,afa, est:afa,ata,: = af ata,a, pour les bosons:afa,ata,: =
19243494 194243494 1 9349294 19243494
— a} afa,a, pour les fermions

On pose A; =a;, a; on note < A; A; > la valeur moyenne <0| A; A;|0 > on montre que
<aja >=§;jet< a; aj >=<aja >=0Vij]
8.2.5.2 Théoreme de Wick

Le produit d’un nombre fini d’opérateurs annihilation et création est égal a la somme
de tous les produits normaux apres avoir effectué toutes les contractions possibles

+

+ — + ~ Py — + +
a,a; =aza; +[@;, A",]=aza, +<a,a; >
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Soient les operateurs A; = ajoua; ;i=1,2,3,4 on aura d’apres le théoreme de Wick le
produit s’écrit :

AAy As Ay = A Ay As A+ AL Ay<Az Ay, > +:1 A Asi< Ay A, >+

PATAL<A A S P AA<AIALS I AAL<A A S + A3 AL<ALA >+
<AL A, >SAZAL> + <A A S<A AL > + <A A ><A AL >
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Exercices du Chapitre 8

Exercice 1

Sachant que pour un systéme de boson I’action des opérateurs création a* et annihilation a sur
un vecteur d’état en représentation nombre d’occupation est

ait |ng, Ny, .y, My >:\/m|n1,n2, wnpt 1, >
ailng, ny, ..My, ..My, >:\/E|n1,n2, o =1,0n, >
Montrer que
la;,a]]=0 vij etl|a;,, a*]=¢y;
Exercice 2
Soient les états cautérisent par les grandeurs physiques énergies et spin  a; = {E; , S,;}
Tel que S,; = mgh

a) Quelle est le nombre d’état possible si on a 2 niveaux d’énergies différents E1, Eo, Si
on
1- Des bosons de spin =0
2- Des bosons de spin=1
3- Des fermions de spin %2
4- Des fermions de spin 3/2
b) Donner les configurations possibles si on veut mettre 3 particules identiques pour
chacun des cas cités précédemment et donner les vecteurs d’état correspondant a
chaque cas en représentation nombre d’occupation
c) Ecrire ces vecteurs en utilisant I’opérateurs a* et I’état du vide |0>.

Exercice 3

a) Ecrire H dans la représentation nombre d’occupation par rapport a ses vecteurs
propres puis calculer [ﬁ IV] ol N est l'operateur nombre d'occupation total,
interpréter le résultat.

b) On considére un systeme a N électrons independants dans une boite cubique de
volume V.

1- Quelle est I'expression de la fonction potentiel V (x,y,z).
2- En déduire hamiltonien total en représentation R puis dans le formalisme de seconde

quantification parraport a la base|E ,mg >

3-  Quel est I'état fondamental |F > en fonction dea” et 1’état du vide |0>. ainsi que 1'énergie
correspondante en fonction de E1 Ez ,,,,pour N=3.

4- Faire de méme pour 3 Bosons.

Exercice 4
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Donnez I'expression des opeérateurs suivant dans le formalisme de la seconde quantification
I'impulsion p = hk I'énergie cinétique T, le potentiel extérieur V(#) et le potentiel
d'interaction mutuelle V(7;,7;) puis déduire celle de H en utilisant la représentation |E >et
|7 >Considérer les états avec et sans spin.

N 1 e N
Ondonne (7[k) = e ol V est le volume.

Exercice 5

1- Vérifier la relation de commutations [ai ,aj“] = §;; pour un systéme de bosons
2- Monter que les opérateurs champs s’écrivent

Y(@) = Xaha (Ma, et Y@ = Laa(Pag

Quelle est leur role ?

3- On considére 1’opérateur densité de particule p(7;,)= |Fo ><7o| quelle son expression le
formalisme de la seconde quantification par rapport a une base formée d’états a une
particule|i: a; >

4- Donner I’expression de H en fonction des valeurs propres E et N, rapport a une base
formée de ses états propres et interpréter brievement.

Exercice 6

Soit un systeme de bosons indiscernables On appelle opérateur champ de bosons
Y = ) o P
a

1- Vérifier les relations de commutation suivantes
[b®),* ()] = 837 — ")
@,  $E)]=0
Sachant que :[a;, a*;| = &;;et[a;, @] =0
2- Quelle est I’interprétation de 1’état
1

\/mlﬁ-l-(?l)l/}'-(Fz) ¢A+(FN) |O >

|?1, ?2,?3 FN> =
Donner la signification physique

Exercice 7
On considére N niveau d’énergies Ey, E, ..., Ey

1- Quelle est le nombre des états a; possibles si on veut placer des particules de spin 1

2- Méme question pour des particules de spin 1/2

3- Quel est I’état fondamental |F> et le premier état excité en fonction de a* et 1’état du
vide |0> ainsi que 1’énergie correspondante en fonction de E1, E> ... Si on veut remplir
ces niveaux avec N particules de spin 1

4- Méme question pour 2N particules de spin 1/2.
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