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Résumé

Dans ce mémoire, on a deux chapitres :

Le premier chapitre est un rappel et définition de la théorie de Nevan-linna, par exemple en
définit le premier théoréme fondamental de Rolf Nevan-linna avec quelques lemmes, ’ordre
et I'hyper-ordre d’une fonction entiére, la mesure linéaire et logaritmique, la densité
supérieure et le théoréme de Phragmén-Lindlof avec quelques lemmes pour prouver ce
théoréme.

Et le deuxiéme chapitre est le resultat de article de Jin Tu et Cai-Feng Yin[3], ou nous
étudierons des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre

supérieure :

FE + A f& D 4 4 Agf =0

ou Ay, ..., Ax_1 sont des fonctions entiéres d’ordre fini ayant le méme ordre fini, tels que on

donne des théorémes avec leurs démonstrations et des exemples.
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INTRODUCTION

Pendant plusieurs années, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
fondée par le célebre mathématicien Rolf Nevan-linna est devenue un outil indispensable dans
I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes, en particulier la
croissance et 1’oscillation des solutions.

L’équation différentielle suivante

a été étudié par plusieurs auteurs :K.H.Kwon et Z-X Chen.

Le premier chapitre est une introduction a la théorie de Nevan-linna,ott on donne des dé-
finitions et des propriétés sur cette théorie qui concernent la distribution des valeurs des
fonctions méromorphes dans le plan complexes.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est le résultat de Particle de Jin Tu et Cai-Feng Yi [3],
ou nous étudierons des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieure ou Ay, ..., Ax_; sont des fonctions entiéres d’ordre fini ayant le méme ordre fini.

(dus & K.H.Kwon [7] et Z-X Chen [14]).



Chapitre 1

Notions des bases

1.1 Rappel et définition
1.1.1 Fonction caractéristique de Rolf Nevanlinna

Définition 1.1.1 (wvoir [2]) Pour tout nombre réel o > 0, on définit
In* o = max (0,Ina).
Lemme 1.1.1 On a les résultats suivants :

1. Inz<In"x
2. In" 2 < Inty pour tout (0 <z <y)
3. 1n:z:zln+x—ln+%

4. nz|=h"z+n"1

. In" (ﬁ xj) < ijanr xj
j=1 J=1
6. In" (i@) <Ilnm+ ihﬁx
j=1 j=1

Définition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identiquement égale a

(S

a € C. Soit i (z,a, f) désignant la multiplicité de a-point de f a z. Ainsi, on définit

1
n(r,a,f):n(r,f_a)
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c’est a~dire, n (r, a, f) est le nombre de racines de f (z) = a dans |z| < r, chaque racine étant

comptée avec son ordre de multiplicité. Pour les poles de f, nous définissons pareillement

n(r,00, f) =n(r,f).

Définition 1.1.3 (voir [2]) (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f, on définit

N(r,a,f>=N(r,ﬁ> - [ra DO T) gy 0,0, ) ogr

pour a # oo et

T

N (oo ) =N (nf) = [

0

n (t, 00, f) —n (0,00, f)
t

dt +n (0,00, f)logr

N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z)= chzj,cn #0,n € Z.

j=n

Alors

2

In|e,| = %/ln‘f(rewﬂ df + N(r, f) — N(r, %)

0

Définition 1.1.4  (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f, on définit

2
m(r,a,f)zm(r,ﬁ) :%/lrﬁ

0

dy , a # oo

1

et
27

m(r,oo,f):m(r,f):%/lrﬁ}f(rew)}dgo

m (r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.
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Définition 1.1.5 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la fonction mé-

romorphe f est définie comme suit
T(r,f)y=m(r,f)+N(rf).

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) =e* , on a

D’ou

1.1.2 Premier Théoréme fondamental de Rolf Nevan-linna

Théoréme 1.1.1 (voir [10]) (Premier théoréme fondamental). Soit f une fonction méro-

morphe, a € C et
f(z)—a:Zcz-zi, cm #0, meZ
le développement de Laurent de la fonction f —a a lUorigine. Alors

T (T, %) =T (r,f)—In|cn| + ¢ (r,a)

ol

lo(r,a)] <In2+In" |a] .

Preuve. Le 1" cas :

Si a = 0, alors d’aprés le Lemme 1.1.1 et la Proposition 1.1.1, on a

il = 5 [0 e d0 = 5= [ et N e ) = N )
0 0
et
I || = m(r, f) — m(r, %) + N(r, f) — N(r, %).
Donc

m(r, %) + N(r, %) =m(r, f)+ N(r, f) — In|cp|.
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D’ou
1
T(r, ?) =T(r, f) —In|c,|. (1.1.1)
Ou
o(r,0) =0.
Le 2°™¢ cas :

Montrons le cas général a # 0. Posons g = f — a. Alors

1 1
N(T’,—):N(T, )7 N(ag)_N(Taf)
g f-
et
1 1
m(r,—) = m(r, .
() = mir =)
De plus
In"|g| =In* |f —a| <In"|f| +In" |a] +1n2
et

In"|f|=In*|f—a+a|=In"|g+a| <In"|g| +1In" |al.

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r.g) <m(r, f) +In" |a| +1n2

et
m (r, f) <m(r,g) +In" |a| + In2.
Posons
90<T7a) = m(r,g) —m(r,f) .
Alors

lo(r,a)| <In™ |a| +1In2.

En appliquant pour la fonction g, on aura

1 1 1
T(r,;) :m<r,§) +N(T,§):m(r,g)+N(T,g)—ln|Cm|

=m(r,f)+ N(r, f)+ ¢(r,a) —Inlc,| = T(r, f) — In|cy| + ¢(r, a).
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Remarque 1.1.1 Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit
T . T(r, f)+0(1)
Ty = Ty
f—a
pour tout a € C.

Lemme 1.1.2 Soient f1,..., f, des fonctions méromorphes. Alors

m (r,iﬁ) < im(r, fi)+nn (a)

T (r, f;) pourr>1

=1

~
7N
=3
—=
e
N~
IN
3
=

T(r, f*)=nT(r,f) , neN (8)

Définition 1.1.6 Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant de convergence des

zéros de la fonction f par

log N (r, %)
= lim ————~%
A (f) T—1>I—Poo log r

ol

R /OT”W —”<07%>dt+n(o,;)

t
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et n <t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t et

l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

N () = mlogw (7", %)

r—+00 log r

ol

N(T,%) :/Orﬁ(t%) ;ﬁ<0,%>dt+ﬁ(0,l) log r,

f

etn <t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

Exemple 1.1.2 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = e* +b

(ot b # 0,00) est égal a 1.

1.1.3 L’ordre et ’hyper-ordre d’une fonction entiére

Définition 1.1.7 Soit f une fonction entiére. Alors ’ordre et I’hyper-ordre de f sont définis

respectivement par
loglog M (r, f)

= i
J(f) THHEOO logr
et
log log log M
oy (f) = T 08 loglos (r f)
r—+00 log r

ot M (r, f) = r|n|ax |f (2)]. Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et I’hyper-ordre

de f sont définis respectivement par

—logT'(r, f)
— Tim —— ")
o (/) r—lgloo log r
et
~ ———loglog T'(; f)
72 (f) B TEI—POO lOgT

On dit que la fonction f est de l'ordre infini si

r—+oo  logr

Exemple 1.1.3 Soit f(z) = a,2™ + ...+ a1z +ag. On an(t, f) =0, et donc N (r, f) = 0.

D’autre part,
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m(rf) = o [olog™ |f (re)[do = [3log" lad|r" (140 (1)) 8

= nlogr+0 (1),

et comme T (r, f) =m (r, f) + N (r, f) = nlogr + O (1), alors o (f) = lim 2610 — g

logr

Lemme 1.1.3 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

o(f¥)=o(f). (keN).

Définition 1.1.8 Soit f une fonction entiére non constante, l’ordre inférieur de la fonction
f est défini par
logT
u(f) = lim g 08T (. f)

F—+00 log r

1.1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique la densité su-
périeure

Définition 1.1.9 Supposons que E C [1,+o0[, on désigne par m(E) la mesure linéaire de
lensemble E et par Im(E) la mesure logarithmique de l’ensemble E, avec

“+o00

m(E) = / Nt

1
et

+oo
dt

m(B) = [ xplt)

t
1
ot xp(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E. La densité supérieure et inférieure

de l’ensemble E sont définies par

- EnNil
densE = lim sup M,
r—-4o00 T
et
Enil
densE = lir+n infw.
r—-+00 T

Exemple 1.1.4 i) La mesure linéaire de l’ensemble E = [e,e?] C [1,+oo[ est
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4

m(E) = 70XE(t)dt = 7dt =e(e® —1).

i) La mesure logarithmique de l’ensemble E = [e,e*] C [1,+o0[ est

“+o00 et
dt dt
m(B)= [ =[5 =3
1 e

i) La densité supérieure de ’ensemble E = [e,e?] C [1,+oo[ est

p— En|l 1NN
FosE — lim supMEOLTD) o e 0 L)
r—+oo r r—+00
4
T——+00
Définition 1.1.10 [4] Soit f (z) = Zanzn une fonction entiére, u(r) le terme mazimal,

n=0
i.e, p(r) = max{|a,|r";n =0,1...} . Alors lindice central de la fonction f est défini par :

v(r) = max {m; u(r) = |am|r"}.

Définition 1.1.11 La fonction a(z) est appelée fonction petite par rapport & f si a(z) est
une fonction méromorphe satisfaisant o T(r,a) = S(r, f), c¢’est-a-dire T'(r,a) = o(T(r, f))

quand r — oo a lextérieur d’un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 1.1.4 voir [10] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un entier
positif. Alors
k)
w (n ) =0 tox 7 ()

a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. St f est d’ordre fini, alors

m (7’, #) =0 (logr).

Exemple 1.1.5 i) Pour la fonction f(z) = €¥°, on a :

N(r, f) =0, m(r, f) = —
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Donc
3rd
T(T7 f) =
D’ou
L logT(r, f) B
p(f) = lim sup “ogr pa(f) = 0.

i) Soient p(z) = a,2P + a,_, 2P~ + ...est un polynome de degré p > 1 et g(z) = eP*) | alors

|ap|rp

T(r,g) ~

(quand r — +00) .
m

D ou

logT
p(g) = lim sup 0eL\ng) (r.9)

= =0.
i ogr P Pel9)

iii) Soit h(z) = exp(e?), alors .

T

T(r,h) ~

(27re3r)§ (quand r — +00).

1.1.5 Théoréme de Phragmén-Lindel6f

Soit f une fonction analytique dans le domaine fermé
D={z:0, <arg(z) < 03,19 <|2| < +o0}

et continue dans D = DUOD (0D est la frontiére de D).Soit € > 0 tel que pour |z| > r1 (),

z€D ona
£()] < exp {2 |

et pour z € D, on a

lf(2)] <M (M est constante ).

Alors |f(z)| < M pour tout z € D.
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1.1.6 Quelques lemmes

Pour prouver le théoréme, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.1.5 [5] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,

H = {(k1,j1), (k2,72), -, (km, Jm)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant k; > j; > 0
(i =1,...,m)et soit o > 1 une constante donnée. Alors il existe une constante B > 0 et un
ensemble FE; C [0,27) de mesure linéaire nulle , tels que si 1 € [0,2m)\Fq, il existe une
constante Ry = Ry (¢) > 1, tel que pour tout z vérifiant argz = 1 et |z| =r > Ry et pour
tout (k,j) € H, on a

‘ f(j) (2)
fO(z)

<B {M (log® ) log T(avr, f) }J .

Lemme 1.1.6 [13] Soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensemble
Ey C (1. + 00) de mesure logarithmique finie tel que, si z satisfait |z| = r ¢ [0,1] U Ey et
|[f (2)|= M (r,f), alors on a

7o)

Lemme 1.1.7 Supposons que f(z) est une fonction entiére. S’ il existe un ensemble F3 C

<2r® (seN).

‘ f(2)

[0,27) de mesure linéaire nulle, tel que argz = 6 € [0,27), et

mlogT(T,f) _

r—oo  logr

. logT (r, f)
lim ————= =y,
r—oo  logT
alors
o(f)=p, u(f)=p
De plus, si

argz =0 € [0,2m)\ Ej



1.1 Rappel et définition 12

et
T loglog T (r, f) _,
r—00 log r
alors
oa(f) =o.

Lemme 1.1.8 Voir[13].Soit H; (j = 0,1, ...,k — 1) des fonctions entiéres telles que o (H;) <

o < o00. Si f(z) est une solution de l’équation différentielle
f® 4 He oy f%Y 4 4 Hyf' + Hof =0,
alors o9 (f) <o

Lemme 1.1.9 Voir [5].So0it f(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini o, soit H =
{(k1,71), (k2,J2) s -y (Em, jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0
(i =1,...,m), et soit £ > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C [0,2m)
de mesure linéaire nulle, telle que si ¢ € [0,2mw) — Ey4, alors il existe une constante Ry =
Ry () > 1 tel que pour tout z vérifiant argz = ¢ et |z| = r > Ry, et pour tout (k,j) € H,

on a
% (2)
@) (2)

Lemme 1.1.10 Voir [1].Soit w(z) une fonction entiére d’ ordre fini p et v(r) son indice

< |z|kmNe=1re) (1.1.2)

central. Alors

1
p = Tim 280"
r—oo logr

Quelques lemmes

Lemme 1.1.11 [5] Soit f(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini o, soit H =
{(k1,71), (k2,J2) s -y (Em, jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0
(i=1,...,m), et soit € > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E, C [0,2m)
de mesure linéaire nulle , tel que si ¢ € [0,21) — Ejy, alors il existe une constante Ry =
Ry () > 1 telle que pour tout z verifiant arg z = et |z| = r > Ry, et pour tout (k,j) € H,

on a
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) (2)
70 (2)

Lemme 1.1.12 [12] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre o (f) = a < +oo. Alors pour

S |Z|(k—j)(0'—1+6) .

tout € > 0 donné, il existe un ensemble E C [1,00) de mesure linéaire fini et de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1]U E, on a

exp {—r""*} < |f(2)] < exp {r*"}.

Lemme 1.1.13 [11] Soit f(z) une fonction entiére. Supposons que | f*)(2)| est non bornée
sur un rayon arg z = 0.Alors, il existe une suite infinie de points zp, = rme'’ (m=1,2,..),
ot 1, — 00, telle que f*)(z,) — oo et

) (4 .
| < el o0 G0k




Chapitre 2

La croissance des solutions d’une
classe d’équations linéaires avec des
coéfficients ayant le méme ordre

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous étudiérons les solutions de l’équation :

FRL A,  fEDy 4+ Af =0 (1)

ot Ao, ..., Ap_1 sont des fonctions entiéres d’ordre fini.

2.2 Resultats obtenus

Théoréme 2.2.1 Soient A;(j =0,...,k — 1) des fonctions entiéres satisfaisant a

o(Ag) =0,7(Ay) =7,0< 0 < 00,0 <7 < 00,

0(4;) <o, 7(A)) <T
sio(Aj) =0(j=1,....k—1), alors chaque solution f#£0 de l’équation (1) satisfait
oa2(f) = o(Ao).

Corollaire 2.2.1 Soient Pj(z) = ajn2" + ... + ajo(j =0, ...,k — 1) des polynomes de degré

n > 1,avec aj,(j =0, ...,k — 1) des nombres complexes.
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Si
laon| > max {|a;j,|,j =1,2,....k — 1} et ho(z) # 0,

alors chaque solution f#£0 de (I) satisfait

oa(f) =n

Exemple 2.2.1 Pour k = 2, l’équation :

ffref —@2+ePf=o0, (A)
ot o(e*) =0(2+e*) =1 et 7(e*) < 7(2+e*) = 2.

Alors, chaque solution f#0 de (A) satisfait oo(f) = o(Ao).

o2(f) =0 =0c(Ap).

Théoréme 2.2.2 Soient hj(z)(j = 0,...,k — 1) des fonctions entiéres avec o(h;) < n et

soit Aj(z) = hj(2)el1®) | ot Pj(2) = ajnz" + ... + ajo(j = 0, ...,k — 1) des polynomes de degré

n > 1.

St ajn(j =0,...,k—1) sont des nombres complezes distincts et ho(z)% 0,alors chaque solution

f£ 0 de (1) satisfait o(f) = oc.

Exemple 2.2.2

1.Pour k = 2 | I’équation :

i+ Sir\l/_\z/zeizf' — (2 +1)e* f =0, (B)

sin y/z
Vz
Alors, chaque solution f#£0 de (B) satisfait o(f) = oc;

1
):§<1et0(22+1):0<1.

ou o
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2.Pour k = 3, I’équation :

4 cos222e" 7 4 (2 =2 f — 2f =0, (C)

ot 0(cos22®) =2<3eto(z—2)= o(z) =0<3.
Alors, chaque solution f# 0 de (C) satisfait o(f) = oc.

Théoréme 2.2.3 Soient hj(z)(j = 0,...,k — 1) des fonctions entiéres avec o(h;) < n et
soient Aj(z) = h;(2)el"®), on Pi(2) = ajnz" + ... + ajo(j = 0,....,k — 1) des polynomes
de degré n > 1. On suppose qu’ils existent deuxr nombres complexes as, et ay, tels que
0<s<l<k—1amm =|as|e?, an, =€, 0, 0,€0,2n), 0, # 0;, hshy £ 0; pour j # s,
aj, satisfont a;, = d; as,(0 < d;j <1) ouaj, =d; ain(0 < dj < 1), alors pour toute solution
transcendante de (1) satisfait o o(f) = oco. En outre si f(z)est un solution polynémiale de

(1), alors deg f < s — 1, si s = 1, alors toute solution non constante f(z) de (I) satisfait &

o(f) = .

Théoréme 2.2.4 Sotent hj(z)(j = 0,...,k — 1) des fonctions entiéres avec o(h;) < n

et soient Aj(z) = hj(2)e?i®) | ou Pi(2) = ajn2™ + ... + ajo(j = 0,....,k — 1) des polynomes

de degré n > 1. aj, sont des nombres complezes tels que ap, =| aon | €%, ag, =| ag, | €%

aontsn # 0(0 < s <k —1),600,05 € [0,27) ,00 # 0 ,

hohs % 0; pour j # 0, s, a;, satisfont a;, = d; ag,(d; < 1) ou arga;, = 05 , alors pour toute
solution

f £ 0 de (1) satisfait oo(f) = n.
Exemple 2.2.3

1-
f(3)+(z2—1)6z2+2f(2)+ez+1f+zf:0 (D)

ou

o(z2—1)=0(1)=0(2) =0 < 2.

Alors chaque solution f = 0 de (D) satisfait o(f) = oc.
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2.3 Quelques lemmes
Pour la démonstration du théoréme on utilise les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 (Voir[5]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et soit o > 1

une constante donnée, alors pour toute donnée € > 0 :

(i) 1l existe un ensemble E C [0,00) de mesure logarithmique finie et une constante B > 0

qui ne dépend pas de « telle que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ E, on a :

| < B[T(ar, f)r¢logT(ar, f)]* (k€ N) (2.3.1)

(13) 1l existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante B > 0 qui ne
dépend pas de «, et pour tout 0 € [0,2m)\E, il existe une constante Ry = Ry(6) > 1 telle que
pour argz =0 et |z| =1 > Ry, on a

) | < B[T'(ar, f)log T(ar, f)]* (k € N). (2.3.2)

Lemme 2.3.2 (Voir{12]).Soit f(z) une fonction entiére d’ordre o(f) = a < +oo. Alors
pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E C [1,00[ de mesure linéaire finie et de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢ [0,1] U E, on a

exp {7t} < |f(2)] < exp {r**} (2.3.3)

Lemme 2.3.3 Soit A;(z) une fonction entiére avec
0(4;) <o < oo,

Si f(z) est une solution de (1) alors oo(f) < o.
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Lemme 2.3.4 (Voir [5;6]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante avec o(f) =
o < oo,I' = {(k1,j1), -, (km,Jm)} un ensemble fini de nombres entiers paires distincts qui
satisfaient k; > j; > 0 pour i = 1,...,m.et soit € > 0 une constante donnée, alors il existe
un ensemble E C [0,27] de mesure linéaire nulle, tel que si ¢ € [0,2n|\E, il existe une
constante Ry = Ry(p) > 1 tel que pour tout z satisfaisant argz = ¢ et |z| > Ry et pour tout

(k,j) € Ton a

®(2)
0)(z)

—

| < o]t (2.3.4)

~~

Lemme 2.3.5 (Voir [9]). Soit P(z) un polynoéme de degré n > 1,00

P(z) = (a+pi)z"+...,0(P,0) = acosnf — Bsinnb, a, 5 € R, et soit € une constante donnée,
alors on a

(i) Si 0(P,6) > 0, alors il existe r(3) > 0 tel que pour tout r > r(f) :

10| > exp {(1 — €)6(P, 0)r"} (2.3.5)

(11) S 6(P,0) <0, alors il existe r(0) > 0 tel que r > r(0),

1P| < exp {(1 — €)d(P,0)r"} (2.3.6)

Lemme 2.3.6 (Voir [6]). Soit f(z) une fonction entiére et supposons que |f*)(z)| n’est pas

bornée sur le rayon argz = 0 .

Alors il existe une suite infinie de points z,, = r,e?(m = 1,2,...),0u 7, — oo , tels que
f)(z,,) — oo et

f(j)(zm)
f® (2)

Lemme 2.3.7 (voir [8]). Soit k > 1,p1,p2,....,pr des polynémes non constants de degré

L)) o) (=0, k- 1) (2.7
di,da, ..., dy, respectivement, tels que deg(p; — p;) = max{d;,d;} pour i # j. Soit A(z) =
k
ZBj(Z)epj(Z), ot Bj(z) # 0 sont des fonctions entiéres avec o(B;) < dj, alors o(A) =
j=1

max; < j < n{d;}.
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Lemme 2.3.8 Soit f(z) une fonction entiére avec
o(f)=0,7(f) =7,0< 0 < 00,0 <7< 00,

alors pour toute constante donnée § < T il existe un ensemble E C [1,400| de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r € E,on a

log M (r, f) > pr? (2.3.8)

2.4 Preuve du théoréme 2.2.1

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (I).

De (I), on a

f¥ ()
f(z)

£
)

f(2)

‘ AO(Z) |§’ f(Z)

|+ | Ag-1(2) || | +..4+ | Ai(2) || | (2.4.1)

D’aprés le lemme 2.3.1(i), on sait qu’il existe un certain ensemble E; C [0,00) de mesure

logarithmique finie et une constante B > 0 de telle sorte que

| < B(T(2r, f))* (j=1,...k) (2.4.2)

valable pour tout |z| = r ¢ Eyet r assez grand. Si 0(A;) < o(j # 0), d’apres le lemme
2.8.2, il existe un ensemble E; C [1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z

satisfaisant |z| =r ¢ Es, on a

|4 (2)] < exp{r®'} (7 #0), (2.4.3)

ot 0<a; <o. Si

o(4A;) =0, 7(A;) <7(j #0),
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On choisit oy a3 satisfaisant max {7(A;),j # 0} < as < ag < 7 tels que pour r assez grand,

| 4,(2) |< exp{agr”} (j #0). (2.4.4)

Du lemme 2.8.8, il existe un ensemble Ey C [1,00) de mesure logarithmique infinie tel que

pour tout r € Ey, on a
M(r, Ag) > exp{asr?}. (2.4.5)

Done, de (2.4.1)-(2.4.5), pour tout z satisfaisant |Ag(2)| = M(r, Ao) et pour |z| =r € Ey
\(E1U E3), on a

exp{asr?’} < kBexp {aor?} (T(2r, f))** (2.4.6)

De (2.4.6), on a o5(f) = o. D’autre part , d’aprés le lemme 2.3.3, on a o3(f) < o, donc
oa(f) = 0 = o(Ay).

2.5 Preuve du théoréme 2.2.2

Supposons que f(z) est une solution trascendante de (I), on montre que o(f) = oc.
Par I’absurde, on suppose que o(f) = 0 < co. Du lemme 2.3.4, il existe un ensemble E3 C
[0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si § € [0,27)\ Es, il existe une constante R; =

R1(0) > 1, telle que pour tout z satisfaisant
argz =0 et |z| =7 > Ry,

on a
196

fO(2)
ajn = lajnle™r, et By = {0 €10,2n) : 6(P;,0) = |aju|cos(p; +nb) =0, =0,...k—1} U
{0 €0,2m) : 6(P; — Pi,0) =0,0 <i < j<k—1} alors m(E,) = 0.

| < |z|* (k>j>i>0). (2.5.1)
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Pour chaque fonction entiére A;(z) = h;j(2)ePi®)(j =0, ...,k — 1),du lemme 2.3.5, il existe un
ensemble H; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si z = re, 6 € [0,27)\ H;, et pour r
assez grand, alors A; satisfait (2.3.5) ou (2.3.6).

L’ensemble E5 = U?;&H ;, alors E5 est de mesure linéaire nulle. Pour tout 6 € [0,27)\(E5 U

E,UFE5),ona

6(pj,0) #0,  0(pi,0) #6(p;,0), (0<i<j<k—1).

aj, sont des nombres complexes distincts, il existe un seul s € {0, ...,k — 1} tel que 6(ps, 8) =
max {J(p;,0) : j =0,....,k — 1} pour tout 6 € [0,27)\(E3 U Eq U E5) donné.
L’ensemble ¢ = §(ps,0),0; = max{d(p;,0) : j # s}, alors 6; < 0.

On distingue deux cas :

(i) 0 > 0,
(i) 6 < 0.
Cas (i) :
Du lemme 2.3.5, pour tout £1(0 < 3¢g; < 5gf1) une constante donnée, on obtient pour r assez
grand,
|Ag(re)| > exp {(1 — &1)07"}, (2.5.2)
|Aj(re®)| < exp {(1+¢1)6:7"} (j#s). (2.5.3)

Maintenant, on montre que |f*)(re?)| est bornée sur le rayon arg z = 6.
Si |f)(re)| n’est pas bornée sur argz = 6, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite infinie

de points z,, = r,e?(m =1,2,...), telle que r,, — oo, f¥(2,,) — oo et

|f(j)(2m)
F&) (zm)
On remplace (2.5.1)-(2.5.4) dans (I), on obtient

| < |2m¥7 (1 + 0(1)) (j=0,...,s-1). (2.5.4)
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exp{(l —e1)drl} < |As(zm)| (2.5.5)
F P (zm) FE7 (2m)
< —_——
= |f(s)( )|+ ++|As l(zm)” f(s)(zm) |+
f(zm)
A Jem)
< kexp{(14)01r™ Y |zm|M,
ot M > 0 est une constante. De (2.5.5), on obtient
1 M
exp 5(5 — o) v <ot (2.5.6)
Contradiction. Donc | f®)(re?)| < M sur argz = 0, et
|f(re)| < Mrk (2.5.7)
sur arg z = 0.
Cas (ii) :
De (I),on déduit
_ F*I(z) fU(z) f(2)

Maintenant, on montre que | f*)(re?)| est bornée sur le rayon arg z = 6.
Si |f*)(re)| n’est pas bornée sur arg z = 6, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite infinie

de points z,, = r,e?(m = 1,2,...), telle que r,, — oo, f#)(2,,) — oo et

.f ( ) k—j o 1— -
(2 )| < zm|" (1 4 0(1)) (j=0,...,k-1). (2.5.9)
(2.3

:5), pour tout &5(0 < &5 < 1) une constante donnée, on obtient

D’apres le lemme
1A (20)] < exp {(1 — &5)dr7} (7=0,....k-1). (2.5.10)

Alors de (2.5.9) et (2.5.10), pour r,, assez grand, on a

f(j)<zm)

Gy S e {1l -} (1 4+0(1) =0, =0,k =1).  (2511)

|45 (2m)
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On remplace (2.5.11) dans (2.5.8), on trouve

1<0. (impossible) (2.5.12)
Donc, |f*)(re®)] < M sur argz = 0, et

|f(re)| < Mr* (2.5.13)

sur arg z = 0.
De (2.5.7), (2.5.13) et du fait que F3 U E; U Ej5 est de mesure linéaire nulle et d’aprés le

théoréme de Phragmén-Lindelsf, on obtient que f(z) est un polynome, contradiction. Donc
o(f) = oc.

2.6 Preuve du théoréme 2.2.3

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (I). De (I) on a

f(k) f(j) f(s) f’
—Ag=—+ . +A—+ +A—+ .+ A=
T f T f f bf

On suppose que ajn, @j,.n(jo € {1,...,s—1,s+1, ..., k—1}) satisfait a;,, = d;, aon(e =1, ...,m)

(2.6.1)

et arga;, = Ospour j € {1,....,s —1,s +1,...,k — 1}\{Jj1,..., jm}. On choisit une constante ¢
qui satisfait {maxd;,,...,d;, } < c < 1. On divise la démonstration en deux cas :

(a) ¢ < 0;

(b) 0< e < 1.

cas (a). ¢ < 0.De [17, pp. 253-255], ils existent des constantes 61, 6o, v, Ry satisfont 6,0, €
[0,27),61 < f3,c0 > 0, Ry > 0 telles que pour tout |z| = r > Ry et argz = 0 € (01,6,), on
trouve d(po, 0) =| aon | cos(0p +nb) > a,  I(ps,0) =| as, | cos(fs + nb) <0,

et

5(pi0) <0 (£0).

Du lemme 2.3.5, pour tout £3(0 < g3 < %) une constante donnée, on obtient pour r assez

grand,

|Ag(re®®)| > exp {(1 — e3)ar™}, (2.6.2)
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[Aj(re”)| < exp{(1 — e3)d(p;, 0)r"} < M (G#0) (2.6.3)

D’aprés le lemme 2.3.1(ii), on sait qu’il existe un ensemble FEg C [0,27) de mesure linéaire
nulle et des constantes B > 0,R3 > 1 telles que pour tout z satisfaisant argz = 6 €

(91,92)\E@ et |Z| =1r > Rj, On a

| < B(T(2r, f))* (j=1,..,k) (2.6.4)

On remplace (2.6.2)-(2.6.4) dans (2.6.1), pour r assez grand , alors
exp {(1 —e3)ar™} < |Ag(re®) < kM.B(T(2r, f))* (2.6.5)

De (2.6.5), on trouve oo(f) > n. D’autre part, du lemme 2.3.3, on a os(f) < n, donc
oa(f) = n.

cas (b). 0< ¢ < 1. De[17, pp.253-255] ils existent des constantes o, Rs € [0, 27) satisfaisant
01,05 € [0,27) 01 < 0,
a > 0, Ry > 0 telles que pour tout z satisfaisant argz = 0 et |z] = r > Ry, et argz = 0 €
(01,03), on a d(po, 0) =| agy, | cos(p + nb) > a,  0(ps,0) =| as, | cos(ds +nd) <0,
donc
d(po — capnz™,0) > (1 —¢), 0(—cap,z",0) <0,
et

d(p; — capnz™,0) <0 (j #0).

Des lemmes 2.3.5 et 2.3.2 , pour tout £3(0 < €3 < %) une constante donnée et pour r assez

grand, on a

| Age =" | = |hgePo =" | > exp {(1 — e3)(1 — ¢)ar™} (2.6.6)

et

|Ajemcm0n="| = |hjePi =" | < exp {o(1)r"} j #0 (2.6.7)
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On remplace (2.6.4),(2.6.6),(2.6.7) dans (2.6.1), pour r assez grand argz = 0 € (61, 05)\ Eg et
|z| = r > R3, On déduit que

exp {(1 —e3)(1 — c)ar"} < [Ap(2)e™**"| < kBexp {o(1)r"}.(T(2r, ))* (2.6.8)

De (2.6.4), on trouve os(f) > n. D’autre part, du lemme 2.3.3, on a o2(f) < n, donc

oa(f) = n.

2.7 Preuve du théoréme 2.2.4

Supposons que f(z) est une solution trascendante de (I),on montre que o(f) = oo.
Par I’absurde, on suppose que o(f) = 0 < co. Du lemme 2.3.4, il existe un ensemble E3 C
[0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0,27)\ Es, il existe une constante

Ry = Ry(0) > 1, telle que pour tout z satisfaisant
argz =0 et |z] =1 > Ry,

on a

190
fO(z)

L’ensemble E; = {0 € [0,27) : |ags,| cos(0s + nd) = §(ps, 0) = 6(py, 0) = |aw| cos(d; + nb)}, 0, #

0,, alors m(E;) = 0.

Pour tout 6 € [0,27)\(E3 U E7), on a

5(P,,0) > 5(P,,0), ot 5(P,,0) < (P, 0).

| < |z|* (k>j>i>0). (2.7.1)

Notons ¢; = (P, 0),co = (P, 0), La démonstration se divise en deux cas :
(i) c1 > e2;

(i) a1 < ca.

Cas (i). On distingue trois cas :

(a) 1 > cg > 0;

(b) 1 > 0> ¢

(c) 0> ¢ > co.

Cas (a) :
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On consideére le nombre ¢3 = max {d(p;,0),j # s}, alors ¢3 < ¢;.Du lemme 2.3.5, pour tout

£4(0 < 3e4 < %), une constante donnée, et pour r assez grand, on obtient
|Ag(re®)| > exp {(1 — e4)crr"}

et
|A;(re”)| < exp{(1+ea)esr™},  j#s

Maintenant, on montre que |f*)(re?)| est bornée sur le rayon arg z = 6.

(2.7.2)

(2.7.3)

Si |f®)(re)| n’est pas bornée sur arg z = 6, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite infinie

de points z,, = rp,e?(m = 1,2,...) telle que r,, — oo, f©)(2,,) — 0o et

|f(j)<2m)
On remplace (2.7.2)-(2.7.4) dans (I), on obtient

| < |2ml¥77 (1 + o(1)) (j=0,...,s-1).

exp{(l —gq)errn} < |A(s()zm| -
f k (Zm) f sl (Zm)
sl

< kexp{(1+ea)csrin} |zm|™,

De (2.7.5), on obtient

1
exp {g(cl — CQ)T:Ln} < 7‘%.

Contradiction. Donc | f®)(re?)| < M sur argz = 0, et

|[f(re)| < M7

sur arg z = 6.

Cas (b) :

(2.7.4)

(2.7.5)

(2.7.6)
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On suit le méme raisonnement que dans le cas (a) , on trouve

|f(re”)| < Mr* (2.7.7)
sur arg z = 6.
Cas (c) :
De (I), on obtient
1= A1) RVAUC) RVANC) O
1= A 1(2) ) + .+ A )f(k)(z) + ...+ A )f(k)(z) + ...+ Ao )f(’@(z) (2.7.8)

Du lemme 2.3.5, pour tout €5(0 < 5 < %) une constante donnée et pour tout r assez grand ,

on a

|A;j(re)| > exp {(1 —e5)err"} (j = 0,...., bk — 1) . (2.7.9)

Maintenant, on montre que |f*)(re?)| est bornée sur le rayon arg z = 6.
Si |f*)(re?)| n’est pas bornée sur arg z = 6, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite infinie

de points z,, = rpe?(m = 1,2,...),telle que r,, — oo, f*)(z,,) — oo et

f(j)(zm) k—j i

|m| < |zm|" (1 4 0o(1)) (j=0,....k-1). (2.7.10)
On remplace (2.7.9)-(2.7.10) dans (2.7.8), on déduit
1<0. (contradiction)

Donc |f®) (re?)| < M sur arg z = 6. Alors
|f(re®)| < Mr* (2.7.11)

sur arg z = 0.
De (2.7.6), (2.7.7) et (2.7.11) et le faite que E5U E; est de mesure linéaire nulle, alors d’aprés

le théoréme de Phragmen-Lindelsf,on déduit que f(z) est un polyndme, contradiction. Donc

o(f) = oc.

Cas (ii) :
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On utilise le méme raisonnement que dans le cas (i), on déduit que f(z) est un polynome,

contradiction. Donc
o(f) = oo.

Si f(z) est une solution polynomialle de (I), alors deg f < s — 1. Si f(z) est une solution
polynémialle de deg f > s.

Sifs #0,+7moub, #0s+m, ensemble Fg = {0 € [0,27) : §(ps,0) > 6(py,0) > 0},

alors m(Eg) > 0.

On choisit I' = {z : argz = 0 € E3}, et suivant le méme raisonemment que dans le cas (a),

pour tout z € I' et pour r assez grand, on a

exp{(1 —eg)err"} < |A(2)f(2)] (2.7.12)
< IfPE)] e H [A () V)] A () 0 ()] +
+Ao(2) f(2)]

kEexp{(1+e4)cgr™} |z|M7

IN

De (2.7.12), on obtient

1
exp {g(cl — cg)r”} <rM,

Contradiction.Si 6 # 6,+7 ou§; # 0,47, 'ensemble Ey = {0 € [0,27) : §(ps,0) > 0 > d(p;,0) > 0},
alors

m(FEy) > 0.

De la méme maniére, on choisit I' = {z : arg z = 0 € Eg} ,et suivant le méme raisonemment

dans (2.7.12), on a aussi une contradiction,donc chaque solution polynomialle de (I) satisfait

deg f < s—1.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a définie la théorie de Nevan-linna par quelques définitions et
propriétés.
On a prolongé les méme resultats de article de Jin Tu et Cai-Feng Yi[3], ou on

a étudié les solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre superieure.
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