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Notations

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

elles seront redé�nies conformément aux di¤érentes articulations de la partie.
x : la position, x 2 Rn,
� : l�impulsion, � 2 Rn,
z : un nombre complexe,
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z,
Im(z) : partie imaginaire du nombre complexe z,
h : la constante de planck,
Hs : espace de Sobolev non homogène,
S(Rn) : espace de Schwartz,
Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions m fois continument di¤érentiables,
C1(Rn) =

\
m2N

Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions in�niment dérivable,

C10 (Rn) : l�ensemble des fonctions C1(Rn) à support compact dans Rn,

Lp(Rn) :

8<:f mesurable sur Rn et
Z
Rn

jf(x)jp dx < +1

9=; ; 1 � p <1,

Sd (< x >m) : espace des symboles d�ordre m,
hxim = (1 + jxj2)m2 : fonction d0ordre où m 2 R,
B(�; �) : boule ouverte de centre � et de rayon �,
B(�; �) : boule fermée de centre � et de rayon �,
d(x0; x) : la distance d�Agmon,
kfkp : la norme de la fonction f dans Lp,
Hp : champ Hamiltonien,
Suppf = fx 2 Rn; f(x) 6= 0g : support d�une fonction f ,

� =
nX
i=1

@2

@x2i
: opérateur de Laplacien,

r =
�

@
@x1
; :::; @

@xn

�
: vecteur gradient,

Dx =
1
i
@
@x
; i2 = �1 : la di¤érentielle au point x,

h:; :i : produit scalaire,
� : somme directe,
�disc : spectre discret,
�ess : spectre essentiel,
�(A) : ensemble résolvant de l�opérateur A,
[A;B] : commutateur des opérateurs A et B,
tr (A) : trace de l�opérateur A.



INTRODUCTION

Historique
L�étude mathématique des résonances quantiques en régime semi-classique a maintenant

plus d�une vingtaine d�années, et les techniques développées ainsi que les résultats obtenus

di¤usent largement dans d�autres domaine des EDP.

La résonance est un phénomène très important couvrant presque tous les domaines.

Á titre d�exemple ses applications dans la vie courante sont les ondes du essentiellement

par (radio, TV, explorations médicales, ...) et concerne toutes les catégories (acoustiques,

mécaniques, électriques, électromagnétiques, séisme, ...).

En 1938 Isidor Isaac Rabi découvre le phénomène de résonance magnétique sur des jets

moléculaires.

En 1946 Felix Bloch et Edward Mills Purcell précisent la notion de fréquence de réso-

nance.

L�état d�un système physique (mécanique, électrique ou magnétique) est dit résonant

lorsqu�il emmagasine de l�énergie dû à un déplacement de son état d�équilibre sous l�in�uence

d�obstacle d�un système.

Problématique
Le cadre général de ce travail est celui de l�analyse semi-classique (ou la quasiclassiques),

dans l�étude d�opérateurs di¤érentiels ou pseudo-di¤érentiels dépendant d�un paramètre h qui

tend vers 0:

Ce mémoire concerne les résonances de l�opérateur semi-classique de "Schrödinger" agis-

sant sur L2(Rn) de la forme :

P = �h2�+ V; (0.0.1)

où � est le Laplacien, le potentiel V est supposé globalement analytique et h désigne la

constante de Planck.



On s�appuiera sur l�approche due à A. Martinez de l�arsenal technique semi-classique

développé principalement par B. Hel¤er et J. Sjöstrand.

D�un point de vue physique, de telles résonances sont associées, à des états avec une

durée de vie, elle est donnés par l�inverse de la valeur absolue de la partie imaginaire de la

résonance correspondante.

La résonance est une valeur propre complexe E qui véri�e l�équation de Schrödinger

Pu = Eu; (0.0.2)

ou u est la fonction propre associée à la valeur propre E.

Pour déterminer la première valeur propre nous passons par le problème de Dirichlet

que nous formulons comme suit :

�
PDuD = 0 sur Bd(x0; S � �)
u j@Bd(x0;S��) = u0 ailleurs

; (0.0.3)

où Bd(x0; S � �) est la boule de centre x0 et de rayon S � � et uD est la fonction propre de

l�opérateur de Dirichlet.

Nous utilisons le problème de Grushin, explicité ultérieurement, pour localiser le pro-

blème de Dirichlet et utiliser l�estimation d�Agmon [?] pour conclure les résultats suivants :

1. j�D(h)� E(h)j = O(e�(2S�"(�))=h):

2.


es(x)=hu(x; h)



H1(K)
= O(h�NK ):

où �D(h), E(h); S, s (x), "(�), u, K, NK sont dé�nies ci-dessous.

Partant des hypothèses A1;A2 et A3[?]

Hypothèse (A1)

(A11) V 2 C1 à valeurs réels.

(A12) Il existe un compact K0 � Rn; tels que V est analytique sur KC
0 = Rn�K0; et se

prolonge holomorphiquement dans

D0 =
�
x 2 Cm; jIm xj < �0 jRexj ; Rex 2 KC

0

	
;

pour la constante �0 > 0:



(A13) V (x)! 0 quand jRexj ! 1; x 2 D0:

Hypothèse (A2)

Il existe un domaine ouvert borné �O�Rn, un point x0 dans �O et un nombre positif E0

tels que :

V (x0) = E0,
@V

@x
(x0) = 0,

@2V

@x2
(x0) > 0;

et

V (x) > E0 dans �O� fx0g , V (x) = E0 sur @ �O:

Hypothèse (A3)

Pour tout (x; �) 2 p�1 (E0) avec x 2 �OC , la quantité jexp(tHp) (x; �)j tend vers l�in�nie

quand jtj tend vers l�in�nie.

nous allons prouver le théorème d�existence et d�unicité de la résonance dans le cas analytique.

Théorème 0.0.1 (Théorème d�existence et d�unicité dans le cas analytique) [?] Sous

les hypothèses (A1)-(A3). Il existe une résonance unique E(h) de P tel que

h�1 jE(h)� �D(h)j ! 0;

lorsque h! 0+, qui véri�e :

j�D(h)� E(h)j = O(e�(2S�"(�))=h): (0.0.4)

De plus, si on note par u(x; h) l�état résonant correspondant à E(h), on trouve,

juD(x; h)� u(x; h)j = O(e�(2S�d(x0;x)�"(�))=h); (0.0.5)

uniformément dans Bd(x0; S � �); où "(�)! 0 quand � �! 0 et pour tout compact K � Rn,

il existe NK 2 N tels que, 

es(x)=hu(x; h)


H1(K)

= O(h�NK ); (0.0.6)

uniformément quand h �! 0; où

s(x) =

�
d(x0; x) si x 2 Bd(x0; S)
S ailleurs

;

et d(x0; x), S sont respectivement la distance d�Agmon et la distance minimale de x0 au bord

de �O.



Plan du mémoire
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notion de bases utiliser dans ce travail.

Dans le second chapitre, nous étudions l�existence et l�unicité des résonances dans le cas

analytiques.

Dans le troisieme et dérnier chapitre , nous généralisons l�existence des résonances au

cas non analytique.

Nous �nissons ce travail par une conclusion, une annexe et une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels des outils mathématiques
utilisées

1.1 Le caractère auto-adjoint d�un opérateur

Une des premières questions à traiter lors de l�étude spectrale d�un opérateur linéaire

est celle du caractère auto-adjoint, ou à défaut du caractère essentiellement auto-adjoint.

Rappelons qu�un opérateur linéaire A est essentiellement auto-adjoint si son unique

fermeture A est auto-adjointe.

Quel est l�intérêt du caractère auto-adjoint ? Il ya au moins deux bonnes raisons d�en

parler :

1. Si A est auto-adjoint, on a déjà une première information spectrale importante : le

spectre de l�opérateur A est une partie de R:

2. Le caractère auto-adjoint assure, en mécanique, l�unicité de la solution de l�équation de

Schrödinger (??).

1.2 Eléments de la théorie des opérateurs

Nous rappelons dans cette partie des notions et des résultats de la théorie spectrale

des opérateurs. Dans tout ce qui suit DA et DB désignent les domaines de dé�nitions des

opérateurs A et B respectivement.

Dé�nition 1.2.1 [?] On dit qu�un opérateur symétrique (DA; A) est essentiellement auto-

adjoint lorsque (DA; A)est auto-adjoint.
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Lemme 1.2.1 [?] Si l�opérateur symétrique (DA; A) est essentiellement auto-adjoint, alors

il admet une unique extension auto-adjointe.

Lemme 1.2.2 [?] Soient (DA; A) un opérateur auto-adjoint, et (DB; B) un opérateur tel que

DA � DB:

B est A�borné si et seulement si il existe z 2 �(A) tel que, BRA(z) est un opérateur

borné.

La borne relative a de B pour A est donné par

a = lim
�!1

kBRA(�i�)k :

Théorème 1.2.1 (Théorème de Kato-Rellich) [?] Soient (DA; A) un opérateur auto-

adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint) et (DB; B) un opérateur A�borné de borne rela-

tive inférieur à 1.

Alors (DA; A+B) est un opérateur auto-adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint).

Lemme 1.2.3 [?] Soient (DA; A) un opérateur fermé et (DB; B) un opérateur tel que

DA � DB. Alors :

B est A�compact s�il existe z 2 �(A) tel que BRA(z) est compact.

Si B est A�compact et B est A�borné de borne relative 0, on a alors :

BRA(i�) = (BRA(i))((A+ i)RA(i�));

où le premier opérateur est compact et le second tend vers 0 lorsque �!1:

Théorème 1.2.2 (Théorème de Weyl) [?] Si (DA; A) est un opérateur auto-adjoint et

(DB; B) un opérateur symétrique A�compact.

Alors, (DA; A+B) est un opérateur auto-adjoint et on a :

�ess(A) = �ess(A+B):
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1.3 Théorie des opérateurs pseudo-di¤érentiels

1.3.1 Les opérateurs pseudo-di¤érentiels et leurs propriétés

Dé�nition 1.3.1 [?] Soient a 2 Sd (hxim) et (aj)j2N une suite de symboles dans Sd (hxi
m).

On dit que a est asymptotiquement équivalent à la série formelle

1X
j=0

hjaj dans Sd (hxim) ;

où d et hxim sont respectivement l�ordre du symbole et la fonction d�ordre.

On note

a v
1X
j=0

hjaj;

si et seulement si pour tout N 2 N et pour � 2 Nd il existe hN;� > 0 et CN;� > 0 tel que :�����@�
 
a�

1X
j=0

hjaj

!����� � CN;�h
N hxim ;

uniformément sur Rd � (0; hN;�[ : En particulier quand tout les aj sont identiquement nuls,

on dira que

a = O(h1) dans Sd (hxim) .

Proposition 1.3.1 [?] Soit (aj)j2N une suite de symboles dans Sd (hxi
m) alors il existe

a 2 Sd (hxim) tel que

a v
1X
j=0

hjaj dans Sd (hxim) ;

on appelle une ressomassion de
P1

j=0 h
jaj:

a est unique modulo O(h1) dans le sens ou la di¤érence entre deux symboles est O(h1)

dans Sd (hxim) :

Preuve. Posons :

Cj = sup
j�j�j

����@� �aj(x;h)hxim
����� ;

et soit ("j)j2N une suite décroissante de nombres positifs véri�ant :

8j 2 N "j � min(
1

2n+1
;
1

Cj+1
):
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Soit la fonction troncature � dé�ni par :

� 2 C10 (Rn)

supp� � ]�2; 2[ ; � = 1 sur [�1; 1]

alors a est dé�nie par :

a(x; h) =

1X
j=0

hj(1� �(
"j
h
))aj(x; h);

est une ressomassion de la série formelle
P1

j=0 h
jaj: �

1.4 Transformation FBI et ses propriétés microlocales

Dans cette partie, nous dé�nissions la transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI)

que nous l�utiliserons par la suite mais avec une légère modi�cation de la proposition 3:1 de

A. Martinez [?].

Si u 2 L2 est une fonction d�onde, nous pouvons décrire quantitativement u au voisinage

de la position x 2 Rn et, en même temps, au voisinage de l�impulsion � 2 Rn. On est bien

sur limité par le principe d�incertitude d�Heisenberg.

la transformation de FBI est donnée par :

Dé�nition 1.4.1 [?] Pour u 2 S 0 (Rn), la transformée FBI de u est donné par

Tu(x; �;h) = �n(h)

Z
ei(x�y)�=he�(x�y)

2=2hu(y)dy; (1.4.1)

où

�n(h) = 2
�n
2 (�h)�

3n
4 :

Proposition 1.4.1 1. La fonction Tu est C1 sur R2n:

2. La fonction e�
2=hTu(x; �;h) est une fonction holomorphe de la variable z = x� i�:

3. Si u 2 L2(Rn); alors Tu 2 L2(R2n):

4. T est une isométrie de L2(Rn) dans L2(R2n), i.e ;

kTukL2(R2n) = kukL2(Rn) :
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Le microsupport est une propriété qui explique le comportement de la solution.

Dé�nition 1.4.2 (Microsupport) [?] Soit uh une (famille de) distribution de S 0(Rn):

On dit que (x0; �0) 2 Rn � Rn n�est pas dans le microsupport de uh, lorsqu�il existe un

voisinage V de (x0; �0), et deux réels � > 0 et h0 > 0 tels que

8h 2 ]0; h0] ; 8(x; �) 2 V ; Tu(x; �;h) = O(e��=h):

Le complémentaire de tels points est appelé le microsupport de uh, il est noté MS(uh).

C�est un fermé de R2n.

Exemple [?]

1. jT (�)(x; �;h)j = �d;he
�x2=2h; on a MS(�) = f0g � Rnoù � est la fonction de Dirac

(� 2 S 0
(Rn)):

2. On a MS(1) = Rn � f0g.

3. On a MS(Fhu) = R��
2
(MS(u)), où R� désigne la rotation d�angle � dans R2n.

Il est important pour nous de rappeler l�action de la transformation FBI sur les opéra-

teurs pseudo-di¤érentiels, le théorème suivant, qui est une approche du théorème d�Egorov,

nous montre que la transformation FBI transporte un opérateur pseudo-di¤érentiel sur Rn

en un autre opérateur pseudo-di¤érentiel explicite sur R2n:

Théorème 1.4.1 (Action de la transformée FBI sur les opérateurs pseudo-di¤érentiels[?])

Pour tout p 2 S2n (h1i) et pour toute t 2 [0; 1] ; on a :

T �Opth(p) = Opt(~p) � T;

où T est la transformation FBI dé�nie par (??) et ~p 2 S4n (h1i) est dé�nie par :

~p(x; �; x�; ��) = p(x� ��; x�);

où x� et �� sont les variables duales de x et � respectivement telle que :

Op(x�) = hDx et Op(�
�) = hD�:
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Dé�nition 1.4.3 (Caractéristique) [?] On appelle ensemble caractéristique de P = Oph(p) où

p 2 S2n(h�im), et on note char(P ) l�hypersurface p�10 (0) de R2n; que l�on dé�nit également

par :

char(P ) =
�
(x; �) 2 R2n; p0(x; �) = 0

	
;

où p0 est le symbole principal de P .

La proposition suivante décrit la relation entre le microsupport et la caractéristique :

Proposition 1.4.2 [?] Soit u = (uh) 2 L2(Rn) une fonction véri�ant8<:
Oph(p)u = 0
kuhkL2(Rn) � 1
p 2 S2n(h�im)

;

on a alors

MS(u) � char(Oph(p)):

Les estimations microlocales à poids, est un outil très e¢ cace dû à A. Martinez, et leurs

preuves sont données par S. Nakamura. Le théorème suivant représente une de cas éstimation.

Théorème 1.4.2 [?] Soit P = Opth(p) avec p 2 S2n (h1i) une fonction (indépendante de h)

qui se prolonge holomorphiquement dans la bande

B =
�
(x; �) 2 C2n; jIm xj < a; jIm �j < b

	
:

pour certains a, b > 0: On suppose de plus que @�x;�p(x; �) = O(1) dans B et t 2 [0; 1] ; soit

aussi ' 2 S2n(1) une fonction à valeurs réelles telle que

sup
x;�
j@x'(x; �)j < b et sup

x;�
j@�'(x; �)j < a:

Alors pour toute fonction f 2 S2n(1); il existe h0 > 0 et un symbole q 2 S2n(1) et un

opérateur R(h) 2 L(L2(R2n)) tel que :

1. q(x; �;h) �
X
j�0

hjqj(x; �) avec

q0(x; �) = f(x; �)p(x� @x'� i@�'; � � @�'+ i@x'):

2. kR(h)kL(L2(R2n)) = O(h1)
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pour tout u; v 2 L2(Rn) on ait :



fe'=hTPu; e'=hTv

�
=


(q(x; �;h) +R(h))e'=hTu; e'=hTv

�
: (1.4.2)

Dans la démonstration de ce théorème, on utilise un lemme important, pratique que l�on

énonce :

Lemme 1.4.1 [?] Soit Q = Opth(q) avec q 2 S4n(1) et q �
X
j�0

hjqj et soit ' 2 S2n(1) une

fonction à valeurs réelles, il existe eq 2 S2n(1) et un opérateur R(h) 2 L(L2(R2n)) de norme O(h1) tels
que pour tout u; v 2 L2(Rn) on ait



(Qe'=hTu; e'=hTv

�
=


(eq(x; �;h) +R(h))e'=hTu; e'=hTv

�
;

avec eq(x; �;h) �X
j�0

hjqj(x; �) 2 S2n(1);

et eq0(x; �) = q0(x; �; � � @�'(x; �); @x'(x; �)):

Dans le cas où ' = 0, l�analyticité sur p n�est pas nécessaire et dans ce cas on a le théorème

suivant :

Théorème 1.4.3 [?] Soit P = Opth(p) avec p 2 S2n(1) une fonction (indépendante de h);

t 2 [0; 1] : Alors pour tout

u; v 2 L2(Rn) on ait :

hPu; vi = hTPu; Tvi = h(ep(x; �;h) +R(h))Tu; Tvi ;

où 8<:
ep(x; �;h) �Pj�0 h

j ~pj(x; �) 2 S2n(1)ep0(x; �) = p(x; �)
kR(h)kL(L2(R2n)) = O(h1)

:
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1.5 Estimation d�Agmon

1.5.1 Métrique, distance d�Agmon et décroissance des fonctions
propres

Dans la suite E0 est �xée (si X était non compacte, on prendrait E0 < lim
x!1

inf V (x)).

Soit �E0 la métrique Riemannienne donné par

�E0 = (V (x)� E0)+ g:

Cette métrique est identiquement nulle dans UE0 = fV (x) � E0g :

Cette métrique, dite métrique d�Agmon (dépend de E0), donne lieu à une distance, dite

(distance d�Agmon), noté par dE0 et dé�ni par :

dE0(x; y) = inf



Z 1

0

k _
(t)k
p
V (
(t)� E0)+ dt; (1.5.1)

où le inf porte sur les arcs


 : [0; 1]! X de classe C1 tels que 
(0) = x, 
(1) = y et f(x)+ = max ff(x); 0g :

Cas d�un puit non dégénéré [?]

On va décrire la distance d�Agmon lorsque E0 = inf V , (On supposera que E0 = 0), et

que le puit U non dégénérée, ce qui signi�e que V 00(U) est une forme quadratique dé�nie

positive. On a alors le théorème suivant :

Théorème 1.5.1 [?] Au voisinage d�un puit non dégénéré U la distance d0(x) = d0(x; U)

est une fonction C1.

La distance d�Agmon dont le ds2 est donné par

ds2 = (V (x)� E0)+ dx
2; (1.5.2)

où dx2 = g étant la métrique initiale.

Théorème 1.5.2 [?] Soient un niveau d�énergie E 2 R et soit u 2 L2(Rn) tel que :

kuk = 1;
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et véri�ant

PE = Eu;

alors 8" > 0 et 8' véri�ant

jrx'j2 � V (x)� E � ";

sur le supp'; on obtient

kuk2 = O(e�'(x)�h); (1.5.3)

uniformément quand h! 0+:

Remarque 1.5.1 1. La phase '(x) désigne la métrique d�Agmon et '(x) � (V (x)) 12 pour

kxk ! 1:

2. La formule (??) montre que u(x) décroit exponentiellement quand kxk ! 1 à une

vitesse contrôlée par la distance à l�origine de la métrique d�Agmon.

3. La métrique d�Agmon a plusieurs propriétés, elle satisfait l�inégalité triangulaire, et elle

est Lipschitz continue.

jd(�x; y)� d(x; y)j � d(x0; x); 8x; x0; y 2 Rn:

jrxd(x; y)j2 � (V � E0)+ (x):

Nous observons que la deuxième inégalité est satisfaite pour d�autres distances comme :

d(x; U) = inf
y2U

d(x; y):

1.5.2 Inégalité d�Agmon

Nous allons retrouver l�inégalité d�Agmon par un calcul direct.

Proposition 1.5.1 [?] Soit l�opérateur de Schrödinger

P = �h2�+ V;

où V 2 S2n (h1i) Soit ' = '(x) une fonction continue dé�nie sur Rn à valeurs réelles,

bornées ainsi que toutes ses dérivées et satisfaisant

j�'j � C0; 8u 2 H1(Rn) \D(V );
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où D(V ) est le domaine de dé�nition de V . Alors

Re


e'=hPV u; e

'=hu
�
�

�
V (x)� j�'(x)j2

�
e'=hu; e'=h

�
; (1.5.4)

uniformément pour tout h su¢ samment petit.

Remarque 1.5.2 L�inégalité donnée par (??) est dite inégalité d�Agmon.

1.6 Le problème de Dirichlet pour le Laplacien

Parmi les problèmes rencontrés par les chercheurs, les problèmes d�équations aux dérivées

partielles, occupent à notre époque une place de choix, en particulier le problème de Dirichlet,

qui consiste à trouver une fonction harmonique u dans D, continue sur D, valant u0 sur le

bord @D où u0 est une fonction continue sur le bord du disque unité ouvert D de C. Donc il

s�agit de trouver u telle que : �
�u = 0 sur D
u j@D = u0

;

où � est le Laplacien.[?]



Chapitre 2

Etude de l�existence et de l�unicité des
résonances dans le cas analytique

On se propose d�étudier les résonances de l�opérateur de Schrödinger donnée par :

P = �h2�+ V; (2.0.1)

Nous supposons que le potentiel V véri�e l�hypothèse suivante :

Hypothèse (A1)

(A11) V 2 C1 à valeurs réels.

(A12) Il existe un compact K0 � Rn; tels que V est analytique sur KC
0 = Rn�K0; et se

prolonge holomorphiquement dans

D0 =
�
x 2 Cm; jIm xj < �0 jRexj ; Rex 2 KC

0

	
;

pour la constante �0 > 0:

(A13) V (x)! 0 quand jRexj ! 1; x 2 D0:

Pour mettre en évidence les résonances, nous suivrons la technique de Hunziker, nous

commençons par la distorsion du potentiel que nous expliciterons ci-dessous.

2.1 Distorsion du potentiel et résonances

Nous allons tout d�abord dé�nir la distorsion
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2.1.1 Opérateur de distorsion

L�hypothèse (A1), nous permet de dé�nir les résonances prés de l�axe réel comme des

valeurs propres complexes de l�opérateur distordu de P que l�on note P� = ePi� pour �

su¢ samment petit, eP� = U�PU�� est l�opérateur conjugué avec � = i� et U� l�opérateur de

distorsion sur L2(Rn) dé�ni par :

Pour tout F 2 C1(Rn;Rn) on a :

F (x) =

�
0 si x 2 K0

x si x 2 KC
0

:

Pour tout � > 0; l�opérateur U� est dé�nit par :

U� : L2(Rn) �! L2(Rn) (2.1.1)

u ! U�u(x) = det(1 + �dF (x))
1
2u(x+ �F (x)):

L�opérateur eP� est un opérateur di¤érentiel à coe¢ cients analytiques en �, qui peut

s�étendre à des � complexe assez petit.

Proposition 2.1.1 Soit � > 0 assez petit, l�opérateur U� possède les propriétés suivantes :

1. U� : L2(Rn) �! L2(Rn):

2. U� est un opérateur unitaire.

Preuve. 1. Montrons que : U� : L2(Rn) �! L2(Rn)

Soit u 2 L2 (Rn), on a :

kU�u(x)k2L2(Rn) =

Z
Rn
jU�u(x)j2 dx (2.1.2)

=

Z
Rn

���det(1 + �dF (x)) 12u(x+ �F (x))
���2 dx:

Posons :

�� (x) = x+ �F (x) =

�
x si x 2 K0

(1 + �)x si x 2 KC
0

: (2.1.3)
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Donc l�équation (??) devient :

kU�u(x)k2L2(Rn) =

Z
Rn

���det(d�� (x)) 12u(�� (x))���2 dx
�

�Z
Rn

���det(d�� (x)) 12 ���2 dx� 1
2
�Z

Rn
ju(�� (x))j

2 dx

� 1
2

�

24�Z
K0

dx

� 1
2

+

 Z
KC
0

���det(1 + �) 12 ���2 dx! 1
2

35� kukL2(Rn)
�

�p
� (K0) + det(1 + �)

1
2

q
� (KC

0 )

�
� kukL2(Rn)

� +1:

D�où :

U� : L
2(Rn) �! L2(Rn):

2. Montrons que U� est un opérateur unitaire :

a) Calculons d�abord U�� :

On a :

hUvu; vi =

Z
Rn
Uv(u(x))v(x)dx

=

Z
Rn
det (1 + �dF (x))

1
2u (x+ �F (x)) v(x)dx:

Or, d�aprés (??) on trouve :

hUvu; vi =
Z
Rn
det (d�� (x))

1
2u (�� (x)) v(x)dx:

Comme �� est un di¤éomorphisme sur Rn alors,

hUvu; vi =

Z
Rn
det (dy)

1
2u (y) v(��1� (y)) det

�
d��1� (y)

�
dy

=

Z
Rn
u (y) v(��1� (y)) det

�
d��1� (y)

� 1
2dy

= hu; U�� vi

avec

U�� : L2(Rn) �! L2(Rn)

v ! U�� v (x) = v((x+ �F (x))�1) det
�
d (x+ �F (x))�1

� 1
2 :
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b) Montrons que U� est un opérateur unitaire :

Uv est unitaire, UvU
�
v = U�vUv = IL2(Rn):

Soit u 2 L2(Rn). Alors pour tout x 2 Rn on a :

UvU
�
v (u)(x) = Uv [U

�
v (u)] (x)

= det (1 + �dF (x))
1
2 [U�v (u)] (x+ �F (x))

= det (d�� (x))
1
2 [U�v (u)] (�� (x))

= det (d�� (x))
1
2 u
�
��1� �� (x)

�
det
�
d��1� (�� (x))

� 1
2

= u (x)

car

det (d�� (x))
1
2 det

�
d��1� (�� (x))

� 1
2 = det

�
d��1� (�� (x))

� 1
2 = 1:

D�autre part, pour tout y 2 Rn on a :

U�vUv(v)(y) = U�v [Uv(v)] (y)

= det
�
d��1� (y)

� 1
2 [Uv(v)]

�
��1� (y)

�
= det

�
d��1� (y)

� 1
2 det

�
d��

�
��1� (y)

��
v
�
��
�
��1� (y)

��
= v (y)

car

det
�
d��1� (x)

� 1
2 det

�
d��

�
��1� (x)

�� 1
2 = det

�
d��

�
��1� (x)

�� 1
2 = 1:

De tout ce qui précede, on en déduit que :

UvU
�
v = U�vUv = IL2(Rn)

c�est à dire que Uv est unitaire. �

Proposition 2.1.2 L�opérateur de Schrödinger P = �h2� + V est un opérateur essentiel-

lement auto-adjoint.

Preuve. L�opérateur P = �h2�+ V est essentiellement auto-adjoint de domaine

H2(Rn) =
�
u 2 L2(Rn);�u 2 L2(Rn)

	
:
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En e¤et :

P0 = �h2� est essentiellement auto-adjoint de domaine H2 (Rn) avec �ac(��) = [0:+1[.

D�après l�hypothèse (A13), on a V (x)! 0 quand jRexj ! 1; x 2 D0 donc V est (��)

compact d�après le lemme (??). Ceci entraîne que d�après le lemme (??), V est ��borné de

borne relative inférieure à 1.

En �n d�après le théorème de Kato-Rellich (??), (H2(Rn); P ) est essentiellement auto-

adjoint. �

2.1.2 Résonances

La théorie des résonances pour l�opérateur de Schrödinger P a été développée dans un

très grand nombre d�articles, il ya essentiellement deux façons d�introduire les résonances.

Dans notre travail, nous utiliserons la méthode des dilatations analytiques explicitée ci-

dessous.

Dilatation analytique et résonances

Dans cette partie nous dé�nissons les résonances de l�opérateur de Schrödinger P donnée

par (??) sur L2 (Rn) à l�aide des dilatations analytiques.

Dé�nition 2.1.1 (Dilatation analytique) [?] Soit V une fonction sur Rn. On dit que

V est dilatable analytiquement lorsque la famille d�opérateurs
�
V (xe�) (�h2�+ 1)�1

�
�2R

s�étend en une famille d�opérateurs compacts sur L2 (Rn), analytique par rapport à � dans

un voisinage complexe de 0.

Nous supposons toujours que le potentiel V véri�er l�hypothèse (A1), et l�on peut donc

dé�nir sur L2(Rn) l�opérateur P� avec � = i�, � 2 R+ assez petit de domaine H2(Rn) :

P� = U�PU��

= e�2i�h2D2 + V (xei�);

où

U�f(x) = f(xei�); avec 0 < � < �0 <
�

2
et � = D2:
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Le théorème de Weyl (??) permet d�a¢ rmer que le spectre essentiel de cet opérateur est

la demi droite e�2i�R+:

Soit un domaine �� dé�nie par :

�� = fE 2 C n f0g ;�2� < argE < 0g :

C�est-à-dire :

�ess(P�) = �ess(e
�2i�(hD)2) = e�2i�R+;

sont alors les éléments de la réunion �(h) des spectres discrets des opérateurs P� pour

0 � � < �0:

Le spectre de P� est discret dans

S� = fz 2 C;�2� � arg z � 0g :

De plus si �
0
> �, on aura alors :

�disc(P�0) \ S� = �disc(P�) \ S�:

En �n, les résonances de l�opérateur P sont les éléments de

�(h) = �disc(P�) \ S�: (2.1.4)

Dé�nition 2.1.2 [?] Soit E 2 C avec �2�0 < arg(E) � 0. On dit que E est une résonance

de P s�il existe � 2 ]0; �0[ tel que arg(E) > �2� et E 2 �disc(P�).

L�ensemble des résonances de l�opérateur P est noté �(h):

La dé�nition des résonances donnée par la formule (??) est indépendante de � dans le

sens ou �disc(P�0)\ S� = �disc(P�)\ S� si �0 > �, elle est aussi indépendant de fonction F (x).

En outre si u� est une fonction propre de P�, il existe alors u 2 C1(Rn); holomorphique

dans un domaine D0; telle que u� = Ui�u:

Les fonctions u sont appelées les états résonnants de P .
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2.1.3 Étude des résonances et approximation BKW des états ré-
sonnants dans le cas d�un puit dans une île

Pour tout ce qui suit nous ajouterons une autre hypothèse sur le potentiel de l�opérateur

de Schrödinger (??).

Hypothèse (A2)

Il existe un domaine ouvert bornée �O�Rn, un point x0 dans �O et un nombre positif E0

tels que :

V (x0) = E0,
@V

@x
(x0) = 0,

@2V

@x2
(x0) > 0;

et

V (x) > E0 dans �O� fx0g , V (x) = E0 sur @ �O:

Au niveau du puit U = fx0g du potentiel V , on peut associer le problème de Dirichlet

PD (??).

Notons par :

a) d(x; y) : la distance d�Agmon associée à la pseudo-métrique ds2 = max(V (x); 0)dx2.

b) S = d(x0; @ �O) : la distance minimale de x0 au bord de �O:

c) Bd(x0; S) = fx; d(x; x0) < Sg : la boule ouverte centrée en x0 de rayon S par rapport à

la distance d.

On considère la réalisation de Dirichlet PD de l�opérateur de Schrödinger P dans le

domaine Bd(x0; S � �) pour � su¢ sament petit.

Soit �(x) la fonction de phase dans un certain voisinage ouvert de x0, et soit

d (x) = d(x; x0) la distance d�Agmon associée à la pseudo-métrique

ds2 = max(V (x); 0)dx2:

Rappelons que la phase �(x) est une solution (solution BKW) de l�équation Eiconale :

q(x; �0x) = 0; où q(x; �) = �2 � V (x):
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Hel¤er et Sjöstrand, dans [?], ont montré que la fonction

�(x) = d(x; x0);

est analytique dans un voisinage w de x0, et on a :

Proposition 2.1.3 [?] Dans un voisinage su¢ samment petit de x0, on a :

�(x) = d(x; x0):

Preuve. Soit 
 : [0; 1]!M une courbe de C1:

j�(
(1))� �(
(0))j =
����Z 1

0

r�(
(t)) _
(t)dt
���� (2.1.5)

�
Z 1

0

p
V (
(t)) j _
(t)j dt

= j
j :

Par dé�nition la dernière expression est la longueur de 
 par la métrique d�Agmon.

En prenant de l�inf au dessus de tout la courbe C1 de x à y, nous obtenons

j�(x)� �(y)j � d(x; y);

et en particulier pour y = x0

0 � �(x) � d(x; x0):

De plus, si 
 est une courbe intégrale de r� jusqu�à la parametrisation, alors d�après

(??) nous avons l�égalité :

j�(
(1))� �(
(0))j = j
j � d(x; y):

Par conséquent

j�(x)� �(y)j � d(x; y):

On trouve égalité s�il ya une courbe intégrale r� de x à y. Mais pour tout x prés de 0,

il ya une unique courbe intégrale de r� de x à 0; donc

�(x) = d(x; x0):
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�
La variété �� : � = �0x est associée au champ Hamiltonien Hp qui a un point critique en

(x0; 0) :

Les états résonants uD admettent prés de x0 un développement BKW du type

uD(x; h) = h�
n
4 a(x; h)e�d(x0;x)�h; (2.1.6)

où le symbole admet le developpement asymptotique :

a(x; h) s a0(x) + ha1(x) + :::+ hnan (x) + ::::

Soit u 2 C1(Rn) une fonction propre de l�opérateur de Schrödinger P associé à hE(h) où

E(h) admet le développementt suivant :

E(h) s E0 + E1h+ E2h
2 + :::+ Enh

n + :::

On a alors le théorème suivant du à Hel¤er et Sjöstrand [?].

Théorème 2.1.1 (Hel¤er et Sjöstrand) [?] Soit �D(h) la première valeur propre de PD et

uD(x; h) la fonction propre normalisée correspondante.

Alors �D(h) a un développement asymptotique classique complet par rapport à h :

�D(h) = E0 + E1h+ E2h
2 + ::::;

où

E1 = tr

r
1

2

@2V

@x2
(x0);

est la première valeur propre correspondante à l�oscillateur harmonique :

��+ 1
2

�
@2V

@x2
(x0)x; x

�
:

Dans le voisinage ! de x0, uD(x; h) peut être s�écrit sous la forme de BKW comme suit :

uD(x; h) = h�
n
4 a(x; h)e�d(x0;x)�h; (2.1.7)

où le symbole classique a est donnée par :

a(x; h) �
1X
j=0

aj(x)h
j, a0(0) > 0:
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Dans tout ce qui suit, nous supposerons qu�il n�ya pas de trajectoires captées au dessus

de �OC pour le niveau d�énergie E0 et dans ce sens nous avons :

Hypothèse (A3)

Dé�nition 2.1.3 E0 est un niveau d�énergie non trapping (non capture prés d�un niveau

d�énergie E0) sur �OC si et seulement si

K(E) = ;;

où,

K(E) =
n
(x; �) 2 P�1(E0); exp(tHp) (x; �)91; jtj ! 1; x 2 �OC

o
:

Le champ Hamiltonien Hp de l�opérateur P (x; �) = �2 + V (x) est donnée par :

Hp =
@p

@�

@

@x
� @p

@x

@

@�
= 2�

@

@x
� @V

@x

@

@�
:

En particulier dans le bord de �O (x 2 @ �O); le seul point � 2 Rn tel que p(x; �) = E0 est 0

et

Hp = �rV (x)
@

@�
:

En �n, (A3) implique :

rV (x) 6= 0 sur @ �O:

L�objectif de cette hypothèse est de déterminer le domaine ou les résonances n�existent

pas.

2.2 Théorème d�existence et d�unicité des résonances

Le résultat principal d�existence et d�unicité des résonances dans le cas analytique est

donné par le théorème (??).

Avant de démontrer ce théorème nous commençons par citer le problème de Grushin

2.2.1 Problème de Grushin ([?],[?])

Ce problème est utilisé pour inverser l�opérateur de Schrödinger P . En e¤et : soit E une

valeur propre de P et soit K 00 = f'1; :::; 'mg le sous espace propre engendré par les fonctions
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propres normalisées associée à E, ces fonctions propres véri�ant P'j = Ej'j; on note par K
0

le complément orthogonale de K 00 dans L2(Rn) c�est-à-dire :

L2(Rn) = K 0 �K 00:

Soient R�0 : Cm ! L2(Rn) et R+0 : L2(Rn)! Cm les opérateurs dé�nies respectivement

par :

R�0 u =
mX
j=1

u�j 'j et R+0 u = (


u; 'j

�
)j=1;:::;m

où h:; :i désigne le produit scalaire dans L2(Rn):

Soit


(h) = fz 2 C; d(Re z; I(h)) < a(h); jIm zj < b(h)g ;

où :

a) Pour tout � > 0; � assez petit; on pose M0 = Bd(x0; s� �) et désignons par PD = PM0 la

réalisation de Dirichlet correspondante à l�opérateur P .

b) Pour tout J � ]0; 1] avec 0 2 J et I(h); h 2 J; une famille d�intervalles compacts avec

I(h) ! f0g lorsque h ! 0; supposons qu�il existe une fonction a(h) > 0; h 2 J qui

tend vers 0 quand h! 0 telle que :

a(h) � 1

C�
e��=h pour tout � > 0:

c) b(h)! 0 quand h! 0:

Alors pour tout z 2 
(h), on considère le problème de Grushin donnée par :�
(P � z)u+R�0 u

� = v
R+0 u = v+

; (2.2.1)

avec

(u; u�) 2 L2(Rn)� Cm et (v; v+) 2 L2(Rn)� Cm:

En se référent à [?], la solution unique du problème de Grushin (??) est donnée par :8<:
u0 = (P

0 � z)�1v0

u
00
j = v+j
u�j = v

00
j + (z � uj)v

+
j

:
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Tout les outils sont mit en place pour démontrer le théorème d�existence et d�unicité des

résonances dans le cas analytique (??). La démonstration de ce théorème est technique et

basée sur plusieurs constructions.

Preuve. Considérons la distorsion analytique P� avec � = h ln 1
h
et U� tel que :

U��(x) = det(1 + �dF (x))
1
2�(x+ �F (x));

où F 2 C1(Rn;Rn) tel que :8<: F (x) = 0 sur �O � K0 � Rn
F (x) = x pour x >>
jF (x)j � jxj ailleurs

:

Posons :

~P� = P� +W (x);

où

W 2 C10 ( �O), W (x0) > 0 et W � 0 partout.

En particulier le �ot Hamiltonien de P +W n�a aucune trajectoire captée d�énergie E0

c�est-à-dire, le support de W (suppW ) est arbitrairement petit au voisinage de x0.

Soit  0 une fonction tel que  0 2 C10 ((Rn�supp W )� Rn) et

� Im ep�(x� t@x 0 � it@� 0 , � � t@� 0 + it@x 0) �
1

C0
h ln

1

h
; (2.2.2)

pour C0 > 0 assez grand et t = 2C0�. L�inégalité (??) reste valable pour tout (x; �) tel que

jRe ep�(x; �)� E0j �
h�i2

C0
:

En particulier pour v 2 L2(Rn) nous obtenons aisément

et 0�hTv

L2(R2n) = O(jh lnhj�1)


et 0�hT ( ~P� � z)v




L2(R2n)

; (2.2.3)

uniformément pour h > 0 su¢ samment petit et jz � E0j << h ln
�
1
h

�
. Ceci veut dire que la

norme de
�
~P� � z

��1
est équivalente à O(jh lnhj�1) lorsque nous considérons que ~P� agit

dans l�espace Ht = L2(Rn) muni de la norme

kvkt =


et	0�hTv

L2(R2n) : (2.2.4)
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Á partir de ce point, on peut procéder exactement comme dans [?], c�est-à-dire, on utilise

le problème de Grushin pour PD, ceci implique que :

j�D (h)� E (h)j = O
�
e�(2S�"(�)=h)

�
;

en employant l�estimation d�Agmon dans �O et u� = Ui�u (= u sur K).

En ce procèdent comme dans la preuve du théorème 9.9 [?] et de la formule (9:37) [?],

nous obtenons aisément l�égalité (??) (dans ce cas u doit être normalisée, i. e ; ku�kt = 1).

De plus, la même procédure montre que :



et 0�hTu�

L2((RnrBd(x0;s��))�Rn ) = O(e�(2S�"(�))=h);
et donc,

ku�k
L2(RnrBd(x0;S��)

= O(e�(2S�"0(�))�h):

Par conséquence, la normalisation de u ne dépend pas du choix particulier de K, F et

 0.

Montrons maintenant l�égalité (??).

Soit �1 2 C10 (Bd(x0;S � �) tel que :

�1 = 1 sur Bd(x0; S � 2�) (� > 0 �xé assez petit); (2.2.5)

et soit �2 2 C10 (Bd(x0;
1
2
(s+ �)) tel que

�2 = 1 sur Bd(x0;
1

2
(s� �)):

Posons

R�(z) = �1(PD � z)�1�2 + ( ~P� � z)�1(1� �2): (2.2.6)

Par la formule (9:39) dans [?], on a :

(P� � z)R�(z) = I +K�(z); (2.2.7)

où,

K�(z) = [P�; �1] (PD � z)�1�2 �W ( ~P� � z)�1(1� �2)

=
�
�h2�; �1

�
(PD � z)�1�2 �W ( ~P� � z)�1(1� �2):
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Si suppW � Bd(x0; �), alors, comme dans [?], l�estimation d�Agmon montre que :

kK�k = O(e�(S�"(�))�2h);

uniformément pour h > 0 assez petit et z 2 
, où "(�) �! 0 quand � �! 0+. De la formule

(??) en on déduit :

(P� � z)�1 = R�(z)(I +O(e�(S�"(�))�2h)): (2.2.8)

Si on pose :

k = h ln
1

h
; (2.2.9)

et par (??)et (??), pour z 2 
, nous avons,

kR�(z)kL(Ht) = O(h�2 + k�1)

= O(h�2);

h correspond à PD (l�oscillateur harmonique, comme E = 0 (dérivée nulle), alors, la valeur

propre E � O(h2)).

En �n, nous obtenons :



(P� � z)�1



L(Ht)

= O(h�2)
�
I +O(e�(s�"(�))�2h)

�
� ch�2

�
I + (c1e

�(s�"(�))�2h)
�

� ch�2 + cc1h
�2(e�(s�"(�))�2h)

� h�2
�
I + (c1e

�(s�"(�))�2h)
�

= O(h�2):

Et donc : 

(P� � z)�1



L(Ht)

= O(h�2); (2.2.10)

uniformément pour z 2 
; h > 0 assez petit. �



Chapitre 3

Géneralisation de l�existence des
résonances dans le cas non analytique

Dans ce chapitre nous nous intéressons essentielement à la géneralisation de l�existence

des résonances dans le cas non analytique.

Citons d�abord l�estimation de l�existance de l�île [?].

3.1 Estimation de l�existence de l�île

Considèrons la realisation de Dirichlet PD de P sur le domaine dépandent de h :

Mh =
n
x 2 �O; d(x; @ �O) � k

2
3

o
:

Notons par :

a) �h : la première valeur propre.

b) vh : la fonction propre normalisée.

c) dh : la distance d�Agmon surMh associée à la pseudo-métrique (V ��h)+dx2: (dh dépend

de h)

Posons :

'h(x) = dh(x; x0);

et soit �1 la troncature dé�nie par la formule (??).

De ce qui précede, on remarque que :

(Ph � �D)�1uD = (PD � �D)�1uD = O(h1);
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et ainsi par le principe du min�max (puisque V � E0 sur Mh), on a :

E0 � �h � �D +O(h1);

et en particulier �h = E0 +O(h).

En outre, puisque x0 est l�unique point de Mh où V atteint son minimum non dégénérée

E0, et puisque

V � E0 � �k
2
3 >> k prés du @Mh

par la norme usuelle (voir par exemple [[?]; section 3] et [?]) on trouve :

�h = �D +O(h1):

Lorsque

V � �h � V � E0;

on a :

'h(x) � d(x0; x): (3.1.1)

3.2 Quelques résultats

Dans cette partie, nous allons présenter quelques résultats, ces derniers découlent direc-

tement des résultats trouver précédemment.

Lemme 3.2.1 [?] Sous les hypothèses (A2) et (A3), il existe une constante C1 � 0 tel

que 8x 2Mh; h > 0 assez petit, on a :

'h(x) = d(x0; x) � s(x)� C1k;

où k = h ln 1
h
:

Preuve. Soit :

U�h = fx 2Mh;�V (x) � ��hg :

Alors,

V (x)� E0 � k
2
3 >> �h � E0 sur @Mh:



3.2 Quelques résultats 27

Par dé�nition, on a :

'h(x) = dh(U
�
h ; x) = inf


2�x

Z



p
V (y)� �h jdyj ; (3.2.1)

où :

�x =
�

 : [0; 1] �! U+h tq 
 2 C1; 
(0) 2 U�h et 
(1) = x

	
:

Entre outre :

�h = E0 + E1h+O(h2) > E0:

Les hypothèses (A2) et (A3) impliquent que rV 6= 0 sur fV = �hg pour h > 0 assez

petit.

Alors ; si 'h(x) � Sh = dh(x0; �O), par des élément de la géométrie Riemanienne (C�est-

à-dire, on utilise le fait que _
(t) est colinéaire à r'h(
(t)) pour tout géodésique 
 minimale

([?] et [?]), on trouve :

V (x) > �h;

'h(x) est atteint sur la géodésique minimale 
 et peut-être reparmétrisée par l�application

suivante :

t �! (
(t);
1

2
_
(t));

c�est une bicaractéristique nulle pour qh où

qh(x; �) = �2 � (V (x)� �h): (3.2.2)

En particulier 
 véri�e

j _
(t)j = 2
p
V (
(t))� �h; (3.2.3)

on obtient donc

'h(x) = 2

Z Tx

0

(V (
(t))� �h) dt;

où Tx = Tx(h) > 0 représente le temp nécessaire d�aller de U�h vers x dans la nouvelle

paramétrisation.

Notons :

�h = E0 + h�h; (3.2.4)
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où

�h = E1 +O(h):

Ceci donne :

'h(x) = 2

Z Tx

0

V (
(t)� E0)dt� 2Txh�h (par (??))

=

Z Tx

0

p
V (
(t)� E0

q
j _
(t)j2 + 4h�hdt� 2Txh�h (par (??))

�
Z



p
V (y)� E0d jyj � 2Txhuh (par (??))

� d(U�h ; x)� 2Txh�h (par (??)) :

En outre, pour x proche de x0, on a d(x0; x) = O
�
jx� x0j2

�
:

On remarque que :

d(U�h ; x0) = O(h);

or par l�inégalité triangulaire, on a :

d(x0; x) � d(x0; U
�
h ) + d(U�h ; x)

� d(U�h ; x) + Ch:

D�ou :

'h(x) � d(x0; x)� Ch� 2Txhuh (3.2.5)

� s(x)� Ch� 2Txhuh;

pour tout x veri�ant :

'h(x) < Sh:

Il reste à prouver que Tx = O(ln 1
h
). Il su¢ t de poser :

(x(t); �(t)) = (
(t);
1

2
_
(t)) = exp tHp (xh; 0) ;

où,

Hp (x; �) = (2�;rV (x));
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est le champ Hamiltonien de ph et xh = 
(0) 2 U�h .

Si " > 0; un nombre arbitrerement �xé; alors Hp (x; �) se déplace en dehors d�un certains

voisinage �xé prés de 0 sur

f(x; �); jx� x0j � "; qh(x; �) = 0g ;

par conséquent, si jx� x0j � "; le temps nécessaire pour que 
 se déplace de x vers l�ensemble

fy : jy � x0j = "g est bornée.

Posons ~T le temps estimé pour que 
 se déplace de 
(0) 2 U�h vers fy : jy � x0j = "g.

Puisque on travaille sur un petit voisinage de x0 on peut supposer que :

x(t)rV (x(t)) � 4�2 jx(t)j2 pour t 2
h
O; ~T

i
; � > 0 constante.

Posons :

f(t) =
x(t)�(t)

jx(t)j2
;

alors ;

f 0(t) + 4(f(t))2 =
2 j�(t)j2 + x(t)rV (x(t))

jx(t)j2
� 4�2

�
car

x(t)�(t)

jx(t)j2
� 4�2

�
:

Dans le même domaine de dé�nition, on dé�nit la fonction g comme suit :

g(t) = (� � f(t))�1:

Elle véri�e :

g0 � 4 �
2 � f 2

(� � f)2
= 4

� + f

� � f
= 8�g � 4;

comme g (0) = ��1, on déduit aisément :

g(t) � 1

2�
(1 + e8�t);

lorsque f(t) < �. On trouve alors ;

f(t) � � � 2�

1 + e8�t

dans le même intervalle.

Si

f(t1) = �;
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pour t1 2
h
0; ~T

�
; on �xe arbitrairement �1 < � et pour t � t1, on pose

g1(t) = (�1 � f)�1;

en utilisant

f 0(t) + 4(f(t))2 � 4�21;

de même, on trouve :

g1(t) �
1

2�1
� ( 1
2�1

+
1

� � �1
)e8�1(t�t1) lorsque f(t) > �1;

et donc :
1

f(t)� �1
� ( 1

2�1
+

1

� � �1
)e8�1(t�t1) � 1

2�1
:

En particulier (f(t)��1)�1 est borné sur tout intervalle fermé du type [t1; T1] où f(t) > �1,

ceci veut-dire que f(t) ne peut pas prendre la valeur �1 sur [t1; ~T ] et dans ce cas on doit avoir

f(t) � � sur [t1; ~T ]:

Jusqu�a présent, nous avons prouver :

f(t) � � � 2�

1 + e8�t
sur [0; ~T ]: (3.2.6)

Par ailleurs,
d

dt
ln jx(t)j � x(t)x0(t)

jx(t)j2
= 2f(t);

et jx(0)j � �0
p
h pour �0 > 0 constante, de (??), on déduit :

ln jx(t)j � ln(��
p
h) + 2�t�

Z t

0

2�ds

1 + e8�s

� ln(��
p
h) + 2�t�

Z +1

0

2�ds

1 + e8�s
;

et donc sur [0; eT ]; on a :
jx(t)j � �00

p
he2�t; (3.2.7)

avec �00 = �0e�C2 , C2 =
R +1
0

2�ds
1+e8�s

.

Comme

" = �00
p
he2�t lorsque t =

1

2�
ln(

"

�00
p
h
);
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de (??) on déduit que :

~T � 1

2�
ln(

"

�00
p
h
);

et par la formule (??) on trouve :

'h(x) � s(x)� C
0

1k; (3.2.8)

pour tout x véri�ant 'h(x) < Sh et C
0
1 > 0 une constante indépendante de x.

Dans un autre sens, 'h(x) atteint Sh au point xh qui véri�e

V (xh) = �0 = E0 +O(h).

Par conséquent la distance d�Agmon montre que :

d
�
xh; �O

�
= O(h);

et d(x0; x) � S � Ch pour une constante C > 0.

Par ailleurs, la formule (??)montre aussi que Sh � S�C1k avec C1 = C 01+C, c�est-à-dire

que la formule (??) reste valable pour 'h(x) � Sh (car par dé�nition, nous avons s (x) � S),

d�où le résultat. �

Lemme 3.2.2 [?] Sous les hypothèses (A1)� (A3), il existe une constante N0 > 0 tel que :

ke'h�hvhkH1(Mh)
= O(h�N0);

uniformément pour h > 0 assez petit.

Preuve. Posant :

�(x) =

(
'h(x)� Ch ln

h
'h(x)
h

i
si 'h(x) � Ch

'h(x)� Ch lnC si 'h(x) � Ch

où C � 1 est une certaine constante qui sera prise par la suite assez grande.

En utilisant l�estimation d�Agmon on trouve :

Re


e��h(P � �h)vh; e

��hvh
�
= h2



r(e��hvh)

2 + 
�V � �h � (r�)2
�
e��hvh; e

��hvh
�
:

(3.2.9)
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Maintenant si C est assez grand, alors par (??) nous avons :

Mh \ f'h(x) � Chg � fV � �hg :

D�ailleurs, sur cet ensemble nous avons

r� = (1� Ch

'h
)r'h;

en utilisant le fait que :

(r'h)
2 � (v � �h)+

nous trouvons :

v � �h � (r�)2 � V � �h �
�
1� Ch

'h

�2
(V � �h)

� Ch
V � �h
'h

:

Posons : �h = E0 + uhh avec uh = E1 +O(h) et en utilisant (??) on en déduit :

V (x)� �h � (r�(x))2 � Ch
V (x)� E0
d(x0; x)

� Ch
�hh

'h

� Ch

C0
� �hh;

sur

Mh \ f'h(x) � Chg \ fjx� x0j << 1g

et ainsi, pour C assez grand

V (x)� �h � (r�(x))2 �
Ch

2C0
;

Sur le même ensemble, d�autre part, loin d�un certain voisinage de x0; en Mh nous avons :

V (x)� �h � (r�(x))2 >
hk

2
3

C
:

En utilisant l�estimation (??), on obtient :

h2


r �e��hvh�

2 + hk2�3



e��hvh

2f'h�Chg = O �

e��hvh

2f'h�Chg� ;



3.2 Quelques résultats 33

et ainsi � � Ch(1� lnC) � 0 sur f'h � Chg, on conclue que :

h2


r �e��hvh�

2 + hk2�3



e��hvh

2 = O(1):
On remarque que : e��h � (h�M)Ce'h=h avec M = sup'h = O(1), d�où le résultat. �
Soit �h 2 C10 (Mh), tels que �h = 1 surn

x 2 �O; d(x; @ �O) � 2k2�3
o
;

et pour tout �;

@��h = O(k�2j�j�3)

En particulier, �hvh, est dans le domaine de P�; et nous avons :

Lemme 3.2.3 [?] Sous les hypothèses (A1)� (A3), Il existe une constante N1 � 0; tels que

l�on ait : 



 12i�
Z



(z � P�)
�1 �hvhdz � �hvh






t

= O(h�N1e�S�h);

où 
 est le courbe positive orientée donnée par :


 =
�
z 2 C; jz � �Dj = h2

	
;

uniformément pour h > 0 assez petit.

Preuve. Posons : wh = �hvh. on a alors ;

P�wh = Phwh = �hwh + [P; �h] vh = �hwh � 2h2 (r�h) (rvh)� h2 (��h) vh: (3.2.10)

De plus, sur support de r�h,

d
�
x; @ �O

�
� 2k 2

3

et par les propriétés de la distance d�Agmon prés de @ �O, on a :

s (x) � S � Ck

pour une constante C > 0:

Par conséquent, le lemme (??)donne :

'h(x) � S � C 0k; (C 0 = C + C0);
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et par le lemme (??) et la formule (??), on déduit,

k(P� � �h)whkL2 = O(h�Ne�S�h);

avec une certaine constante N � 0. Par conséquent, puisque  0 est bornée et T est une

isométrie alors,

krhkt =


h�2C0 0Trh

 = O(h�M) krhkL2 = O(h�M 0

e�S�h) (3.2.11)

avec M;M 0 > 0 constants et rh = (P� � �h)wh.

De plus :

1

2i�

Z



(z � P�)
�1whdz � wh =

1

2i�

Z



[(z � P�)
�1 � (z � �h)

�1]whdz (3.2.12)

=
1

2i�

Z



1

z � �h
(z � P�)

�1 rhdz

En utilisant (??) et (??). Le résultat découle immédiatement. �

Remarque 3.2.1 [?] L�utilisation des lemmes (??) ; (??) et (??) est très vaste, comme une

application, nous pouvons démontrer aisement la formule donnée par (??) dans le théorème

(??).

En e¤et, posons :

(Ph � �h)vh = 0;

et en utilisant l�ellipticité de Ph, on déduit de (??) et du lemme (??) que pour tout l � 0; il

existe Ml > 0 tels que : 

P l
�rh



t
= O(h�Mle�S�h): (3.2.13)

Par conséquent, en appliquant P l
� à (??), on en déduit de (??) :



P l

�

�
1

2i�

Z



(z � P�)
�1 �hvhdz � �hvh

�




t

= O(h�Nle�S�h); (3.2.14)

pour tout l � 0 et une certaine constante Nl > 0. De plus en utilisant l�ellipticité de P� et le

fait que, pour tout u,

kukL2 = kTukL2 = O(h�M kukt);

on en déduit de (??)



 12i�
Z



(z � P�)
�1 �hvhdz � �hvh






Hs(Rn)

= O(h�Nse�S�h); (3.2.15)
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pour tout s � 0 et une certaine constante Ns � 0:

Du lemme (??) et (??) on a :



 12i�
Z



(z � P�)
�1 �hvhdz � �hvh






t

= 1 +O(e���h);

pour une certaine constante � > 0, d�autre part, on a essentiellement :

u� =
�0

2i�

Z



(z � P�)
�1 �hvhdz;

avec

j�0j = 1 +O(e���h):

En particulier, par (??) ; nous avons :

ku� � �0�hvhkHs = O(h�Nse
�S�h

): (3.2.16)

Comme u� = u sur K alors l�équation (??) découle directement des lemmes (??) ; (??)

et de l�équation (??).



CONCLUSION

Plusieurs expériences physiques ont conduit à des résultats que la mécanique classique ne

pouvait pas les expliquer, et qui semblaient même être contradictoires entre eux. En particu-

lier, l�étude du rayonnement du corps noir, la mise en évidence de l�e¤et photoélectrique,....

Schrödinger, en raisonnant par analogie avec l�optique, proposa un modèle qui permet de

prévoir avec une précision extraordinaire des résultats des expériences précédentes, et qui,

de ce fait, s�est imposé dans le monde de la physique des particules, dite aussi, mécanique

quantique. Ce passage, de la mécanique classique vers la mécanique quantique, se fait tout en

respectant l�incertitude de Heisenberg �x�� � h=4�, ceci nous permet de mesurer et avec

précision à la fois la vitesse et la position d�électron lorsque h est su¢ samment petit, mais

malgré tout ces précieux informations, on aimera bien retrouver, sous certains conditions, ces

résultats en terme de mécanique classique à partir de la mécanique quantique.

Et ce n�est qu�à partir des années 1970 que ce terme de correspondance est paru. Il s�agit

bien de l�analyse semi-classique, cette dernière permet de retrouver la mécanique classique à

partir de la mécanique quantique lorsque la constante de Planck tend vers zéro (h! 0).

L�un des majeurs problèmes traité par l�analyse semi-classique est celui de la résonance.

La résonance est un phénomène bien connu en physique, c�est un système sur lequel cer-

tains systèmes physiques sont sensibles à certain fréquences, tandis qu�en mathématiques, les

résonances sont les valeurs propres complexe de l�opérateur de Schrödinger.

L�objectif de travail est d�étudier, sous certains conditions sur le potentiel V et en utili-

sant certains outils de l�analyse semi-classique comme la transformation FBI et la méthode

BKW, l�existence des résonances de l�opérateur de Schrödinger dans le cas des potentiels non

globalement analytiques. Dans un premier temps nous avons montré l�existence et l�unicité

des résonances de l�opérateur de Schrödinger dans le cas des potentiels globalement analy-

tiques ceci nous a permi, et à l�aide d�autres résultats, de montrer l�existence des résonances

de l�opérateur de Schrödinger dans le cas des potentiels non globalement analytiques et de

conclure quelques lemmes très utiles.



Mais quand est-il de ce problème si on l�étend à d�autres espaces, avec ou sans d�autres

conditions sur le potentiel V qui est soit globalement analytique, soit non globalement ana-

lytique ? En d�autre terme peut-on montrer l�existence et l�unicité de telle résonances ?.

En�n, nous pouvons dire que les mathématiques sont partout : elles sont au coeur de

la science contemporaine, mais aussi à la base d�innombrables réalisations technologiques et

processus industriels ; elles fournissent des outils de modélisation et de prévision qui jouent

un rôle croissant dans la conduite des a¤aires du monde.



ANNEXE

Lemme 3.2.4 Si V 2 L1 (Rn) tend vers 0 à l�in�nie, alors V est ��compact.

1. Espaces de Sobolev

Espace H1(
)

Soit 
 un ouvert de Rn:

Dé�nition 3.2.1

H1(
) =

�
u 2 L2(
) telles que 8i 2 [1; d] @u

@xi
2 L2(
)

�
:

Remarque 3.2.2 La dérivée dans la dé�nition est à comprendre au sens des distributions.

Théorème 3.2.1 H1(
) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

(f; g)H1 =

Z



f(x)g(x)dx+
dX
i=1

Z



@f(x)

@xi

@g(x)

@xi
dx:

C�est un espace de Hilbert. Sa norme est notée k:kH1 :

Remarque 3.2.3 On voit que

kfkL2 � kfkH1 :

Et

k@ifkL2 � kfkH1 :

Remarque 3.2.4 Pour tou 
 ouvert de Rn; on a

D(
) � H1(
) � L2(
):



Espace de Sobolev non homogène Hs

L�habitude est prise, pour plus de clarté, de di¤érentier la notation de l�ordre d�un espace

de Sobolev selon qu�il est entier ou non. Alors que dans le cas entier on note souvent l�ordre

avec la lettre "m", dans le cas non entier, on utilisera la lettre "s", et donc l�espace sera noté

Hs:

Dé�nition 3.2.2 Soit s 2 R: On dé�nit l�espace de Sobolev Hs(Rn) parZ
Rn
jû(�)j2 (1 + j�j2)sd� <1:

Proposition 3.2.1 Hs(Rn) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u; v)s =

Z
Rn
û(�)v̂(�)(1 + j�j2)sd�; (3.2.17)

Et on note

kuk2s =
Z
jû(�)j2 (1 + j�j2)sd�:

Propriétés de l�éspace Hs

1. Si s1 � s2; on a Hs1 � Hs2 et l�injection et continue.

2. Muni de produit scalaire (??), Hs est un éspace de Hilbert.

3. L�éspace D(Rn) est dense dans Hs(Rn) pour tout n entier positif et pour tout s 2 R:

2. Opérateurs pseudo-di¤érentiels et symboles

Dé�nition 3.2.3 (Symboles) Si on remplace D� par �� dans l� opérateur di¤érentiel li-

néaire P on obtient :

p(x; �) =
X
j�j<m

a�(x)�
�;

ce qu�on appelle symbole de l�opérateur P , il est clair que p est un polynôme de � d�ordre

m:

Le symbole principal de l�opérateur di¤érentiel linéaire P est donné par :

pm(x; �) =
X
j�j=m

a�(x)�
�:



Exemple 3.2.1 �u(x) =
nX
i=1

@2

(@xi)2
u(x) est un opérateur di¤érentiel linéaire d�ordre m = 2.

� est appelé l�opérateur Laplacien.

Son symbole est : p(x; �) =
nX
i=1

�2 = j�j2 :

Son symbole principal est : pm(x; �) =
nX
i=1

�2 = j�j2 :

Dé�nition 3.2.4 (Espaces des symboles) Soit m 2 R, on note par Sm = Sm(Rn � Rn)

l�ensemble des fonctions a 2 C1(Rn � Rn) tels que :

8�;8� :
���@�x@�� a(x; �)��� � C�;�(1 + j�j)m�j�j:

On écrira :

S�1 = \m2RSm:

S+1 = [m2RSm:

De plus on muni Sm par la famille de semi norme suivante :

8p 2 Sm;8� 2 N;8K � 
 : Nm
�;K(a) = sup

x 2 K
j�j+ j�j � �

@�x@
�
� a(x; �)

(1 + j�j)m�j�j ;

et

Nm;m0

�;K (a � b) � Nm
�;K(a) � Nm0

�;K(b):

Dé�nition 3.2.5 Soient a 2 S2n (< � >m) et t 2 [0; 1]. On a ((1� t)x+ ty; �) 2 S3n (< � >m)

et on note :

OP t
h (a) = OPh (a ((1� t)x+ ty; �)) :
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