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Résumé :

Dans ce mémoire, une étude analytique pour un probleme différentiel fractionnaire
de type Duffing est présentée. Un premier critere d’existence et d'unicité des solutions
pour le probléme introduit est discuté. Ensuite, un exemple est présenté. Puis, n propo-
sant un nouveau systeme différentiel équivalent a notre probléme, une approximation
des dérivés de Caputo de trois ordres est prouvée. Une analyse et quelques simulations
numériques intéressantes de note nouveau systeme sont établies par la méthode Runge-
Kutta4 appliquée aux dérivées de Caputo. Plusieurs solutions périodiques sont montrées
quand la non-linéarité f du systeme est changée et le parametre? du systéme est dans un
voisinage droit de la valeur 2.

Mots-Clés : Equation de Duffing, dérivée de Caputo, méthode de Runge Kutta. Approxi-
mation de dérivée de Caputo, solution périodique.

Abstract :

In this work, an analytic study for a y-fractional differential problem of Duffing type
is presented. A new existence and uniqueness criterion of solutions for the introduced
problem is discussed. Then, an example is presented. By proposing an equivalent three-
fractional differential system, a three order Caputo derivatives approximation is proved.
An analysis and some interesting numerical simulations of the fractional equivalent sys-
tem are established by the fourth-order Runge-Kutta applied to Caputo derivatives. Seve-
ral periodic solutions are showed when the nonlinearity f of the system is changed and
the parameter v is in a right neighborhood of the value 2.

Key words : Duffing equation, Caputo derivative, Runge Kutta method. Caputo deriva-
tive approximation, periodic solution.
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INTRODUCTION GENERALE

e calcul fractionnaire a acquis une popularité au cours des trois derniéres décennies,
L grace a ses applications dans de nombreux domaines des sciences appliquées.

Le concept de calcul fractionaire découle d’'une question posée par L'hopital (1661-1704)
a Leibniz (1646-1716), qui cherchait a comprendre le sens de la dérivée d’ordre % Dans sa
réponse, Leibniz écrivit que : "... C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour, des
conséquences utiles seront tirées. "

D’autes idées concenant ces dérivées fractionnaires ont été discutées par Euler en 1730,
Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Fourier en 1822, Liouville en 1832, Riemann en 1847,
Holmgren en 1865, Grunwald en 1867, Letnikov en 1868 , Sonin en, Laurent en 1884, Krug
en 1890 et aussi par Weyl en 1917.

Lobjectif de ce mémoire est de s’intéresser a certains types d’équations intégro dif-
férentielles fractionnaires qui nous ameénent a découvrir et a comprendre "un peux" le
phénomene de la périodicité des solutions dans le cas fractionnaire. On va donc s’in-
téresser d’abord a la question d’existence et d’'unicité des solutions pour un probléme
intégro-différentiel un peux particulier, "il est dit de type Duffing". On abordera ensuite la
question d’existence d’'une solution au moins. la question de la stabilité au sens de Ulam
Hyers est aussi présentée dans ce mémoire. L'aspect applicatif, en quelque sorte, est aussi
présent dans ce mémoire. En effet, on utilisera la méthode de Rung-kutta pour présenter
certains résultats liés au solutions périodiques dans certains cas particuliers apres avoir

A

"approximé" la dérivée de Caputo par une formule inspirée de certains résultats existants
dans la littérature.

Ce manuscrit se compose d'une introduction générale et de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions élémentaires et aux notions de base
relatives au calcul fractionnaire. D’autres résultats dont on aura besoin dans la suite de
notre travail (comme les théorémes de point fixe de Banach et de Schaefer) seront aussi
présentés.

Dans le second chapitre, on va faire appel, a la théorie des points fixes. Elle pourra
en effet s’appliquer pour démontrer |'existence et 'unicité de solutions du notre pro-
bleme fractionnaire proposé. On présentera aussi des conditions suffisantes pour assurer
la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et celle d'Ulam-Hyers généralisée de notre probleme.
On donnera des exemples pour illustrer les résultats d’existence obtenus a la fin de ce
chapitre.

Enfin, dans le chapitre 3, on donnera une petite contribution, a notre connaissance,
un peux efficace pour le traitement numérique dans calcul fractionnaire, puis on pro-
posera trois applications périodiques distinctes, on terminera par des simulations MAT7
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LAB pour illustrer tous les résultats de cette partie.

En toute modestie, les résultats des deux derniers chapitres sont soumis a une Revue
Mathématique pour une évaluation scientifique [15].



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1 INTRODUCTION

Ce chapitre sera consacré aux définitions de base de ’analyse fonctionnelle et autres
concepts fondamentaux dont on aura besoin dans la suite de nos travaux.
Les premieres sections de ce chapitre sont destinées aux différents outils du calcul frac-
tionnaire, comme les fonctions spéciales, I'intégrale au sens de Riemann-Liouville et les
deux approches des dérivées fractionnaires au sens de Caputo et au sens de Riemann
Liouville (R-L for short).

2 DEFINITIONS & PROPRIETES

Dans cette section, on s’inspire de [16, 24] pour introduire les notions suivantes :

2.1 Fonctions spéciales
2.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 [21] Soita € R} . La fonction Gamma d’Euler est donnée par la forme inté-
grale suivante :

A ::f e “u“ldu.
0

Propriétés 1.1 la fonction Gamma vérifie les propriétés suivantes :
VaeR} etneN*:

> [(a+1)=ol(x)
En effet, par une intégration par parties on a :

o
INa+ 1):[0 e 't ldr
= [—e‘tto‘]goo+afoooe_tt°‘_ldt
:0+zf000e“t°“1dt
=al(a)

> [la+n)=a(a+1)...(a+n-1)1(a).
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> I(n+1)=(n)!
en effet,
I(n+1)=nl(n)

=nn-1)I1(n-1)

=nn-1)---1(1)

=nl.

Et plus particulierement, on a

> I)=1(2)=1.
> I(n+1)= g
En effet,

(e 3)=(n-3)|n-3) |3
2 2 2 2
2n—1\(2n-3\(2n-5 1F1
‘(2)(2)(2)2(2)
Cn@2n-1)2n-2)---(1) (1

T 2n2n)(2n-2)2n—4)---(2) ( )

2
2n)! 1
- 22"(n!)F(5)’

Propriétés 1.2 Le prolongement de la fonction Gamma d’Euler pour a € R*,n e N* et
—-n<i<-—-n+1,estdéfini parla quantité :
Ia+1)

— eN.
k=0~ k)

Propriétés 1.3 Ona:

* Pourz=-n,neN, la fonction Gamma admet des poles simples en z, c’est a dire :

11
T I[(=2) I(-1) 10

=0

* Pour—1< z <0, on peut définir [ (z) par la relation :

M) = F(z+1).
<

x Ainsi, pour:—(n+1)<z<-n,neN*, onaura:

B I(z+n+1)
T z(z+ 1D (z+n)’

I(z)

2.1.2 Fonction Béta d’Euler

La fonction Béta d’Euler, notée B(., . ), joue un role tres important dans la théorie du
calcul fractionnaire.

Définition 1.2 [2]] Soient o,p € R. La fonction Béta d’Euler est donnée par la formule
intégrale suivante :

1
B(a, B) ::f u*1-wbldu.
0
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On peut aussi proposer I'{equivalence suivante :
Définition 1.3 [21] Soient «,p € R}. La fonction Béta est donnée aussi par la formule :
B(a,p) = 2 f * (5in9)2“" L (cos 9)2¥ 1 9.
0

Propriétés 1.4 Pour«,p € C tels queRe(a) >0, Re(p)>0,ona:
* La fonction Béta est une fonction symétrique :

B(a, ) =B, o)

*

B(w,v+1)=3Bu+1,v),
B(u+1,v) = '~ B(u,v),
_ n *
B(u,n+1)= T € N*,
La fonction Béta est connectée avec la fonction Gamma par la relation suivante :

JAGITA(D)
HNo+p)

*

*

*

B(a,p) =

2.2 Intégrales & Dérivées Fractionnaires

Selon'approche de Riemann-Liouville, I'intégrale d’ordre o, (a > 0), est définie comme
suit :
2.2.1 Intégralede Riemann-Liouville

Définition 1.4 [9] L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’'ordrea = 0 pour
une fonction f : [a, b] — R continue, est définie par

](Xf(l,)_ ﬁf;(t—t)a_lf('[)dt, (X>O, a< tsb’
a - f(t)y a=0, a<t§b,

Si f est continue sur l'intervalle [0, b], alors

t
Jolf (D] :ﬁj; t-D* ! f(1)dt,a>0,0<t<b

Exemple 1.1 Considérons la fonction f (t)=(t—a)P oit (B> —1). Alors :

I [(t a)ﬁ f(t Y T-a)Pdr.

o)
Pour évaluer cette quantité, on pose: 1= a+ (t—a)s. Donc, ona

_ B+a
‘;(t—a)ﬁ] (F:’)) f(l §)% 1P

RAGED)
S TB+a+1)

(t—a)P*e.

On voit que c’est une généralisation du cas o« = 1, c’'est a dire

I'p+1)
1 B P+l
Jh| - aP] = 62" ?

1
N a)ﬁ+1

B+l
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Propriétés 1.5 Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors :

1. Va,pe RIS 15 £ (0] =16 15 s )]

2. Ya,p eR* ;IS [Iﬁf(t)] =151 P01

Preuve.On a:

Ja

Iﬁf(t)] :Lft(t—s)o‘_1 [Lfs(s—x)ﬁ_lf(x)dx ds
¢ I ')

a—1 p-1
F(oc)r(ﬁ)f (=9 U (=" f(Wdx]d

Ora<x<s<t,donc,ona:

p _ 1 ft [ft IR 3 U s B |
]“f(t)]_F((x)F([S) af(x) x(t ¥ (s—x)Pds|dx

Pour calculer l'intégrale [} (t—5)%!(s—x)P~!ds, on fait le changement de variables t = =
on obtient donc :

Ja

t 1
f(t—s)“—l(s—x)ﬁ—lds:f t-T(t-%) -0 Tt -x)+x-20P - x)dT
X 0
1
:f -0 1 -0 P - 0Pt - x)dT
0

1
:(t—x)‘”ﬁ_lf 1-0* P 1dr
0
= (t - x)*P~1 B(a, B).

Par conséquent,

t
e [JE f(t)] = f Fx0) (= )P~ B(a,p)dx

1
F((X)F(ﬁ) a

_ B(ayﬁ) ft _aa+p-1
= Tl a(t X) fx)dx
alron] = )F(ﬁ)f FG (- 0P Bla, B)dx
— B(a, ﬁ) f _ aa+p-1
= Tl ® a(t X) fx)dx.
On peut écrire
t
i [ih ] = FarB f (1= 0" (0 dx
SN0
=P r].
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2.2.2 Dérivée au Sens de Riemann-Liouville

Il existe d’autres définitions des dérivées fractionnaires. Dans cette section on va pré-
senter deux approches. Pour plus de détails, on se réfere a ([16, 18, 21]).

Définition 1.5 Soienta=0,m—-1<a<m,et f € C([a,bl), m € N*. La dérivée fractionnaire
au sens de Riemann- Liouville d'ordre o de f, notée RLDS, f (x), est donnée par :

Dy f(x) = F(’;—G)Dmf;(x_t)m_a_lf(t)dt, m-l<a<m
“T DM, wm

=D 7 f(x)],

oum=[a]+1, avec [a] estla partie entiere de a .

Propriétés 1.6 Soient [ une fonction continue sur[a,b] et o, > 0. Alors:
* DS f(0) = f(D).
* JaRLD () # f (1)
« RIpogP r() =RLpab r(5) o> p.
x REDARLDP £ (1) # REDYP £ (1) #REDPRLD £ (1)
+ RLDAC#0, VCeR*.
x Pour f(t)=(t—a)P surla,bl,ona:

I'p+1)

L e S A
TCarprn @

RLpe(r— a)P
2.2.3 Dérivée au Sens de Caputo

En 1967, Caputo introduit une nouvelle approche de dérivée d’ordre arbitraire . Elle
est la suivante :

Définition 1.6 Soienta=0,m—1<a < m, et f € C"([a, b]), m € N*. On définit la dérivée
fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo par :

Dgf(x):{ %f;(X—t)m—(x—lf(m)([)dt’ mel<a<m
D™ f(x), e m
=12 [,

oum=[a]+1, avec [a] est la partie entiere de o .

Remarque 1.1 La dérivée de Caputo d’'une fonction constante est nulle. En effet¥Y Ce R

1 X
D%C= —f — ™M IpMicgr =,
@7 Iim-w) Ja =0
Par contre, c .
RL~« m m—-o—1
D’C=—D -t dt
7 Iim-ow a =0
_ _ -

I'(m- )(x a)

Propriétés 1.7 Soient f € C"([a,b)), et m—1<a < m,meN*. Alors, on :



3. LEMMES AUXILIAIRES

1. DY, est un opérateur linéaire.
2. On a:

DYJo f (%) = f(x).
3. En général, la propriété :
Ja[Daf] () =fx)
n'est pas vérifiée.
m-1

473 [DSF)] =) [D" )] = fx)— Y

i=0

(x—a)’
i!

f(i) (a).

Exemple 1.2 Soit la fonction f(t) = (x— a)? oit B> —-1). Ona:
I'p+1) _
D%(x — B R e A p-a
= e Y

ot on a appliqué la définition de Caputo, suivie de la formule :

D" (x-a@)*=AA-1...A-m+D(x-a*"
_ TA+1)

CTA+1-m)

Remarque 1.2 x Soient f € C"([a, b],R),n=[a] + 1, eta > 0. La conexion entre la déri-
vée de Caputo et celle de Riemann-Liouvill est donnée par :

(x—a)*™"™.

aDf() = oDy | () =) — o).
i=0 :
Cette formule est obtenue grdce au développement en série de Taylor de la fonction f
au voisinage de x = a, ensuite Uapplication de l'opérateur de dérivation L D% sur f.

* Poura >0, on déduit que si f(a)=0 pouri=0,1,---m—1,(m=[a] +1), on aura

RLD% £(1) =DE £ (1).

3 LEMMES AUXILIAIRES

Lemme 1.1 Soient f € C"*([a,b],R),a >0 et n = [a] + 1. Léquation D*y(t) = 0, admet une
solution intégrale donnée sous la forme :

n-1 .
y)=Y cilt-a),

i=0
oiuc;eR,i=0...,n—-1.
Lemme 1.2 Soita>0;n=[a]+1. Alorsona

n-1 .
ISy =y + ) ci(t—a)', tela,bl,
i=0

oiuc;eR,i=0...,n-1.
Lemme 1.3 Soit g, > g> >0, f e L1(I). Alors, ona
DRJN ()] =T f (D).



4. AUTOUR DES POINTS FIXES

4 AUTOUR DES POINTS FIXES

Les théoremes de points fixe nous fournissent des conditions pourque I’équation x =
®(x) admette une solution. Ces théorémes reposent sur les définitions suivantes, ( voir
[4,6,8,23]):

4.1 Normes

Dans ce qui suit, K désigne soit le corps des réels, soit le corps des complexes. Ce corps
est muni de la topologie usuelle.

Définition 1.7 Un K-espace vectoriel E est dit normé lorsqu’il est muni d'une norme:
i.e. d'une application
N :E—R"
satisfaisant les conditions suivantes :
*  séparation :Vx€E, A/ (x)=0=> x=0g;
*  homogénéité : VY (A, x) e Kx E, ¥/ (Ax) = |A|AN (x);
* sous-additivité (inégalité triangulaire) : ¥ (x,y) € E2, N (x + y) < N (x) + N ().

4.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.8 Soit |.|x une norme associée a un espace vectoriel X. Le couple (X, ||.||x) est
appelé un espace vectoriel normé.

4.3 Suites convergentes

Définition 1.9 Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est convergente s'il existe un réel |
tel que (u,) converge vers L. Sinon (u,) est divergente.
Une suite convergente est donc caractérisée par la proposition :

JleR,Ve>0 INeN,VneNn=N=|u,—I|<e).

4.4 Suites de Cauchy

Définition 1.10 Une suite (ry,) de réels ou de complexes est dite de Cauchy, lorsque les
termes de la suite se rapprochent uniformément les uns des autres en l'infini au sens sui-
vant:

pylc}ljloo|rp_rq|:0-

Cette derniere condition se réécrit :
Ye>0 INeN Vp=N Vg=N |r,—rq|<e

ou encore:
Ve>0 INeN Vn=N Vk=0 |rpir—Tal<e.

Théoreme 1.1 (Critere de Cauchy)
Une suite de réels est convergente dans R si et seulement si, c’est une suite de Cauchy.
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4.5 Espaces complets

Définition 1.11 On dit que X est complet pour la norme ||.|lx si toute suite de Cauchy dans
X est convergente dans cet espace.

4.6 Espaces de Banach

Définition 1.12 On appelle espace de Banach tout e.v.n. dont l'espace métrique associé est
complet.

4.7 Applications contractantes

Définition 1.13 Soit (X, ||.lx) un espace vectoreil normé. Une application ¢ de X dans X est
dite contractante s'il existe un nombre positif k € [0, 1], tel que pour tout x,yeX, ona:

1P(x) —P(Wx < kllx— ylix.

4.8 Equicontinuité

Définition 1.14 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et € (X,Y) l'ensemble des ap-
plications continues de X dans Y. On dit qu'une partie {2 < C(X,Y) est équicontinue en un
point x € X si pour toute >0, il existe 6 > 0 tel queVy e X, ona

Ix—ylx<8=1P(x)—P(y)lly <€, VPe

4.9 Continuité

Théoreme 1.2 Soient (E,| - |Ig) et (Fill-lg) dese.v. n, etsoit f:E—F.
fest continue surE si et seulement si l'image (f (xp)) .. de toute suite (x,),es convergente
dans (E, || - lg) est convergente dans (F, | - ||F) .

nes

4.10 Ensemble Borné

Définition 1.15 Soient (E, ||.|g) et (Fpl - |F) des e.v.n, et soit f : E — F. On dit qu'un en-
semble d'image f(x), x € E est borné s’il existe une constante C > 0 telle que

VC>0,Yx€eE, | f()llr <C.

4.11 Compacité

Théoreme 1.3 Une.v.n (E,|.llg) est compact si et seulement s’il vérifie l'assertion suivante :
Toute suite d’éléments de (E, ||.|k) admet une valeur d’adhérence.

Définition 1.16 (Opérateur compact) Soient E et F deux espaces de Banach et¥:E — F un
opérateur. On note Bg la boule unité de E. On dit que\V est compact si W (Bg) est une partie
compacte deF.

Définition 1.17 Soient E et F deuxe.v.n. Un opérateur ¥ : E — F est dit compact, s'il trans-
forme tout partie bornée de E en une partie relativement compacte deF.

Définition 1.18 (Opérateur completement continu) Soient E et F deux e.v.n. Un opérateur
v : E — F est dit completement continu, s'il transforme toute suite faiblement convergente
deE en une suite fortement convergente deF.
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4. AUTOUR DES POINTS FIXES

4.12 Propriété d’Arzela Ascoli

Théoreme 1.4 (Arzela-Ascoli) [10] Soient (E, dg) et (F, dp) deux espaces métriques tels que
E est compacte. On munit l'espace C(E, F) des fonctions continues de (E, dg) dans (F, dg) de
la métrique de convergence uniforme:

doo(f, 8) = maxdg(f(x), g(x))
x€E
Une famille H c C(E, F) est relativement compacte si :
(1) H est équicontinue;

(2)Vk € E, 'ensemble Hy. est d’adhérence compacte dansF

Hi={f(k): f e H}.

4.13 Théoreme de point fixe de Banach

Théoréme 1.5 SoientX un espace de Banach et ® : X — X. Si $ est une application contrac-
tante, alors ® admet un point fixe unique.

4.14 Théoreme de Schaefer

Théoréme 1.6 SoientE un espace de Banach ety un opérateur complétement continu sur
E. Si l'ensemble
2={x€E, x=Ayx, 0<A<1}

est borné, alors ¥ admet au moins un point fixe dans E.

11



Chapitre 2

ETUDE D’PROBLEME
INTEGRO-DIFFERNETIEL
FRACTIONNAIRE

1 INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires non linéaires sont parmi les outils les plus
puissants des mathématiques modernes, car la plupart des phénomenes dans le monde
réel ont une nature non linéaire. Certaines des dernieres études sur les équations diffé-
rentielles fractionnaires non linéaires sont présentées dans [2, 3, 12, 13]. De plus, il existe
un grand nombre de phénomeénes physiques modélisés par différentes équations a dé-
rivées d’ordre fractionnaire. Lune de ces équations est celle de type Duffing. Le modeéle
type de Duffing est donné par la forme suivante :

" +ar' O+ f(o,r()=h(), 0<t<l, a>0

avec les conditions :
r(0)=AecR, r'(0)=BeR

ol f, h sont des fonctions continues a valeurs réelles.

Le lecteur intéressé par "le phénomeéme Duffing" peut trouver de nombreux articles de
recherche [5, 7, 11, 19, 20] qui sont articulés autour de certains problemes de type Duf-
fing. Pour citer quelques-uns, on commence par la référence [7], ou les auteurs ont dis-
cuté I'application d’'une méthode numérique a I'équation de Duffing avec deux types de
dérivés fractionnaires. Leur probleme est le suivant :

DPr(£) +8D%r (£) + pr(t) + urd(¢) = Asin(w1).
r(0)=A*eR, D%r(0)=B*eR
O<a<l, 1<P<2, tel0,1],

o1 D% DP sont les dérivés au sens Caputo, 6,p, 1,A > 0.

Et dans [20], les auteurs ont étudié le probléme de type Duffing suivant :

r(ro)=ro, ¥(y)=n

{ DPr(£) + aD%r (1) + (¢, 7(1) = h(1)
0<a<l, 1<p<2.
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2. REPRESENTATION INTEGRALE

Motivé par les articles ci-dessus, le présent travail traite un probleme fractionnaire non
linéaire de type Duffing. On considere alors le probleme suivant :

DVr(0) + ky f1(t, 1 (8), D% (D) + ko fo(£, 1 (1), PP r (D)) + ks f3(8, 1 (1), Z£9(r (1)) = fa(0)
r(0)=A eR, r (0)=As€R, #%r(1)=Az R
Ospqga=sl2=<y=<3p<aq,tel
(2.1)
tel que I:=[0,1], les dérivés du probleme sont au sens de Caputo, J9 désigne l'intégrale
d’ordre de Riemann-Liouville g et f; :1x R> — R, i=1...3, et f; : I — R sont quatre fonctions
données.

2 REPRESENTATION INTEGRALE

On consacre cette section pour trouver la solution intégrale du probleme 2.1.
Ona:

Lemme 2.1 Soient Ge C([0,1]), t€1=[0,1],2<y<3et0<a<=<1.Alors, la solution inté-
grale du probleme (2.2) :

DYr(r) = G(p). 2.2)
r(0) =Ay, 7' (0) =Ap,J%r (1) = A3 '
est représentée par la formule :
(t=)¥~!
r(t) = f Tty G(vdv
_ A-prret 2.3)
B, of Ty \Gw)dv|t
—[B2As +B3A; —B1A3s] t? + At +Ay, )

_Tla+3) __1 __ 1
B1="5 2= Ty B3~ Thawn)
_ Lla+3) Bs = -2 Bg = 2
F(g—ooz F(sl— ») F(oi+1)r(3—o()
= TonlG-w B28=Tow DO° Te-p-

Preuve. Les lemmes (1.1) et (1.2) permettent d’écrire la solution générale comme suit :

t
— Y1
r(t) = %G(wdv—cotz—clt—c} (2.4)

Pour déterminer les constantes ¢y, c; et ¢;, on utilise les conditions de probleme (2.1).

_Ia+3) pa-pre!
=75 of Tlyro G(v)dv

F(a+3)( Ay AL _ Al
{ TG ‘Tot2  Tasn 23

C1 = —Az
Cr = —Al.

Finalement, en substituant les valeurs de cy, ¢; et ¢ dans (2.4), on obtient (2.3).
D’otule résultat. m
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

3 RESULTATS ANALYTIQUES

Tout d’abord, on commence par introduire I'espace de Banach suivant :
R:={reC(,R),D% e C(I,R),D”re C(,R)},

muni de la norme
I 7 lg= max{]l 7 loo, | D7 lloo, | D7 [loo},
ou,
I 7lloo=sup|7r(0)], [ID%rlloo=sup|D*r ()|, [D”rllew=sup|D’r(s].
tel tel tel

Maintenant, on transforme le probléme (2.1) en un probléeme du point fixe. Pour cela, on
considere 'opérateur @ : R — R défini par :

fa) = k1 fi(v,r(v),D%r (v))—

(t—v)¥!
er(n) = f Tt | ks fo(v, r(0), DPr(0)) = ks fo (0, 20),J9 r(0))) | %Y
_B [fu p) ¥+ 1[ faw) =k fi(w, 2(v), D%2(v) - avl 2 (2.5)
1 I'y+o) | ko fo(v,r(v),DPr(v) — ks f3(v, 7 (v),]9(r(v)))

— [B2As +B3A; —B1As] 2 + Ast + A;.

Pour la suite, on a également besoin des hypothéses suivantes :

(H1) : Il existe des constantes positives M;, i = 1...6, telles que pour tout ¢ € I
etey, e s1,52€R,ona:

— |fi(t,e1,e2) = f1(2, 51, 52))| < Mle; — 51|+ Malez — 52,
— | fa(t,e1,e2) — fo(t, 51, 52))| < M3le; — s1]+ Mylez — 52,
— |fs(t,e1,e2) — f3(2,51,52))| < Msley — 51|+ Mglez — szl
(H2) : Lesfonctions f;:IxR?> —R,i=1.3, h:IxR?> — Ret f; : 1 — R sont continues.

(H3) : Il existe des constantes positives N ,Ng,, Nz, et Ny, telles que pour chaque ¢ € 1,
e,eceER,ona:
|fi(t,er,e2)| <Np, |falt,er,e2)| <Ny, |fs(t,en,e)<Np. |fa(0)] =Ny,

Ensuite, on introduit les quantités suivantes dont on aura aussi besoin par la suite :

1
Li : =(kilM7+M2) +|ky| M3+ My) + |k3|M5) | ——— +|B1| ——
1 (Ik1l (M ) + ko] (M3 4) + k3| M5) y+1) Il'F((X+y+1)
1 1
+|k3|M +|B ,
ksl 6[F(y+q+l) | 1|F((x+y+1)
Ly : =(kilM;+My)+ kol M +M)+|k|M)[ ! + [Ba]
e Ty =) T+
1 1
+|k3|M + By ———— |,
.l 6[F(y—(x+q+1) l4|F(y+q+3)
et
1 |B1Bs]
Lg : =(|k1|(M1+M2)+|k2|(M3+M4)+|k3|M5)[ +
I'ly-p+1) I'(y+1)
1 BB
+|k3|M6[ + IB1Bs|
I(y+g-p+1) I'(+y+q+1)
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

3.1 UNICITE DE SOLUTIONS

Théoreme 2.1 Supposons que (H1) vérifiée. Alors le probleme (2.1) a une solution unique
pourvu que0 <L <1, L:=max(Ly, Ly, L3).

Preuve. On va montrer que I'opérateur ¢ posséde un point fixe unique. Pour cela, on va
prouver que ¢ est un opérateur contractant.

On remarque au passage que l'opérateur est bien défini de I'’espace R dans R : 1a stabilité
est donc assurée.

A: Soient x, ye R. Donc pour tout te€[0,1], ona

|y (1) - Dx(0)] < |k1|f“ﬁ“) | v,y (), D%y () - fi(v, x (v), DX (v))| dv -
+1k1|1By] tzf%m(v x (), D%y () - fi(v,y (v),D*x(v))| dv
+1k2 |f”p’f§ |2,y (), DPy(v)) - fo(v,x (v), DPx(v))| dv
+ k2! 1B tzf% |21,y (1), DPy() - fo(v, x (1), DPx(v))| dv
+ | ks If(tn ) |f3(v,y(v) J9y() - (v, x(),]9x(v)| dv

+|k3|IB1It2f%|f3(v,y(v) 17y () - f3(v, x (v),]9x(v)| dvduds.

En vertu des nos hypotheses, on peut écrire :

|2y (@) = Dx(0)] < lea| My [y = x| o + M2D [y = x| )f(r 0 g

Ity
1k |(My |y - x| + M2D* ||y - x| )|Bl|t2f<fpg>f“)l
+ 1z (M3 |y = x| o + MaD” ||y = x]| f([[L’E)YY)l
+ 12l (Ms ||y = ]| oo + MaDP ||y = x] , )lBlltzf”pf;—iﬁjj

1
1| (M ||y = o, + MI¥ |y — %], )f -av

ksl (Ms |y = %o+ MoI? [y = x] )|Bl't2(f “Thear ld")'

Iy+a
Ainsi,
r a+y+2
sup;cr [Py (1) — Px(0)| < [ki] (M; + M) | D*y —D%|| [suptel Toy +Bulsupra F(t(x+Yy+l)
Y +Y+2
1kl (M3 +My) ||y - x|, [Suptel i * Bilsupc F(t povy
t +Y+2
|k3|M5 ”y_x” [Suptel [’( +1) + |Bllsupt€l F(O(+YY+¢1])2 +
t(1+ +q+
| |k3|M6 ”y_x” [Suptel F(Y+q+l) +|B1|Sllpt€1 F((X+Y+q+1)
Donc,
(] (M1 + M) + [kp | (M3 + Ma) + kI Ms) | 75 + 1B 7t

sup |Py(1) - Bx(1)| < Iy —x|g-
rel

+|k3|M6[F(Y+q+1) I l|m .
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

Par conséquent,
|2y = ®xl| o <L [y = %[5
B: Soient x,y€R. Ona:
D, = (1O =+ [0 - D) s s+ Bt 5

+1ko| (M3 ||y — x|, + M4 | DPy-DPx||_) [suptel To ooy +/Balsuprar F(++2

3
+1ksl (Ms ||y — x|, +Ms |17y -19x]| ) [suptelm + Byl sup ¢ F]EYY+23) i

Cela implique que

(1| (M + Ma) + 1Ko | (M + Ma) + sl Ms) | sup et 77y

—a+1)
+2
[D*y—DFex] = +1Balsup a Tl ly-xl.,
Y-atq [y+q+2
| k3| Mg [suptdm IBslsup;; Thrar3)
Donc,
kyl (My + Mo) + | ko | (M3 + My) + | k3| M + Bl
[D%y - Dfdx < (1l (M 2) + k2| (M3 4) + | k3] 5)[F(Y o) T Th+3)

e Iy= sl

[W *[Bal F(Y+q+3)
Alors,

[Dey - Dibx o < L2y =[5

C: Pour x,yeX et tel, ona:

t pe
|DP®y -DPOX| < |k1|f% | (1, D%y () - fL(, D%x(v)) | dv
0

+|k1||BlB5|[ “p’;)) | fi(v, D%y (v) - fi (v, Dx(v)| dv| £>7P
0

+ ks |f” ”“ i |fz(v y(@),DPy()) - fo(v, x (v),DPx(v))| dv

1 _
+k2!B1Bs| [ “}?YY) | g,y ), DPy) - folv,x(v),DPx(v)|dv | 2P
0
+ ks |f” ”’Y - |f3(v y@),J7y() ~ f3(v,x (v),JTx(v))| dv
1 _
+|k3||B1B5|[ “}”()YY)1|f3(v,y(V),I"y(V))—]%(v,x(V),Iqx(V))Idv t27P
0

et
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

[ |[DP®y —DPox||_ < (ki IM, |y - x||, + M2 | D%y - D%]|_) (suptd oD

tY—p+2

+1ko| (M3 |y — x|, +Ma4 |[DPy-DPx| ) (supt€I F( oy +|B1Bs| sup ¢ L ooy

P2 )
L

On obtient

|B1Bs|
-p+1) - I (y+1)

(et (M + M) + K| (Ms + M) + [ k3| Ms) | 77—
|DPdy - DPox|_ < v

1
+ k3| Ms I (y+g-p+1) * I(+y+g+1)

Par conséquent,
[DYey -DYox|, <Ls |y -],
On conclut que :
| ox-Pylrs=Lllx—-ylr.

Comme 0 < L <1, alors @ est contractant.
Le théoreme du point fixe de Banach nous permet donc de conclure que I'opérateur ¢
admet un point fixe unique x € R qui est la solution du probleme (2.1). m

3.2 EXISTENCE D’UNE SOLUTION

Théoreme 2.2 Supposons que (H2) et (H3) sont valides. Alors le probléme (2.1) possede au
moins une solution sur [0,1].

Preuve. On utilise, par exemple, le théoreme de Schaefer pour prouver ce théoreme. On
procede comme suit :

Etapel Nous montrons que ¢ est un opérateur continu sur R :
Cette étape est triviale.

Ftape2 Maintenant, on prouve que I'opérateur ¢ transforme les ensembles bornés en
des ensembles bornés dans R. On prend r >0, et B, :={c€R;|lcllg = r}.

17
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)

+|k3|(M5 ||y_x||oo+M6 ”]qy_]qx”oo (suptel T~ )+|B1B5|Sllptel o)

Y-p+2

F(Y+1)

|B1Bs| ||J"x||R
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

Par (H3), pour chaque y € B,, on retrouve :

23]

< [Ny, +1k1INy, + 1k N, +1ksINp | [nylﬂ

|2yl =Ny, Suptexf”p’;”) -dv

y+a—1
+|B1 Ny, sup (I%dv) 12

(=)t d
Iy

+o—1
+ Byl k1IN £ sup,p (f%dy) £2

+ |k1|Nf1 Suptelf

(t—v)¥! d
Iy

(1—p)Y*ret 2
Torew dv) t

+1kz2 N, Suptelf

+ ko] |B1|Nfzsupt€l(
o

(t—v)¥!
Ty dv

_ +a—1
+1k3|IB1IN g, sup,¢; (Of%dy) 2

+ ks Nfs SUDP se1 f

Par conséquent, on a:

|27l = | [N

Et aussi, on a

+|Bylsup,¢ 27

Alors,

ID®y| ., =sup,e |D*®y(1)| <suptelf U |f4(u)ldu
+|k1|SUPre1f(t
+|k2|Supt€If(tF(Y

+1ks| Supt(—:lf
0

+ |B7A2 + B6A1

1
Tiy+1)

+ 1K1 INf, + 1ol N, + k3N ]

1
+ Byl Ta+y+1)

W | A y(w), D"‘y(u))|du

| folu, y(w), DPy(w)| du

% | /5w, y(w),]9(y(w))| duds

1 (l_u)y+a—1

| T 100 du
+1ky |f“F’(”Y+ “) | £, y(w), Dy ()| du
+ 1k |f“f’(‘”+ — | o, y(), DPy(w))| du
+1ks |f“r§”: — | f3(u, y(@0), 19 (y(w)) | du

B4A3| + [BgAy|.

1
) T Byl Tatry+1)

< +00.

< +o0.

(2.6)
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3. RESULTATS ANALYTIQUES

) [Ngy + 1Kt NGy + lhe N + sl N || s + 1Bl s
%@yl =
+1B7A2 + BgA1 — BaAs| + [BgAz
Avec les mémes arguments que précédemment, on peut écrire
[ p P ()Y P"
|D @y” =sup ¢ |[DPPy (1) <supt€1fm | faw)| dv
(t—=v)Y" P~
+|k1|supt€1fm | iv,y(),D*y ()| dv
+|kz|supt€1f%|fz(v,y(w DPy(w)|dv
(t-v)Y
+| ksl sup ¢ ﬁlfs(v,y(w J9(y ()| dv
(1 U)Y a—1
f Toro |fa(w)| dv
+1ky |f“F’(’”+°‘) | fi(v, y(), D%y ()| dv
+|B1Bs|sup ¢ 1277
(1-p)¥*e
+ k2 |f Tisa — | folw, @), DPy))| dv
Q-—p)¥*
+ ks |f Tira | f (0, y(), ] (y(0)) | dv
| +[B7A2 +136A1 B5As| + [BoAa|.
Donc,
1
Iy-p+1)
[Nf4 +1k1INp + k2| Np, + |k3|Nf3]
||Dp¢y||oos +|B1B5|m < +00.
+1B7A2 + BgA1 — BsAs| + [BgAy|
Par conséquent, @ est uniformément borné sur B,
Etape3 Maintenant, on montre que ¢ est équicontinu
Soient #1, t» €[0,1], t; < t,. Alors,on a:
f(tl ! g
F(y)
_ 2 p A=yt
Blt f F( ) dv

— (B2A2 +B3A; —B1A3) l' +As + A
Dy (1) — Py (1) < (Nf, + k1 INp, + k2| N, + [ksINy, )

< +00.

(2.7)

(2.8)

(=) 4
f F(y)
2 p(1-p)'!
+B1f2‘({' Tty dv
+ (B2Ay, +B3A; —B;Ajg) l'§ —Axtr +A;.
(2.9)
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. RESULTATS ANALYTIQUES

5]
(=) -(p-p)¥! d
14
J Iy

|By (t1) - Py ()| = (Ng, + k1 INg, + k2 Ny, + k3N,

(p—v)V1
f Iy
By 5
* (F(cx+ly+1) +[B2Az + BgAy _B1A3|) |tl -1 | + |A2||tl —1ol.

(2.10)
On peut écrire

f(tl wy— !

]}Y ) Ciu

—ka fo(u, y(u), DP y(u))
—ks f3(u, y(w),]9(y(w)))
fa(w) = ki fi(v, y(u, D%y (w))
—ka fo(u, y(u),DP y(u))
—ksf3(u, y(w),]9(y(w)))
+(B7A2 +BgA; — B4Ag) 127+ BgAo 1 ™%

[ fau) — k1 fi(u, y(u), D*y(w))

DY®y(t)) -D*®@y(t,) =

)G+Y 1

_ 2—a (-
Byty f Tla+y)

du

%]
(-t

du

fa(w) = ki fi(u, y(w), D%y (u))
—ko fo(u, y(w),DP y(w))

o e ks fi (1, y(10), 79 (y (1))
- et faw) = k1 fi(v, y(u,D%y(u))
~Byt2~ O‘f“F(;HY) —kafo(u, y),DPy(w)) | du
—ks f3(u, y(w),J9(y(w)))

+(B7A2 + BgA1 —B4A3) 15 % + BgAnt, @

? (tl_u)Y_o}’zY__(z)_u)Y_a_l du
|D®y(t1) —DPy(1)| = (Ny, + k1IN, + k2| Ny, + k3| N,

%]
(p—wy !

PN R
( )a+y 1
( (N N RN N ] S )|t12°‘—t§°‘|+B8Az|t11°‘—tgl°‘|.
+[B7A2 + BeAj — B4As|
2.11)
D’autre part,
151 o
p Ty R\ fa) =k fi(v, y(v,D%y (1)) -
DPey(n) =Dy (t) o Lh-p ko fo(v, y(),DP y(v)) — ks f3 (v, y(1),]9(y (1)) dv
B opre f2) = k1 fi(v, y(v, D*y (1)) - v
o Lo-p ko fo(v, y(v),DPy(v) — ks f3 (v, y(1),]9(y (1))
B,B [ (1—p)Y+a- 1[ fa(v)—k1 fi(v,y(v,DYy(v))— dvl &
B 13 T+ | kafo(v,y(0),DPy(v) — ks f3(v, y(0),]9 (y(1)))
o —ki1filv,y(v,D*y(v))— -
_B.B- | [azw 1[ fa(v) —ky dv| 2P
! S[f I'v+o) | ko fo(v, y(0),DPy(0)) — k3 f3(v, y(1),]9(y (1)) i
([B7A2 +BeA1 —BsAs3]Bs l‘f_p — [B7A2 +BgA1 —B5A3] Bs t22—p)
+(BoAot; 7 = Borat, 7).
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4. STABILITE AU SENS DE ULAM-HYERS

5]

J

|DPDy (1) —~DPPy(1r)| = (N, + k1IN, + ko Np, + 1 ksINg ) | ©

|(t1—v)Y_p_1—(t2—s)Y_p_1|dv

15)

+/

151

I'y-p)

(ty—v)Y~P!

I'y-p)

1
1—p)o+y-1
(Nf, + 1K1 INp, + k2 Np, + k5N ) 1By Bs| [ofﬁdv] )’ﬁzp‘ 5|

+|B7A2 + BeAj — B5Asz||Bs|

2

+|BgAs| ‘fll_p - l'l_p’ .
(2.12)

Les second membres des (2.10), (2.11) et (2.12) tendent vers zéro quand t; — f,. Cela si-
gnifie que 'opérateur @ est équicontinu.

En conséquence de ces trois étapes et grace au théoreme d’Arzela-Ascoli, on conclut que
¢ est completement continu.

Etape4 : Finalement, on considére W(®) := {y e R;y =n®(y), 0<n< 1} pour lequel
on doit démontrer la "bornitude".
Soit y € R, on prouve que W est un ensemble borné.
Pour chaque r€[0,1],0ona:

[Nj, + 1k INf, + 1Kol N, + [k N [F(Y_lam +1Bal T )
+[B7As + BAj — B4A3| + |BgAz|.

De la méme maniere, on peut prouver que

[¥lee=n

[Nji + 1Kt NGy + lhe N + sl N || s + 1Bl s )
+|B7A2 + BgA1 — B4Asz| + [BgAy|.

ID*®y|, <n

Aussi, on a

- S S
[Ng, +1k1INg + k2| Np, + [ k3| N, | Tapy o " |B1Bg| TGarprrsD)

D@y, <n |
+|B7A2 + BeAj — BsAs| + [BgAs|.

Grace a (2.6), (2.7) et (2.8), on peut déduire que || y|| < co.
Par conséquent, W est borné. On conclut par le théoréme du point fixe de Schaefer 1.6

que I'opérateur ¥ admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (2.1).
]

4 STABILITE AU SENS DE ULAM-HYERS

A présent, on donne des définitions et des criteres qui concernent la stabilité de'Ulam-
Hyers pour le probleme (2.1).
Soit € > 0. On considere les inégalités suivantes :

| DYy +k filt, y (@), Py (D) + k2 fo (8, y(0), ZP y(0)+ks f3(8, y (1), £ (y (D)) - fa(D) =€,
(2.13)

t€[0,T].
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4. STABILITE AU SENS DE ULAM-HYERS

Définition 2.1 Le probleme (2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers s'il existe un nombre réel
M > 0 tel que pour chaquee > 0 et pour tout solution y € R de l'inégalité (2.13), il existe une
solution x € R du probléme (2.1) avec

lx—ylr <=Me

Théoreme 2.3 Supposons que les hypothéses du Théoreme 2.1 et aussi (H3) sont vérifiées.
Alors le probléme (2.1) est stable au sens d’'Ulam-Hyers.

Preuve. Soiente > 0,0< g< p<a<1,2<y<3.Siy estla solution de I'inégalité (2.5),
alors y est une solution de I'inégalité intégrale suivante :

—[B2As + B3A;

—B1A3] 2+ At + A

B [ fa) = ki fi(v,y(v), D (V) -

-y= f T | kefolv, y(0), DPy(0) - ks (v, y@), 390/ | 4 e
_ (1— u)w 1 fa() = k1 f(v, y(v),D%z(v)) - , | Sex——m,
B [f Tt | ks folv, y(0), DPy(w) = ks fo(0, y), 9y | 47)" Iy+oa+1D

et comme on a déja prouvé que x est la solution unique du probleme (2.1), donc:

(e fa() = k1 fi (v, x(v), D*x(v)) -
x(#)= f Tt | ke fo(v, x(0), DPx(0) — ks f3 (0, x(0),J9 (x(w))) | @7
_B, [f“ pYHe 1[ fi(v) = k1 fi(v, x(v), D*x(v)) - avl 2
Tiy+o ko fo(v, x(v), DP x(v)) — ks f3 (v, x(v),J9(x(v)))
—[BoAy +B3A; —B1Az] 12+ Agt + Ay
Par I'hypothése (H3), on trouve :
eyl = (1t OV + M) + 2| (M3 +Ma) +1 K3 | Ms) [F( +1B1l Ty

F(y+0(+1)

Ce qui implique que

+ k3| Mg

[F(y+q +1) +[B1] F(a+y+q+1)

€

= ylloo = *Thrasn M 2=y
Par le méme raisonnement, on trouve

€

[y =D, = s +Lelle= g

et e
IDPx-DPyl|,, = *Tq-p+D +Ls |x-ylg
donc ¢ c ¢
”x_y”R = [F(Y+(X+ 1) + F(Y+ 1) + F(Y_p+ 1)] +L||x_y||R'
Finalement, on obtient
€ + € + €
eyl = P < e

] lx=ylle

Par conséquent, le probleme est stable au sens d’'Ulam-Hyers. Ceci complete la preuve de

ce théoreme. m
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5. EXEMPLES

5 EXEMPLES

Exemple 2.1 On considere le probleme suivant :

{ D*1r () + ki fi(t,7(£), D*r () + ko fo(2,7(£), D*Or (1)) + ks 3.2, 7 (0,140 (r (1)) = fa (1)
r(0) = pi, r' (0)=-3/2,1°81 (1) =3/17

2.14)
et
a = 0.80, y=2.1, p=0.70 ¢=0.40,
ki = 0.08, k»=0.06, ks3=0.05,
et
ftara) cos(8+t4)+Sa .
1\, a1, 42 e — —u] 2
V3+r> 8
e ) sin(1+t2)+2 A 4
,a1, d = — —a —ay,
Z i Vi 9 849"
A0 : 1 -4 4
,ai, dr) = a1 +—a
Stz 100+¢2 3 1T51?
243
fa(t) = -

Pour chaque ¢ € [0,1] et pour tout ay, ay, b1, b, €eR,ona:

|f1(¢, a1, a2) — f1(t, by, bo)|

IA

5
—|lay — b1l + —=|a> — by|.
8|1 1l 7|2 A

2 4
—la; — b1l + —=laz — ba|.

tya ,yag) — t;b ,b <
| f2(t, a1, a2) — fo(t, b1, bo)| 9 819
2n—4 4

| f3(t, a1, a2) — f3(t,b1,b2)| < 3 |d1—b1|+a|az—b2|'
D’ou,

M 5 M—S M—Z M_4 _2]‘[—4 M_4

1mg T BTy Mg T T3 Ty
et alors,

L;=0.1250, L,=0.1400, L3=0.3654.

Par conséquent, on a:
L=max(L;,L,,L3)=0.3654.

Par le théoreme 2.1, on confirme que (2.14) a une solution unique sur [0, 1].

Exemple 2.2 On prend maintenant un autre exemple. 1l est le suivant :

{ D*r () + k1 fi (8, 7(8), D" 1 () + ka fo (2, 7(8), D™ 1 () + k3 f3 (£, 7(), 17 (r (1)) = fa (1)
r(0)=pi+v3, r (0)=-5/3,J%r(1) =4/19
(2.15)
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6. CONCLUSION

ou,
(t a, a )—L
htar,a T 1v2u(d+ad)
_ sin(aap)
fZ(tJalraZ)—7+t4((a2+a5)
_ coslap+ay
) Bt a,a) =350 705

f4(lf)=%5
a=0.63, y=2.01, p=04 =033,
k1=0.11, k2=0.10, k3=0.20.

Clairement, on a

IA

1
|fit, a1, a0)] 1=Nys, |flta,a)|===Np,

IA

1 3
Bltana)] = 2=Ng [filo=2=Ny.

Par le théoreme 2.2, notre exemple (2.15) a au moins une solution on [0, 1].

6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a établi des conditions suffisantes assurant I'existence et 'unicité
de solution pour le probleme (2.1). Pour cette raison, on est passé par I'application du
théoreme du point fixe de Banach. D’autres résultats assurant I’existence au moins d'une
solution sont aussi traités en utilisant le théoreme du point fixe de Schaefer. Une étude de
stabilité au sens de Ulam-Hyers est aussi faite dans ce chapitre.
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Chapitre 3

APPLICATIONS NUMERIQUES

1 INTRODUCTION

Au cours de ce chapitre suivante, on présente une approche numérique pour la dérivé
Caputo. Ensuite, afin d’étudier la dynamique du probleme fractionnaire du chapitre pré-
cédent, on présente un systeme différentiel fractionnel réduit qui est équivalent a notre
probleme. La simulation numérique du systeme fractionnaire est effectuée par Runge-
Kutta4. Pour plus d’information, le lecteur peut consulter les travaux suivants : [1, 14, 22].

2 METHODE DE RUNG KUTTA

On sait que pour résoudre le probleme de Cauchy suivant

{ r')=f(t,r)

1 (to) =1y,

le schéma numérique suivant est proposé

tiqi=ti+h
Irit1=T14 +hw(ti)ri)h)y

ol la fonction d’incrément ¢ est une approximation de f (¢, r) sur l'intervalle [¢;, £;11], et
h est la longueur de l'intervalle. On identifie la méthode Rung Kutta du quatrieme ordre
(RK4 ) qui est donnée par le schéma explicite :

Pl:fn
h P
Po=fltat 2 rp+ 22
h P
Py=f tn+§,rn+hP3)
rig1=ri+h¥(t;,r;,h)

Pi+2Py+2P3+Py

U(ti,ri,h):= 5
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3. APPROCHES NUMERIQUES

3 APPROCHES NUMFERIQUES

En suivant le théoreme "intégral" de [17], on présente des approximations pour la dé-
rivé de Caputo dans deux cas différents.
On commence par diviser I'intervalle donné [0, T] (pour notre cas, T =1 ) comme suit :

A:0=ty<h<---<ty=T

et t;=1ih, danslequel h= %, i=0,1,...,n. Puis, on rappelles le théoreme suivant [??227?] :
Tout d’abord, on utilise la fonction d’interpolation linéaire par morceaux pour y,

+1
y(t)+
i~ Lli+l tz+1_

J/n(t): y(tl-l-l)’

ou 1 <t<tj,1i=01,2,...,n—-1.
Donc la substitution donne

Jo,:y(0) nE_II (1) nE_l{ " =07 _FT)OH ()d }
a ) = X n )= n
O,Iy o O,tny ﬁi ((x) ynlT)at

i=0
n-1 li+1 (tn_T)O(—l T—ti1 ) Liv1 (tn_T)(x—l -1
= dr (t')+(f dt) (ti )}
g{(ft, IMo)  ti—tin Y t; I tis1—1 yitia
(04
Ky iy (t),
F(O(+2) Z 1]J/( z)
ou,
Kio=n%*a+1-n)+(n-1)*"
Kii=(n—i-D*'+(n—-i+ D' -2(n-)*", i=1,2,...,n-1, (3.1)
Kl’n:]..

on obtient 'approche numérique suivante pour I'intégrale fractionnaire.

Théoréme 3.1 Supposer que y(t) € C[0, b], l'intégrale fractionnaire a l'approche numé-

rique suivante :
(04
Jo . y(0) = ZK1 it +0(h?),
rbn ( 2) 0

telle que K, ; est donnée par (3.1).

Preuve.
Soit
AU
E(t):y(t)_yn(t)— o1 (t—1t) (t—tiv1)

ou € (¢, tjy+1). Ainsi

Otoyn(t) 18,70 =[5, 00 -y0)| _<llya0 -y o 75 fi" ttn =0 d

b
= e | ya 0 - Y0 = s a0 - v oo = L0 (12) = 0 (12).

Théoréme 3.2 Suppose que y € €' ([0, T],R). Lapproche numérique pour lintégrale frac-
tionnaire est donnée par :

Y i

Y Kjyj,  i=0,...,n+1,

Y 1) =
RO )
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3. APPROCHES NUMERIQUES

Yo condition initiale,

N

ou

MY —(n-y)(n+1)Y, j=0,

— i+ _ 1+ _ _ oz (Y+1) : .
Kj:=0;(y)=+ (n+2-7) +(n—J) 2(n—-j+1) , j=1l...i-1,

1, j=i.

Sur la base du théoréme 3.2, on propose I'approximation suivante pour la dérivée de Ca-
puto:

Théoréme 3.3 Suppose que y € €3([0,T],R) and 2 < y < 3. Ensuiteona:

3-y i .
Y LiyPy,  i=0,...,n,

DYy(t') ~
i F =

B-a+2)
tel que,

—(n—-2+y-3)(n+ 1)V 4 (n)EY+D j=0,
Li:=0;2-7)=3 (n—j+2)8 YV y(n- eV _2m—j+nBYD  j-1.i-1,

1, j=i.

et

Y3—=3y2+3y1— Yo
h3 ’ ] :0)
() Vite =2Yi+1+2Yi-1— Yi-2 .
Yy =3 e , j=1...i—-1,
Yi—=3Yi-1+3Yi-2~Vi-3 .
3 ,  j=Ii.

T
Preuve. Soit y € 6€3([0,T],R),2<y<3,0< t< T et prenons h:= —ine N*.
Puis, par le théoréme (3.2), on obtient :

h3—y n
DY y(tn) = I YD y(t) ~ 5 L LDy,

Par systeme de différences finies, au lieu d’utiliser "différence centrale scheme" pour j =
0,...,n,on utilise "schéma de différence avant" pour j =0, "schéma de différence en arriere”
pour j = n, et "différence centrale scheme"pour j=1,...n—1.

Par substitution dans la formule ci-dessus, on obtient :

3-y _ i—3yi1+3Yi_o—Vi_ —3y,+3y1—

Yn=3Yn-1+3yYn—2-Yn-3 )

+Ln ( 3

Ceci termine la preuve. m
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Théoréme 3.4 Suppose que y € €' ([0,T],R) et0O<a<1.ona:

1-a i
Dy(t;) = ———— > LiyV(¢), i=0,...,m,
y(@) F(l—a+2)j§0 Rt
oL,
—(n-1+0)(n+ DI+ (n)@), j=0,

Li=ojl-a)=3 (m—-j+2)*Y+n- )@ Y-2n-j+D®%, j=1..i-1, 1,

1, j=1.
et Yi—Yo
) :0’
h
(j): yj+1_yj_1 =1 i—1
v =4 o i1,
Yi—Yia .
no o 17!

4 SYSTEME ASSOCIE

On rappelle que le probleme (2.1) peut se réduire au systeme suivant :

DPr(t)=y(t)
D> Py(t) = z(t)
DY 2z(1)=—ki fi (£, 7(0), DY P y(1)) — ko fo(t, 7(8), y(1)) — ks f5 (¢, 7 (8),]97 (1)) + fa(2)
(3.2)
autrement dit

DPr(t) = y(t)
D'"Py(t) = z(¢)
DY 'z(1) = —ki fi (£, 7(1), D P y(1) = ko fo (2, 7 (1), y(0)) = ks f3 (£, 7 (1).J97 (1)) + fu(D).
(3.3)
Donc,on a

Dr(t)=D'"Py(1)
D%y (1) =DPz(1)
Dz() = kD3 fi (2,7 (), DY Py(0)) — k2 D37Y fo (2, 7 (1), y (1)) — kD3 Y f3 (2, 7 (8),J97 () + D37Y f4 (1).

5 SOLUTIONS PERIODIQUES

Premieérement, il est facile de prouver que le probleme (2.1) peut étre réduit au sys-
teme suivant :

DPr(1) = y(1)

D? P y(t) = z(t)

{ DY 2z(1) = —k1 fi (£, 7(0), DY P y(1)) — ko fo(t, 7 (8), y(1)) — ks f5 (£, 7 (8), 97 (1)) + fa(2).
(3.4)
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5. SOLUTIONS PERIODIQUES

Ensuite, sur la base du systeme équivalent, on passe a présenter quelques simulations
utilisant la méthode RK4 et les approximations proposées ci-dessus sur les dérivés de Ca-

puto.
(a:) Comme premiere simulation, on considere le cas ou f est donnée par :

At (), 2% (1) = 1/10(2% ()% + 107 (1),
L0, 2Pr (1) =1/15(2Pr(1)? + 151 (1),

Falt,r(0), 2r(0) = (L9 (D)?, 5-5)
fa(t)=5co0s(0.11),

avec conditions initiales (0.09,0.08,0), k1 =10,k2 =15,k3 =1 et h = 0.005. Lintégration
du systeme (3.4) est effectuée par RK4 et "le rapprochement" ci-dessus des dérivées de

Caputo.
— Pour ordre proportionnel (y, «, p, q) = (2.06,0.80,0.70,0.60), on a
o
o
i
e o= oz B oz o 0.6 0 100 200 300 400

FIGURE 3.1 - trajectoire de phase et solution du systeme (3.4) pour (3.5)

— Pour ordre proportionnel (y,a, p, q) = (2.09,0.95,0.57,0.56), donc avec les mémes

données que ci-dessus, on a

0.8 os
ve
os
0.4
0a
N\ ! N f N N A
0.2 | [ [ /
| | | [ \ [
8 02 [ | [ f [ |
= 0° T L Y T Y T O W O
ol ‘ N Y A T R O A b
0.2 i 1
A (A T A Y O N A |
T O T A | | | T
0.4 02 / | | | [ \
| / \/ \/ / / \ \/ \
06 oal W J \ \ v J J V) \
on
fos oa oz o o2 o4 o6 0.8 os
x o 100 200 390 200 s00 S0

FIGURE 3.2 - trajectoire de phase et solution du systeme(3.4) pour (3.5)

— Pour (y,0q, p, q) = (2.1,0.6,0.56,0.55), I'incorporation du systeme 3.4 est réalisée par

RK4, on obtient

0.0 0.6
06
o4 n N f n \ n n A
04| [ Y i A {1\ [ \ /
i f [ | | Vo
02r — o \ [ i | | L
[ | | T I\ (I L
= - [ I [ I \
E or \ (- | | |
1 [ |
I | | 1 (. I | | |
' ‘ \ A O A I A Vo [V
04t oz | | | \ | | | (| | | |
{ \ | V! Vol (W [ | f
oel |\ Vo Vo L [
oal W \/ \/ \ \J / J \J J
oe
- e
06 0.4 o 0.2 0.4 0.6 o 100 200 ago 400 500 600

FIGURE 3.3 - trajectoire de phase et solution du systeme (3.4) dans le cas
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5. SOLUTIONS PERIODIQUES

(b:) Une autre simulation peut étre aussi envisagée dans le cas suivant :

104 _ 3
AP0, 71 (0) = s + 1(0°)
sin(r()9

p r(1)
fZ(t) r(t))@ r(t)) = 7+t4(r(t)+@l”r(t)) + r(t)) (36)

q _cos(r()+ g9r(1)
f3([’ r(t)rj r(t)) - 3+t4(r(t)+j‘7r(t))’

fa(t)=5co0s(0.11),
avec conditions (0.42,0.008,0), k1 =0.11,k2=0.10, k3 =0.20 et 1 =0.005.
On a alors
— Pour ordre proportionnel (v, «, p, q) = (2.2,0.60,0.40,0.22), on a

1.5 2
2l 15
1
osf
= os
= of >
= o
o5l
0.5
Al N
1s 1s
s - 0.5 o 0.5 1 15 2 o 100 200 s00 400

t

FIGURE 3.4 - trajectoire de phase et solution du systeme(3.4) pour (3.6)

— Pour ordre proportionnel (y, «, p, ) = (2.01,0.7,0.5,0.33), on obtient

i 15 . . . . .
h N N A N N A N N N

os b

dx/dt

_os |

FIGURE 3.5 — trajectoire de phase et solution du systeme(3.4) pour (3.6)

— pour (y,a, p,q) =(2.1,0.7,0.6,0.50), on obtient

15

osf| | |

<t

FIGURE 3.6 — trajectoire de phase et solution du systeme (3.4) utilisant (3.6)

(c:) On considere également le troisiéme cas suivant :

[, (), 2% () = r(D( 2% ()3 + (r (1)),
Lt (), 2Pr(0) =2r(0(2Pr() + (r(1)3,
B r @), £9r@) =r) (£ (1),
fa(2)=0.6sin(1),

(3.7)

30



5. SOLUTIONS PERIODIQUES

avec conditions initiales (0.09,0,—0.09), k1 =1,k2 =0.5,k3 =1 et h = 0.005. L'intégra-
tion du systeme (3.4) est effectuée par RK4.

— Pour commande incommensurable (y,q, p, q) = (2.2,0.7,0.50,0.40), on a

0.12 0.25
0.1 0.2
0.08 015
0.06
0.1
0.04
= 0.05
< o.02 R
= o
o
0.0 -0.05
-0.04 | -0.1
_0.06 4 -0.15
-0.08 -0.2 |
-0.2 -0.1 ] 0.1 0.2 0.3 o 50 100 150 200

x t

FIGURE 3.7 — trajectoire de phase et solution du systeme(3.4) pour (3.7)

— Pour ordre proportionnel (y,a, p, q) = (2.10,0.80,0.66,0.50), on peut écrire

0.1 025

0.08

0.06

0.04

0.02

dx/dt

o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08
0.2 0.1 o 0.1 0.2 0.3

x o 50 180

FIGURE 3.8 - trajectoire de phase et solution du systeme(3.4) pour (3.7)

— Pour (y,a, p,q) =(2.01,0.90,0.70,0.50), I'incorporation du systeme 3.4 est aussi ef-
fectuée par RK4, on obtient :

0.1 0.25

o.08 0.2

008 0.15

0.1
0.04
0.05
op2
=
=
~o
-0.05
-0.02
0.1

-0.04

-0.15
-0.06

0.2 1
_0.08 -0.25
-0.3 0.2 01 [33 01 02 0.3 o 50 180 150 200

FIGURE 3.9 - trajectoire de phase et solution du systeme (3.4) pour (3.7)

(d:) Aussi, on peut considérer le quatrieme cas suivant :

hH, @), 2% () =r()(Z%r (1) + (r(1),
fa(t, (), 2Pr (1) = r()(ZPr(0) + (r()3,
fr@), £9r(@) =r®)( £ (1),
fa() =0.2c0s(0.251),
avec conditions initiales (0.03,0.005,0), k1 =0.5,k2=1,k3 =1 et h =0.005. Alors, cela
nous donne

(3.8)

— Pour commande incommensurable (y,«, p, q) =(2.2,0.40,0.20,0.10), on a
— Pour une commande proportionnée (y,q, p, q) = (2.06,0.3,0.2,0.10), on a

— pour (y,q, p,q) =(2.1,0.20,0.10,0.01), 'incorporation de I'’équation 3.4 est effectuée
en utilisant la méme méthode que précédemment. on a
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FIGURE 3.12 - trajectoire de phase et solution du systéme (3.4) pour (3.8)

6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a démontré un résultat d’approximation sur la dérivée de Caputo.
On a aussi présenté un systeme équivalent au probléme "Duffing" du chapitre précédent.
Cette représentation nous a permis de prouver la présence de certaines trajectoires pé-
riodiques pour le systeme obtenu. Il est a noté que dans cette étude, on n’a pas trouvé
de résultats sur les phénomenes du chaos : Ce sont des travaux en progression, in chaa

ALLAH.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, on a apporté une contribution théorique ainsi que certaines petites
applications au domaine du calcul fractionnaire. En effet, nous avons présenté des résul-
tats d’existence et d'unicité sur une nouvelle classe d’équations différentielles fraction-
naires. Nous avons appliqué les concepts de calcul fractionnaire ainsi que des théoremes
de points fixes pour établir des criteres sur I’existence et aussi sur I'existence et 'unicité
des solutions. Pour cette démarche, nous avons fait appel au principe de contraction de
Banach et au théoreme du point fixe de Shaeafer. D’autre part, nous avons établi la sta-
bilité d’'Ulam Hyers pour notre probleme. On a aussi proposé, avec démonstrations, une
approximation originale des dérivées fractionnaires par des différences finies. En consé-
quence, des simulations numériques ont été réalisées pour montrer que le probléme in-
troduit a un comportement oscillatoire. Pour des parametres bien spécifiques, nous avons
constaté qu'il peut coexister des trajectoires périodiques [5, 20, 25]. Par 'utilisation de
Rung Kutta 4 combinée aux approximations obtenues, on a montré |'existence de cer-
taines solutions périodiques pour certains cas particuliers de la fonction f. Ce travail nous
a ouvert quelques perspectives qu'on va continuer a développer...
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