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INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires (EDF's) sont le sujet du siecle. Ce sont des équa-
tions qui représentent mieux que les équations différentielles classiques plusieurs modeéles et
donnent des résultats meilleurs.

Tout a commencé en 1695 quand ’Hopital a demandé de Leibniz la signification de — pour

drx
n = % et ce dernier a répondu :"Ceci apparait comme un paradoxe & partir duquel viendra
des résultats utiles un jour" ("An apparent paradox, from which one day useful consequences
will be drawn"). Apparemment, Leibniz avait raison car ce paradoxe a contribué dans la
création d’'une branche mathématique toute entiére qui s’appelle "le Calcul Fractionnaire".
Le calcul fractionnaire est un outil puissant en mathématiques appliquées et il a un champ
d’applications tres vaste. Abel, en 1823, a l'utilisé pour la résolution du probléme de tau-
tochrone sous un potentiel gravitationnel. Beaucoup d’autre ont contribué dans 1’évolution
de cette théorie comme Liouville qui a publié trois mémoires sur le sujet, et Riemann qui
durant ces études a I’enrichi avec plusieurs travaux. Sans oublier : Euler, Fourier, Caputo,
Hadamard, ...etc.
Les problémes aux limites des équations différentielles fractionnaires sont trés efficaces et trés
utilisés dans I’étude des modéles de plusieurs phénomeénes en physique, science de I'ingénie-
rie, I’électro-chimie, théorie de controle, biophysiques, finance, hydrologie, ...etc. A cause de
leurs importances, plusieurs mathématiciens ont développé des méthodes pour les résoudre
(Banach, Schaefer, Schauder,...).
Dans ce projet de fin d’étude, on va étudier I'existence de solutions pour un probléme aux
limites avec des conditions non-locales, et cela en utilisant des différentes techniques du point
fixe. Puis, on s’intéressera par la stabilité au sens d’Ulam-Hyers du probléme donné .
Ce travail est organisé de la maniére suivante :
1. Dans le premier chapitre, on va présenter quelques notions fondamentales en calcul frac-
tionnaire. Puis, on va introduire les différents théorémes du point fixe et les notions qui ont

une relation avec eux.



T. Le deuxiéme chapitre est concerné par 'utilisation des théorémes du point fixe pour ré-
soudre le probléme aux limites ciblé. On va premiérement étudier ’existence et 'unicité par
le Principe de Contraction de Banach, puis, comme un deuxiéme résultat, on va voir si le
probléme admet une solution au moins.

T. Troisiémement, le chapitre 3 est dédié a I'étude de stabilitéé au sens d’Ulam-Hyers du
probléme traité dans le chapitre 2.

On terminera par une conclusion qui rassemble tout ce qui était fait.




Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Notations Utilisées

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées tout au
long de ce travail.

$. R : Ensemble des nombres réels.

¢. R% : L’intervalle ]0; 4-o00].

0. N : ensemble des nombres entiers naturels.

0. N*: N —{0}.

O. ||l : Norme infinie.

O. |-l : Norme de I’espace K.

0. C(la,b],R) : Espace des fonctions continues de [a, b] & valeurs dans R.

O. J¢ : Intégrale fractionnaire d’orde o au sens de Riemann-Liouville.

n
0. D™ (ou E) : Dérivée d’ordre n.
O.f™ : Dérivée n-ieme de f.
0. gDy : Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
0. D¢ : Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo.

Dans le cas ou a = 0, les opérateurs : J* , pr, D% , D¢ sont notés : J* , p. D% , <D,
) a ) a 7 a Y )

1.2 Notions Préléminaires en Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduit les notions nécessaires qu’on va utiliser dans ce travail.
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1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.2.1 Soit v € RY . On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction donnée

par :

Mz) — / 11 exp(—t)dt.

Quelque propriétés :

Pour tout « > 0 et pour tout n € N*, on a :

- Iz +1) =al'(z).

— I'(n+1) =n!l et I'(1) = 1. Ceci est due a I'(.) est la généralisation de la factorielle.

n

~-Iz+n+1) = lg(x +4)['(x).

1=

Proposition 1.2.1 Pour z = —n oun € N. I'(x) admet des poles simples.

e, v 1 1
cad : ... = r(—2) = o1 = T(0) =0.

1.2.2 Fonction Beta d’Euler

Définition 1.2.2 Soient x,y € RY. On appelle fonction Beta d’Euler la fonction donnée

par :

Quelque proprités :

pour tout x >0 ety >0,0n a:

Blz,y) = D)ly) (1.2.1)
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1.3 Intégration fractionnaire
1.3.1 Intégration au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 Pour toute fonction continue f : |a,b] — R, lintégrale de Riemann-

Liouwille est définie par :

t

JOF() = ﬁ/(t—s)o“lf(s)ds >0

a

ot : I est la fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.3.2 Pour toute fonction continue h : [0,b] — R, lintégrale de Riemann-

Liouwille est définie par :
1
Jeh(t) = P—/t—s"‘lh Yds ,a >0 .
0

¢. En fait, cette intégration est déduite a partir de la formule de Cauchy pour la primitive

d’ordre n pour une fonction g € [0, ] :

1
J m/ ds.

0
Quelque proprités :

— Linéarité :

Soient f et ¢ deux fonctions continues, définies sur [0,b] dans R.

VA peRona: JYAf(t)+pg(t) = XNJ*f(t)+pJg(t) , a>0.

— Propriété de semi-groupe : Soit h : [0,b] — R, une fonction continue. Vo, 5 € R, on

a .

JOTPR(t) = JOHPR(t)
= JBJh(t)

«

T+



1.3 Intégration fractionnaire

NLES R
FB+1+a) ’
1.8 _ Lp+1) , 3
. 7T T Taen"

_ 5+1x5+1'

ta+2

4. Jat2 = m s Oé>0,t>0.
(0%

En effet, pour 1 :

a>0,z>0.

x>0

1
J% —F /t—so‘l
0

- aF(a)u
B ['a+1)
Pour 2,
1 x
JorP = —— [(z — 5)*1sPds
o

s
On pose le changement de variable © = —, et on obtient :
x

Jeal = —/(m — zu)* Wl rdu

D’apres la propriété ([1.2.1]) :
2 T(a)T(B+1)

['(a) Mo+ 5 +1)
I'(B+1) Lt
o+ 5+1) '

(1.3.1)
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Pour 3, il suffit de remplacer a par 1 dans (|1.3.1]) et pour obtenir 4, il suffit de remplacer (3
par 2 dans (|1.3.1)) aussi.

1.4 Dérivation fractionnaire

1.4.1 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 Pour une fonction h : [0,0] — R et a > 0, la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville est définie par :

dTL
reDR(t) = d—(J”_ah(t))
f t
1 d"

= o——— t—s)"*h(s)d
I'(n—a«)dt /( 2 (5)ds

0

ou: n = Ja]+1 avec[a] estla partie entiére de c.

Exemple 1.4.1 : Pour0<a <1,

- reDf(t) = %(Jl_af(t))
L(B+1) 1-a

Ir'f+1—a) '

Quelques propriétés :

- re DY f(t) = f(1).

- J¥(reDYf(1)) # f(1).

_ RLDa(tB)

Remarque 1.4.1 Parmis les propriétés qui sont vérifiées pour les dérivées classiques et qui

ne l’est pas pour g, D est :

rD*(reDPf()) #rr, D*TP f(t) #rr D®(rr.Df(t)

avec « et [ des réels strictement positifs et quelconque.
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1.4.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.4.2 Pour une fonction h € C™([0,T],R) et a > 0, la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo est définie par :

“Deh(t) = 7o (h())

t

= —F(nl—Oé) /(t - S)H—a—lh(n) (S)ds

0

o : n = [a]+1 avec|a] estla partie entiére de .

1.4.3 Lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle
au sens de Riemann-Liouville

Soient n —1 < v <, ne Net h € C"([0,T],R). Alors :

n—

cDOh(t) = g D* (h(t)—z,;h@(())).

1
=0

@l@#
: S

Quelques propriétés :

= CDA(DPf(t)) = cDHIf(t) = “DP(°D*f(t)) o f € CH([0;T];R), 0 < o, B < 1
et0<a+p<1.

- DI () = (D).

- “D*1 =0. L
D) = J(1) = Y S D0
i=0

1.5 Lemmes auxiliaires :

Lemme 1.5.1 Soit h € C™([0,T],R). Pour o > 0, l’équation : °D*h(t) = 0 admet

comme solution génerale :
h(t) = co+at+cot® + .+ cp ot

on: ¢¢ € R | i=0,..,n—1 et n = [a]+1.
Démonstration.

Soit h € C([0,T], R).



1.5 Lemmes auxiliaires :

Deh(t) = 0 = JUeDuh(t) = 0

En appliquant D", on trouve :

D™h(t) = 0
et donc :
n—l tl
h<t> = ; Ciﬁ
= cop+ct+ Cgt2 + ...+ Cnfltn_l.
[ ]

Lemme 1.5.2 Soit h € C™([0,T],R). Pour tout o >0, on a :
JO(¢D*h(t)) = h(t)+co+ ot +cot? + ...+ cpqt™?
ov: ¢ € R |, i=0,.,n—1 e n = [af]+1.

Démonstration :

Soit h € C™([0,T], R).

Jo(°Dh(t)) = JoJm D h(t)
— Jotn—aprp(t)
= J"D"h(t)

n—1 tz
= ht) =y iy
=0

7

= h(t)+co+at+ et + ... +cpqt™h
n

Lemme 1.5.3 Pour a >0 et g >0 avec f < a ,on a:

cpDPJef(t) = JoPf(t) , te€a,b]
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1.6 Théorémes du Point Fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différen-
tielles non-linéaires, alors plusieurs théorémes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équa-
tion. L’un des méthodes les plus utilisées : les théorémes du point fixe. En effet, ces théorémes
accordent des conditions suffisantes pour assurer ’existence d’un point fixe pour une fonc-
tions donnée. Dans le cas des EDF's, on transforme un probléme donné en un probléme du
point fixe et le point fixe déterminé est considéré soit comme une solution unique pour le

probléme, soit I'une de ses solutions.

1.7 Notions Nécessaires

Définition 1.7.1 : [3] "Continuité et Suites” La fonction [ est continue en a si et
seulement si, quelle que soit la suite {x,} qui converge vers x, alors la suite image {f(x,)}

converge vers f(a).

Définition 1.7.2 : Soit Q C I x E ou I =[0,T] et E un espace. On dit qu’une application
f est lipschizienne par rapport o la 2-iéme variable sur §2 si :

il existe une constante k > 0 tel que : ¥(t,x) € Q, Y(t,y) €

|f<t,$) - f(t7y>|E S k|x_y|E

¢. Si k < 1, alors f est contractante.

1.7.1 Espace de Banach

Définition 1.7.3 On dit qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy

est convergente dans cet espace.

Définition 1.7.4 . [3] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.
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1.7.2 Principe de Contraction de Banach

Théoréme 1.7.1 Soit (B,d) un espace métrique complet, et soit f : B — B une ap-

plication qui, pour tout y,z € B,vérifie :

d(fly) — f(2) < kdly—2) avec 0< k<1

Alors, f admet un point fize unique. (ie : 3z € B tq f(zr) = x).

1.7.3 Théoréme du Point Fixe de Schauder

Théoréme 1.7.2 Soit C' une partie convexe et fermée d’un espace de Banach , et soit

H : C — C un opérateur continu et compact. Alors, H posséde au moins un point

fize.

1.7.4 Théoréme du Point Fixe de Schaefer :

Définition 1.7.5 Soient By et By deux espaces de Banach. Un opérateur continu F : By — Dy
est complétement continu s’il transforme tout borné de By en une partie relativement com-

pacte de Bs.

Définition 1.7.6 On dit que lopérateur F est complétement continue si il est continue et

compact.

Théoréme 1.7.3 Soient B un espace de Banach et Z : B — B un opérateur complé-
tement continu.

Si l’esemble :

A = {zeB:x=¢Z(x),&€|0;1]}

est borné, alors Z posséde au moin un point fixe.

1.7.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli :

Définition 1.7.7 : "Equicontinuité"”
Soit {fn} une suite de fonctions définies sur lintervalle I o valeurs dans R.
On dit que la suite {f,} est équicontinue si :

Ve e I[,Ve > 0,3 >0 tels que :Vn e N, Yy el: |lz—y|l<n = |fulzx)— fuly)] <e .
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Autrement dit, toutes les fonctions f, sont continues sur I, et elles sont continues "de la

méme facon”.

Théoréme 1.7.4 Soient (E,d) une espace métrique compacte, (F,§) un espace métrique

complet.

Une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, ie :

Ve e E,Ve > 0,3 >0telsque:Vf e AVye E: dlx,y) <n = o(f(x),fly) <e.

2. Pour tout x € E, l'ensemble A = {f(x),f € A} est relativement compact.



Chapitre 2

Résolution d’un Probléme aux Limites
avec des Conditions Non-locales

Dans le domaine de mathématiques appliquées, les problémes aux limites avec des conditions
non-locales ont une grand importance due a la diversité de leurs applications en physiques et
méme en biologie comme par exemple : conduction de la chaleur, ’écoulement de ’eau sous
terre, thermoélasticité en mécanique des milieux continues,...etc.

Récemment, la résolution des problémes aux limites des équations différentielles fraction-
naires avec des techniques utilisées en analyse fonctionnelle pour des équations non-linéaires
(comme : théorémes du point fixe, théorie de Leray-Schauder, ... etc) a eu l'attention des

chercheurs et c’est ¢a ce qu’on va présenter dans ce chapitre.

2.1 Probléme Différentiel & Condition Non Locale

Soit le probléme suivant :

cD(t) = f(t,z(t),D*z(t)) 1<a<2 te[0,T]
2(0) = x , (20 > 0)

T O (2.1.1)
z(T) = /g(s)x(s)ds

o “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0; 7] x R xR — R est une fonction
continue de classe C?, zy est une constante positive, et g : [0; 7] — R est aussi une fonction

continue de classe C?
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Dans ce chapitre, on présente une approche similaire de celle de Yan and al. [15] pour résoudre
ce qui semble la méme équation différentielle fractionnaire avec des conditions aux limites mais
la nouveauté c’est au lieu d’avoir f(t, z(t)) comme second membre, on a f (¢, z(t), D tx(t)).
On va étudier I'existence et 'unicité de la solution a l'aide de Principe de Contraction de
Banach. Puis, en utilisant le théoréme de Schaefer, on va aborder la question de I'existence

d’une solution au moins.

2.2 Probléme Intégral

2.2.1 Reésultat 1

Lemme 2.2.1 Soit 1 < a < 2. La fonction x est la solution du probléme au limite fraction-

naire ( st et seulement si x est la solution de [’équation intégrale suivante :

ot) = (1= D)oo+ 1 [ gls)als)ds

1 —1 a—1
+m/(t—s) F(s, a(s), Do L(s))ds (2.2.1)

T
_ﬁi/ — ) f (s, x(s), D* L (s))ds
0

Preuve :

Soit ’équation :

cDx(t) = f(t,z(t), D> Lx(t))

alors :

JU(EDa(t)) = Jf(t,a(t), D x(t))

Par lemme 1.5.2. |
x(t) = —co—at+ Jf(t,a(t), D a(t)) . (2.2.2)

Maintenant, on cherche les constantes ¢y et ¢;.
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D’apres les conditions sur ([2.1.1]) en t = 0,

z(0) = . (2.2.3)
et d’apres ([2.2.2]),
z(0) = —co
d’ou :
Ch = —X9
Alors ([2.2.2]) devient :
z(t) = xo—at+Jf(t,x(t), D x(t)) . (2.2.4)

D’aprés les conditions sur ([2.1.1)) ent =T,

z(T) = /g(s)x(s)ds : (2.2.5)
et d’aprés ([2.2.4]),
2(T) = zo— T+ Jf(T,z(T), D*1x(T)). (2.2.6)
Donc :
o = %+%J& F(T, 2(T), D*'2(T)) — % / o(s)z(s)ds
D'on, ([2.2.4]) devient :
o) = 2o — xg% + I F(t (t), DOl ())

S (D), DT + 1 [ s)ats)ds
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t
z(t) = (1- T)m + Jof(t,z(t), D> a(t))
T
" " (2.2.7)
ST, D) + [ gls)als)ds
0
En écrivant J®f sous sa forme explicite :
T
@) = (=)ot 7 [ g)(s)d
x = )%+ 7 [ 9(s)a(s)ds
0
. t
_ a—1 a—1
+—F(a) /(t s)* 1 f(s,z(s), D*'a(s))ds
. T
_ a 1 a—1
TF / f(s,z(s), D* tx(s))ds
0
D’otul le lemme. W
2.3 Probléme du Point fixe
Avant tout, on introduit I’espace de Banach K défini par :
{z:2e€ C*[0;T],R) et D'z e CY[0;T],R)} (2.3.1)

muni de la norme :

|zl|x = max{||z]|e, [[D*'[|o}
ou :
lzlls = sup [z(?)].
te[0,7

Soit H l'operateur défini par :

tel que, Vt € [0,7], on a :
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2.3.1 Existence et Unicité

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses suivantes :
¢.(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que
[f(s, 21, w1) = f(s, @2, w2)] < kmax(|zy — @2, [wy — wal),

pour tout t € [0,T], et x1,x2, w1, ws € R.
¢.(H2) : La fonction g est continue sur [0,T] et |g(t)| < M,.
¢.(H3) : max(M1,M2) <1, ou :

2T T M. kT
Ml=MT+ ——— et M2=——" 4 kT .
" T TarD © TB-a) " TTla+r TG -a)

alors, il existe une solution unique pour le probléme ( ).

Preuve :

Le théoréeme de contraction de Banach appuit sur le fait que si H est un opérateur contractant,
alors il existe un unique point fixe pour H. De la vient I'idée de chercher I'existance d’une
constante M > 0 tel que ||H(z) — H(w)||; < M ||z — wl|, avec M < 1.

On procede donc en deux étapes :

Etape 1 : On montre qu'’il existe M1 tel que |[H(z) — H(w)||,, < M1 |z —w]|

Etape 2 : On montre qu'il existe M2 tel que ||D* 'H(z) — D* 'H(w)||,, < M2 |z —wl
Puis on passe a la norme ||.||,, et on fait la conclusion.
Etape 1 :

Soient x,w € K. Alors :
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t t
Puisque z(0) = w(0) = zo, |1 — T| <1, et |T| <1, alors :

H@)(0) - Huw)(®) < 1) lato) ~ (o)l ds
1 g a—1 a—1 a-1
T@[@ﬂ>mw@ﬂ (5)) = F(s,w(s), D" "u(s))|ds
1 g a—1 a—1 a—1
W@[@ﬂ>mm@D (5)) = f(s,w(s), D" "w(s))|ds

H@)() — Hw)(t)] < M, [ fals) = w()] ds
2k g 1 a1 a1
7@[@ﬂ>mmm><ﬂm () — D Lu(s)))ds
(2.3.3)
D’ou,
2k g a1
H(z)(O) - Hw)®)] < A?/&ﬁ“ uﬁTmL[@—@
X max t:}é};”x( ) — w(t)|,tSBpT]]D°‘ Lz(t) — D tw(t)|)ds
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Et alors,

t€[0,T]

|H(x)(t) — Hw)(t)] < M / 1lds sup |z(t) w(t)|—|—% / (T — s)* 'ds (235
10

x max( sup |z(t) — w(t)|, sup |D* tx(t) — D tw(t)|)

t€[0,T] t€[0,T]

t T
En remplacant / (t — s)®"1ds par sa valeur , et en calculant I'integrale / 1 ds, on trouve
0

0

que :
2kT*
[H@)(0) ~ Hw)(0) < M,T sup [(t) = w(t) = —
te[0,7] (a+1) (2.3.6)
x max( sup |z(t) —w(t)|, sup |D*ta(t) — D Lw(t)|).
t€[0,7) t€[0,T]
En passant & la norme, on trouve :
[H(z) — H(w)ll, < b7 MyT [l — wll,
+1“(a—+1) max([|z — wll,, . [D* 'z — D lw ). (2:37)
Donc :
2kT*
@) = H@le < Mg e = wl
D'ou :
[H(z) = Hw)|, < M1z —wlg, (2.3.8)
tel que :
2T
Ml = [MT+——|.
(M, +F(a + 1)]
Etape 2 :

On calcule D*1H(z).
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D 'H(z)(t) = D! ((1 — %)xo—l—%/g(s)x(s)ds

0
t

1

—l—m [(t —8)* (s, 2(s), D a(s))ds

t 1 g a1 a1
—Tm/(T—s) f(s,z(s), D x(s))ds)

0

En revenant & la forme J®f et par linéarité de D! on a :

T

DOTH () (1) = zo(D 11 — Dal%) + % / g(8)a(s)ds D1t

0

LD g0 (4 w(t), DL (t)) — %J“ F(T, (T), D> (T)) D¢

En appliquant la définition de D!, on obtient :

D 'H(x)(t) = —%%tza%—%/g(s)m(s)ds%ﬁa
+Do g f(t, o (t), D la(t))

L act D)
—g/ (Ta(T), D (D) =

t27cv
Et donc :

D YH(z)(t) = —%F(;—ja)ntﬂf(t,x(t),m—lx(t))

t27a

+T /g(s)x(s)dsm

0

D’ou,
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t
Zo t270¢

—?m—l—/f(s,x(s),Do‘_lx(s))ds

0

D VH(z)(t) =

T
t27a

o e

0

e 1 g . .
_TF(3—a)F(a)[(T 977 (5, 2(s), D a(s))ds

Maintenant, soient x, w € K. On a :

Do H (2)(8) — D H (w)(8)] = |~ (a0 — Io)ﬂfé; ot % / 9(s)lx(s) = wls)ds Fa—5

—i—/f(s,x(s),Dala:(s)) — f(s,w(s), D*1w(s))ds

t27a

CTT(a)(3 — a)
X Of(T —8) Y f(s,z(s), D*ta(s)) — f(s,w(s), D* tw(s)))ds.

Par conséquent,

| D H () (t) — D H(w)(t)] <

TT(a)I(3 — )

X /(T —8)*7 L f(s,2(s), D tx(s)) — f(s,w(s), DY tw(s))|ds.

Majoration de ¢ par 1" implique
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| D H () (t) — DT H(w)(t)] <

)/| () lals) — w(s)] ds

T2 «
(@)T'(3 - )

T
/ 0 F (s, 2(s), D™ (s)) — £(s.

En appliquant les hypothéses (H1) et (H2), on trouve :

-1 a—1 T2_aM9
D)) = D O < g / #(s) — w(s)] ds

(
/ ), D 1x(s)) — f(s,w(s), D tw(s))|ds

w(s), D 1w(s))|ds

—I—k/max(]a:(s) —w(s)], |D* tx(s) — D tw(s)|)ds

0
T2k

T (T3 —a)

« / (T — 5)°~ max(a(s) — w(s)], | D>z (s) —

Et donc, on a :

DU H () (1) — D H(w) ()] < e Mo / 1ds sup [2(t) — w()

te[0,T) te[0,T]

T
/ lds max( sup |z(t) — w(t)|, sup |D* 'z
0

T
T2k

TG = a) {(T —s)*Tds

Do t(s)|)ds.

(t) = D*lw(t)])

x max( sup |z(t) — w(t)|, sup |[D*x(t) — D* tw(t)|)

te[0,T] te[0,T]

D’ou :
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T2-a )
< — % sup |o(t) —w(t

e a)te[(m\ () — w(t)]

+kT max( sup |z(t) — w(t)|, sup |[D*'z(t) — D*Lw(t)])

te[0,7) t€[0,7]
L kT
Mo+ 1)I'(3 —a)
x max( sup |z(t) —w(t)|, sup |D*1a(t) — D* Lw(t)])
tef0,7] t€[0,7]

| D=1 H () (t) — D~ H(w)(t))|

En passant & la norme, on obtient :

T? M
D*'H(z) — D*'H e —
| D (2) @l < FE—ag Io vl

+hT max (||lz — |, D'z = DMl )

max ([l —wl , [D* 'z — D" lwll,)

o+ T3 -a)

T2\
D H(z) — D 1H < | Mo
| D (2) e
SR o = wl
T(a+10E—a)) " Yk
D’ou :
|D*'H(z) = D*'H(x)|l,, < M2z —w|y , (2.3.9)
tel que :
ae — [ TMy
B I'3—a)
kT

Tarre_ a)]
Alors, d’apreés ([2.3.8)) et ([2.3.9]), on peut écrire :

max(||H(xz) — H(w)|| D 'H(z) — D*'H(z)|l,) < max(M1,M2)|z —w| .

oo |

Ce qui implique que :

[H(z) = Hw)llx < Mz —wl ,
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avec M = max(M1,M2) .

D’ou le résultat.ll

2.3.2 Existence d’une Solution au moins
Théoréme 2.3.2 Sous les hypothéses :

¢.(H4) : Il existe une constante My > 0 telle que : |f(t,v,z)| < My pour tout t € [0,T] et
v,z € R.

¢.(H5): 0 < g(t) < M, pour tout t € [0,T].

alors, le probléeme admet au moins une solution.

Preuve :

Principalement, on va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer I’existence
d’une solution pour le probléme, et pour cela, on passera par 4 étapes :

Etapel : Montrons que H est continue.

Soit (x,)neny C K une suite telle que : z,, — x dans K. Alors pour tout ¢ € [0,7],on a :

[H (@) (6) — H()()] = (1= Plea(0) =) + 7. [ gl)lon(s) = 2(s)lds

Ce qui donne :

|H(z,)(t) — H(z)(t)] < |2,(0) — z0| + / 19(5)||zn(s) — (s)|ds
1 y a1 . B »
—l—m [(T —5)* N f(s,xn(s), D* tan(s)) — f(s,x(s), D*'a(s))|ds
1 y . . B .
—l—m O/(T — ) Y f(s,zn(s), D* () — f(s,2(s), D*'a(s))|ds.

(2.3.10)



2.3 Probléme du Point fixe 24

Par conséquent,

[H (2n)(t) — H(x)(t)] < Il’n(O)—rvol+/|g(8)||56n(8)—56(8)|d8

- (T — 8)>7 Y f(s,2n(s), Dt (8)) — f(s,2(s), D> La(s))|ds.

(c

5
\&}
O\ﬂ

(2.3.11)
En utilisant (H5), on aboutit a :

[H (2n)(t) = H(2z)(t)] < \wn(O)—l‘o!+Mg/\fcn(8)—$(8)!d8

+ (T — 5)*7 Y f(s,,(5), Do La, () — f(s,2(s), D*ta(s))|ds.

5
&}
O\ﬂ

(c
(2.3.12)

Comme f est une fonction continue, alors :

|H(z,) — H(x)||,, — 0 quand n — oo . (2.3.13)

o0

D’autre part, on a :

t2_a tZ—a T

(@2(0) = a0) + a7 [ 9(9)le(s) —a(s)ds

0

| D H (2,)(8) — D H () (2)] =

+/f(s,xn(s),Da1xn(s)) — f(s,z(s), D*1z(s))ds

0
t2fa

CTT(a)T(3 — o)

8 /(T = 8) 7 (f (s, 2n(s), D an(s)) = f(s,2(s), D ax(s)))ds |

Et donc,
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T2fa

D)) = DO S e lanl0) — ol + 7 [ la(6lhen(s) — a(s)as

T

" / (5, 2a(s), DOV (s)) — f(s,x(s), DO=a(s)|ds

0
TZfa

T (T3 —a)
X [(T =) f(s,2n(s), D*'wn(s)) — f(s,2(s), D*'a(s))|ds

0

En utilisant ’hypothese (H5), on trouve :

a—1 a—1 T2—Oc TQ aM
[D* H (2, )(8) = D H(2)(F)] < e o) O — 2+ 7=y /!wn — x(s)|ds
+/!f(s,xn(8),D“‘1wn(8)) — f(s,2(s), D> (s))|ds
0 T2—a
+

TT(@)(B—a)

/(T = 8) (s, 2n(s), D (s)) = f(s,2(s), D ax(s))|ds.

Comme f est continue sur K, alors :

||Da71H(mn)_Da*1H(x)||oo — 0 quand n — o0 . (2314)

e ([2.3.13 )et ([2.3.14] ), on obtient :

|H(zn) —H(@)||z — 0 quand n — oo .

D’ot, H est continue sur K.

Etape 2 : Montrons que H transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans K.
Pour cela, il suffit de montrer que pour tout p > 0, il existe une constante positive L tel que
pour tout x € B, avec B, = {x € K :|z| <o}, ,ona:|H(x)|, <L.

a- Pour tout ¢ € [0,7], on a :
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()0 = (1= Pt 4 [ o(s)a(s)ds
i [ = 9 (). D () ds
i [ (= 9 (). D ()
|H(z)(t)] < ‘ —% \on/!g(S)Hx(S)\ds
—l—ﬁ /(T —8)7 | f(s,2(s), D*ta(s))| ds
-I—ﬁ /(T —8)*7 1 f(s,2(s), D* 1z (s))| ds
|H(z)(t)] < \fcoH/!g(S)Hx(S)\ds
- (2.3.15)
+% /(T — )91 | f(s, 2(s), DL (s))]| ds
En appliquant les hypothéses (H4) et (H5), on a :
|H(x)(t)] < til(l)% |z(t)]| + M, /tslé%”m |ds+—];/ —s5)*lds (2.3.16)
oM T®
[H(z)(t)] < S, [z(t)] + M, Ttgér; z(t)] + F(a{i— 0 (2.3.17)
1H(z)|l, < o+ M,To+ s(jff:) . (2.3.18)
1H(z)|, < Ma (2.3.19)

tel que :
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oM, T®
Ma = MTo+ —/——— .

AT
b- Pour tout ¢t € [0,77], on a :

| D H () ()] =

tQ—Oé
‘ — Tods

I3 —a)

alors :

DUHWO € g bl ds
+7u@m¢nﬂﬂmmHjﬂ;a)7mwu@Ms
WﬁiMQ7G@MWw@m%MW

DO < el

/ — $)oL|f(s, a(s), D La(s))| ds.

0

TF

En appliquant les hypothéeses (H4) et (H5), on aboutit a :

TZfa
D 'H(z)(t)] € ——— sup |z(t
DO < gy s 1)
T T

T'=M,
+M /ds—l——g/sup x(t)| ds
f st [ sup loto)
T

Tl My 1
—|— fF—/ T — s)* tds

0
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D’ou :

Tlfa
< —— sup |z(t
F(?’ - a)te[O,T] | ( )|
T2 M,
+MT + ——% sup |z(t
! r(3— a)te[O,T}| (t)]
N TlfaMf Ta
T3 —a)T(a+1)

Tlfa T2faM
D 1H t < — MT + ——%
1D H@ W < =gyt M7+ 5250

[ D1 H (z)(t))|

Donc :

D H ()], < Mb,
tel que :

11—« 2—a

M
Mb = —— o4+ M;T+ =9
Bl " T =)

f
+F(a + 13 —a)

De (2.3.19)) et ([2.3.20]) , on a :

[H@) < L,

avec L = max(Ma, Mb).

D’ol : H est borné.

(2.3.20)

Etape 3 : Montrons que H transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue.

Soit z € B, avec B, = {r € K :|z|x <o} .
Pour tout ti1,t0 € [O,T], t1 < tg:
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|H () (t2) — H(z)(t)]

1 g 1 a—1
+—F(a) [(tz —s)* 1 f(s,z(s),D (s))ds

1 b 1 a—1
_W[(tl — 5)271f(s,2(s), D a(s))ds

tg — tl y a—1 a—1
“TT(a) [ (T = 5)° f (s, 2(s), D*a(s))ds

T
tg—tl tg—tl
T g
0

(ty — 5)* 1 f(s,2(s), D* 1x(s))ds

—FFL /(tz —8)2 (s, 2(s), D ta(s))ds
/ (b — )L f(5, 2(s), DoLa(s))ds

ta —t

_TF(a) /<T o S)ailf(s’ z(s), Da*l!L‘(S))ds

0

T
tg—tl
g(s
0
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T

/ s)||z(s)|ds

0

to — 11
|H(z)(t2) — H(z)(t1)] < -

|[zo| +

t1

iy [ (=9 = (0 = ) [ (sas). D () s

)

1 1 a-1
—i—m/(b —s)* 1 f(s,z(s), D*'z(s))| ds

t1
|t2 t1|

/ 90 |f (s 2(s), DO Va(s)| ds

En appliquant les hypotheses (H4) et (H5), on obtient :

) - He)] < 2o+ 2220470
Mf -1 -1
+—= [ ((ta =)' = (t1 — s)* ) ds
Ha) 0/ (2.3.21)

t2
Mf tl
I (ty — 5)21d My [(T — s)=1d
1y [ a9+ B [ - o
t1

to

v. On calcule l'intégrale I = [(to —s)* 'ds
t1
Par un changement de variable v =t — s, et t) < s <tya = 0<v <ty — 1t

on obtient : | = l(152 — )"
a i
V. Pour l'intégrale : I = / (to — s)*1ds , on prend le méme changement de variable et

0
pour les bornes 0 < s < t; =ty —t; < u < ts.
ty 1
Alors: I = = — —(ty —t1)"
a o«
Donc, ([2.3.21]) devient :

to — 11 to — 11

H@)(ta) - HE)(t)| < DBy
—L (g —to) — ﬂ(tg — )"
O‘]&(O‘) 2 al(a)
—i——f(tQ — t1)a + ﬂMfTa

al'(a) TT(a+1)
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HE)(n) - Ha)m) < 220+ 22001y
g ) - (g — gy
Fa+1) "2 " Tl+1)? 7
M; ty — t .
to — 14)% T 1
Ty W M
En passant & la norme ||||__, on trouve :
o —1 to —t
[H(2)(t2) = H@)(t)lle < “—0+ = (M,To)
bl (1 — 1) — L (1)
T(a+1) T(a+1)
M; ty—t;
o —1 Tt
+F(a+1)<2 1) T Tarn ™
alors pour t; — 1ty , on va avoir :
|H(x)(t2) — H(z)(t1)]|,, — O. (2.3.22)

D’autre part, et pour tout t1,t, € [0,T], t; < o :

(ta)* — (tl)Q_O‘x
T3 —a) °

|D* L H(x)(t2) — D' H(x)(t)| = ‘_

+/f(s,a7(s),Da1x(s)))ds—/f(s,x(s),Da1m(s)))ds

+(t2)TF°‘(3 (t )) /g(s)x(s)ds

1
INE)

/ — )L f(s,2(s), D™ La(s))ds
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a—1 a-1 (t2)* ™ — (t1)*~
D)) - D) <

[2)

—i—/\f(s,:v(s),Da_lx(s))]ds

Par hypothéses (H4) et (H5) , on obtient :

D H (1)(t) — D UH (@) (1) < 2 (t;)mﬁ M, / 1ds

D’ou :

| Do H (2)(t2) — DM H(z)(t)] < m@(tz 1

TT(3 — ) I'(a+1)
En passant & la norme || .||, I'inégalité devient :
t )27& _ (t )27
a—1 _ a—1 < ( 2 1
1D H @)t~ D @0 < e
(t2)2—a _ <t1)2—on

FM ity — 1) + TG ,
(t2)** = (t1)** M,T®
TTr3—a) T(a+1)

oT

+

Alors pour t; — to

|D*VH (2)(ts) — DV H (2) ()], — 0. (2.3.23)
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Par ([2.3.22)) et ( [2.3.23]), on obtient :

[H (2)(t2) = H(x)(t)llx — 0.

D’ou le résultat.

D’apres les étapes : 1-2-3 et le théoréme Arzela-Ascoli, H est complétement continue.
Etape 4 : Montrons que l'ensemble £ = {z € K:x=AH(x),0 <\ <1} esr borné.
Soit x € E. Alors x = AH(z),0 < A < 1, et pour tout ¢t € [0,7], on a :

z(t) = MH(x)

= AN1- )x0—|—¥ g(s)x(s)ds

0
t

A a—l s, x(s a=ly(s))ds
+@/<t—s> £(s,2(s), D 1a(s))d

T
%%/ —8)* 1 f(s,2(s), D*1x(s))ds
0

et

D la(t) = AD*\H(z)(t)
t2foz

S W
T3 —a) °
t

T

—i-/\/f(s,x(s),Da1x(8))d8+/\#_ja)/g(s)x(s)ds

0
T

e 1 a=lf(s 2(s), D* tx(s))ds
TG o) (o) {(T_S) flonale), D))

Ce qui implique par ([2.3.19)) et ([2.3.20 ) que:

M ;T
< M, T _—
< Ma
Tl—a T2—aM
Dot < M;T 4+ —9%
i f

MNa+1)I'3 —a)
< Mb
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Et donc :

lally < max(Ma,Mb)

D’otul, E est un ensemble borné.
Graces aux étapes 1, 2, 3, et 4 , et d’apres théoréeme du point fixe de Shaefer, on déduit que

H admet un point fixe qui est solution du probléme ([2.1.1]) .



Chapitre 3

Stabilité au Sens de Ulam-Hyers

La stabilité des équations a toujours attiré 'attention des mathématiciens et ils ont obtenu
des résultats qui ne s’arrétent pas d’améliorer. Parmis ces travaux, c’est la stabilité au sens
d’Ulam qu’on va esseyer d’éclairer dans ce chapitre.

En 1940, S.M. Ulam a posé dans son livre "Une Collection des Problémes Mathématiques"
(en anglais : " A Collection of Mathématical Problems"), la question suivante concernat la
stabilité des homomorphismes :

" Soit G; un groupe et soit Go un groupe métrique muni de la distance d(.,.). Pour € > 0
donné, ,existe-t-il un o > 0 tel que si une fonctionh : G; — Gs

satisfait I'inégalité d(h(zy), h(x)h(y)) < 0 pour tout x,y € G; alors il existe un homomorphise
H : Gy — G tel que d(h(z), H(z)) < € pour tout z € G 7"

D. H. Hyers était le premier volontaire qui a proposer une solution pour ce probleme en 1941.
Ses résultats étaient considérés comme les premiéres fondations concernant la stabilité des
équations fonctionnelle. Effectivement, et en esseyant de trouver une solution pour la question
d’Ulam, il a obtenu un théoréme celébre qui traite la stabilité de 1’équation fonctionnelle
additive.

Apres la publication de théoréme de Hyers, autre chercheurs s’y sont intéressés comme Th.
M. Rassias qui a généralisé les résultats de Hyers et cela été en 1978 [12].

Les travaux sur ce sujet ne s’arrétent de s’étendre. Pour plus de détail voir : Jung [9] et
[10] , Stabilité d’'une EDF dans le disque unité par Ibrahim [§], sur la stabilité des équations

fonctionnelles par Rassias [11], et le travail de Benchohra et Lazreg en 2015 [IJ.
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3.1 Stabilité d’une équation différentielle fractionnaire
avec des conditions non locales

On concidére le méme probleme traité dans le chapitre 2 :

cD(t) = f(t,x(t),D*'z(t)) 1<a<?2 te€]0,T]
x(0) = o , (o > 0)
T (3.1.1)
o) = ol
0
telle que la solution x de ( ) est dans lespace K cité en (2.3.1]).

3.1.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 3.1.1 On dit que l’équation (|3.1.1] ) est stable au sens d’Ulam-Hyers s’il existe
une constante positive C > 0 (C' € RY) tel que quelque soit ¢ > 0 et pour toute solution

v € K qui satisfait :
[cD°v(t) — f(t,v(t), D) < e , t€)0,T[1<a<?2 (3.1.2)

il existe une solution x € K qui satisfait :

telle que
lo@t) —z®)|, < Ce , t€]0,T[1<a<2. (3.1.3)
3.1.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Définition 3.1.2 On dit que l’équation ( ) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisé
s’il existe une fonction 1» € C(RT;R™) tel que quelque soit e > 0 et pour toute solution v € K

qui satisfait :

[°Dv(t) — f(t,v(t), D ()| < e , t€)0,T[1<a<?2 (3.1.4)
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il existe une solution v € K qui satisfait :
cDex(t) — f(t,z(t), D z(t)) = 0, 0<t<T
T
z(0)=xy , x(T) :/g(s)a:(s)ds

0

telle que
lo(t) —z()llx < v(e) , tel,a>0 (3.1.5)

Remarque 3.1.1 Une fonctionv € K est une solution de l’inégalité () si et seulement

si il existe une fonction R € C([0,T];R) telle que :
(a) |R(t)| < e, ¥t €[0,T].
(b) cD*v(t) = f(t,v(t), D* o (t)) + R(t).

Remarque 3.1.2 1l est clair que :

Définition 3.1.1.= Définition 3.1.2. .

3.1.3 Etude de la stabilité

Théoréme 3.1.1 Supposons que les hypothéses :
O — (H1) 1l existe une constante k > 0 telle que

|f(s,m1,w1) — f(8, T2, w2)| < kmax(|x; — x5, |w1 — wsl),

pour tout t € [0,T], et x1, 22, w1, ws € R.
2kT* kT
—(H2): — (Tk < 1.
O = (H2) : max(mrm s (TR pa— S r )
sont vérifies, alors (|3.1.1] ) est stable au sens de Ulam-Hyers

Démonstration.

Soit € > 0 et soit v € K qui satisfait 'inégalité :

|°Dv(t) — f(t,v(t), D u(t))| < e , pour toutt € [0,T]

(3.1.6)
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Notons par x € K la solution qui satisfait le probleme ([3.1.1]) et elle est aussi la solution

unique le probléme de Cauchy suivant :

cD(t) = f(t,x(t),D*'z(t)) 1<a<2 te€]0,T|
z(0) = v(0)
z(T) = u(T)
D’apres ([2.2.1]),
o) = (1—%)x(0)+%x(T)
L “Lf(s,x2(s), D 1x(s))ds
+W[<t—s> (s, 2(5), DL (s))d

v(t) — (1 - %)U(O) - %U(T)
1 t 1 a—1 ¢
~ay | = 9" (s 2(s), D a(s)ds+ A

S TlatD)

(3.1.7)

(3.1.8)
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o(t) = (1 = Z)o(0) — Zo(T)
1
——— [ (t—98)*"1f(s,z(s), D* u(s))ds+ Te
() ZT < Fla T 1)5 (3.1.9)

l t
() —2(t)] = |o((t) = (1 = Z)v(0) — Zo(T)
e =, 0 et
+T&ay/auﬂwqf@$@)Dwﬁd@ms
t t
() —z(@)] < |o((t) — (1 - T)U(O) _ fv(T)

Par hypothese (H1) et (3.1.9])

A n 2kT*
£
MNa+1)" D(a+1)
x max( sup |v(t) — z(t)|, sup |D*tv(s) — D* x(s)|)
] te[0;T]

te[0;T

o(t) —z(t)] <

et donc :

PR L L
g v — .
© = DPlat1)  Taryn' = "k

(3.1.10)
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On a besoin maintenant de D*'z(t).
a— _ :L‘(O) tQ*OZ t a—1
Do lg(t) = ST G- + /f(s,x(s), D> 1x(s))ds
0
1 t2foz
+Tm(T)F( — a
T
TF / —38)* L f(s,2(s), D*La(s))ds.
0
Par les conditions : z(0) = v(0) et z(¢t) = v(T), on trouve:
Do lg(t) = _@F(;——aa) + /f(s,:c(s),Da_lx(s))ds
0
1 t2—a
v E
T
t2*04 1 -1 a—1
T {(T §)*Lf (s, 2(s), Do La(s))ds
L’inégalité ( ) devient
a—1 U(O) t2_a 1 t2_a t a—1
Detu(t) + T TGa) ?U(T)F(:_; — /f(s,v(s), D> u(s))ds
t2—a 1 T ’ S Te
TG —a) (o) /(T $)* L f(s,v(s), D* tu(s))ds
0
(3.1.11)

Pour tout t € [0; 7] :

| DYy (t) — D lz(t)] < ’Da_lv(t) t T T 7Y
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| D to(t) — D la(t)] < ‘Da_lv(t) + u0_77 —v(T)=———

/|f(s,v(s),D°‘1v(s))ds — f(s,x(s), D> tx(s))| ds

T ]
TT(3 — a) I'(a)

+

T

X /(T —8)27 L f(s,0(s), D* v (s))ds — f(s,z(s), D* tw(s))|ds

0

Par hypothese (H1) et (3.1.11)) :

| D> Yo(t) — Dtz (t)] < Te
+kT max( sup |v(t) — z(¢t)|, sup |D* tv(s) — D*1x(s)])
te[0;T] te[0;T
ET

T o@D
x max( sup |v(t) — x(t)|, sup |[D* tv(s) — D> tz(s)|)
te[0;T te€[0;T]

Ce qui implique :

kT
D Yy(t) — D ta(t < Te+ (Tk — 1.
1D o(t) ()l < Te+( +F(3_Q)F(a+1>)\!v 1% (3.1.12)
De (B.1.10]) et (B.1.17) :
Ta
o=zl < max(m;ﬂg
2kT° kT
Ty TR e e ) 0 e

et donc :

lo =zl < Ce
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tel que :
Ta
T
oo maX(F(a +1) )
T 2kT™ kT
1 — max( Tk + )

Tar ) T ares)

La constante C' est bien définie et positive si

2KT™ kT
Marn " TE—arern) <"

max(

D’apres le théoreme de Ulam-Hyers, ([3.1.1)) est stable. B
Résulat 2.
Si on pose 1(e) = Ce, alors on peut dire que (3.1.1)) est stable au sens de Ulam-Hyers

généralisé.



CONCLUSION

Dans ce travail, on a essayé d’éclairer une fraction du monde de calcul fractionnaire. On a
étudié la résolution de certain type d’équations différentielles fractionnaires en utilisant des
théorémes qui ont leurs poids dans ’analyse fonctionnelle. On a aussi présenté un exemple
sur ’étude de stabilité des EDFs au sens d’Ulam-Hyers. Quelle est la différence entre trouver
une unique solution et I'assurance de 'existence d’une solution au moins ? Dans quels cas elle
sont utiles? Quelle est la signification de ces résultats? Ses questions m’ont accompagnées
jusqu’au dernier point dans ce manuscrit. Ce qui précéde ouvre des nouveaux domaines
pour rechercher, apprendre plus, et plonger au fond dans ce monde plein de mystéres en
espérant qu’on tombe sur des réponses un jour. Qu’est ce qui cache derriére les voiles de

calcul fractionnaire? Un jour, peut étre, on saura.
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