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Résumé

Dans ce mémoire, on donne une synthése sur Particle [13], ¢’est une étude qui donne quelques
résultats sur les équations différentielles abstraites complétes du second ordre de type ellip-
tique

u'(z) + 2Bu'(z) + Au(x) = f(z), z€(0,1), (1)

avec les conditions aux limites
u (0) = Uy, U‘(l) = Uz, (2)

posé dans un espace de Banach complexe E de type UMD tel que :

» A, B sont deux opérateurs fermés dans F avec les domaines D (A), D (B) resp.
» 1y, uy sont deux éléments donnés dans F,
» f est une fonction dans L? ((0,1), F) avec 1 < p < oo.

En utilisant les propriétés d’opérateurs avec des puissances imaginaires bornées ( Classe des
opérateurs BIP ) et le Théoréme de Dore-venni sur la somme de deux opérateurs linéaires

fermés, on fait preuve 'existence, 'unicité et la régularité de la solution stricte u du probléme
et , c’est-a-dire ; une fonction v vérifiant et , telle que

u e W2(0,1; X) N LP(0,1; D(A))
{ u € LF(0,1; D(B)).

Ce travail compléte naturellement les résultats obtenus dans le cadre des espaces de
Holder dans [11].

A la fin de cette étude, quelques applications aux équations aux dérivées partielles sont
données.
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Abstract

In this thesis, we give a synthesis on the article [13], it is a study which gives some results
on complete abstract differential equations (of the second order) of elliptic type

W (z) + 2Bul(z) + Au(x) = f(z), z€(0,1), (1)

with the boundary conditions
u(0) = ug, u(l)=wuy, (2)
posed in a complex Banach space F of UM D type. Here,
» A, B are two closed operators in E with the domains D(A), D(B) resp.
» uy, u; are two elements given in F,
» f is a function in L? (0,1; F) with 1 < p < oc.

By using the properties of operators with bounded imaginary powers ( BIP ) and the Dore-
venni Theorem on the sum of two closed linear operators, we prove the existence, uniqueness

and regularity of the strict solution u of (1) and (2)), that is; a function w verifying (1)) and
such that

{ uw € W?r(0,1; E) N Lr(0,1; D(A))
u € LP(0,1; D(B)).

This work complements the results obtained in [I1], on the Holder’s spaces.

At the end of this study, some applications to partial differential equations are given.
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Introduction

Au cours des derniéres décennies, de nombreux chercheurs ont concentré leur attention sur

la résolution du probléme
u”(x) + 2Bul(z) + Au(z) = f(z), x€(0,1), (1)
avec les conditions aux limites
u(0) =uo, u(l)=u, (2)

posé dans un espace X de Banach complexe et f est une fonction & valeurs dans X dont la

régularité dépend usuellement des espaces;
FeC?(0,1];X) ou fe WP (0,1:X); 0<f<1, 1< P < .

Kerin [I7], a donné une étude du probléme —, dans le cas ou B = 0; méme avec des
conditions aux limites généralisées. D’autres approches, toujours concernant B = 0, sont
utilisées dans le célebre article de Da Prato-Grisvard [6] sur la somme des opérateurs linéaires.
Une telle méthode a donné des résultats intéressants, sur des situations plus compliquées, par

exemple le cas de coefficients des opérateurs variables A(z) et B = 0, voir Labbas-Terreni
[18], [19].

Le cas B # 0 est plus difficile & traiter, S. Yakubov et Y. Yakubov dans [30] ont utilisé
des approches trés intéressantes pour etudier le probléme —, lorsque A est un opérateur
linéaire fermé, additionné par un parameétre spéctrale complexe A. Ils ont travaillé dans un
espace de Hilbert H, o —A est supposé un opérateur positif (sectoriel) dans H, D(A) étant

un compacte dans H et B est un opérateur linéaire fermé dans H satisfaisant

Ve 0, 30() 2 0:Yue D(A)  [Bully < ellullpiaym, ,, + CE lully
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Tel que, pour tout 6 €]0,1[, p € [1,00], et (D(A), A)
pour la définition voir le Chapitre 1 (ou Lions-Peetre [21]).

23 . 2
o.» €st un espace d’interpolation réel,

Par extension du cas ou A et B sont deux scalaires, Labbas et les co-auteurs [13] ont considéré
le probleme — , sous ’hypothése de positivité
B? — A est un opérateur fermé linéaire dans X

2_ )t _C_
|or+ B2 - 4) s S T

ou le domaine D(B? — A) peut ne pas étre dense. Plus précisément El Haial et Labbas [J]

ont prouvé que si (0.0.1)),
B(B* - Ay 'y = (B*—- A)'By, Vyec D(B), (0.0.2)
et
B génere un groupe fortement continu (e*” )IGR (0.0.3)

sont satisfaits, avec certaines estimations sur les résolvantes, alors le probléme — a une

solution stricte, unique et vérifiant
ue C*([0,1; X) N C([0,1]; D(A)) et o' € C([0,1); D (B)),

lorsque f est dans un espace de Holder, ug, u; appartiennent & un sous-espace convenable

dans X (espace d’interpolation ).

L’utilisation d’une nouvelle approche differente, et par la technique du semi-groupe (Voir
Kerin [17]). Favini, Labbas, Tanabe et Yagi [I1] ont prouvé que si (B? — A) est un opérateur
linéaire fermé densement défini dans X, telles que (0.0.1]), (0.0.2)) et (2.3.1)) se tiennent et

que

D(A) C D(B?), (0.0.4)

et
D((B?— A)?) C D(B), (0.0.5)

lorsque f est Holderienne et ug, u3 € D(A), alors le probléme — admet une solution
stricte.

Afin d’éliminer ’hypothese de groupe ([2.3.1)), Favini, Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi [12]
démontrent que si on ajoute les hypothéses suivantes

A est inversible a inverse borné, (0.0.6)

D(BA) ¢ D(B?) (0.0.7)
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et
+B—(B*— A)% génére un semi-groupe analytique sur X, (0.0.8)

alors le probléme (1)) — (2)) admet une unique solution stricte pour f € C%([0,1]; X), 0 < § <
1,et u,, uy € D(A). De plus,si

f(2)7 AU’L S (D(A)7X>H 00’ 1= 07 1 )

2

alors u a la propriété de régularité maximale u”, Bu/, Au € C%([0,1]; X).

Dans ce travail, on analyse le cas ou f € LP(0,1;X), 1 < p < oo, X étant un espace de
Banach UM D, en appliquant la formule de représentation de la solution donnée dans Favini,
Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi [12].

Alors, on obtient le Théoréme 4.2, qui affirme que sous les hypotheses (H.0)) ™ (H.4) et (H.7)~ (H.10)
le probléme — a une solution stricte dans L”(0, 1; X') a condition que u,, uy € (D(A), X) 1

Tvpj
9 N . D
c’est-a-dire ; une fonction u telle que

u e W?P(0,1; X)N LP(0,1; D(A))
{ u' € LY(0,1; D(B)).

et satisfaisant (1) et (2).
La téchnique du travail se base sur le célébre Théoréme de Dore-Venni [7] sur la somme de

deux opérateurs linéaires fermés et sur le théoréme de réitération en théorie de 'interpolation
211, [29).

Le plan de ce mémoire est le suivant.

Dans le chapitre 1, on donne quelques rappels sur les notions fondamentales de la théorie
appliquée, qui sera nécéssaire pour comprendre notre travail, telles que : les opérateurs fermés,
les espaces fonctionnels comme ceux de soboléve, la théorie des semi-groupes, la classe des
opérateurs BIP.

Dans le chapitre 2, on donne la formule de représentation de la solution u, étude du cas
B = 0 qui est un bon modéle pour clarifications. On compléte le travail dans le cas général
B # 0. En premier temps, on étudie ’approche dont B génére un groupe. Dans une seconde,

on suppose que =B — (B? — A)% générent un semigroup analytique.

Dans le chapitre 3, on donne quelques exemples d’application aux équations différentielles
partielles.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur les notions de base concernant les outils
d’analyse fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les
espaces d’interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus
de détails voir [2], [3], [16], [22], [24]).

Soit X un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de X

a valeurs dans X.

1.1 Les opérateurs fermés

Définition 1.1.1 On dit que A est un opérateur fermé si et seulement si pour toute suite

(xn) C D (A) telle que x,, converge vers x et Az, converge versy, alorsx € D (A) et Az = y.

Définition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, l'ensemble résolvant p (A) de A

est définie par
p(A):={AeC: (A —A) estinversible dans L (X)}.
Si A € p(A) on définit la résolvante Ry (A) de A au point \ par
Ry(A):= (M —A)".
Le spectre de A, noté o (A), est définie par

o(A):=C\p(A).
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Proposition 1.1.1 Soit A: D (A) C X — F un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L (X, F), lopérateur A+ B : D (A) C
X — F est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A=' est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé & valeurs dans X et D (A) est fermé dans X, alors A est
continue de D (A) dans X (Application directe du théoréme du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continue de D (A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son

domaine est fermé.
5. St p(A) # & alors A est fermé.

Définition 1.1.3 Soit A : D(A) C X — F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)
d’une norme notée H.HD(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D (A)
par :

12l peay = llzllx + [[Az]ly -

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors <D, ||.HD(A)> est un espace de

Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).
Preuve : 1l est clair que BA est défini sur X. Soit (x,), une suite d’éléments de X telle que
Ty, — x dans X,
(BA)z, — y dans X.
Alors comme Im (A) C D (B), (Ax,,), est une suite d’éléments de D (B) et comme A € L(X)

on a
{ Az, — Az dans X,

B(Az,) — y dans X.
B étant fermé et Ax € D (B), d’aprés la définition (L.1.1), on a B(Az) = y. Ainsi x €
D (BA) et (BA)x = y. BA est donc un opérateur fermé et définie sur X. D’apreés le théoréme
du graphe fermé, on obtient BA borné sur X i.e. BA€ L(X).

Définition 1.1.4 [16, p. 19] On dit que Uopérateur A est sectoriel d’angle 0 < w < 7, i

{ i) o(A) C 5/_;J

i) M (A, =sup {|[AR(\, A)||, A ¢ S} pour tout w' € (w,T)

avec

M
Sw—{z€C|z7é06t larg z] <w} st O<w< 7w
51 w=20
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1.2 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) 'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est définie par I'intégrale de Dunford suivante

1
2

7 (4) / f(2) (21 — Ay de

Ou 7y est une courbe simple inclue dans p(A) et f € H(A). L’opérateur f (A) € L(X) et ne
dépend pas du choix de 7.

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C{ semi-groupe)

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X
toute famille (G (t)),>, dans L (X) vérifiant les aviomes suivants

(1) Pour tout x € X, lapplication

est continue.
(i) G(0) = I
(idi) Vs = 0¥t > 0: G (t +5) = G (£) G (s) .

On dit aussi que (G (t)),5, est un Cy semi-groupe.

Remarques
i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (i7i) sont vérifiées pour s, ¢ de
signes quelconques.

i7) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si
G @) < 1.

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans X, alors la famille d’opérateurs
Gt)=¢€4 teR

est un groupe sur X.
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2) Soit X = LP (R) avec 1 < p < oo et

(G(0) ) (z) = [f(z—1),
dans ce cas (G (t)),, est un groupe appelé groupe des translations.

Théoréme 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1 etw >0 telles que
Vi=0 |G| < Me'.

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

(G (t))1=q, lopérateur A défini par

D(A) = {x € X: lim w existe }

t—0t

Az := lim M
t—0+ t

Remarques

1) Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (G (t)),s,, alors A est fermé a
domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t)),, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.
8) Le semi-groupe (G (1)), est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme
(etA)t>0 ot A est un opérateur borné dans X.

4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (1)), tel que pour A > w,
IG @) < Me™,
Alors lopérateur
(M —A) 'z = /e_/\tG (t) zdt,
0
est borné et pour tout A € p (A)
A=A 2| <M —w)™.

5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t)),s,, alors
i) Si x € D(A) et t > 0 alors
G(t)xr € D(A).

i1) La fonction t — G(t)x est continiment dérivable sur R si et seulement si x € D(A).
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De plus

YVt >0, diG(t)x = AG(t)r = G(t)Ax.

i11) Pour tout x € X et tout t >0
¢
/G(s)xds € D(A) et A/G(s)xds =G(t)r — x,

0
et si de plus © € D(A)

t t

A / G(s)zds = / G(s)Axds = G(t)z — .

0 0

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type o € |0, 7/2[ toute application
G définie sur l’ensemble

Yo={z€C:largz| < a}

a valeurs dans L (X) telle que
(1) z — G (2) est analytique sur %,,.
(2) Ve e X, G(0)=1 et
lim G(z)z==x

z€Xq 2z—0
(3) Vzl, 29 € Ea, G (21 + 2’2) =@ (21) G (2’2) .
De plus
1
Gt)r=—[e* (2] — A) ' zdz = ea.
2im
v

Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X.
(2) p(A) D{A € C*:Re A =0} et AM > 0 telle que

YAS0:|[(AT—A)7Y <

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant
(1) 3C >0,Vt >0: HG(t)HL‘,(X) < C.

(2) ¥ >0, G (1) € £ (X, D(A) et [AG ()] < %
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1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par € un ouvert de R™ (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (aq, ag, ....,ap,) un multi-indice, avec |a| = > «; et on utilise la notation
i=1

o [ O\ 2\
v (L) (L)

Définition 1.4.1 Soit 1 < p < +oo. On définit les espaces LP(0,T; X) pour T > 0 par :
LP(0,7;X) ={g:(0,T) — X, mesurable telle que la fonction

z v |lg (@)|% est Lebesgue intégrable}

Si p est fini. On munit cet espace de la norme :

T , H
nmmmjxy=(/"nguwxda
0

L>(0,T;X) =<¢:[0,T] — X, mesurable telle que sup ess|g(z)|y < —1—00} :

Pour p = oo on pose :

z€(0,T)

muni de la norme : ||g|| oo x) = sup_ess|g(z)x -
ze(0

Théoréme 1.4.1 L’espace L? (0,T;X), p € [1,400] muni de la norme précédente est un

espace de Banach.

1.4.1 Intégrales définies dépendant d’un parameétre

Proposition 1.4.1 Soient J un intervalle non trivial de R, X un espace de Banach, f :
J x [a,b] — X wune application continue admettant une dérivée partielle par rapport a la
premiére variable % continue sur J X [a,b] . Soient o, 8 deuz fonctions de classe C* sur J et
a valeurs dans [a, b].

Alors, Uapplication

h J— X
B
r — / f(z, t)dt

est de classe C sur J et pour tout x € J

" of

e (x,t)dt

fﬂ@Zﬂ@V@ﬁ@D—d@V@ﬂ@D+/

«
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1.4.2 Les espaces d’interpolation

On désigne par X, et X; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé X (c’est a dire Xg — X, X; — X). Considérons les espaces de
Banach

XoNX; et Xog+ Xy

Munis des normes
|2l xnx, = 2l x, + ll2llx,
Et

Le couple { Xy, X7} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.2 Soit { Xy, X1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre Xy et X1 tout espace de Banach X tel que

XoNX;CX CXy+ X,
Les espaces X;, i = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.3 Soient 0 € ]0,1[ et p € [1,+00]. On appelle espace d’interpolation entre
Xo, X Uespace (Xo, X1)g, tel que x € (XO,Xl)Q’p si et seulement si

i) VE>0,3u; (1) € X; (i=0,1):2=muy(t)+u(t)
ii) t%ug € LP (Ry, Xo), t'7%u; € L2 (Ry, X,),

ol

“+oo
d
L) = § 10,000 = X [ A0 <
0

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 0,
t€]0,1[ et p,q,r € [1,+00] :
1)Si0< 0 <w<1alors

(X0, X1)p,, C (Xo, X1)

w,q *
2) Si p < ¢ alors
<X07X1)9,p C (XU7X1)9’(1 .
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3) Si Xy = X; alors
(Xo, X1)op = Xo = X;.

4)Si0<f<1
(Xo, X1)op = (X1, X0)1-0p- (1.4.1)

Si0<w<0 <1, alors on a
((X07 Xl)@,]m (XOJ Xl)w,q)tﬂn = (X07 Xl)a,?"J

Avec
11—t t
a=(1-t)0+tw et - =—+4-.
r p q

Propriété de réitération
Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Alors

pour tout 6 € ]0,1[, p € [1,+o0] et n € N*

(X, D(A")op = (X, D(A))nop (1.4.2)

Cas Particulier (D(A), X),

P

Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
X. Posons
XO = D(A) et X1 = X,

Alors
XomX1:D<A> et X0+X1 :X,

donc, pour tout 6 € ]0,1[ et p € [1,+00] on a

D(A) c (D(A), X),, C X.

P

Si p(A) D Ry et s'il existe une constante C'y > 0 telle que

Cy
<_

VA >0 [[(A =AD", T

Alors

(D(A), X)y,, = Da(1-0,p)
= {zeX |tPAMA-t) " 2|, € L7},
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Définition 1.4.4 Pour tout 0 € |0,1[, p € [1,+o0] et k € N, on a
a4 (0+k,p)={xeDA"): Az e Ds(0,p)},
Avec la norme
||"E||DA(0+k7p) = [lzf[x + ||AkaDA(0,p)'

Théoréme 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-

ment continu (G (t)),,, alors pour tout p € [1,+00] et 0 € |0, 1]
(D(A), X)y, ={ze X |t (G@1t)-1)z|, € L2}

Muni de la norme

+o0
12l (pay,x),, = I2lx + / 171G (1)
0

Avec les modifications usuelles si p = oco.

1/p

”p dt

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNet 1 <p<oo:

On note W™P (Q, X) 'espace de Sobolev des fonctions f : 2 — X telles que 0*f € L? (Q, X)
pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p

> ”aafHLpQX) sil<p<oo
”fHWmJ’(Q,X) = lal<m

‘HEX 10% f1l oo (0, si p = o0.

Pour s € ]0,1[et 1 <p<oo:

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev

WP (Q, X) =< feLP(QX) // /(= sp+n||Xd:vdy < 00

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a

définir les espaces de Besov B (§2, X). Pour s € |0,1[ et 1 < p, ¢ < 0o, on définit
qa/p
. I/ (x )l
B, (,X)=< fel”(QX) / / y[sqm dx dy < o0

Avec la modification classique quand p = oo et ¢ = c©
Dans le cas ot p = q on a
By, (9, X) =W (Q,X).
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1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach X, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale difference property), pour plus détails voir [2].

Définition 1.4.5 On dit que X est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur L* (R, X) ,
1 <p< oo par
(Hf)(t) :_hm+ / St ds VteR, Vfe C”(R,X)
1T e—0

e<|sl<

Est bornée.
Définition 1.4.6 X est £-convexe s’il existe une fonction £ : X x X — R conveze telle que

i) £(0,0) >0
i) € (x,y) < ||z +y|| avec
|z|| = lly|| =1, Vz,y e X.

Théoréme 1.4.3 Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD.

i1) Il existe une fonction & symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et

{(@y) <z +yl,

tel que ||lz|| <1< |lyll, Y2,y € X.
Exemples :
» Les espaces de Hilbert (On choisit & (z,y) = 1+ (z,y) o le crochet (.,.) indique le produit
scalaire).
» Les sous espaces fermés d’un espace UMD.
» Les espaces construits sur L? (2, X), 1 < p < 0o tel que X est UMD
— Les espaces C%(2; X) (o € N) ne sont pas UMD

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(#; X)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : X — X est un opérateur borné positif, la puissance complexe de I'opérateur

A est définie par
1
A = — [¢#(t] — A) " adt,

20w
5
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Ou z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de
partie réelle positive (pour 0 < Rez < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante
+o00
/tZ1 (tI — A)" Azdt,

0

sin zm

Ax =

(e

Pour tout x € D(A) (voir Haase [16], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour x € D(A),

+o0

/tz (tI — A)~" xdt.

0

_sin(z+1)7
B m

Az = A" Ay

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni [7]
et [8])

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes
1) Soit z€ C:Rez<0etm,neN:m>n+Rez >0 alors

+oo

L' (m) / 4= (A (# — A)) P A" adt

Vee X Afx=
ve * F'n+2)L'(m—n-—2)
0

est absolument convergente.
2) z — A? est holomorphe de {z € C: Rez < 0} dans L (X).
3) SimeN:m>2etzeC:Rez<m alors D (A™) est dense dans D (A?).
4) Soitw,z € C:Rew < 0 < Rez alors

AYA? C AV C APAY.

De plus, si Re (w + z) # 0 alors
AU = AA".

5) Soit « € RY et x € D (A®) alors z — A*x est holomorphe pour Re z < a.

6) Supposons que A € L (X) pour s € R donc

(a) Si Rew <0 et w+ z =is alors At* = AYA* = A*A".

(b) Si Rew < 0 alors A¥AY = A¥TS = AWA™,

(c) Si Rew > 0 alors A®AY C A¥ts C A¥A® et la seconde inclusion
est en fait une égalité si Rew > 0.

7) Si0 < Rez <1 alors

1A~ < M (cosh (rIm=) + M) .

sin (7 Im z)
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8) Soit A% € L(X) avec s € R, pour ¢ €10, 7/2[ fixé, on pose
Se={pe? :p>0etm—p<O<m+p},

alors A*T* — A (dans la topologie forte de L (X)).
9) Soit AC {z€C:Rez <0} et Aj =AN(R) #D. On suppose que

sup [|A%[| < +oo,
zZEA

alors Vw € Ay, A¥ € L(X) et A* — AY o z — w, z € A (dans la topologie forte de
L(X)).
10) Si T € L(X) alors
(A=XD)'T=T(A-\)",

pour A € p(A), et

(a) TA* = A*T pour Rez < 0.
(b) TA* C AT pour Rez > 0.

11) Si (A —=XI)"" et (B —pul)™" commutent alors

(a) A*B" = BYA* pour max {Rew,Rez} < 0.

(b) si A et B € L(X), Vs,t € R alors A"BY = BYA~

pour max {Rew,Rez} < 0.
Définition 1.5.1 On note Bip(0; X ) (Bounded imaginary powers) ’ensemble des opérateurs

sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires bornées.

1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires. Soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants

p(A) et p(B) non vides. La résolution du probléme
Au+Bu—-Xdu=f A>0 (1.6.1)

repose sur la construction de l'inverse de A + B sous des hypotheéses correspondantes & des

méthodes différentes, selon les deux cas suivants :
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1- les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
(A2 iB-p) ' ]=(A-2)""B-—p) ' =B-p  (A-2)""=0
2- le cas non commutatif : i.e.

(A—2)" (B -p #0.

1.7 Sommes commutatives

Dans ce cas, il y a deux approches différentes.

1.7.1 Sommes de Da Prato et Grisvard
Da Prato et Grisvard ont étudié ’équation (|1 sous les hypothéses suivantes
(3 CA,Cp >0, 04,08 € [0, 7] tels que
i) p(A) DXaA={2€C":|argz| <m—0a},
C
Vz € Xa; /(A A

H/:(X) S 2|
(DG.1) i) p(B)yDX¥g={z€C": |argz| <7 — 0B},
Cg (0)

Vz € ¥g; H(B - Z[)ilHE(X) S ||

Z’ll) QA + GB < Tr.

iv) D(A) + D( ) =
V€ p E (
Ces auteurs ont montré, pour f € Da (0,q9)+Ds (0,q),0 € ]0,1[ et g € [1, +00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

7

)

\

_]_ _ _
u=— [ (A= (z+NI) " (B+z20)" fdz
um
o\
Ot 7, est une courbe simple orientée de oo e~ & oo € avec 0, € |0, ™ — O[, demeurant

dans o _» N YX_g.De plus, la solution a la régularité suivante

Au,Bu € Dy (0,q) (resp. Dg (6,q)) .
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1.7.2 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier 1’équation (1.6.1)). Ils ont supposé que
(DV.0) X est un espace de Banach de type UMD,
M
i)p(A) D ]—00,0] et IMa >0: |[(A+tD) || < 1—+At,w >0
(DV.1) v
ii)p (B) D ]—00,0] et IMp > 0: ||[(B+t)~'|| < 1—+Bt,w >0
VAep(A), nepB),
OV A i B -3y 1 — )
WseR: A% € L(X) et
JKa > 1, 05 >0, Vs € R: ||A"|| < Kpe?alsl,
(DV.3){ i)Vs e R:B* € L(X) et
JKg > 1, 05 >0, Vs € R: |B*|| < Kge’sll,
iii) Oa + 05 < .

Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par
1 fA*B*!
(A+B)' = —_—

21 sinmz
Y

dz,

ou v est une courbe verticale contenue dans la bande

{zeC:0<Rez<1},

et orientée de coe™"™/2 vers ooe'™/2.
Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [25], dans le cas ou 'un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.

Comme application de cette théorie, on cite ’exemple de Dore et Venni [7] pages 196-197. Ils
ont étudiés, dans le cadre LP(0,T, E) avec 1 < p < 0o, le probléme de Cauchy

w(t)+ Au(t) = f(t), 0<t<T
{ u(0) = 0, (1.7.1)
lorsque
E est un espace UM D, (1.7.2)
A est un opérateur linéaire fermé vérifie
_ M
p(A) D]-00,0] et IM >0: ||(A+1) 1H<1—+t,\ﬁ>o (1.7.3)
et
AK 21, 0>0, Vs € R: ||A”|| < KePl. (1.7.4)

Le résultat est donné par le théoréme suivant
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Théoréme 1.7.1 Sous les hypothéses (1.7.3), (1.7.9), (1.7.4) et pour

ferlP0,T,E), 1<p<oo,

le probléme admet une unique solution stricte

t
t— u(t) = /e(St)Af(s)ds € LP(0,T,F),
0

de plus

t
t— Au(t) = A/e(St)Af(s)ds € LP(0,T,E).
0



Chapitre 2

Equations differentielles complétes de
type elliptique dans les espaces UMD.

On considére, dans un espace Banach complexe X, ’equation différentielle abstraite du second

ordre
uw (x) + 2Bul(x) + Au(x) = f(z), x€(0,1), (1)

avec les conditions aux limites
u(0) = ug, wu(l)=1wuy. (2)

Ici, A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X avec les domaines D(A) et D(B),
respectivement, f étant une fonction dans LP(0,1; X), 1 < p < oo et ugp, u; sont deux

éléments donnés dans X.

On cherche une solution stricte v au probléme ([1)) et (2)), c’est-a-dire ; cherchons une fonction
) )

u telle que
ue W(0,1; X) N Lr(0,1; D(A))
u € LP(0,1; D(B)).

et satisfaisant ’équation (1) et les conditions .

2.1 Hypothéses et conséquences

On suppose dans la suite de ce travail que
X est un espace UM D; (H.0)

on rappelle qu'un espace Banach X est un espace UM D si et seulement si la transformation
de Hilbert H définie sur L? (R, X), 1 < p < oo est bornée de L? (R, X) dans lui-méme, voir

Chapitre 1 (|1.4.5) ainsi que [2] et [3].
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De plus on suppose que
B? — A est un opérateur linéaire fermé densement défini dans X
R,CP(B2—A) et 3C >0, VA > 0, (Hl)

2 -1
I(B* = A+ AD) < 73

I'’hypothése (H.1]) implique que —(B? — A)% est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique dans X, voir Chapitre 1 et [I7, p. 119], on suppose aussi que
D(A) € D(B?),

B(B2 - A>_1y = (B2 - A>_1By7 vy < D(B)7

D((B? - A)) C D(B).

Sous ces hypothéses, on étudiera le probleme - dans les deux cas suivants :

1. Premier cas :

B génére un groupe fortement continu (exB )

zeR
et 4
VseR, (B?-A)* e L(X)
et
Je>1, 0y €]0,7[: Vs € R, ||[(B*— A)¥|| < celsl]
on écrit

B?— A € BIP(6,,X)

classe des opérateurs & puissance imaginaire bornée, voir Chapitre 1.
2. Deuxiéme cas :

A est inversible a inverse borné,
D(BA) C D(B?),

+ B~ (B*— A)% génére un semi-groupe analytique sur X

Vs € R, (£B + (B? — A)2)s € L(X)
et

de>1, QiE}O,g[:

Vs € R, ‘(iB 4 (B2— A)3)h

< cebxlsl,

Quelques Conséquences :

(H.10)
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1. Si nous supposons (H.0) alors X est réflexif, donc (H.1) est équivalent a (0.0.1)); car de

la sectorialité, on déduit que D (B? — A) est dense dans X voir Haase [16, proposition 1.1.
déclaration h, p. 18-19].
2. De (H.1)"(H.4) et (H.7), on a D (BA) C D (B3?), si et seulement si,

B+ (32 — A) 2 est infiniment inversible

et est équivalent a
1

B — (B2 — A)? est infiniment inversible
Voir [12].
De plus dans ce cas, on a

(B-m-a) = (B+m-a)})ar o1
<B+(BZ—A)5>1= (B—(B2 A)%)A ! h

3. De (|H.5)), on déduit que B? génére un semi-groupe holomorphe borné dans X (voir Stone
[28]), de plus, si on assume (H.1)~(H.3)) et (H.5)), la théorie de la somme de Da Prato-Grisvard
[6], appliquée aux opérateurs —(B% — A) et B?, donne

(A-AD)" e L(X) || (A= AD)~ )||L §<1+/\),

pour tout A\ > 0. En particulier (H.7]) est vérifiée.
4. Sous les hypothéses (H.1)"(H.5) et si en pluson a D (BA) C D (B?) alors +B— (B? — A)

génére un semi groupe analytique et pour tout x € [0, 1] on a

N

Nl

6*"”[3*(32*‘)%} _ -wB—o(B*-A) ’ em{B*(BQ*A)%} «B ‘Z(BZ_A)%

voir [11].

5. Si v est une solution stricte du probleme

{ v (z) 4+ 2Bvl(z) + Av(z) = f(z), € (0,1),
v (0) = ug, v(1)=0,

et w est une solution stricte du probléme

{ w”(x) + 2Bw/(z) + Aw(x) =0, xz€(0,1),
w(0) =uy, w(l)=0,

alors la solution stricte u du probléeme — , est donnée par

u()=v()+w(l—.).
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2.2 Représentation de la solution

On suppose ici (H.0)"(H.4) et (H.7)"(H.9). Notons (7,(x)).>0 et (T1(x))z>0 les deux semi-

groupes analytiques générés par

1/2

—B— (B*—A)"" et B—(B*— A)'/?

La formule de représentation de la solution du probleme (I))-(2) :

u” (:l)?) + 2Bu/(x) + Au(z) = f(z), p.p. x€(0,1)
u (0) = uy,
u(1) = uyq,

u(r) ="To(x){+T1(1—2)&

: /Or To(z —s) f(s)ds (2.2.1)

1 _

N|=

[ G- f s

on remplace les conditions initiales et on trouve &, et &;;

€ = (1= 2) (uo— T (Wur) 5 (T = 2)7" (B~ 4) / Ti (s) f (s) ds
—% (I—2) (B~ A) T (1) /0 Ty (1—s) f (s)ds, (2.2.2)
et
-1 1 10 _1 !
G = U= =T Muw +5(1-27 (=4 ¢ [ T
—% (I—2)" (B2 = A) 1T, (1)/0 Ty (s) f (s) ds, (2.2.3)
tel que 1
7 6—2(32—/4)?7
(voir [12]).

On remarque que l'opérateur I — Z est inversible & inverse borné, puisque ’axe imaginaire

est contenu dans Pensemble résolvant p(—(B2 — A)z), voir Lunardi [22], p. 60.
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2.2.1 On étudie le cas B=0:
Dans ce cas, notre précédent probléme devient

)+ Au (z) = f (2), z € (0,1),
Uo, (2.2.4)

7 (a:,
(0)
(1)
Les hypotheses (H.1)"(H.6|) se réduisent a

A est un opérateur linéaire fermé densement défini dans X,
R, Cp(A) (2.2.5)

IC =190 20, [|[AM =7, < a5

S
I

et

3021, 6€)o,n[:Vs € R, [|(—4)"| < ce (2.2.6)

De (223), on a

1. (—\/—A) génére un semi-groupe analytique (e‘“m)xzo dans X.

2. Pour tout f € C 5
(%) = (-a*

(voir Haase [16], Proposition 2.18, assertion e, p. 64). Des hypotheses (H.0), (2.2.5)), (2.2.6)

et de la conséquence 2, on déduit que (2.2.6) équivaut a

AC > 1, 0 €]0,7[: Vs € R,

(A et
Le Théoréme de Dore-Venni [7] implique que pour g € LP(0,1; X), la fonction
r— L(x,9) =+ —A/ e~ (@ WV=Ag () ds e LP(0,1; X), (2.2.7)
0

et par conséquent

1
€T — E ([E7g) = \/ —A/ 6_(73"‘5)\/19 (8) dS c LP(07 ]_,X), (228)
0
puisque
L(.%’,g) =1L (:zr,gl) + 6_2xmL (1 - Qjag(l - )) )
ou
G (S) _ —23\/1.9 (S)

Nous avons également le lemme suivant.
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Lemme 2.2.1 Supposons (2.2.5)). Alors, pour tout w € (D(A),X)ﬁ’p, la fonction

z— M (z,w) = Ae=*V " w (2.2.9)
appartient a LP(0,1; X).

Preuve. L’opérateur (—\/—A) est un générateur d’'un semi groupe analytique, Alors pour

tout 0 € [0,1] et p € ]1,+00[, on a

(e (V) = (o (V7)) ),

0,p —0,p
+oo m
= {w €X; / Htm_me (—\/ —A) eV Ay p% < oo} .
0

Pour m = 2, on trouve

+00
(D(=4),X) , = {w €X; / 2070 (—A) e~V Ay p% < oo} ,
P 0
donc, pour 1 — 0 = 2L7 on obtient
P
“+oo
(D(A),X), = {wGX; / Ht2<ﬁ) (—A) e V4 i%<oo}.
2P 0

Maintenant si w € (D(A), X)%p, alors

1 1 2 p d
/ Ae’””mep dx = /a:2'21p'p (—\/—_A> ewmw‘ o
0 X 0 z
1 2 p

= [ (v e &
0 x
“+o00 1 2 p
< / z <—\/—_A> e~V Ay d_a:
0 x
<

¢ ||W||(D(A),X) 1

@p)?
voir le Théoréeme de Lions-Peetre [21].

Le résultat principal de cette section est

Théoréme 2.2.1 Supposons (H.0), (2.2.5) et (2.2.6). Si f € LY(0,1; X) avec 1 < p < oo,
et ug, uy € (D(A), X)

alors le probleme (2.2.4) admet une unique solution stricte u,

1
emnP’

u€ W (0,1, X)N L7(0,1; D (A)),

et satisfait
uw(0) =up, u(l)=u,
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Preuve. On peut supposer, sans perte de généralité, que u; = 0 (voir la conséquence 5.). La
représentation de la solution se réduit a

1 x 1 1
u(r) = eﬂﬂsﬁefﬂﬂﬂa—l ()} [ et (s s (-} e (s)ds
0

2 x
o= (1= 2 kg (1= 27 A [T £ a3 (=27 AT [ T 76
d’ou
o= -2 s 3 [T s as-F e no [ -9 766,
qui donne
o= -2 (st A [T s Ay [ T ()as)
et
b = (=27 (T + 5 (0= 27 A [ -7
_%(1_2)—1( AT, (1) /OIT1 (s) f (s) ds,

d’ou
== [hus 37 [ H0-9 56— 30 n0 [ 16766,
qui donne
(= (-2 (e s gyt [0 TG ds = feayt [0 G as).

Par conséquent, p.p. x € (0,1)

Au(r) = Ae gy + Ae N L (e )4 SL0 - f(1- )
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On a
) 1
Ae—m\/jfo = (I — Z)—l <Ae—x\/juo + % <_A>2/ 6_(w+s)mf (5) ds
0

Lot
_% (_A)Q/ e—x\/je—@—s)\/jf (s) ds) 7
0

= -2)" <Ae‘xmu0 + %[, (x, f) — E (—A)% /1 e~V AoV EA () ds) :
0

comime

L 1 L[
(—A)z / e RO (5) ds = SeV T (- A) / e (HITIVEAS (s) ds
0 0

par chengement de variable, on pose S =1—s=—=s=1-§

1 1 1 1-S=1
%(-A)z / eV AT BIVEAL (5)ds = %ef (—A)2 / e"@HSIVEAF (1 — §) (—dS)
0 1-S=0

1 0
- —%em(—A)Q/ e”@HIVEAL (1 — §)ds

1

L == T ey

= —e (—A)z/ e f@a-=.S)ds
2 0

= eV f(- ).

Donc

1

Ae—m\/jgo =(I— Z)_l {Ae—r\/ju(] + %ﬁ (z, f) — Ee_mﬁ (@, f(1— ))} )

de la notation (2.2.9)), on a
A gy = (1= 2)7 M (w0) =5 (1= 2) L f) = 5 (1= 2) eV L, f (1),

de (2.2.8) et du lemme [2.2.1] on déduit que

x — Ae™™V=A¢, € LP(0,1; X). (2.2.10)
De méme
1 1
Ae_(1_$)m€l _ (I _ Z)_l {_Ae—(l—x)\/je—\/juo + 5 (_A)% / 6_(1_I)m@_(1_5)mf (8) ds
0

1 1
—5(—A)5/ 6_(1_$)m6_(1+8)mf<8)d8},
0
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d’ou
Ae’(l’x)‘/jf1 = (I - Z)_1 {—Ae@x)muo + % (—A)% /01 e’(z’zfs)ﬂf (s)ds
) [Lee Ty gal,
alors, on obtient
x — Ae"I=OV=Ae € 12(0,1; X). (2.2.11)

De (2.2.7)), (2.2.10) et (2.2.11)) , on déduit que

Au € LP(0,1; X).

2.3 Cas général

Dans la suite, on étudiera deux cas, le cas o B génére un groupe et le cas ol

N

—B—(B2—A)? et B— (B*—A)?

génerent des semi-groupes analytiques.

2.3.1 Premiére approche : B génére un groupe

Dans ce paragraphe, nous supposons ((H.0)~(H.6)).

Théoréme 2.3.1 On Assume (H.0) (H.6). Si
ferr0,1;X), 1 <p<+oo, etug,u; € (D(A),X) 1 p,

(2p)°
alors le probléme — admet une solution unique stricte u,
u € WP (0,1; X)N LP(0,1; D (A)) et u' € LF(0,1; D (B)),
et satisfait
u (0) = uyp,
u(l) =wuy, °
Preuve. En remplagant dans le probléme (I))-([2), u (z) par e=*5v (z)

u(x) = e *Pu (),

T

comme e~ *? est inversible et son inverse est e*?, on déduit que

ePu(r) =v(x).
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On a pour la solution u, et p.p. z € (0, 1),

ezBu (l’) — easBTO (I) 50 + eacBT1 (1 _ l’) 51

N

—5 (B - 4)
5 (- / Ti (s = @) & f (s) ds,

d’apreés la conséquence 4. on obtient

/OmTO(x—s)exBf(s)ds

(VT
Nl

v ({L‘) _ efx(BzfA) 50 + 67(17:1:)<327A> (6851)
5 (A / e o0 ()
—~ % (B2—A)? / L tma(5-a) e f (s)ds. (2.3.1)

On remplace les conditions initiales

{ u (0) = up <= v (0) = uyo,
u(l) =u; < e Pu(l) = uy,

on trouve &, et eP&; =&, ;

G = (=27 (w-e V) s p -2 (- a) [ e g

=27 (B )

et

& = P& =(T—-2)" (Puy — ePTy (1) o) + % (I-2)""(B*- A)

_% (I- Z)*l (BQ _ A)*z BTy, (1)/0 T (s) f (s)ds,

d’ou

tel que
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De la solution générale (2.2.1)) , (2.2.2) et (2.2.3]), On remarque que (2.3.1)), (2.3.2)) et (2.3.3)

mentrent que v est une solution du probléme

v (x) + (A= B?)v(x) =e"Bf(x), 2 €(0,1),
{ v (0) = ug, v (1) = ePuy, (2.3.4)

D’apres le Théoreme (en remplagant A par A — B?), et puisque I'espace d’interpolation

(D(A), X )ﬁ p est invariant par I'opérateur e et que
(D(A), X) s p=(D(A=B%),X)1 p,
on obtient que le probleme ,admet une solution stricte
ve W (0,1;X)N LP(0,1; D (A — B?)). (2.3.5)
Maintenant, on fait preuve que

we W (0,1;X) N LP(0,1; D (A)) et u' € L7(0,1; D (B)).

En effet, soit v une solution vérifiant (2.3.5). On a

Nl

V()= (B - A)} e (P e 4 (57 - A)é =) (o)

=

(B*—A)" % % / §eSBf (s)ds

1
2
l
-5 (B ) (5 ) / e (s)ds,

qui donne

Nl
NI

N|=

Bv () = —B (B — A) % (B2 = A) e (B4 ¢ 4 B (B2 — A) 77 (B2 — A) e (B 4) (B¢
/‘SL‘ e—(a:—s)(BZ—A)%est (S) ds

! 2 4\3
/ 6—(s—x)(B —A) est (S) ds.

1,
5B (B - 4)

N|=
N|=

(5~ )

ol

(B )

d’ou

_1
Bv' (z) :B(BQ—A) 2h(x).
En se basant sur et sur comme dans le premier cas, on trouve

Bv' () € LP(0,1; X),
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d’ou
v' () € LP(0,1; D (B)). (2.3.6)

On ap.p. z € (0,1),

u(x) = e "Pu(z),
Puisque v € D (A — B?) = D (A) C D (B?), on obtient
Au()=e*BAv() e LF(0,1; X), (2.3.7)
et
' (2) = e [~ Bv (2) + ' ()]
et puisque v’ € D (B) (voir (2.3.6)), on a

Bu' () = Be ™P[-Buv(z)+v (2)] (2.3.8)
= ¢ "% [-B% (z)+ BV ()]
d’ou
Bu' () € L*(0,1; X).

En fin, on a
W' (z) = e P [B% (2) — 2BV (z) + 0" (2)] (2.3.9)

qui donne
u” () € LP(0,1; X).

De (2.3.7), (2.3.8)) et (2.3.9), on obtient

W () + 2B (2) + Au () = e P [B0(2) - 2BV (2) + 0" (x)]
+2¢7°8 [~ B2 (2) + BV (z)] + e P Av (x)
= "B [B% (x) — 2BV (x) + 0" (x) — 2B% (x) + 2B/ (z) + Av ()]
— B[ () + (A— B v (z)]
= f(2).

Alors u est une solution stricte du probléme —.
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-

2.3.2 Deuxiéme approche : +B — (B2 — A)i génére un semi groupe
analytique

Dans ce cas, nous supposons (H.0)"(H.4) avec (H.7)”(H.10). Rappelons-nous que
(To())a>0 et (T1(2))az0

sont des semi-groupes analytiques générés par

N

—B—(B*—A)" et B— (B*—A)?.

Dans cette deuxieme approche, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Soient g € LP(0,1; X)) et

avec s > 0. Alors, Les fonctions suivantes

r+— Lo (z,9) = (B—I—(B2—A)%

> Lo (z,9) = (B+ (B2 —A)%> (B2—A)? (B— (B —A)%) Ty (z) /OlTo (5) g () ds,
vt o) = (B (8- ) (-7 (- (8- ) 1@ [ 1606
v Lip(r.0) = (B+ (B — 4)%) (B2~ A) (B—(B?—A)i)Tl(x)/OlTo(s)g(s)ds,
v Ly (rg) = (B+ (B~ 4)}) (B~ 4)F (B (B~ 4)) T («) /OlT1 (s)g () ds,

sont L*(0,1; X).
On note, pouri,j € {0,1};

Lij(w,0) = (B+ (B2 - A)7) (B*— 4)

[V
X
/N
S
|
—
o
[\V)
|
s
~—
[
N—
=
—
8
~
N
e
—
V2)
~
K
o
QL
V2)
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Preuve. En appliquant & nouveau le Théoréme de Dore-Venni, comme dans (2.2.7)), on

obtient
Lo(.,9), Li(.,g9) € LP(0,1; X),

par conséquent
. 1
zr— Lo(l—z,9(1—".)) = (B—I— (BQ—A)Q)/ To(s—x)g(s)ds

et

D=

t— L (1—2,9(1-)

(B—(BQ—A) )[ElTl(s—x)g(s)ds

sont aussi des fonctions LP(0,1; X).

On donne un exemple pour prouver que, pour 7, j € {0,1}
Li,j (ag> - Lp(o’ ]-7 X)7
par exemple, pour ¢ = 0,7 = 1 en effet

Los(e.9) = (B—(B*=4)%) (B = 4)* L. T () Ty ()9 ()

+ (B+ (B2 —A)%) (B2 = A) Ty () Ty (2) Ly (1 — 2,9 (1 ).

Lemme 2.3.2 Supposons (H.1) ~ (H.4)). Alors, pour tout wo, wy telles que

wo € (D (<B+ (B2 —A)5)2> ’X>1 ,

et

>2>’X)1p’

(2p)°

N

Wy € (D ((B—(B2—A)

les fonctions
2

) To () wo,

[N

Mo (., wo) = (B+ (B? — A)

2
T1 () Wi,

[N

M, (wr) = (B — (B - A) )

appartiennent & LP(0,1; X).

Preuve. En remplagant —/—A par +B — (B? — A)% dans le Lemme , on obtient

My (o) = (B+(B* - A)é)2T0 ()wo € L7(0,1; X)

N|=

M, (wr) = <B (B~ A) )2T1 ()wr € LP(0, 1; X),
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a condition que

wo € (D ((B+ (B? —A)%)2> ,X>1P,

Wy € (D <<B — (B - A) )2) ,X) (2:7)71:'

p)°

N

Remarque 2.3.1 Notons que, par le théoréme de réitération (voir chapitre 1 ) et en prenant

en compte (H.2) et (H.4), on a
N2

(D((Bi(Bz—A)2> )X) —(D(A),X) .

1 p @yt

En effet, on a

(D <(B:l: (B2 —A)5>2> ,X)me - (X,D ((B:t (B2 —A)5)2)>11p,

D’aprés le théoreme de réitération

1 2 1
(D <(Bi (BLA)%) >,X>21p’p: (X,D(Bi (BZ—A)%>)2;7P,
De et (H.4)), on trouve

((t2m-)),, - (xo (),
(

= X,D(BQ—A))lf%’p
= (X.D(A), 1,
= (D(A), X).,.

Le résultat principal de ce travail est le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2 Supposons (H.0) (H.4) et (H.7)"(H.10). Si f € LP(0,1; X) avec 1 < p <
+00, et ug, u; € (D(A), X) , alors le probleme — admet une solution stricte unique

u,

1
[EOR

u € W(0,1;X) N LP(0,1; D(A)), o' € L7(0,1; D(B)),
et satisfait —-

Preuve.On peut supposer que u; = 0. On a d’aprés (2.2.2) ,

N

& = =27 =T u)+5 (=27 (B -4 [ D) f)ds
1

—5 - Z)(B? - A)’% Ty (1)/0 To (L —s) [ (s)ds,
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d’ou

NI

ATy (2) &, = ATy (x) (I —2)  ug + %ATO (z)(I—2)"" (B>—A)" /0 Ti(s) f(s)ds
1 1

~5ATy (2) (1 = 7)™ (B* - A)7r T (1)/0 To(1—s) f (s)ds,

donc
ATy ()€, = Ae" [-o-(-)?] (1= 2) "
+%ABI{B(BQA)2} (I—2)" (B* - A)fé 1T1 (s) f(s)ds
—%Ae””[‘B‘(BZ‘AV] (I—2) (B = A) T (1) /01 Ty(1—s) f (s)ds,

En raison de (2.1.1)), on obtient, pour x € (0,1),

N

ATy ()€, = (B + (B2 — A)

b5 (1= 2) Lox (e, f) = 5 (1= 27 T3 (1) Log (£ (1= )

) <B (B2 - A)é)_l (I — 2™ My (2, u0)

Par conséquent
ATy (1) & € L7(0,1; X).

De méme on a

ATy (1— )&, € LP(0,1; X).
Pour terminer, en utilisant , on peut en déduire que
1 2 1 2 -3
Au(z) = ATy(2)&+ ATy (1— )&, — 5 (B (B - A)2> (B2— A)* Ly (x, f)

1
2

(B+(B = a)}) (B2 = A)F Ly(1 -, f(1-),

donc Au € L*(0,1; X).
Pour conclure, on montre que Bu/ € LP(0,1; X).
On a

u(r) = Ty(r)§+Ti(1—1)&

5= (-9 r )i
5 (B =) [ =06 s
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d’ou

1 1 1 1

5 (B -A)F {—f (@) + (-B - (B*— A)}) / Ti(s =) f (s) ds} ,

D’apres (2.1.1)) , on trouve

o (@)=~ (B~ (B~ A)%)l ATy ()€ — (B + (B~ A)é)l AT (1 - 2) €,

+% (B? _A)—% (B—i— (B2 _A)%) /OITO (x—s) f(s)ds
% (B2—A)? <B+ (B* —A)%)/ Ty (s — =) f (s)ds,
donc
Bu(r) = ~B(B— (B~ A)é)l ATy ()& — B (B + (B - A)%>1 AT (1 - 2) €,
b5 BB~ ALy (o, f) + 5 BB~ ALy (L=, f (1 ).
alors

Bur(.) € LP(0,1; X).



Chapitre 3

Applications

On donne, dans ce chapitre, quelques exemples d’application aux équations différentielles

partielles pour illusterer les résultats du chapitre 2.
Exemple 3.0.1 (Conditions aux limites périodiques).

Prenons X = L?(0, 1) et considérons l'opérateur T" dans X défini par

{ D(T)={fe€H'(0,1): f(0) = f(1)},
Tf=if"

Il est bien connu que T est auto-adjoint et que son spectre est o(T) = 27Z (voir Miklavéié

[23], p. 75). (On peut montrer ce résultat en résolvant 1’équation spéctrale

Tf=M=gy
En plus 'opérateur T2 est défini par

{ D(T%) ={f € H*(0,1): f(0) = f(1), f(0) = f" (1)},
T2f _ _f// )
cet opérateur T2 est positif, auto-adjoint.

Si on prend B = —iT' (générant un groupe continu) et introduisons A par

{ D(A)=D(T?),
Af = (=2T%* —al) f =2f —af

avec a > 0.
Alors I'opérateur
B*— A=T+al,

de domaine D(T?), est un opéra auto-adjoint positif.
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Ainsi le domaine D(T') coincide avec I'espace d’interpolation complexe [X ,D(TQ)}%, selon

Triebel [29] (pour plus de détails, voir la page 143), et I'opérateur (724 al)? est auto-adjoint

positif.

Le Théoréme [2.3.1| nous permet donc de résoudre le probléme aux dérivées partielles
0*u *u 0%
:f(CC,y), (7 ) ( ) (0’1)7
w(0,9) = uo (y), u(l,y) —ul(y) 0<y<l,
u(m,()):u(x,l),%(x 0) = (:U 1), 0<zx<l,

a condition que f € LP(0,1; L*(0,1)) et ug, uy € (D(A), L*(0, 1)) , On peut alors appliquer
Pargument précédent en réduisant un espace & un espace d’mterpolatlon entre D (T') et
L?(0,1).

Exemple 3.0.2 Prenons X = L1(R), 1 < g < 400, et o définit les opérateurs A, B par
{ D(A) =W (R),

Au = au’ — cu,

{ D (B) :/WL‘I (R)
Bu = bu

tels que a — b> > 0 et ¢ > 0.
Alors

» L’opérateur B* est défini par

D (B*) =W>1(R), Bu="b",
donc

D(A)CD (BQ) ,
» L’opérateur B> — A est défini par
D(B*—A)=W>([R), (B*-—Au=(b"—a)u"+cu,
et par conséquent
1
D ((B2 - A)5> — W (R) C D (B)

Ainsi les hypotheses (H.2))™ (H.4) sont vérifiées.
De plus, un simple calcul basé sur la résolution (a l'aide de la transformation de Fourier)

de ’équation spéctrale

(V¥ —a)u"+cu—Au=gyg
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montre que U’hypothése (H.1|) est vérifie.
L’hypothése (H.D)) est également satisfaite. En vertu du théoréeme C, p.167, dans J. Priiss

and H. Sohr [26] on trouve que (B* — A) est un opérateur BIP est vérifie (H.6)).
En appliquant le théoreme de la premiere approche, on obtient

Proposition 3.0.1 Soitp,q €]1, 400, f € LP(0,1; LY(R)) et ug, uy € (W?P(R), LIY(R)) 1

@717'
Alors le probléeme

2u 24 2
o (0) 4 25 (00) + 0 (22) = cuo,0)
= f(z,y), (z,y) €]0,1[ xR, (3.0.1)
w(0,y) = uo (y)
u(17y>:u1<y)7 y€R7

admet une solution stricte unique u,
u e W*(0,1; L7 (R)) N LP(0,1; W?? (R)), o' € LP(0,1; W'? (R))

et satisfait (3.0.1)).

Notons que lespace d’interpolation (W 2’p(R),LP(R))21 , coincide avec l'espace de Besov
S,
1

Bp 7 (R), d’apres Grisvard [15], Teorema 7, p. 681.

Exemple 3.0.3 Soit H un espace de Hilbert et B un opérateur auto-adjoint strictement

positif dans X. Prenons
A=-B®

c’est a dire
D(A) = D(B®) et Au= —B*u

Alors B? — A est auto-adjoint strictement positif, et
D((B - 4)*) =D (B).
De plus +B — (B? — A)% génere un semi-groupe analytique en X et nous avons aussi
D(A) & D(B?)

(pour plus de détails, voir Example 3 cité dans [12]). Puisque +B +(B2—A)% est un opérateur
positif, alors le Théoréme[2.3.9 s applique .
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A titre d’exemple, on prend B défini dans X = L*(Q2) par

{DUQZEH@DHH%Q%
Bu = —Au,

ot ) est un domaine borné dans R™, n > 1, avec une 052 frontiére lisse, donc

D (A) = {u € HS (Q) U = AU|5Q = A2’LL|3Q = O} ,
Au = —B3u = A3u,

on peut alors considéré le probleme aux dérivées partiélles suivant

Pt (o)~ 2828 (w) + AU () = F(e0). (@) € (0.1) x 0,
U(O,y):UO(y), U(l,y):lh(y), y€Q7
u(z,0)=Au(z,0)=A%u(r,0) =0, (z,0)€(0,1)x 09,

lorsque
feL*(0,1),%)
et
ug, uy € (D(A), L*(Q))

2

=

Cet espace d’interpolation peut étre caractérisé, en utilisant le Théoréme 4.4.1 (6), p.321
dans [29], ou encore les résultats de [21], p.59. Plus précisément, (D(A), LQ(Q))%,2 coincide

avec l’espace
{u c H*(Q): upa = Aupe = 0, Ay € (L2 (Q), Hy (Q) N H? (Q)) ) }
12

= {u€H4(Q):U|aQ:AU|aQ:0, A%EB&AQ),/

ch1 (z) |A%u (x)‘Qd:L' < oo}

1
ot B3,(€2) est un espace de Besov et d(z) désigne la distance entre x € Q et la frontiere €.
Ici,Pour montrer que les opérateurs sont de classe BIP, on utilise les propriétés des opérateurs

auto-adjonts.
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