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INTRODUCTION

La plupart des systèmes physiques se modélisent par des équations aux dérivées partielles

non linéaires. L�objectif de ce travail est d�introduire des thechniques d�analyse permettant

d�étudier la régularité de telles équations. A�n de mettre en application ces techniques sur

un système issu de la physique, nous avons choisi d�étudier la régularité des équations de

Navier-Stokes incompressibles. Ces équations s�écrivent

(1:1)

8<:
@tu+ (u:r)u��u+rp = 0;

r:u = 0;
u(x; 0) = u0(x);

où � =
3X
j=1

@2xj ; u:r =
3X
j=1

uj@xj et r:u =
3X
j=1

@xjuj:

On doit interpréter u = (u1; u2; u3) comme le champ des vitesses et p comme la pression.

Pour la majorité des �uides, il est raisonnable de supposer l�incompressiblité du �uide, ce qui

donne div u = 0: Le système (1:1) est une équation d�évolution, c�est-à-dire qu�une variable

(à savoir t le temps) y joue un rôle particulier. Pour espérer résourdre ce système, il faut

de plus se donner un champ de vitesses initiales u0 et l�on se limitera à la recherche des

solutions u de (1:1) telles que u(x; 0) = u0(x). Dans son article fondateur de 1934; Jean-

Leray [6] construit, pour une donnée initiale dans L2(R3); des solutions globales faibles pour

les équations de Navier-Stokes qui véri�ant l�inégalité d�énergie

ku(t)k2L2 + 2
tZ
0

kru(�)k2L2 d� � ku0k
2
L2 :

La méthode de construction utilisée est trés générale et est utilisée pour de nombreuses

équations d�évolution conservant une ou plusieurs formes fonctionnelles au cours du temps.

Désormais, beaucoup d�e¤orts ont été consacrés pour établir l�existence global et l�unicité de

la solution régulière, pour l�equation de Navier-Stokes. Des di¤érents critères de la regularité

des solutions faibles ont été proposés. Les conditions de Prodi-Serrin (voir Serrin [8], Prodi



iii

[4], et Struwe [12]) a¢ rmaient qu�une solution faible de Leray-Hopf appartenant à la classe

L� ((0; T );Lq(R3)) avec 2
�
+ 3
q
� 1; 2 < � <1 ; 3 < q <1 est réguilière sur (0; T )�R3; alors

que le cas de la limite q = 3 était découvert plus tard par Escauriaza, Serëgin et Sverak [11].

En 1995, Beirão da Veiga [5] établissait un critère de régularité du type de Serrin sur le

gradient du champ de vitesse : ru 2 L� ((0; T );Lq(R3)) avec 2
�
+ 3

q
� 2. Pour d�autres

sortes de critères de régularité, on fait réference aux exposés [9; 18; 17; 24; 26]. Récemment,

Montgomery-Smith [14] introduisait le critère suivant (voir aussi [1] pour ce type de critère) :

TZ
0

ku(t)k�Lq
1 + ln (e+ ku(t)kLq)

dt <1; pour étudier le probleme de régularité de la solution.

Notez que l�amélioration log est seulement en fonction du temps. Cela peut être vu comme

l�extention naturelle du type Gronwall des conditions de Prodi-Serrin. On peut alors se poser

la même question, à partir d�une donnée initiale u0 2 L2(R3); peut-on étendre ce critère à

d�autres espaces fonctionnelles. Le point de départ du mon travail est l�étude de la régularité

des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans les espaces des multiplicateurs

singuliers dans l�espace R3: Un des buts de ce mémoire est de généraliser ce résultat dans

les espaces de Morrey-Campanato et de caractériser les espaces de Banach M2; 3
r
(R3) de

Morrey-Campanato quand 0 < r � 1:

Dans le cas des espaces de multiplicateurs singuliers, Zhou-Gala ont données une reponse

a¢ rrmative à cette question (voir [25]) ;

Théorème 0.0.1 Soit u une solution régulière de (1.1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si
TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r

Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 � r < 1;

alors la solution peut être prolongée au delà de t = T: En d�autres termes, si la solution

explose à t = T , alors

TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r

Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt =1 0 � r < 1:

Notre second théorème est sur le gradient du champ de vitesse.
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Théorème 0.0.2 soit u une solution régulière de (1; 1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r

Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 � r � 1;

alors la solution peut être prolongée au delà de t = T:

Il est intéressant de remarquer que

Xr(R3) �M2; 3
r
(R3)

et que la norme deM2; 3
r
(R3) est conservée par l�équation de Navier-Stokes.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

1.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous limiterons aux espaces de Sobolev modelés sur L2. Ces espaces jouent

un rôle absolument crucial dans l�étude des équations aux dériveés partielles, quelles soient

linéaires ou non.

1.2 Dé�nitions des espaces de Sobolev sur R3

Dé�nition 1.2.1 Soit s 2 R. On dit qu�une distribution tempérée u appartient à l�espace

de Sobolev d�indice s, noté Hs(R3), si et seulement si

û 2 L2loc(R3) et
Z
R3

�
1 + j�j2

�s jû(�)j2 d� < +1;

et l�on note

k uk2Hs =

Z
R3

�
1 + j�j2

�s jû(�)j2 d�;
où û(�) =

Z
R3

u(x)e�ix:�d� est la transformée de Fourier de u.

On rappelle que Hs muni du produit scalaire

hf; giHs =

Z
R3

�
1 + j�j2

�s bf(�)bgd�
est un espace de Hilbert.
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Retenons qu�on a toujours les injections continues :

si s � r;

Hr(R3) � Hs(R):

1.2.1 Résultat de densité

Une méthode classique pour démontrer des résultats dans les espaces de Sobolev consiste

à considérer d�abord des fonctions régulières, puis en faisant un raisonnement par densité,

à étendre les resultats obtenus à l�espace tout entier. Dans cette partie, nous allons étudier

comment les fonctions des espaces de Sobolev peuvent être approchées par des fonctions

régulières.

Lemme 1.2.1 L�espace C10 (R3) est dense dans Hs(R3) pour tout s 2 R:

Preuve. On rappelle les injections continues suivantes :

C10 (R3) ,! S(R3) ,! Hs(R3):

L�injection C10 (R3) ,! S(R3) étant de plus dense. Il su¢ t de montrer que S(R3) est dense

dans Hs(R3): On utilise la transformée de Fourier. Soit u 2 Hs(R3): Alors

�
1 + j�j2

� s
2 û(�) 2 L2(R3):

L�espace S(R3) étant dense dans L2(R3); alors il existe alors une suite de fonctions ('n)n �

S(R3) telle que

lim
n!1

'n =
�
1 + j�j2

� s
2 û dans L2(R3):

Par dé�nition de S(R3);  n =
�
1 + j�j2

��s
2 'n est encore dans S(R3):

La transformée de Fourier étant une bijection bicontinue de S(R3) dans lui-même, on peut

donc considérer la suite (un)n�0 � S(R3) telle que ûn =  n: On a alors

kun � ukHs(R3) � c



�1 + j�j2� s2 (ûn � û )





L2(R3)

=



'n � �1 + j�j2� s2 û )




L2(R3)
;

et cette dernière quantité tend vers zéro quand n! +1: �
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1.3 Inclusion de Sobolev

Le but de ce paragraphe est d�etudier les propriétés d�inclusion des espaces Hs(R3) dans les

espaces Lp(R3): On a le résultat suivant.

Théorème 1.3.1 Si s est strictement supérieur à 3
2
; alors l�espace Hs est continûment inclus

dans l�espace des fonctions nulles à l�in�ni. Si s est un réel positif strictement inférieur à 3
2
,

alors l�espace Hs est continûment inclus dans L
6

3�2s (R3) et l�on a

kfkLp(R3) � c kfk :
H
s
(R3)

avec

kfk :
H
s
(R3)

déf
=

0@Z
R3

j�j2s
��� bf(�)���2 d�

1A 1
2

:

Preuve. Le premier point du théorème est trés facile à démontrer. On utilise le fait que

kukL1 � kûkL1 :

En e¤et, si s > 3
2
; on peut alors écrire, pour toute fonction régulière u;

jû(�)j =
�
1 +

���2���� s
2
�
1 +

���2��� s2 jû(�)j
D�où,

kûkL1 =

Z
R3

jû(�)j d�

�

24Z
R3

�
1 +

���2����s d�
35 1

2
24Z
R3

�
1 +

���2���s jû(�)j2 d�
35 1

2

= kukHs

24Z
R3

�
1 +

���2����s d�
35 1

2
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D�autre part, on a Z
R3

�
1 +

���2���� s
2 d� = !3

+1Z
0

R dR

(1 +R2)s

� !3

+1Z
0

(1 +R2) dR

(1 +R2)s

� !3

+1Z
0

dR

(1 +R2)s�1

où !3 est la surface de la sphère unité dans R3: Le fait que s > 3
2
implique que

+1Z
0

dR

(1 +R2)s�1
< +1:

Donc, on a

kûkL1 � c kukHs :

Finalement,

kukL1 � c kukHs :

La démonstration du second point est plus délicate. Pour plus de détails voir [25] : �

Remarque 1.3.1 L�indice p = 6
3�2s peut être dérivé grâce à un argument d�homogénité.

1.4 Présentation du système de Navier-Stokes.

Ce paragraphe est une brève présentation des équations de Navier-Stokes. Pour plus de dé-

tails, voir les livres de mécanique des milieux continus et de mécanique des �uides. Les

équations de Navier-Stokes incompréssibles décrivant l�évolution temporelle d�un �uide in-

compressible dans l�espace R3: Ce �uide peut être de l�eau, ou de l�air (si la vitesse de

l�écoulement reste petite devient la vitesse du son ). Divers varientes de ces équations se

trouvent en métrologie, océamographie, magnétohydrodynamique. Décrivons maintenant ces

équations. La vitesse de l�écoulement est donnée par le champ de victeur u(x; t) qui dépent

du temp et de l�espace, et qui prend ses valeurs dans R3: La divergence du champ de vitesse

est nulle, ce traduit par

div u = r:u = 0:
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D�autre part, une particule de �uide subit

* une force de frottement due à la viscosité du �uide modélisé par

��u;

où � = 1 dans notre cas qui est la viscosité du �uide considérée

* une force de pression, qui s�écrit

�rp

où p(x; t) est la pression règne dans le �uide. L�accélération de la particule de �uide considéreé

est alors
Du

Dt
= �u�rp;

où Du
Dt
est la dérivée particulaire, ce qui donne

@tu+ (u:r) u��u+rp = 0:

Ces équations doivent être complétées par une donnée initiale : valeur de u à t = 0:

Malgré la simplicité apparente de ces équations, leur étude mathématique est loin d�être

totalement achevée. Si on dimension 2 on dispose une bonne théorie d�existence et d�unicité

des solutions régulières, le cas de la dimension 3 reste essentiellement ouvert, et de nombreuses

chose restent à comprendre ! !



Chapitre 2

Régularité des solutions dans les
espaces de multiplicateurs

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous cherchons à établir des résultats de régularité pour les équations

de Navier-Stokes. Pour cela, nous allons commencer par dé�nir ce que nous entendons par

solution faible du problème de Navier-Stokes.

Nous employons les espaces fonctionnels suivants :

C10;�(R3) =
�
' 2 (C10 (R3)) : div ' = 0

	
� (C10 (R3)) ;

L2�(R3) = C10;�(R3) k:kL2 =
�
u 2 L2 (R3) : div u = 0

	
;

Hr
� est la fermeture de C

1
0;� dans H

r(R3):

Nous étudions dans R3 le problème de Cauchy pour l�équation de Navier-Stokes dépendant

du temps :�
@tu+ (u:r)u��u+rp = f dans R3 � (O; T );

div u = 0 dans R3;

où u(x; t) = (u1; u2; u3) est un vecteur réel tridimentionnel inconu, p(x; t) une fonction scalaire

inconnue ; (u:r)u désigne le vecteur dont le j-ème composant est égal à

3X
i=1

ui@iuj (j = 1; 2; 3):
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Finalement, f est le vecteur de force extérieure donnée. Si en particulier, on suppose que f

est inclue dans P , nous avons le résultat suivant voir [13] :

Lemme 2.1.1 Une distribution vectorielle f véri�e

hf; 'i = 0 pour tout ' 2 C10;�(R3);

si et seulement s�il existe une distribution scalaire q telle que f = rq:

Dé�nition 2.1.1 Soit u0 2 L2� (R3): Une fonction mesurable u dans R3� (0; T ) est dite une

solution faible de (1.1) sur (0; T ) si u véri�e les propriétés suivantes :

(1) u 2 L1 ((0; T );L2� ) \ L2 ((0; T );H1
�), pour tout T > 0 ;

(2) u(t) est continue en temps au sens de la topologie faible de L2� avec

hu(t); �i ! hu0; �i quand t! 0+ pour tout � 2 L2� ;

(3) pour tout 0 � s � t � T , u véri�e l�égalité

TZ
s

f� hu; @��i+ hu:ru; �i+ hru;r�ig d�

= �hu(t); �(t)i+ hu(s); �(s)i ;

pour tout � 2 H1 ((s; t);H1
�) :

Enonçons le théorème de Leray.

Théorème 2.1.1 Soit u0 2 L2� (R3): Il existe une solution u du système (1:1) au sens de la

dé�nition (2.1.1). De plus, cette solution satisfait l�inégalité d�énergie

ku(:; t)k2L2 + 2
tZ
0

kru(:; �)k2L2 d� � ku0k
2
L2 ; pour tout t 2 (0; T ):

2.2 Les espaces de multiplicateurs singuliers Xr

Nous allons présenter maintenant des espaces de multiplicateurs singuliers sur les espaces de

Sobolev. Nous commençons par donner la dé�nition suivante.
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Dé�nition 2.2.1 Pour tout r � 0; on dé�nit

Xr
def
=M

�
Hr ! L2

�
=
�
f 2 L2loc : 8g 2 Hr; fg 2 L2

	
:

Il s�agit des espaces de Banach normé par :

kfkXr = sup
kgkHr�1

kfgkL2 :

De plus, on a pour tout x0 2 R3 :

kf(:+ x0)kXr
= kfkXr

kf(�:)kXr
=

1

�r
kfkXr

; 0 < � � 1:

Nous allons maintenant démontrer un résultat d�inclusion entre les espaces de Sobolev et les

espaces de multiplicateurs

Lemme 2.2.1 Soit 0 � r < 3
2
. Alors

H
3
2
�r(R3) � L

3
r (R3) � Xr(R3):

Preuve. Soit f 2 L 3
r (R3): Le théorème d�immersions de Sobolev nous assure que

si 1
q
= 1

2
� r

3
; on a

(�) Hr(R3) � Lq(R3) avec injection continue.

Alors étant donnée (�), l�inégalité de Hölder nous donne

kfgkL2 � kfk
L
3
r
kgkLq

� kfk
L
3
r
kgkHr :

Il en résulte

kfkXr = sup
kgkHr�1

kfgkL2 � c kfk
L
3
r
:

�

Exemple 2.2.1 D�après l�inégalité de Hardy,



 gjxj





L2
� 2 krgkL2 ;
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on remarque que

f(x) = jxj�1 2 X1(R3) :

Pour véri�er cet exemple, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Soit 1 � p <1: Alors pour tout f 2 C10 (R3); on aZ
R3

j(x:r)f jp dx � (3
p
)p
Z
R3

jf(x)jp dx: (�)

Preuve. Soit g : R3 ! R3 une fonction di¤érentiable. On a

Z
R3

(divg) jf jp dx = �pRe

0@Z
R3

(g:rf) jf jp�2 fdx

1A
� p

0@Z
R3

j(g:r)f jp dx

1A 1
p
0@Z
R3

jf(x)jp dx

1A1� 1
p

� "p
Z
R3

j(g:r)f jp dx+ (p� 1)"�
p

p�1

Z
R3

jf(x)jp dx

pour tout " > 0. choisissons g(x) = x a�n d�avoirZ
R3

j(x:r)f jp dx � K(")

Z
R3

jf(x)jp dx

où

K(") = "�p
�
3� (p� 1)"�

p
p�1

�
:

Or

max
">0

K(") =

�
3

p

�p
avec "�

p
p�1 =

p

3
:

Le lemme est démontré. �

Remarque 2.2.1 l�inégalité (�) implique en particulier pour p = 2;Z
R3

jrf(x)j2 dx � C

Z
R3

jf(x)j2

jxj2
dx:

En e¤et, on a

r (jxj f) = x

jxjf + jxjrf:
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Ceci implique que :

kr (jxj f)kL2(R3) � kjxj jrf jkL2(R3) � kfkL2(R3)

� k(x:r)fkL2(R3) � kfkL2(R3)

� (
3

2
� 1) kfkL2(R3) =

1

2
kfkL2(R3) :

Posons jxj f = h; on trouve

krhkL2(R3) �
1

2





 hjxj





L2(R3)

c-à-d., 



 hjxj





L2(R3)

� 2 krhkL2(R3)

D�ou,

jxj�1 2 X1(R3) :

2.2.1 Régularité des solutions dans les espaces de multiplicateurs

les problemes fondamentantx sont :

a) Existance, unicité, dépendence continue des données ;

b) Régularité de la solution faible ;

c) Exitence des solutions trés faibles et leurs Régularité.

En ce qui concerne la question (a), la partie concernant l�existance est resolue d�une manière

satisfaisante par J.Leary [6].

Pour la question (b), dont nous nous occuperons, on peut la considérer comme une question

classique, formulée par D.Hilbert comme son 19 è problème est étroitement liée avec la

position du problème et par là avec la question (a).

La méthode utilisée par Montgomery-Smith dans son travail [14] est basée sur l�estimation

suivante : si
TZ
0

ku(:; t)k�Lq
1 + lg+ (ku(:; t)kLq)

dt <1;

alors sous les hypothèses du travail en question,
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Théorème 2.2.1 Soit u une solution régulière de (1; 1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si
TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r
Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 � r < 1:

alors la solution peut être prolongée au delà du temps T . En d�autres terms, si la solution

explose à l�instant t = T , alors

TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r
Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt =1 ; pour 0 � r < 1:

Notre second théorème est sur le gradient du champ de vitesse.

Théorème 2.2.2 Soit u une solution régulière de (1; 1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 � r � 1

alors la solution peut être étendue au delà de t = T:

Nous allons utiliser la théorie des espaces de multiplicateurs pour donner une démonstration

simple de la régularité des solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes.

Preuve. Soit u une solution régulière de (1.1) sur [0; T [ : Appliquons r3 sur la première

équation dans (1.1), on trouve

@tr3u+r3(u:ru)�r3�u+r3rp = 0: (2)

En prenant le produit scalaire dans L2(R3) entre (2) et ru; on obtient :

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2
=


u:r2u;r3u

�
(1)

L�inégalité de Hölder inpliquent :

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

�


u:r2u




L2



r3u



L2

� C kukXr


r2u




Hr



r3u



L2
:

Dû à l�inégalité suivante :

kwkHr � kwk1�rL2 krwk
r
L2 ;
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il est facile de voir que

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kukXr



r2u



Hr



r3u



L2

� C kukXr



r2u


1�r
L2



r3u


1+r
L2

� C

�
kuk

2
1�r

Xr



r2u


2
L2

� 1�r
2 �

r3u



2
L2

�1� 1�r
2
:

Alors compte tenu de l�inégalité de Young (a�b1�� � �a+ (1� �)b � a+ b ) ;

on obtient

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� 1� r

2
C kuk

2
1�r

Xr



r2u


2
L2
+
1� r

2



r3u


2
L2

� C kuk
2

1�r

Xr



r2u


2
L2
+
1

2



r3u


2
L2
:

Par conséquent,

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kuk
2

1�r

Xr



r2u


2
L2

� C
kuk

2
1�r

Xr

1 + ln(e+ kuk1)
(1 + ln(e+ kuk1)



r2u


2
L2
:

Donc,

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� 1� r

2
C kuk

2
1�r

Xr



r2u


2
L2
+
1� r

2



r3u


2
L2

� C kuk
2

1�r

Xr



r2u


2
L2
+
1

2



r3u


2
L2
;

et par suite

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kuk
2

1�r

Xr



r2u


2
L2

� C
kuk

2
1�r

Xr

1 + ln(e+ kuk1)
(1 + ln(e+ kuk1)



r2u


2
L2
:

Puisqu�il est bien connu que l�espace de Sobolev H2(R3) ,! L1(R3)

ceci entraîne

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kuk
2

1�r

Xr



r2u


2
L2

� C
kuk

2
1�r

Xr

1 + ln(e+ kuk1)
�
1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 )

�
ku(t; :)k2H2 :
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Posons

F (t) = 1 + ln
�
e+ ku(t; :)k2

H
2

�
:

Alors, on obtient,

d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2
H
2

� C
ku(t; :)k

2
1�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

)
d
dt
ku(t; :)k2H2

e+ ku(t; :)k2H2

�
d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2H2

� C
ku(t; :)k

2
1�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) d

dt

�
ln
�
e+ ku(t; :)k2H2

�
+ 1
�
� C

ku(t; :)k
2

1�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) dF (t)

dt
� C

ku(t; :)k
2

1�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t):

:

En appliquant l�inégalité de Gronwall, on trouve

F (t) � F (0) exp

0@c TZ
0

kuk
2

1�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1A
et par conséquant

1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 ) �
�
1 + ln(e+ kak2H2 )

�
exp

0@c TZ
0

kuk
2

1�r

Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1A :

Comme
TZ
0

kuk
2

1�r

Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt) < +1 et kak

H
2 < +1;

on obtient :

1 + ln(e+ ku(t; :)k2
H
2) � C ) ku(t; :)k2

H2 � C:

Ce qui implique la bornitude de ku(t; :)k2
H2 . Le théorème (2.2.1) fut ainsi démontré

Pour démontrer le théorème (2.2.2), on part de (1),

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

=


u:r2u;r3u

�
= �



div (u:r2u);r2u

�
�

��
ru:r2u;r2u
��� :
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En utilisant l�inégalité de Hölder, on remarque que

��
ru:r2u;r2u
��� � 

u:r2u




L2



r2u



L2
;

et par conséquent

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

�


u:r2u




L2



r2u



L2

� C krukXr


r2u




H
r



r2u



L2

� C krukXr


r2u



2�r
L2



r3u


r
L2

� C

�
kruk

2
2�r
Xr



r2u


2
L2

�1� r
2 �

r3u



2
L2

� r
2
:

C désigne désormais une constante positive reprise si nécessaire d�une ligne à l�autre

L�inégalité de Young nous donne

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2
� 1

2



r3u


2
L2
+ C kruk

2
2�r

Xr



r2u


2
L2
;

et il vient,

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kruk
2

2�r
Xr



r2u


2
L2

� C
kruk

2
2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
(1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2) ku(t; :)k2H2

Posons

F (t) = 1 + ln
�
e+ ku(t; :)k2

H
2

�
:

Alors, il vient que

d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2
H
2

� C
kru(t; :)k

2
2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

)
d
dt
ku(t; :)k2H2

e+ ku(t; :)k2H2

�
d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2H2

� C
kru(t; :)k

2
2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) d

dt

�
ln
�
e+ ku(t; :)k2H2

�
+ 1
�
� C

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) dF (t)

dt
� C

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)
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L�inégalité de Gronwall donne

F (t) � F (0) exp

0@c TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1A
et par suite

1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 ) �
�
1 + ln(e+ kak2H2 )

�
exp

0@c TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1A :

Comme
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r
Xr

1 + ln(e+ kuk1)
dt) < +1 et kak

H
2 < +1;

on obtient :

1 + ln(e+ ku(t; :)k2
H
2) � C ) ku(t; :)k2

H2 � C:

Ceci entraîne la bornitude de ku(t; :)k2
H2 : �

Remarque 2.2.2 Le théorème( 2.2.1) reste vrai si on a kukL1(0;T ;X1) << �.

Remarque 2.2.3 Le théorème (2.2.2) reste vrai si on remplace ru par ! = curl u (la

vorticité du �uide), dû à

kruk Xr
� k!k Xr

:



Chapitre 3

Généralisation au cas des espaces de
Morrey-CampanatoM

2;3r
(R3):

Notre objectif dans ce chapitre est de généraliser les critères de régularité logarithmique-

ment sur le champ de vitesse ou sur son gradient au cas des espaces de Morrey-Campanato

M2; 3
r
(R3). Ces espaces jouent un role important dans l�études des régularités des solutions

aux EDP.

3.1 Espace des fonctions à oscillation moyenne bornée :
BMO(R3)

Dans de nombreux problèmes d�analyse harmonique, des propriétés sont fausses pour L1 mais

deviennent vraies à condition de considérer l�espace (légèrment plus grand) BMO(R3): qui

est dé�ni de la façon suivante.

Dé�nition 3.1.1 Une fonction g 2 L1loc(R3) appartient à BMO(R3) s�il existe A > 0 telle

que :

sup
B

1

jBj

Z
y2B(x;R)

jg(y)� aj dy � A <1

où B = B(x;R) est une boule de R3 et a = 1
jB(x;R)j

Z
y2B(x;R)

g(y)dy est la valeur moyenne de

g sur la boule B(x;R):
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Si on note kgkBMO = inf A; il s�ensuit que pour toute constante C 2 R; on a kCkBMO = 0: Il

est évident que L1 � BMO et kgkBMO � 2 kgkL1 ; mais les deux espaces ne se coïncident

pas car la fonction g(x) = ln jxj qui appartient à BMO en est un exemple.

Dé�nition 3.1.2 Pour 1 < p � q � +1; l�espace de Morrey-Campanato Mp;q(R3) est

dé�nit par

Mp;q(R3) =
�
f 2 Lploc(R3) : kfkMp;q

= sup
x2R3

sup
0<R�1

R
3
q
� 3
p kfkLP (B(x;R)) <1

�
;

où B(x;R) est la boule fermé de R3:

On véri�e aisement que

kf(�:)kMp;q
=
1

�
3
q

kfkMp;q
; pour tout � > 0:

De plus, Pour 2 < p � 3
r
et 0 < r < 3

2
; on a les injections suivantes :

L
3
r (R3) ,! L

3
r
;1(R3) ,!Mp; 3

r
(R3) ,! Xr(R3) ,!M2; 3

r
(R3);

où L
3
r
;1(R3) est l�espace de Lorentz. pour plus de details, voir [19] :

La relation

L
3
r
;1(R3) ,!Mp; 3

r
(R3)

est démontrée comme suit.

kfkM
p; 3r

� sup
E
jEj

r
3
� 1
2

0@Z
E

jf(y)jp dy

1A 1
p �

f 2 L 3
r
;1(R3)

�

= sup
E
jEj

pr
3
�1

0@Z
E

jf(y)jp dy

1A 1
p

e=�supR
R>0

���x 2 R3 : jf(y)jp > R
	 �� pr3 � 1

p

= supR
R>0

jfx 2 Rp : jf(y)j > R g j
r
3

e= kfk
L
3
r ;1

:

En outre, pour 2 < p � 3
r
et 0 � r < 3

2
; on a les inclusions suivantes

Mp; 3
r
(R3) ,! Xr(R3) ,!M2; 3

r
(R3):
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La relation

Xr(R3) ,!M2; 3
r
(R3)

est démontrée comme suit. Soient f 2 Xr(R3); 0 < r � 1; x0 2 R3 et � 2 C10 (R3); � � 1 sur

B(x0
R
; 1): On a

Rr�
3
2

0B@ Z
jx�x0j�R

jf(x)j2 dx

1CA
1
2

= Rr

0BB@ Z
jy�x0

R j�1
jf(Ry)j2 dy

1CCA
1
2

� Rr

0B@ Z
y2R3

jf(Ry)�(y)j2 dy

1CA
1
2

� Rr kf(R:)kXr
k�kHr

� kfkXr k�kHr

� C kfkXr :

Nous donnons une dé�nition des espaces de Besov par la théorie de Littlwood-Paley. Comme

dans [7], il existe une partition de l�unité dyadique, c�est-à-dire deux fonctions � et ' telles

que

8� 2 R3; �(�) +
X
j�0

'(2�j�) = 1;

avec

� 2 C10
�
B(0;

4

3
)

�
; ' 2 C10 (C0) ;

où

C0 =

�
� 2 R3 : 3

4
� j�j � 4

3

�
:

On dé�nit alors l�opérateur

�ju = '(2�jD)u = F�1 �'(2�j�)bu(�)� :
Dé�nition 3.1.3 Pour s 2 R; p; q 2 [1; +1] ; on dé�nit l�espace de Besov Bs

p;q par :

Bs
p;q =

�
u 2 S 0 : k�jukLp � cj:2

�js; (cj)j2N 2 lq
	
;
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muni de la norme

kukBsp;q =



�2js k�jukLp

�
j2N





lq
:

Remarque 3.1.1 On a Bs
2;2 = Hs , l�espace de Sobolev d�indice s:

On a le résultat essentiel suivant :

Lemme 3.1.1 Pour 0 < r < 1; on a

kfk
B
r

2;1
� C kfk1�rL2 krfk

r
L2 :

La démonstration de ce lemme utilise le fait que que Pour 0 < r < 1, on a

L2 \H1 � B
r

2;1 � Hr:

Nous renvoyons à [24] pour de plus amples détails.

Ainsi on peut remplacer l�espace Xr par l�espace M(B
r

2;1 ! L2): Alors on a la dé�nition

suivante :

Dé�nition 3.1.4 Pour 0 � r < 3
2
; l�espace Zr(R3) est dé�nit comme l�espace des distribu-

tions tempérées f 2 L2loc(R3) telles que :

kfkZr = sup
kgkBr2;1�1

kfgkL2 <1

Alors f 2M2; 3
r
(R3) si seulement si f 2 Zr(R3) de norme équivalente:

Remarque 3.1.2 Le cas r = 1 les espacesM2; 3
r
(R3) sont reduites a

M2;3(R3) =M(B1;1
2 ! L2), oùM2;3(R3) est l�espace de Morrey-Campanato

kfkM2;3
= sup

x2R3
sup
0<R�1

R�
1
2

0B@ Z
jx�yj�R

jf(y)j2 d(y)

1CA
1
2

<1:

une proposition due à Gala joue un rôle essentiel dans la démonstration (voir [15] )

Proposition 3.1.1 si f 2 H1(R3) et rf 2M2;3(R3); alors f 2 BMO(R3) .
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Preuve. Par l�inégalité classique de Poincaré, on aZ
B(x;R)

��f(y)�mB(x;R)f(y)
��2 dy � CR2

Z
B(x;R)

jrf(y)j2 dy

� CR3 krfk2M2;3
;

pour toute boule B(x;R): En suite,

kfk2BMO = sup
x2R3

sup
0<R�1

1

jB(x;R)j

Z
B(x;R)

��f(y)�mB(x;R)f(y)
��2 dy

� C krfk2M2;3
:

La proposition est démontée. �

3.2 Régularité des solutions dans les espaces deMorrey-
Campanato M2;3r

(R3) .

Nous allons utiliser la théorie des espaces de Morrey-Campanato pour redémontrer le résultat

de régularité C1 avec certaines modi�cations.

Théorème 3.2.1 Soit u une solution régulière de (1; 1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si

TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r
:
M

2; 3r

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 < r < 1;

alors la solution peut être étendue au delà de t = T . En d�autres termes, si la solution explose

à l�instant t = T , alors

TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt =1 0 < r < 1:

Notre second théorème est sur le gradient du champ de vitesse.

Théorème 3.2.2 soit u une solution régulière de (1; 1) avec une donnée initiale u0 2 H2(R3).

Si
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r
M

2; 3r

1 + ln(e+ ku(t; :)k1)
dt <1 pour tout r avec 0 < r � 1;

alors la solution peut être étendue au delà de t = T:
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Preuve. On raisonne maintenant comme la démonstration du théorème (2.2.1).

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2
� C



r3u



L2



ur2u



L2

D�où, ona

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C


r3u




L2



ur2u



L2

� C


r3u




L2

kukZr


r2u




B
r

2;1

� C


r3u




L2

kukM
2; 3r



r2u


1�r
L2



r3u


r
L2

� C kukM
2; 3r



r2u


1�r
L2



r3u


1+r
L2

� C(kuk
2

1�r

M
2; 3r



r2u


2
L2
)
1�r
2 (


r3u



2
L2
)1�

1�r
2 :

Par l�inégalité de Young a�b1�� � �a+ (1� �)b � a+ b pour a; b � 0 et 0 � � � 1;

on trouve

1

2

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� 1� r

2
C kuk

2
1�r

M
2; 3r



r2u


2
L2
+
1� r

2



r3u


2
L2

� C kuk
2

1�r

M
2; 3r



r2u


2
L2
+
1

2



r3u


2
L2
: (�)

Compte tenu du théorème (1:2:1), nous avons H2(R3) ,! L1(R3)

et par conséquant,

kukL1 � C ku(t; :)kH2 ;

où C est une constante additive arbitraire. Alors il résulte de (�)

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C ku(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r



r2u


2
L2

� C

ku(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
�
1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 )

�
ku(t; :)k2H2 :

Posons

F (t) = 1 + ln
�
e+ ku(t; :)k2

H
2

�
;
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donc, il s�ensuit :

d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2
H
2

� C

kru(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

d
dt
ku(t; :)k2H2

e+ ku(t; :)k2H2

�
d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2H2

� C

kru(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

d

dt

�
ln
�
e+ ku(t; :)k2H2

�
+ 1
�
� C

kru(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

dF

dt
� C

kru(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t) (��)

Maintenant en vertu du lemme de Gronwall, on obtient de (��)

F (t) � F (0) exp

0BB@c
TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1CCA
i,e.,

1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 ) �
�
1 + ln(e+ kak2H2 )

�
exp

0BB@c
TZ
0

ku(t; :)k
2

1�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1CCA :

Comme
TZ
0

ku(t;:)k
2

1�r
M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
dt) < +1 et kak

H
2 < +1;

alors

1 + ln(e+ ku(t; :)k2
H
2) � C ) ku(t; :)k2

H2 � C

Ce qui implique la bornitude de ku(t; :)k2
H2 :
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(Théorème 3.1.2). On part de (1). On a

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C krukL2


rur2u




L2

� C krukZr


r2u




B
r

2;1



r2u



L2

� C krukM
2; 3r



r2u


2�r
L2



r3u


r
L2

� C

�
kruk

2
2�r

M
2; 3r



r2u


2
L2

�1� r
2 �

r3u



2
L2

� r
2

� r

2



r3u


2
L2
+ C(1� r

2
)

�
kruk

2
2�r

M
2; 3r



r2u


2
L2

�
� 1

2



r3u


2
L2
+ C kruk

2
2�r

M
2; 3r



r2u


2
L2

Puisque il est bien connu que l�espace de Sobolev H2(R3) ,! L1(R3)

i,e.,

kukL1 � C ku(t; :)kH2

� C ku(t; :)k2H2

Il vient,

d

dt



r2u(t; :)


2
L2
+


r3u(t; :)



2
L2

� C kruk
2

2�r

M
2; 3r



r2u


2
L2

� C

kruk
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
(1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2) ku(t; :)k2H2

Posons

F (t) = 1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 :
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Alors, il vient

d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2
H
2

� C

kru(t; :)k
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

)
d
dt
ku(t; :)k2H2

e+ ku(t; :)k2H2

�
d
dt
ku(t; :)k2H2

ku(t; :)k2H2

� C

kru(t;:)k
2

2�r
M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) d

dt

�
ln
�
e+ ku(t; :)k2H2

�
+ 1
�
� C

kru(t; :)k
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t)

) dF

dt
� C

kru(t; :)k
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
F (t):

L�inégalité de Gronwall donne

F (t) � F (0) exp

0BB@c
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1CCA
et par conséquant,

1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2 ) �
�
1 + ln(e+ kak2H2 )

�
exp

0BB@c
TZ
0

kru(t; :)k
2

2�r

M
2; 3r

1 + ln(e+ kuk1)
dt

1CCA :

alors

1 + ln(e+ ku(t; :)k2H2) � C ) ku(t; :)k2H2 � C

ceci entraîne la bornitude de ku(t; :)k2H2 :

Le théorème (3:2:1) est �nalelement démontré. �

Remarque 3.2.1 Le théorème( 3.1.1) reste vrai si on a kukL1(0;T ;M2;3(R3)) << �.

Remarque 3.2.2 Le théorème (3.1.2) reste vrai si on remplace ru par ! = r� u dû à

(kruk
M
2; 3r

� k!k
M
2; 3r

):
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous donnons ici quelques perspectives de recherche et prolongements envisageables de

ce travail :

Nous avons, en collaboration avec Y. Du, un travail en cours la régularité pour le système de

Navier-Stokes tridimentionnel.
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