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INTRODUCTION

La plupart des systémes physiques se modélisent par des équations aux dérivées partielles
non linéaires. L’objectif de ce travail est d’introduire des thechniques d’analyse permettant
d’étudier la régularité de telles équations. Afin de mettre en application ces techniques sur
un systéme issu de la physique, nous avons choisi d’étudier la régularité des équations de

Navier-Stokes incompressibles. Ces équations s’écrivent

Ou+ (u.V)u — Au+ Vp =0,
(1.1) V=0,
u(x,0) = uo(x),

3 3 3
ol A = Z&%j . u.V = Zuj&rj et V.au= Z@zjuj.
=1 =1

— j=1
On doit interpréter u = (uq,us,u3) comme le champ des vitesses et p comme la pression.

Pour la majorité des fluides, il est raisonnable de supposer 'incompressiblité du fluide, ce qui
donne div u = 0. Le systéme (1.1) est une équation d’évolution, c’est-a-dire qu’une variable
(& savoir ¢ le temps) y joue un role particulier. Pour espérer résourdre ce systéme, il faut
de plus se donner un champ de vitesses initiales ug et 'on se limitera a la recherche des
solutions u de (1.1) telles que wu(x,0) = ugp(z). Dans son article fondateur de 1934, Jean-
Leray [6] construit, pour une donnée initiale dans L?(R?), des solutions globales faibles pour

les équations de Navier-Stokes qui vérifiant 'inégalité d’énergie

t
2 2 2
lu(t) 2 +2 / V()2 dr < [
0

La méthode de construction utilisée est trés générale et est utilisée pour de nombreuses
équations d’évolution conservant une ou plusieurs formes fonctionnelles au cours du temps.
Désormais, beaucoup d’efforts ont été consacrés pour établir I'existence global et I'unicité de
la solution réguliére, pour I’equation de Navier-Stokes. Des différents critéres de la regularité

des solutions faibles ont été proposés. Les conditions de Prodi-Serrin (voir Serrin [8], Prodi



iii

[4], et Struwe [12]) affirmaient qu’une solution faible de Leray-Hopf appartenant a la classe
L ((0,7T); LY(R3)) avec %—1—2 <1,2<a<o0, 3<q< oo estréguiliere sur (0,7) x R3, alors
que le cas de la limite ¢ = 3 était découvert plus tard par Escauriaza, Serégin et Sverak [11].
En 1995, Beirdao da Veiga [5] établissait un critére de régularité du type de Serrin sur le
gradient du champ de vitesse : Vu € L®((0,T); L(R?)) avec %—F% < 2. Pour d’autres

sortes de critéres de régularité, on fait réference aux exposés [9,18, 17,24, 26]. Récemment,

Montgomery-Smith [14] introduisait le critére suivant (voir aussi [1] pour ce type de critére) :

/ [l dt < oo, pour étudier le probleme de régularité de la solution.
1+1n(e+ [lu@)llL.)

Notez que ’amélioration log est seulement en fonction du temps. Cela peut étre vu comme
I’extention naturelle du type Gronwall des conditions de Prodi-Serrin. On peut alors se poser
la méme question, & partir d'une donnée initiale uy € L*(R?), peut-on étendre ce critére a
d’autres espaces fonctionnelles. Le point de départ du mon travail est ’étude de la régularité
des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans les espaces des multiplicateurs
singuliers dans 1’espace R®. Un des buts de ce mémoire est de généraliser ce résultat dans
les espaces de Morrey-Campanato et de caractériser les espaces de Banach szg(R?’) de
Morrey-Campanato quand 0 < r < 1.

Dans le cas des espaces de multiplicateurs singuliers, Zhou-Gala ont données une reponse

affirrmative & cette question (voir [25]);

Théoréme 0.0.1 Soit u une solution réguliere de (1.1) avec une donnée initiale ug € H*(R?).

Si 2

T T

/ Hu |1 dt < tout 0<r<i
0 our tout r avec T s

T+ Infe + Jult, ) p =

0

alors la solution peut étre prolongée au dela de t = T. En d’autres termes, si la solution

explose at =T, alors

/ utt, e, dt 0<r<1
=0 r .

L+ Tn(e + fu(t,)ll) B

0

Notre second théoréme est sur le gradient du champ de vitesse.
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Théoréme 0.0.2 soit u une solution réguliére de (1,1) avec une donnée initiale uy € H?(R3).

St

2
T H2 T

| Vul(t
dt < oo pour tout r avec 0 <r <1,
/1+1ne+uu< ) g i
0
alors la solution peut étre prolongée au dela det =T.

Il est intéressant de remarquer que

X (B © My s (B)

et que la norme de M, s (R?) est conservée par I'équation de Navier-Stokes.




Chapitre 1

Espaces de Sobolev

1.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous limiterons aux espaces de Sobolev modelés sur L?. Ces espaces jouent
un role absolument crucial dans I’étude des équations aux dériveés partielles, quelles soient

linéaires ou non.

1.2 Définitions des espaces de Sobolev sur R?

Définition 1.2.1  Soit s € R. On dit qu’une distribution tempérée u appartient & l’espace

de Sobolev d’indice s, noté H*(R3), si et seulement si

QeI (R e / (1+1€2)° |a(©)[? dé < +oo,

R3

et l'on note

. / (14 1€2)" Ja(e)[ de.

R3

[ ul

on u(§) = / u(z)e"®4d¢ est la transformée de Fourier de u.

R3
On rappelle que H® muni du produit scalaire

(f. 9y = / (1+1€1)° F(&)ade

R3

est un espace de Hilbert.
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Retenons qu’on a toujours les injections continues :
sis<r,

H"(R) C H*(R).

1.2.1 Reésultat de densité

Une méthode classique pour démontrer des résultats dans les espaces de Sobolev consiste
a considérer d’abord des fonctions réguliéres, puis en faisant un raisonnement par densité,
a étendre les resultats obtenus a l’espace tout entier. Dans cette partie, nous allons étudier
comment les fonctions des espaces de Sobolev peuvent étre approchées par des fonctions

réguliéres.
Lemme 1.2.1 L’espace C{°(R3) est dense dans H*(R3) pour tout s € R.

Preuve. On rappelle les injections continues suivantes :
Ce°(R?) — S(R?) — H*(R?).

L’injection C§°(R3) — S(R?) étant de plus dense. Il suffit de montrer que S(R?) est dense
dans H*(R?). On utilise la transformée de Fourier. Soit u € H*(R?). Alors

(1+16P)* a(¢) € L*(®?).

L’espace S(R?) étant dense dans L?*(R?), alors il existe alors une suite de fonctions (¢,,), C
S(R?) telle que
lim ¢, = (1+ |f|2)% @ dans L*(R?).

Par définition de S(R?), ¢, = (1+ \5]2)% ¢, est encore dans S(R?).
La transformée de Fourier étant une bijection bicontinue de S(R?) dans lui-méme, on peut

donc considérer la suite (uy,)n>0 C S(R?) telle que @, = 1,,. On a alors

sy < el (T41EP) (@ —a)|

= |lew— (11 a)]

et cette derniére quantité tend vers zéro quand n — +oo. Il

ln — ul .

L2(R3)
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1.3 Inclusion de Sobolev

Le but de ce paragraphe est d’etudier les propriétés d’inclusion des espaces H*(R?) dans les

espaces LP(R?). On a le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 Sis est strictement supérieur o %, alors l’espace H® est continiment inclus

dans l’espace des fonctions nulles o linfini. Si s est un réel positif strictement inférieur a 23,

alors l’espace H® est contintiment inclus dans L%(R:ﬁ) et l'on a

vy < e,
avec
) 2
déf 2s | 7
0 2 | [ 16|70 e
R?)

Preuve. Le premier point du théoréme est trés facile & démontrer. On utilise le fait que
[l oo < Ml 1 -

En effet, si s > %, on peut alors écrire, pour toute fonction réguliére u,

D’ou,

il = / Q)] de
R3

2

/(H\@I)‘sdc /(1+!<2})3|a<c>|2d<

R3 R3

w | [0l e

R3

N|=

IN

2

= |ul
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D’autre part, on a

+oo

_s R dR
Jasieniac = w [ s
R3 0
(14 R?*) dR
= ”/W
+oo

< / dR
S ws [ T
g (1+ R?)

oll wy est la surface de la sphére unité dans R3. Le fait que s > % implique que

+o0

dR
Q+my =

0

Donc, on a
| <
Finalement,
[ull oo < eflullgs -
La démonstration du second point est plus délicate. Pour plus de détails voir [25]. O
Remarque 1.3.1 L’indice p = 3= peut étre dérivé grace a un argument d’homogénité.

1.4 Présentation du systéme de Navier-Stokes.

Ce paragraphe est une bréve présentation des équations de Navier-Stokes. Pour plus de dé-
tails, voir les livres de mécanique des milieux continus et de mécanique des fluides. Les
équations de Navier-Stokes incompréssibles décrivant I’évolution temporelle d’un fluide in-
compressible dans I'espace R3. Ce fluide peut étre de 1’eau, ou de lair (si la vitesse de
I’écoulement reste petite devient la vitesse du son ). Divers varientes de ces équations se
trouvent en métrologie, océamographie, magnétohydrodynamique. Décrivons maintenant ces
équations. La vitesse de I’écoulement est donnée par le champ de victeur u(x,t) qui dépent
du temp et de I'espace, et qui prend ses valeurs dans R?. La divergence du champ de vitesse
est nulle, ce traduit par

divu=V.u=0.
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D’autre part, une particule de fluide subit

* une force de frottement due a la viscosité du fluide modélisé par
pAu,

ou i = 1 dans notre cas qui est la viscosité du fluide considérée

* une force de pression, qui s’écrit

—Vp

ou p(z,t) est la pression régne dans le fluide. L’accélération de la particule de fluide considéreé

est alors
Du
— = Au — Vp,
Dt b
ol % est la dérivée particulaire, ce qui donne

Ou+ (u.V) u—Au+Vp=0.

Ces équations doivent étre complétées par une donnée initiale : valeur de u & ¢t = 0.

Malgré la simplicité apparente de ces équations, leur étude mathématique est loin d’étre
totalement achevée. Si on dimension 2 on dispose une bonne théorie d’existence et d’unicité
des solutions réguliéres, le cas de la dimension 3 reste essentiellement ouvert, et de nombreuses

chose restent a comprendre!!



Chapitre 2

Régularité des solutions dans les
espaces de multiplicateurs

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous cherchons & établir des résultats de régularité pour les équations
de Navier-Stokes. Pour cela, nous allons commencer par définir ce que nous entendons par
solution faible du probléme de Navier-Stokes.

Nous employons les espaces fonctionnels suivants :

Cow(R?) = {p € (CF°(R?)) : div p = 0} C (C5°(RY))

LXR?) = Cgo(R3) M = {u e L? (R?) :divu=0},

H est la fermeture de Cg%, dans H"(R?).

Nous étudions dans R3 le probléme de Cauchy pour 'équation de Navier-Stokes dépendant

du temps :

Ou+ (uV)u —Au+Vp=f dans R3 x (O, T),
divu=0 dans R?,

o u(z,t) = (uy, us, ug) est un vecteur réel tridimentionnel inconu, p(z, t) une fonction scalaire

inconnue ; (u.V)u désigne le vecteur dont le j-éme composant est égal a

3
> widsuy (j=1,2,3).
=1
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Finalement, f est le vecteur de force extérieure donnée. Si en particulier, on suppose que f

est inclue dans P, nous avons le résultat suivant voir [13] :
Lemme 2.1.1 Une distribution vectorielle f vérifie
(f, o) =0 pour tout ¢ € {ioa(]R?’),
si et seulement s’il existe une distribution scalaire q telle que f = Vq.

Définition 2.1.1 Soit ug € L2 (R?). Une fonction mesurable u dans R® x (0,T) est dite une

solution faible de (1.1) sur (0,T) si u vérifie les propriétés suivantes :

ue L™ ((0,T); L2 )N L*((0,T); Hy), pour tout T' > 0
u(t) est continue en temps au sens de la topologie faible de L? avec
u(t), ) — (ug, ») quand t — 0% pour tout ¢ € L2 ;

pour tout 0 < s <t < T, u vérifie 'égalité

T

/ (= (0,0,0) + (.Y, &) + (Vu, Vo } dr

= —(u(t), (1)) + (u(s), ¢(s)),

pour tout ¢ € H' ((s,t); HL).

Enoncons le théoréme de Leray.

Théoréme 2.1.1 Soit ug € L? (R3). Il existe une solution u du systéeme (1.1) au sens de la

définition (2.1.1). De plus, cette solution satisfait l'inégalité d’énergie

t
||u(7t)||12 + 2/ Hvu(aT)Hi? dr S ||u0||12 , pour tout 1 € (OaT>
0

2.2 Les espaces de multiplicateurs singuliers X,

Nous allons présenter maintenant des espaces de multiplicateurs singuliers sur les espaces de

Sobolev. Nous commencons par donner la définition suivante.
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Définition 2.2.1 Pour tout r > 0, on définit
X, Y MH - 13 ={fel} :Vgc H, fgel®}.
1l s’agit des espaces de Banach normé par :

Ifllx, = sup | fgll..-

llgllgr <1

De plus, on a pour tout o € R3 :

I5C+ el = 171,
17, = 516y, 0<A< 1

Nous allons maintenant démontrer un résultat d’inclusion entre les espaces de Sobolev et les

espaces de multiplicateurs
Lemme 2.2.1 Soit 0 <r < % Alors
H2"(R*) C L*(R*) C X, (R®).

Preuve. Soit f € L%(RS). Le théoréme d’'immersions de Sobolev nous assure que

(%) H"(R?) C LY(R?) avec injection continue.
Alors étant donnée (x), I'inégalité de Holder nous donne

IFalle < NI,z gl
/]

IN

12 Il e -

Il en résulte

Ifllx, = sap [ fgll < cllfll, s

llgll zr <1

Exemple 2.2.1 D’aprés l'inégalité de Hardy,

]

< 2([Vyllp2,

L2
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on remarque que

flz)=la]" € Xi(R?) .

Pour vérifier cet exemple, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Soit 1 < p < co. Alors pour tout f € C°(R?), on a

/|xV fIPdx > (- /|f )P dx. (%)

Preuve. Soit g : R? — R3 une fonction différentiable. On a

/ (divg) |fIP dz = —pRe / (V1) |f172 fda

R3 R3

/| 91 da /|f )P da

< /|gv V1P do+ (p —1€P1/|f P da

1—1
P

IN

pour tout € > 0. choisissons g(x) = = afin d’avoir

/\(sv-Wfl”dx > K(8)/|f(x)|pdx

ou
Or

Le lemme est démoniré.

Remarque 2.2.1 linégalité (%) implique en particulier pour p = 2,

2 ()P
4 V@) de > C / o

V(|z| f) = é—,f+ 2| V.

En effet, on a
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Ceci implique que :

IVl M reesy = M=Vl 2 @sy = 1712 es)

> @ V) fll 2@y = 1 2y
3 1
> (5 = D Ifllr2@ey = 5 11l 2 sy -

Posons |x| f = h, on trouve

1| A
Vh > || —
] (] P
c-a-d.,
h
) < 2|Vl 2 g
|| L2(R3)
D’ou,

2|7 e X1(R®) .

2.2.1 Reégularité des solutions dans les espaces de multiplicateurs

les problemes fondamentantx sont :

a) Existance, unicité, dépendence continue des données;

b) Régularité de la solution faible;

c¢) Exitence des solutions trés faibles et leurs Régularite.

En ce qui concerne la question (a), la partie concernant ’existance est resolue d’une maniére
satisfaisante par J.Leary [6].

Pour la question (b), dont nous nous occuperons, on peut la considérer comme une question
classique, formulée par D.Hilbert comme son 19 & probléme est étroitement liée avec la
position du probléme et par 1a avec la question (a).

La méthode utilisée par Montgomery-Smith dans son travail [14] est basée sur 'estimation

suivante : si

T
SO
/ ||u(7 )HLq dt < 0,

A 1+ 1g+ (Hu(? t)”Lq)

alors sous les hypotheses du travail en question,
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Théoréme 2.2.1 Soit u une solution réguliére de (1,1) avec une donnée initiale uy € H*(R?).

St

2

u(t, . o

/ lult, ), dt < oo pour tout r avec 0 < r < 1.
1+In(e + [[u(t,)ll)

0

alors la solution peut étre prolongée au dela du temps T'. En d’autres terms, si la solution

explose a linstant t =T, alors

T 2

u(t, )||5"

/ luft, )llx, dt =00, pour 0<r<1.
1 +In(e + [lu(t, )l )

0

Notre second théoréme est sur le gradient du champ de vitesse.

Théoréme 2.2.2 Soit u une solution réguliére de (1,1) avec une donnée initiale ug € H*(R?).

Si

T P
/‘ [Vu(t, )X,

[ Lt In(e+ Jlult; llo)

dt < oo pour tout r avec 0 <r <1

alors la solution peut étre étendue au dela det ="T.
Nous allons utiliser la théorie des espaces de multiplicateurs pour donner une démonstration

simple de la régularité des solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes.

Preuve. Soit u une solution réguliére de (1.1) sur [0, 7. Appliquons V? sur la premiére

équation dans (1.1), on trouve
O,Vu 4+ V3 (u.Vu) — V3Au + V3Vp = 0. (2)
En prenant le produit scalaire dans L*(R3) entre (2) et Vu, on obtient :
—— ||V2u(t, )Hi2 + HV?’u(t, )Hz2 = (u.V?u, V?u) (1)
L’inégalité de Holder inpliquent :

s |[V2ult, )||ja + [|VPult, )]

IN

2
-Vl [V

IN

Cllullx,

V24l

3
e 1Y UHL2 :

Dt a I'inégalité suivante :

1—
lwll g < llwllz" [IVwllz2
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il est facile de voir que

5 1V et e + [V )l

IA

Cllullx, 1Vl V74l 2

AN

L2

Cllully, [V2ull " IV2ll "

2 9 5 9 -1
o (I Iv2al) © (el)

Alors compte tenu de I'inégalité de Young (a®d' @ < aa+ (1 —a)b<a+0b),

IA

on obtient
1d 1—r 2 1—r
e+ [ < S VRl +
2 1
< Clull” [V2ulls + 5 (192l

Par conséquent,

D Ivue L + I lL < ClulET vl
< O il (1+In(e+ [lull o) | V2l
+1In(e + ||ul| ) L
Donc,
S Il 2+ [Vout ) < Sl V2l + 25 92l
< Ol v2u||;+%uv3uyy;,

et par suite

d 2
IVt )+ [Vou@ ) < Cllull (V2]
|ﬁ

X, 2 2
< T (e + 0] ) (1+1In(e+ [Jull) ||V UHL2'

[l

Puisqu’il est bien connu que I'espace de Sobolev H%(R3) — L*(R3)

ceci entraine

d 2
VRl )+ [Vl 5. < Ol

IN

V2.

%
ull

e e L AL GBI )] LIURI P
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Posons
2
F(t)=1+1n <e + fult, .)||H2) .

Alors, on obtient,

lu(t, 22— 1+In(e+[lully)
A lult, )l <%M@N% lu(t, )y, 0
e+ lut, )%~ llu )R T 1+n(e+[lully)
2
d 2 Ju(t, ) x,
= dt[n(€+‘|u(>)HH)+ ]— 1—0—1H<6—|—||u”00) ()
_2
dF'(t) lu(t, )|y,
= —=<(C L F(t).
dt = 1+4+1In(e+ |ull) t)
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on trouve
7 e
3 ol
F(t) < F(0)exp | ¢ T In(e + o) t
0 (e ¢]
et par conséquant
_2
2 2 Jull 7
1+In(e+ [lu(t, )|z ) < [1+In(e + [lall5e )] exp | ¢ T+ + a| )dt
0 o0
Comme ,
r Dl
/ X )< too et a2 < +oo,
1+ In(e + [Jul| ) n
0
on obtient :

L+In(e+ [Ju(t, )|52) < C = [lult, )|, < C.

Ce qui implique la bornitude de ||u(t,.) Hzg . Le théoréme (2.2.1) fut ainsi démontré

Pour démontrer le théoréme (2.2.2), on part de (1),

—— [[VPu(t, )Hiz + || VPul(t, )||z2 = (u.Vu, V?u)
= —(div (u.Vu), Vu)

IN

‘<VU.V2’U, V2u>| .
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En utilisant I'inégalité de Holder, on remarque que
[(Vu VP, Viu)| < [JuVul| o [|V2ul| .

et par conséquent

1d
57 [Vt + (IVPult ) < w2l [Vl
< C|[Vully, V2“| ol V2UHL2
< COVaully, [V2ullp" V7]
2 1-3 5
< o (IvaE 7)) (19l )

C désigne désormais une constante positive reprise si nécessaire d’une ligne a 1'autre

L’inégalité de Young nous donne

1d 1 2
5 [Vt + [Voult ) < 5 IVPulle + CIVulll 1920
et il vient,
d 2
IVt ) + Vot ). < CIVallE [[V2l]]s
IVull%

< O e Ty (e ) et )

Posons

F(t)=1+1n <e + ult, .)||j{2) .

Alors, il vient que

2
d 2 Py
O S CTme g
u(t,.)||},2 n(e + |ju
Y H [e.e]
_2
IR 0 PRy U A 2l
S T A O T A EA T

o Lt (et ) + 1] < oVHEIILT

dt ~ 1+ In(e+ [lull,)

dF(t) IVult, 3
= <C r_F(t
dt = 1+In(e+|ull,) (*)
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L’inégalité de Gronwall donne

_2
[Vul(t, )%
1 +1In(e + |Jull )

F(t) < F(0)exp c/ dt

0

et par suite

_2
[Vu(t, )5

1+1 t)3 ) < [1+1 : dt
Finfe ot )i ) < (1 Dol )] exp | f R
0

Comme

[ Va3

). X.
—dt) < +o0 et a2 < +o0o,

[ TR ™ el

0
on obtient :

1+ In(e + ||u(t, )||i{2) < C = ||lu(t, )||22 < C.

Ceci entraine la bornitude de ||u(t, )HZ2 . O

Remarque 2.2.2 Le théoréme( 2.2.1) reste vrai st on a ||ul] poo (o 7.x,) << €

Remarque 2.2.3 Le théoréme (2.2.2) reste vrai si on remplace Vu par w = curl u (la
vorticité du fluide), di a

IVull x, <llwll x, -



Chapitre 3

Généralisation au cas des espaces de
Morrey-Campanato M, s (R3).

r

Notre objectif dans ce chapitre est de généraliser les critéres de régularité logarithmique-
ment sur le champ de vitesse ou sur son gradient au cas des espaces de Morrey-Campanato
My s (R3). Ces espaces jouent un role important dans ’études des régularités des solutions

aux EDP.

3.1 Espace des fonctions a oscillation moyenne bornée :
BMO(R?)

Dans de nombreux problémes d’analyse harmonique, des propriétés sont fausses pour L* mais
deviennent vraies a condition de considérer I'espace (légérment plus grand) BMO(R3?). qui

est défini de la fagon suivante.

Définition 3.1.1 Une fonction g € L}, (R®) appartient ¢ BMO(R3?) sl existe A > 0 telle

loc

que :

ou B = B(z, R) est une boule de R? et a = g(y)dy est la valeur moyenne de

1
|B(z,R)|
y€B(z,R)

g sur la boule B(z, R).
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Si on note ||g|| g0 = inf A, il s’ensuit que pour toute constante C' € R, on a ||C|| 5,,, = 0. 1l
est évident que L>* C BMO et ||gll g0 < 21191 » mais les deux espaces ne se coincident

pas car la fonction g(x) = In || qui appartient & BMO en est un exemple.

Définition 3.1.2 Pour 1 < p < q < o0, l'espace de Morrey-Campanato M, ,(R?) est
définit par
3_3
Mpo(R?) = {f € Ly (Rt [[fllag,, = sup sup B> [fll e peomy) < 00}’
' r€R30<RL1
ot B(z, R) est la boule fermé de R3.

On vérifie aisement que

1
5O Naty, = 3 Wl - pour tout A >0

3

De plus, Pour 2 <p<2et0<r < % , on a les injections suivantes :

L7 (B) = Lo™(R?) = M, 3 (R®) = X, (R) = M, s (R°),

ol L%’OO(R?’) est l’espace de Lorentz. pour plus de details, voir [19] .
La relation

L7™(R%) — M_ s (R?)

py?

est démontrée comme suit.

D=

IAllp = suplE]®
2 E

Slw
|

[iswray | (rerr=@)

= swp |5 { [ 15wl dy
E

=

;(3%25|{x6R3:|f(y)\p>R} ‘% )p
= supR{z €R”: |f(y)| >R} |5

R>0

3

En outre, pour 2<p < 2et 0 <r < %, on a les inclusions suivantes

My s (B®) s X, (B) = My (B9).
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La relation

X, (R®) = My (R?)

est démontrée comme suit. Soient f € X, (R3), 0 <r <1, 7 € R3et ¢ € C°(R?), ¢ = 1 sur
B(%#,1). On a

N|=
M=

B I VIO B I G EC

|lz—xzo|<R |y—%)’§1

[V

IN

R" /!fRy y)|* dy

IA

R [f(R) x, |0l g
HfHXT H¢HHT
Cllflx, -

IA

IN

Nous donnons une définition des espaces de Besov par la théorie de Littlwood-Paley. Comme

dans [7], il existe une partition de 'unité dyadique, c’est-a-dire deux fonctions x et ¢ telles

que
VCEeR, x(Q)+ > p27¢) =1,
7>0
avec
4
vecr (B0.3). ve @),
ou

On définit alors 'opérateur
Aju= (277 D)yu=F" (p(277¢)u(()) -
Définition 3.1.3 Pour s € R, p, ¢ € [1, +oo], on définit I’espace de Besov B; , par :

={ueS: [|Aull,, <277, (¢)jen € 19},
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munt de la norme

lul

By, H(st ||Aju||Lp)j6N )lq '

Remarque 3.1.1 On a B3, = H*® , l'espace de Sobolev d’indice s.
On a le résultat essentiel suivant :

Lemme 3.1.1 Pour 0 <r <1, on a

£l < C AL 19S50
La démonstration de ce lemme utilise le fait que que Pour 0 <r <1, on a
L*NH'C By, C H".
Nous renvoyons a [24] pour de plus amples détails.

Ainsi on peut remplacer 'espace X, par ’espace M(B;l — L?). Alors on a la définition

suivante :

Définition 3.1.4 Pour 0 <r < %, Uespace Z,.(R3) est définit comme 'espace des distribu-

tions tempérées f € L2 (R3) telles que :

loc

Ifllz, = sup [Ifgll;2 < oo

<1
|9‘B§’1_

Alors f € M, 3(R?) si seulement si f € Z,(R®) de norme équivalente.

Remarque 3.1.2 Le casr =1 les espaces M, s (R®) sont reduites a

My3(R?) = M(By' — L2), ot Mays(R3?) est l'espace de Morrey-Campanato

2

_1
HmmﬁwwR2t/WWM)<w
’ r€R30<R<1
|lz—y|<R

une proposition due o Gala joue un 1éle essentiel dans la démonstration (voir [15] )

Proposition 3.1.1 si f € HY(R?) et Vfe My3(R?), alors f € BMO(R?) .
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T

Preuve. Par I'inégalité classique de Poincaré, on a

/ () — mper W) dy < CR? / V() dy

B(x,R) B(=z,R)
S CRS vaHi/lgﬁ )

pour toute boule B(z, R). En suite,

1 / 2
2
= sup sup ———— fly) —mp, d
1Mo = sup sw s [ 1F) = miem f )] dy
B(z,R)
2
S C||Vf||M2’3'
La proposition est démontée. U

3.2 Reégularité des solutions dans les espaces de Morrey-
Campanato M, 3(R?) .

Nous allons utiliser la théorie des espaces de Morrey-Campanato pour redémontrer le résultat

de régularité C'*° avec certaines modifications.

Théoréme 3.2.1 Soit u une solution réguliere de (1,1) avec une donnée initiale uy € H*(R3?).

Si
T t . 1—r
/ O dt tout 0 1
- < 0 our tout v avec 0 <r <1,
I+ In(e + [Ju(t, )]) g
0

alors la solution peut étre étendue au dela det = T'. En d’autres termes, si la solution explose

a Uinstant t =T, alors

dt = o0 0<r<l.

Notre second théoréme est sur le gradient du champ de vitesse.

Théoréme 3.2.2 soit u une solution réguliére de (1,1) avec une donnée initiale ug € H?(R?).

Si ]

7 IVutt, I,

L+ 1In(e + [Ju(t, ))

dt < oo pour tout r avec 0 < r <1,

0
alors la solution peut étre étendue au dela det ="T.
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Preuve. On raisonne maintenant comme la démonstration du théoréme (2.2.1).

L I2ute )L + 900 ) < €92 o a0

th
D’ou, ona
5 IV + IV P < %] [uv?u .
< OVl lully, [[V2ull 5,
< OVl Nulla,, V%" IV
g<mwMJWM\HWHW

1_1;

0(||U||1 ' HVZUHLQ

Par 'inégalité de Young a®b'“ < aa+ (1 —a)b<a+b poura, b>0et 0 < a <1,

on trouve
1d 1 2 1
577 [V2utt s + [VPult, ) < My V27, + ull .
= 2,112 1 3,112
< Ol IVl +5I9°%l5 . )

Compte tenu du théoréme (1.2.1), nous avons H?(R?) < L>(R?)
et par conséquant,

[ull oo < Cllult, )2

ot C' est une constante additive arbitraire. Alors il résulte de (x)

d
2 IVt )| + [ Vout . < Cllu(t.. PTHWwp
lutt. 2 2
= Ol+1n(e+HUHoo) (1 +1In(e + [lult, 5= ) lult, g -
Posons

F(t)=1+1n <e + |, .)||§Iz) 7
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dong, il s’ensuit :

2

Vul(t, )|
4 u(t, )% IVult- i,
: < C F(t)
[u(t, )II,2 1+In(e + [|ull,)
2
vu 1—r
Bt e Ty
et flult, e llult )l 1+1n(6+||u|| )
[Vu(t, )||”
i[ln(e+||u(t,.)||22)+1] < C F(t)
dt g - 1+1n<e+||u||>
v l'r
e e Tl e ()
dt = T+ In(e+ flull)
Maintenant en vertu du lemme de Gronwall, on obtient de ()
12
ACN g
F(t Tt
0= PO | [ T
0
Le.,
%
ol )N
L Infe + ut M ) < [1+Infe+ falfe ) exp | e f M2 g
s " 1+ In(e + [Jull.,)
0
Comme ,
N VOO s ]
t) < t <
1+ In(e+ [Jul|) J<Hoo e Ha”H2 too,
alors

1+ In(e + [Ju(t, .)||ilz) < C = |lu(t, .)qu2 <C

Ce qui implique la bornitude de |Ju(t,.) ||12L12 :
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T

(Théoréme 3.1.2). On part de (1). On a

IN

d
2 IVt [ + [ VPut . < OVl [ VaV?al,

IN

ClIVully, [[V¥ul 5, V24l 2

IN

ClIVully, , IVl 9%l

2 1-3 5
c(ﬂvmmggnv%wé) (I[7*ulf3. )

2

IN

r r 72
< SIvl +ca =5 (19 19

IN

1 2
5 Vol +CIvaly 1Vl

3
=

Puisque il est bien connu que I'espace de Sobolev H?(R3) — L*®(R3)

ie.,
ull oo < Cllult, )l g2
< Ot )l
1l vient,
% IV2u(t, )5 + | Viult, )|}, < € HVUHj\j;E It

[VulZr 2 |
< C 2,5 141 - .
S OT e a1 el ) s

Posons

F(t) =1+ In(e + ||u(t, )||12H2 .
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T

Alors, il vient

2 IVu(t, )5
i e, )l Moz

< C —F(t)
lu(t, )I172 1+In(e + [lul,)
il )l )l
7 > 2
e+ [lult, )lie [, )
2
Ve,
C F(t
—  1+1In(e+ lully) (t)
_2
; 2 IVate, )IZ
— i < T
= = [In (e + fJu(t, )|l5e) +1] < Cl (et HUHOO)F(t)
2
2—7r
dt = 1+1In(e+ |lull) '
L’inégalité de Gronwall donne
T Vult, )77
F(t) < F(0)e Bt
0 <roe | o | et
0
et par conséquant,
2
2 2 T a7
1+ In(e + Ju(t, )l ) < [1+ e+ [lal%e )] exp c/ ML
alors
L+ In(e + [lu(t, )5=) < C = llult, [z < C
ceci entraine la bornitude de ||u(t,.)||3 -
Le théoreme (3.2.1) est finalelement démontré. d

Remarque 3.2.1 Le théoréme( 3.1.1) reste vrai st on a ||ul| oo 1 a1, 5r3)) << €
Remarque 3.2.2 Le théoréme (3.1.2) reste vrai si on remplace Vu par w =V X u di a

vl y, , <llll,, , -

2,3

Slw
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T

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous donnons ici quelques perspectives de recherche et prolongements envisageables de
ce travail :
Nous avons, en collaboration avec Y. Du, un travail en cours la régularité pour le systéme de

Navier-Stokes tridimentionnel.
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