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Résumé

Dans ce travail, on a rappelé les ondelettes de Legendre en deux dimensions ainsi que les
matrices opérationnelles d’intégration associées & chaque variable. On a démontré que ces
matrices sont inversibles.

Ensuite on a appliqué la décomposition en ondelettes de Legendre pour résoudre une équation
aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux et & coefficients constants. En faisant remarquer
que cette résolution se ramene a la résolution d’un systéme algébrique, dont les inconnues
sont les coefficients de cette décomposition.

Des tests numériques ont été effectués pour I’équation de Poisson.

La méthode a été généralisée aux équations dépendantes du temps en plus des deux variables

spatiales.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles ordinaires (EDO) et les équations aux dérivées partielles (EDP),
sont & l'origine de la description de beaucoup de phénomeénes naturels en physique, en chimie,
en biologie ...

On dispose de plusieurs méthodes numériques pour résoudre ces équations, parmi lesquelles
on site la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis ou alors les méthodes
itératives.

Cela ne peut se faire sans une efficacité dans la programmation, car les systémes réels sont
trés complexes, et nécessitent 'efficacité du choix de 'algorithme.

L’une des méthodes de résolution, qui commence a s’imposer, est la méthode des ondelettes de
Legendre. Elle a été utilisée en 2000, par M. Razzaghi et S. Yousefi [3] pour la résolution des
problémes variationelles en une dimension. Les mémes auteurs ’ont appliqué pour résoudre
un probléme de contrdl optimal [4]. Elle a aussi été utilisée pour la résolution des équations
intégro-différentielles comme ’équation intégrale de Fredholm [1].

Dans notre travaille, on développe la méthode des ondelettes de Legendre en 2D, qui ont
été définies en 2005 par H.Parsian [5].Pour ce faire, on rappelle les matrices opérationnelles
d’intégration notées dans Parsian P, et P,.

Une procédure calculatoire utilisant ces matrices est largement exposée pour résoudre les
EDPs en les réduisant a des systemes linéaires d’équations algébriques.

Ce travail est structuré de maniére a présenter dans le premier chapitre quelques notions de
base et outils utilisés tout au long de ce travail.

Le second chapitre est consacré a la résolution d’'une EDP avec des conditions aux limites
de type Dirichlet et de type mixtes. Des résultats numériques montrent 'efficacité de cette
méthode.

Le chapitre qui suit est consacré a la résolution d’une EDP en 2D et en présence de la variable
temps.

Enfin, on termine notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

PRELIMINAIRE

Ce chapitre est congu pour rappeler quelques notions mathématiques nécessaires pour la

compréhension de ce mémoire.

1.1 Les polyndmes de Legendre
IIs sont introduits en 1784 par le mathématicien francais Adrien-Marie Legendre(1752-1833)

Définition 1.1.1 (Voir [3]) Les polynomes de Legendre sont définis sur [—1, 1] par la formule

de récurrence suivante :

PO(LU) = 1,
Pi(z) =z, (1.1.1)
Poi(z) = %xpn(:c) — (nil)Pn,l(x), n=12,...

Ils sont solution de I’équation différentielle, dite de Legendre, suivante

(1—a2*)P! —22P, +n(n+1)P, = [(1 —2})P.] +n(n+1)P, =0, n=0,1,2, ...

Leur forme analytique est donnée par

¥Ym €N, P,(z) = Z(—l)m%%(;)z
2 ! (k!

Proposition 1.1.1 Les polynémes de Legendre vérifient la propriété trés importante d’or-

thogonalité



1.2 Les ondelettes 2

1/Pm(x)Pn(x)da;:{ %Sim%n

2m—+1

sim=n -
1

Corollaire 1.1.1 soit x = 287 — 2n + 1 et P, le polynome de Legendre vérifie

2X2n + 1) Pu(1) = Py (1) = Py (7).

1.2 Les ondelettes

Définition 1.2.1 Les ondelettes sont une famille de fonctions construites a partir de la
dilatation et translation d’une fonction unique ¥ dans l’espace L*(R), appelée ondelette mére

(Voir [3]). Elles sont définies par :

;1
Top(z) = la|? U(232)
a,be R a+#0.

Remarque 1.2.1 On dit qu’une famille d’ondelettes est continue lorsque les paramétres de
dilatation a et de translation b varient de fagon continue.

On parle d’une famille d’ondelettes discréte, si les paramétres a et b prennent des valeurs
discrétes.

La famille d’ondelettes discreéte
U, m(x) = |a0|% U(ag's — nby),

est obtenue pour les valeurs de

a=ay", ap>1
b= nbgagm, by > 1,

ot n, m sont des entiers positifs.

1.3 Les ondelettes de Legendre

Définition 1.3.1 Les ondelettes de Legendre U, ,,(x) = Y (n,m, j,z) sont définies sur l'in-
tervalle [0, 1] par

10l i - n—1 n
U, (1) = { /M 522 P (22 = 2n 4 1) si G < < 54, (1.3.1)

0 Sinon.
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Avecn = 1,2,--- 2071 (j € N*), représente le nombre des niveaux de la décomposition de
Uintervalle [0,1] et m > 0 ot m est le degré du polynome de Legendre (Voir [3]).

Le paramétre de dilatation a = 277 et le paramétre de translation b= (2n — 1)277.

Définition 1.3.2 Les ondelettes de Legendre en deux dimensions, introduites par [5], notées

U (T, y) = U(n,m,n',m' k, k', x,y) sont définies sur lintervalle [0,1] x [0, 1] par

T D+ D2 Poe) P ),
\Ijn,m,nlym/(xay) = i ;lkill <zr< %%1 et ;Lkl’__—ll <y< 2;/1'71 (132)
0 sinon.
Aveen=1,2,--- 2" n/ =1,2,--- 2" 'm >0, m >0.

Ou P, (x) = Pp(252—2n+1) , Ppy(y) = P (2¥y—2n"41), avec P,,, P, sont les polynomes

de Legendre de degrés m et m' respectivement.

1.4 Approximation d’une fonction

Proposition 1.4.1 Toute fonction u(.,.) € L*([0,1]x[0,1]), s’écrit sous la forme (Voir [2]) :

(o o XNe cRENe O lNe o]

U({E, y) = ZZ Z Z Cmm’n/,m/ \Dn,m,n/,m’ ($, y), (141)

n=1m=0n'=1m’=0

avec

1 1
On.,m,n’,m’ =< u, \Pn’m’n,’m/ >L2([0,1]><[0,1]): //U(I7 y)an7m7n,)m/ ('/“U7 y>d$dy
0 0

Remarque 1.4.1 La troncature de la série conduit &

ok—1p7 19K =1pp/ 1

u(x, y) = Z Z Z Z Cn,m,n',m/ \I[n,m,n’,m’ (1’, y)

n=1m=0n'=1m’'=0

qu’on peut exprimer sous la forme
u(z,y) = C V(z,y) (1.4.2)

ot C et U(z,y) sont deux vecteurs de dimension 28128 1M M’ x 1 donnés par
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[01,0,1,07 © 5 01,0,1,M-15€1,0,2,00 7 5 CLO2,M' =15 """ 5 G ok —1 05" 5 Cpg ok —1 13
O — G 1ok -1y G o126 -1 15 €2,0,1,05 7775 €2,0,1,M7—15 €2,0,2,0, " " 7 5 €2,0,2,M'—1;
“5 G0k~ M1yt C2M—1,1,05 """ s Co pp_1 0k —1 ppr—15 7" 5 C2k—1 01,057 "7 5 Cok—1 0.1, M/ —15
T
Cok=1,02,05 """ » Cok=1.02,M/—1, """ 5 Cok=1 g ok 10" " " vC2k*1,M—1,2k’*1,M'—1]
(1.4.3)
[\111,0,1,0, Tt \11170’17M/,1, \111,0,2,0> T ®1,0,2,M'717 Tt qjl,ogk’—l,oa T qjl,o,zk’—l,M/_la
Wy e W ok a1 W00, Wao a1, Y020, o020,
V= v U v U v
Ty EF202K -1 M1y F2M-11,0,"" " s ¥2M-1,1,M'~15 ¥2,M—1,2,0, """ » ¥2 pf—12k -1 M/—1>
T
: 7\112k*1,0,1,07 ) \I]2k*1,O,l,M’—17 ‘;[[2]“*1,0,2,07 ) \1/2197170?27]\41_1, Ty \IJQk—l,MfLQk’—l’M/fl]
(1.4.4)

Exemple 1.4.1 Pour illustration, on peut approximer la fonction f(z,y) = 1 dans la base

d’ondelettes de Legendre.

En effet,
ok—=1pf 19K =171
~ § :E :E : E : AT
1 ~ Cn,m,n/,m/ \IJTL?m?n/’m,(:E’ y) - C \Ij(x’ y)’
n=1m=0n'=1m/=0
avec

1 1
Cn,m,n’,m/ =< 1,V mmn m Z 1200,y //\I[nvmm’,m’(x:y)dxdy-
0 O

St on prend a titre d’exemple k = k' = 2 et M = M’ = 2, on obtient les ondelettes qui

interviennent dans le calcul des coefficients C’,, et qui sont :
Ui010(z,y) =2 )

\111,0,171(%9) = 2\/3(49 —1)
Uy 110(z,y) = 2\/5(495 -1)
Uy i1z, y) =6(4e — 1)(4y — 1)

Uy 020(x,y) =2 )
\1’1,0,271(%9) = 2\/3(49 —1)
Uy 100(z,y) = 2\/5(495 -1)

Uy 191(2,y) = 6(4x — 1)(4y — 3)

Ws 0102, y) =2 )
Us01,1(2,y) = 2vV3(4y — 1)
Uy110(,y) = 2v/3(4r — 3)

Uor1,1(7,y) = 6(4x —3)(4y — 1)

Ws020(2,y) =2
Us02,1(2,y) = 2v/3(4y — 3)
Wy190(7,y) = 2v/3(4x — 3)

Uo121(7,y) =6(4z — 1)(4y — 3)

pour 0 < x,y <

N [—=

(.

pour0§x<%,

D=
IA
<
IA

—_

.

1 1
pour 5 <x <1,0<y <3

pour L < zy <1
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C’alcul des coeﬁiczents

Cio10= //‘I’lolo x,y)drdy = %7 Croa1 = //\111707171(a:,y)dxdy =0
0 0
11

Cii10= //\111717170(:B,y)d93dy =0, Ci111 = //\Ijl,l,l,l(zvy)dmdy =0
0 0 0 0
11

11
C'1,0,2,0 ://\11170,270(x,y)dwdy: %7 01,072,1 ://\111707271(a:,y)dxdy:()
%" 3

11
01,1,2,0 Z//\Ifl,l,z,o(f,y)ddeZO, 01,1,21

02010—//\112010333/)65556@—0 Co011 = //‘112011$ y)drdy =0
00

1 1
C'2,1,1,0 = //\112717170(g:,y)dxdy =0, C’2,1,1,1 / ‘1’21 1,1 95 Y dxdy =0

{
{

Y

/\111121 Z, ydxdy—()

\ 7~

\ 7~

11
U020 = //‘I’zo,zo(%y)dxdy = %7 Co021 = \11202 1(x,y)dxdy = 0

/‘1’2,1,2,1(5E7 y)dxdy =0

0

O\)—lo\}—lo

02120—//\112120xy)dxdy—0 02121

donc la fonctzon f(x y) =1, se décompose

1 1 1 1
|:2707270707070707270727070707070} (x7y)

Avec les mémes calculs on peut trouver les résultats de décomposition des fonctions f(x,y) = x

et f(x,y) =y
11
po— (Lol V3 VB VB B3V VB g
8 8 4 24 24 8 877 24 24
o= |L V33 19V3 V3 1 V313 V509 V3V VB,
¥y = 32796732 96 7967967 327967327 32732732796 96" 327 96 4

La méthode de résolution des EDPs, qu’on propose dans le chapitre suivant, est basée sur la

décomposition en ondelettes de Legendre (1.4.2)).



Chapitre 2

RESOLUTION D’UNE EDP EN 2D
PAR LA METHODE DES
ONDELETTES DE LEGENDRE

Lors de la résolution d’'une EDP par la méthode des ondelettes de Legendre, on aura besoin
d’introduire les matrices opérationnelles d’intégration, notées P,, P,, (Voir [6]). On commen-

cera ce chapitre par le calcul de ces matrices.

2.1 Les matrices opérationnelles d’intégration en deux
dimensions

2.1.1 La matrice opérationelle d’intégration par rapport a r

Théoréme 2.1.1 Soit ¥(x,y) la famille d’ondelettes de Legendre en deux dimentions définie

La matrice opérationnelle d’intégration P, (Voir [5]) est entiérement déterminée par la for-

mule :
X

[ wtrir = () (2.1.1)
0
La matrice P, est de dimension 2512 =1 N M’ x 2F=12K =L N[ M et est donnée par :

L F F
O L F
P,=—1|0 O L (2.1.2)

S I Rl




2.1 Les matrices opérationnelles d’intégration en deux dimensions

Ou O, L et F sont des matrices de taille 28 MM’ x 2¥"*MM’, O est la matrice nulle et

L et F' sont données par

2D O O --- O
o o o - 0
F—| O O O - O
N 04
o0 0 - O]
r 1 / / T
1 ! 1
~»b o vl
/ 1 / . /
I @) _WED O L @)
: ) O’
/ ‘. I 2M—3
/ ! V2M-—1 /
| O 0 _(2M—1)\/mD 0 J

(2.1.3)

(2.1.4)

D et O sont des matrices de taille 28 —* M’ x 28 LM’ avec O' la matrice nulle et D la matrice

identité.
Preuve. a partir de l'intégrale /\II(T, y)dr = P,V (x,y), on a

0
pour m = 0, on obtient

v QLI@ [\/qujn,l,n’,m’ (fL‘7 y) + \Iln,O,n’,m’ (w, y)] RS [;1;117 2kn71:| ;

[ Enommtrpiir=1 o A1, m=laoe [B 2]

0 QkL—l\I’ﬁ,O,n’,m’ (xay)7 /ﬁ:n—i_lv 72k_1;x€ [;1;;—11;21?—1} )
pour m # 0, on obtient

y 2’“\/21m+1 [\/2;+3 an,m+1,n’,m’ (%y) - \/#fl\lln,mfl,n’,m’ (I, y)i|
/\Iln,m,n’,m’ (Ta y)dT = T € [%7 an_*l] ;

0 0, ailleurs

Exemple 2.1.1 On prend M = M' =3 et k = k' = 2 pour le calcul de cette matrice

pour m =0

x 2%(%‘1’1110(37&) + Yio10(w,y)) o € [07 %]
/‘1/1010(T7y)d7' = T Ws010(z, y) € [5,1]
0 0 ailleurs

) T

= 5 |1.0.0,0,0,0,—2.0,....0.2,0,....0,0] ¥(x,y),

1
\/§7

)

g
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pour m # 0

xT

52 75 (5 Vi210(2, y) — Waono(,9)) = € [0, 5]
\IJ d _ 22\/§(\/g 1210\ 1010 ) D)
/ m0(7, y)d7 { 0 atlleurs
0
1{100 0,0,—— 0,0 ooT\If( )
= 59 |7 HY YUYy /U, U,..., U T, .
22 V3v5 Y

D LD 0
P:i L18><18 F18><18 et L — _LD \/% 1 D
P22 Oy Lisxis | 1exas V3 1 e ’
0 —=D 0
(1.0 0 0 0 0]
9D 0 0 01 00O0O
1 0ol poloorooo0
18x18 — 0 0 0 ) - 000100
000 O0T1OQO0
000001

Proposition 2.1.1 La matrice opérationnelle d’intégration P,, définie par —,

est inversible.

Preuve. Il suffit de démontrer que le déterminant de la matrice P, est non nul. Comme
P, est triangulaire par blocs, son déterminant est le produit des déterminants des blocs
diagonaux, alors il suffit que le déterminant de la matrice L soit non nul.

En effet,

v M 1 ok! =1y
det(L) = (-1)* "] ( ) £0.

2m —1
m=1

Ce résultat se vérifie par récurrence O
Exemple 2.1.2 Calcul du déterminant de L pour M = M' =3 et k = k' =

1
D 1 7§D o’

det (—)/7§D ?%ED 5?;“51) = det(—ﬁD) {det(D)det(ﬁDﬂ
() )
-6 6)
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2.1.2 Matrice opérationnelle d’intégration par rapport a y

Théoréme 2.1.2 Soit V(x,y) la famille d’ondelettes de Legendre en deux dimentions définie

La matrice opérationnelle d’intégration P, (Voir [5]) est entiérement déterminée par la for-

mule : y
/\If(x, T)dT = P,¥(x,y). (2.1.5)
0
La matrice P, est de dimension QR—1QK =L NI M x 28=19W =1 NI M et est donnée par :
[P O O O ]
O P O O
Py =2 0 Q P O, (2.1.6)
N O
0O 0 O - P |

Ou O, et P sont des matrices de taille 2" "M M’ x 2F"'MM’, O est la matrice nulle et P

est données par :

[ L F F F

O L F F
p=|0 O L Fo (2.1.7)

A F

o o o L

F, L et O sont des matrices de taille M' x M’ avec O’ la matrice nulle et F' et L sont définies

par :
_ - B 1 T
200 - 0 R B 0
00 0 0 i 0 A 0
F=1]10 00 0|, L= 0 V35 0 0
: 0 . 2M'—1
0 0 0 ’ 0 ) (2M’-1)v/2M'-3
M1
- - L 0 0 0 T (2M'—1)/2M'—3 0 i
(2.1.8)
)
Preuve. A partir de l'integrale /\If(x, T)dT = P,¥(x,y) on a
0
pour m' = 0, on obtient
y % [\/Lg\lln,m,n’,l (Q}, y) + \I[n,m,n’,() (l’, y)} Y € [;1;/__—117 2;}_1—1] ;
/\Ijn,m,n’,0<x77—)d7—: 07 ﬁ’:L... 7n_1>y€ |:2ﬁi:'_il17213?_:1i| )

!

1 =~ __ k'—1 n'—1 n .
2k71\Pn,m,ﬁ’,0 (x,y), no=mn -+ 17"' 72 NS |:2k’717 2/@’71] ’
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pour m’ # 0, on obtient

1 1 1
Y Qk,\/2m’+1 |:\/2m/+3 \I]n,m,n/,m/+1 ($7 y) - \/TTl\Ijn,m,nl:mlfl (x7 y)] ?
v x,T)dT = w—1 _n |.
/ n,m,nlym/( ) ) Yy e RT3 QR T | 3
0 0, ailleurs

Exemple 2.1.3 On prend M = M' =3 et k = k' = 2 pour le calcul de cette matrice,

pour m' =0

v Lz(f‘lfnn(w y) + ¥ii10(z,9)) Y€ [07%]
/\111110(%7)657 = 0 atlleurs
1 1
0 5W1120(2, ) /S [0: 5]
1 1 T
= — 1,—,0,2 v
22 |:0>070a070707 7\/3707 a0707070a70a 7070:| ('xay)a
pour m' # 0
5—=(—=U x v x, € 0,5
/\Iflzll(x,T)dT _ { 2\[(6[ 1212(2,¥) — Y1210(7, ) ailleyum[ 5]
0
T
1{000000000000 10 L 0 OO} U(z,y)
= 59 y Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Yy sy Y T S Y e Y z,y).
2 V3 VBVE !
[P O O O O O]
O P O O O O
. 1 O O P O O O L3><3 F3><3
Pi=%lo 00 p ool @l {ngg Lixs
O 0O O O P O
O O O 0O O P |
1
11 7 ? 2 00
L3><3 = V3 0 V35 , F3><3 = 00O
1
0 — A5 0 000

Proposition 2.1.2 La matrice opérationnelle d’intégration P,, définie par -,

est inversible.

Preuve. Il suffit de démontrer que le déterminant de la matrice P, est non nulle. P, étant
une matrice diagonale, Il suffit de vérifier le déterminant de la matrice P est non nulle. Or

la matrice P est triangulaire par blocs avec le bloc L sur sa diagonale. Comme

det(L) = ﬁl <2m1_ 1> 40

cela implique que det(P) # 0 par suite det(P,) # 0. O
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2.2 Description de la méthode des ondelettes de Le-
gendre

On considére la forme compléte d’'une EDP d’ordre 2 a coefficients constants

0 ou 0? 0? 0?
gy, (8:9) + @ (09) a5 (0,) + a5 (0y) + as o () + agu(r ) = f(2.9)
(2.2.1)
2.2.1 Cas des conditions aux limites de type Dirichlet
u(0,y) = ug(y) u(z,0) =up(x)
i A A e

Les fonctions ug, up, up et ug sont supposées régulieres sur [0, 1].
On utilise la décomposition & base d’ondelettes de Legendre (Voir [6]) pour résoudre (2.2.1)).
On pose

0*u

8w2—ay2<x7y) = CTU(z,y). (2.2.3)

Différentes intégrations de la formule (2.2.3} permettent d’obtenir 1’expression des différents

termes de I'EDP ([2.2.1)), gg(x y), 2 o (@, y), 2 6902 U(x,y), 2 ay 2(z,y), azay(x y) et u(z,y), en fonc-

tion de C' (qui devient 'inconnue), ¥(z,y), P;, P, et des conditions aux limites.

Ainsi, en intégrant la formule ([2.2.3)) deux fois par rapport a x sur [0, z] on obtient :

T

/83:28 (T ,y)dr = /C’T\I/(T,y)dT

0

PPu T Pu
" — — 2.4
900, (z,y) = C P ¥(2,y) + 900, (0,), (2.2.4)
0?u T Bu 0?u
_ P2 - i ) 2.2.
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3 . , .
Le terme 86 “>(0,y), est une inconnue, pour le déterminer, on pose x = 1 dans (2.2.5) on
20y y I ) ) )

obtient :

A 0%u 0%u

——(0,y) = = (1,y) — CTP2¥(1,y) — —(0,y). 2.2.6
50,2 0.) = G (Ly) — CTPAE(Ly) — 25 (0.y) (2:26)
En remplagant (2.2.6)) dans (2.2.5)) on obtient :
0*u T oo 0*u 0*u 0%u
En prenant en considération les conditions aux limites, on a :
a2u T p2 " " "

On integre (2.2.7) deux fois par rapport & y sur [0, y] on obtient

%(w,y) = CTP2R(W(a,y) — wW(1,y) + us(y) — 5(0) .
+(up(y) — up(0) = usly) + up(0)) + 52 2, 0), >

et

u(z,y) = CTPIP)(¥(w,y) — 2¥(L,y)) + ua(y) — uc(0) — yug(0) + ygs(x,0)

+x(up(y) — up(0) — yu'p(0) — ug(y) + ug(0) + yuy(0)) + up(x) (2.2.9)

9%u
0xdy

(x,y), on remplace (2.2.6) dans (2.2.4) et on intégre par

Pour l'obtention du terme

rapport a y sur [0, y]

Pu i )

9207 (z,y) = CT P, (U (x,y) — P,U(1,y)) + uh(y) — ub(y),
T (1 g) = CTPP(W(,y) — PU(L, ) + () — tp0) — sly) + s(0) + 22 (2,0)
0x 0y Ty = ey (AL Y x Y up(y) — up ua(y) + ug 900y z,0).
(2.2.10)

En intégrant la formule (2.2.3)) deux fois par rapport a y sur [0, y] on obtient :

(2, 7)dr = 7C'T\I/(x, T)dr

0

o*u
0x20y?
0
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u PPu
_— =C"p,v —(0 2.2.11
axgay(x7y) Yy (SL’,’y)—i- ax26y< 7y)7 ( )
d%u 83u d%u
Le terme 3o o a (x,0), est une inconnue, pour le déterminer, on pose y = 1 et en prenant en

considération les conditions aux limites dans (2.2.12)) on obtient :

—asu aQu "
ax2ay(m’0) = a 2 ( ) CTP2 (I‘,l) _UB<5U)- (2213)

On injecte (2.2.13)) dans (2.2.12), on obtient la formule finale de %(w, Y)

%(% y) = CT P} (¥(z,y) — y¥(z,1)) + y(up(x) — up(2)) + up(z). (2.2.14)

On integre ([2.2.14]) on obtient :

ou

Swy) = CTREP((r,y) — y¥(a,1)) + uy(2) — u(0) (2.2.15)

oy () g (0) — () + 1 (0)) + 50,

Remarque 2.2.1 Les termes g“ (x,0), My(o Y), 8‘152(:10 0) et $(0,y) sont des inconnus, on

appliquera des schémas aux différences finies par rapport a x et a y pour les estimer lors de

la résolution du systéme final.

Finalement en remplagant maintenant (2.2.7)) et (2.2.8)), (2.2.9), (2.2.10)), (2.2.14), (2.2.15)

dans (2.2.1)) on obtient

( al[CTPiPx(\If( y) —y¥(z,1)) + y(uy(z) — uy(0) — up(x) + up(0))
+up(z) — up(0) + 52 (0 y)l +a2[CTP2Py(\If(w,y) —a¥(1,y)) + z(up(y) — up(0)

—ug(y) + ug(0)) +uG(y) — ug(0) + Gu(2,0)] + as[CT P} (¥(2,y) — y¥(z,1))
+y(up(z) — up(r)) + up(z )]+a4[ CTP 3(‘If(x,y)—x‘1’<1 y)) + z(up(y)
—ug(y)) + ug)] + as[CT PP (Y(w,y) — PU(1,9)) + up(y) — up(0)

—u(y) + g (0) + 2t (w,0)] + ag [CTP?PQOP(:U, y) —2z¥(1,y)) + 2(up(y) — up(0)
—yup(0) —uG<y)+uG(0)+qu(( )))] uc(y ))— c(0) = yug(0) + y 3 (., 0)
L +up(x
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( CT[(a1P2P, + a3 PP, + a3gP? + ayP? + as P, Py + ag PPV (2, y)—
(alyP;Px + agyPyz)\I!(x, 1) — (ag.rP P, + asxP? + a5P P,P, + anP2P2) (L,y)]
= f(z,y) — laa(y(uy (x) — up(0) — UB( ) + u(0)) + UB( ) — up(0) + 52(0,9))

+az(z(up(y) — up(0) — ug(y) + ug(0)) + ug(y) — ug(0) + i (z, 0))
+as(y(uf (v) — up(r)) + up(z )) + as(z(up(y) — ug(y)) +ue(y)) + as(up(y)
—up(0) = ug(y) + ug(0) + 250 (2, 0)) + as(@(up(y) — up(0) — yup(0)—
uG(y) + uc(0) + yug(0) + ua(y) — ua(0) — yug(0) + y§a(z,0) + up(w))]

CTA = g(z,y) (2.2.16)

ou le vecteur A et la fonction g(x,y) sont donnés par

A= (a1 P}P, + a3 P2 P, + a3P? + ayP? + a5 P, P, + ag P2 P;) ¥ (z, y)
—(a1yP; Py + asyP;)¥(x,1) — (ayxP; P, + agx P} 4 a5 P, Py P, + asx P2 P;)¥(1,y)

9(x,y) = f(2,9) = laa (g (7) = g (0) = wp(w) +u(0)) + wp(z) — uj(0) + 5:(0,9))
tax(x(up(y) — up(0) — ug(y) +up(0)) + ug(y) — ug(0) + 54(2,0)) + as(y(ufy (z)
—up(x)) + up(z )) +ag(x(up(y) — ug(y)) + uG(y)) + as(uD(y) — tp(0
—ug(y) +ug(0) + 255 (2, 0)) + ag(2(up(y) — up(0) — yuh(0) — ua(y) + uc(0)
+yug(0)) + ua(y) — uc(0) — yug(0) + y g (w,0) + up(w))]

Remarque 2.2.2 L’équation scalaire est transformée en un systéme de 25 12K =1\ M
d’équations en la considérant auz points de collocation (w;,y;) 1 < i < 2MIM 1 < j <
2K =1

La solution de ce systéme est le vecteur inconnu C, dont dépend la solution u(x,y) donnée

par (Z23).

Remarque 2.2.3 Si les conditions de Dirichlet sont données en x =1 et y = 1, on integre

dexdl ou dey al. Ce qui donne

1 T
4
a;—ng(T,y)dT:/CT\II(T,y)dT—/CT\II(T,y)dT.

T 0 0
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2.2.2 Cas des conditions aux limites de type mixte

w(0,9) = ha(y)  u(x,0) = hi(x)
{ 5200,y) = g2(y)  3i(x,0) = gu(x) - (2.2.17)

Les fonctions hy, hg, g1 et go sont supposées réguliéres sur [0, 1].
On utilise la décomposition & base d’ondelettes de Legendre pour résoudre (2.2.1)), ou I'on

pose :

o*u
0x20y?
En intégrant la formule ([2.2.18]) deux fois par rapport a z sur [0, z] on obtient :

(z,y) = CTU(z,y). (2.2.18)

o' y T
axz—ayz(T,y)dT = Co(r,y)dr
0 0
PPu T PPu
W(ﬂ%y) = C"PY(x,y) +W(0>y)

0% Ou

_ T I el

= C Px‘P(ft,y)JrayQ(ax(Qy))
2 N

= CTPV(z,y) + %gg(y) (d’apres la 3*"“condition (2.2.17)
Yy

et
d*u T 2 " "

On intégre deux fois (2.2.19)) par rapport a y sur [0,y] et on remplace par les conditions

(2.2.17)) on obtient :

Ou

dy (z,y) = CT PP (2, y) + (g5(y) — 95(0)] + Py(y) — h3(0) + gu(2) (2.2.20)

et

u(z,y) = CTPZPIV(x,y)+ ha(y) — ha(0) — yht(0) +yg1 () + ha () + 2]ga(y) — 92(0) — yg5(0)].
(2.2.21)
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Le terme de la dérivée croisée est le résultat d’une intégration de 5754 (:c y) par rapport a y
sur [0, y]

0*u . , / ,

D0y (z,y) = C* PP,V (x,y) + g1(x) + g5(y) — g5(0). (2.2.22)

En refaisant les mémes étapes pour obtenir (2.2.19)), mais en intégrant par rapport a y de
[07 y]? on a

azu " n
502 (1y) = CTP)U(2,y) + yg (2) + M (). (2.2.23)

Une autre intégration par rapport a = sur [0, x] et les conditions (2.2.17)) donnent

O 09) = PP, 0) + olgh (@) — i (0)] 4 W) — BE(0) + oly) (2220

Enfin, en portant (2.2.24)), (2.2.23)), (2.2.22), (2.2.21)), (2.2.20)), (2.2.19)) dans (2.2.1)), on a

ar[CT PP (x, y) + y(gi (x) — 1(0)) + R (x) h(0) + g2(y)]

+as [CTP?P U(x,y) + 2(gh(y) — 95(0)) + (y) hy(0) + g1()]

+a3[CT P2V (z,y) + yg (z) + b (z)] + 4[ P2 (z,y) + g5 (y) + hy(y)]

+as[CT P, P,V (x,y) + g1 () 4+ g5(y) — 95(0)] + as[CT P2 P;¥ (x,y) + ha(y) — ha(0)
—yh(0) + g1 (x) + ha(2) + 2(ga(y) — 92(0) — ygh(0))] = f(z,y)

<
CT[(CHP;P:E + as PP, + a3Py2 + ayP? + as P, P, + a6P2P2)\II( )] = f(z,y)
—ay [y (91(z) — ¢1(0)) + hi(z) — h1(0) + g2(y)] — aslz (g5(y) — 95(0))
+hy(y) — h5(0) + g1(2)] — a3 [yg) (z) + h{(x)] — aq [vg5(y) + h5(y)]
—as [91(7) + g5(y) — 95(0)] — ag[h2(y) — ha2(0) — yhy(0) + ygi(z)
+hi(z) + 2 (92(y) — 92(0) — yg5(0))]
<
CTA = g(z,y). (2.2.25)

Ol

A = [0\ PP, + ayP, P2 + a3P. + a4P? + as P, P, + agP. P, ] V(z,y)

et
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9(z,y) = f(x,y) — a1 [y (91(z) — 91(0)) + Rk (z) — ~1(0) + ga(y)]
—as [7 (95(y) — 95(0)) + hy(y) — h5(0) + g1(2)] — as [ygy (z) + ki (z)]
—ay [2g5(y) + h5(y)] — as [91(z) + g5(y) — g5(0)]
—ag [ha(y) — h2(0) — yhy(0) + ygi1(z) + hi(z) + 2 (92(y) — 92(0) — yg5(0))]

Remarque 2.2.4 L’équation scalaire est transformée en un systéme de 28~12F =1 N M’
d’équations en la considérant aux points de collocation (z;,y;) 1 < i < 21N 1 < G <
2K =10,

La solution de ce systéme est le vecteur inconnu C, dont dépend la solution u(z,y) donnée

par (Z221).

2.3 Résultats et tests numériques
2.3.1 Equation de Poisson avec conditions de Dirichlet

On considére I’équation de Poisson avec des conditions aux limites de type Dirichlet (Voir
6])

0%u 24
@(x,y) + 8—3/2(957,@) + 2u(z,y) =0

{ w(0,y) =0  u(l,y) =sin(1)sin(y),
u(z,0) =0  wu(z,1) =sin(z)sin(1).

L’équation de Poisson admet comme solution exacte :
u(z,y) = sin(z) sin(y).

On reprent la méthode de résolution de PEDP (2.2.1]) avec
a1 =0,a,=0,a3=1,a4=1, a5 =0 et ag = 2.

Les relations (2.2.7)), (2.2.9)) et (2.2.14)) s’écrivent

%(% y) = CTPX(¥(z,y) — y¥(x,1)) — ysin(z)sin(1),
g—;;(a:, y) = CTP2(¥(z,y) — 2¥(1,y)) — zsin(1) sin(y),

et
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zsin(1) sin(y) — zy sin®(1) + ysin(x) sin(1) '
Le systeme ([2.2.16)) devient
CHP ¥ (x,y) — y¥(z,1)] + P[¥(z,y) — 2¥(1,y)]+
2P2P; [(W(2,y) — 20(1,y) — y¥(z, 1)) — ay¥( (2.3.1)

1
= —xsin(1)sin(y) — ysin(x) sin(1) + 2y sin?(1)

Résultas numériques

D]

Pour différentes valeurs de M, M’ et de k, k', on résoud le systéme (2.3.1)), pris aux points

de collocation x; =

1—0.5

Mok-10 Yi = o1

1—0.5

Ugpp- L’erreur de cette approximation est estimée par

Ou

Err = ||tex — Uappl|, -

Ue, : Teprésente la solution exacte.

(Voir [2]). On obtient une solution approchée notée

Ugpp : Teprésente la solution obtenue par la méthode des ondelettes de Legendre

||.|l, : est la norme euclidienne.

les résultats obtenus sont résumés dans le tableau suivant.

Erreur M=M=2 \M=Mz=3 | M=M=5 M=M=6 | M=M =8

k=Fk =1 3.3456e — 002 | 8.7652e¢ — 003 | 1.0085¢ — 004 | 4.7398¢c — 006 | 1.4745¢ — 008

k=FK =2|21711e — 002 | 1.8977¢ — 003 | 5.3338¢ — 006 | 1.9506e — 007 | 1.5504¢ — 010

k=F =3|1.1934e — 002 | 4.2563¢ — 004 | 2.9644e — 007 | 6.7233¢ — 009 | 3.1655¢ — 012
Tableaul

On remarque que 'erreur diminue quand le nombre des niveaux et le nombre des points de

collocation augmentent.

Pour plus de détails, on prend 'exemple de k = k' = 2. Les résultats de la solution exacte,

approchée, I'erreur et du temps d’exécution sont exposés dans le Tableau 2
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M| M| Uey Uapp Err Temps CPU

2 |2 1.0811612013348 | 1.0594503451493 | 2.1711e — 002 | 0.587806 s

3 13 1.6297187703192 | 1.6278219237741 | 1.8977¢ — 003 | 0.640184 s

5 |5 2.7229632687960 | 2.7229686003165 | 5.3338¢ — 006 | 1.495646 s

6 |6 3.2689478769328 | 3.2689476819166 | 1.9506¢ — 007 | 3.883429 s

8 |8 4.3604412510542 | 4.3604412512092 | 1.5504¢ — 010 | 136.197356 s
Tableau 2

Pour ce cas, la concordance entre la solution exacte et la solution approchée est clairement

mise en évidence dans la représentation graphique suivante

Toujours pour ce méme cas, la décroissance de l'erreur vers zéro est visible dans le graphe

Figurel

T2 maur polr K=k =2 fiie

gEren

-3

Figure 2 : L’erreur absolue
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2.3.2 Equation de Poisson avec conditions mixtes
On reprend ’équation de Poisson avec des conditions aux limites de type mixte
0%u 0u
@(x,y) + 8—y2(95>y) + 2u(z,y) =0 (2.3.2)
u(0,9) =0 g2(0,y) = sin(y)
{ u(z,0) =0 5(z,0) = sin(x) (2.3.3)

dont la solution exacte est

u(z,y) = sin(x) sin(y).
On reprend la méthode de résolution de 'EDP ([2.2.1)) avec
a1=0,a,=0,a3=1,a4=1, a5 =0 et ag = 2.

Les relations (2.2.23)), (2.2.19)) et (2.2.21)) s’écrivent

0%u

@(l‘,y) = CTP;\I/(.I,y) - ySiIl(.Z'),

0%u

a—yz(:c,y) = CT P}V (z,y) — wsin(y),

et

u(z,y) = C’TPJ?P;\IJ(x, y) — xy + xsin(y) + ysin(x).
Le systeme ([2.2.25)) devient
CT [P+ P2 +2PP| V(z,y) = 2xy+xsin(y) + ysin(z) — 2z sin(y) — 2y sin(z)
= 2zy — xsin(y) — ysin(z).

Les tests numériques pour ce cas (condition mixte) présentent des anomalies telles qu’on peut

le remarquer dans les tableaux et les figures qui suivents.

Erreur M=M=2 M=M=3 M=M=4 M=M=7|M=M =10
k=k =1|1.1624e — 003 | 1.6192¢ — 003 | 6.4599¢ — 005 | 2.7542¢ — 007 | 1.3569¢ — 008
k=k =2|6.0021e — 004 | 4.0452¢ — 001 | 5.1789¢ — 004 | 6.2592¢ — 005 | 3.1469¢ — 005

Tableau 3
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Tableau des valeurs de la solution exacte, approchée, I’erreur et le temps d’exécution

k=kK =2

M | M| ue, Uapp Err Temps CPU
2 |2 1.0811612013348 | 1.0808867151279 | 6.0021e — 004 | 0.540786s

3 |3 1.6297187703192 | 1.8212024477102 | 4.0452e¢ — 001 | 0.561303s

4 |4 2.1766605748093 | 2.1764717443751 | 5.1789¢ — 004 | 0.625259s
7|7 3.8147511520427 | 3.8147359859595 | 6.2592¢ — 005 | 3.733572s

10 | 10 | 5.4516179435622 | 5.4516110335336 | 3.1469¢ — 005 | 51.218380s

Tabeau 4

Figure 3

V& e powr K= =2 fice

ErEnf

Figure 4 : L’erreur absolue




Chapitre 3

RESOLUTION D’UNE EDP EN 2D
PAR LA METHODE DES
ONDOLETTES DE LEGENDRE
AVEC LE TEMPS

On propose de résoudre ’équation compléte d’ordre deux & coefficients constants en presence

du temps

?(t,a:,y) + al%(t#ﬁay) + a?%(t>$,y) + GS%(t>xay) + a4g27g(t7$>y) + 65%(t,l’,y) + a6u(t,x,y)
[tz y)

RS

(3.0.1)

avec des conditions aux limites de type mixte

et la condition initiale

U(t = Oax>y) = UO(x>y)‘

On choisit un pas de temps At et on considére les points de la discrétisation temporelle

t; = iAt.
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On applique un schéma aux défférences finies progressif pour approcher la dérivée temporelle

9u(t,x,y). On a alors

8u ~ U(twl,%y) —u(tl,x,y)

(b, y) ~ 3.0.2
2 1,2,9) i~ (302
L’équation (3.0.1]) devient :
w(tiv1,2,y)—u(t;,z,y)
= yAt L= f(tza x y) (0,1 oz (tza x ?J) + a'2 dy (tza x ?J) + a'38:132 (tza x y) (303)

+a’4a 2 (tw T y) + a58x8y (tlv x y) + a6u<tz> T y))
En tout point ¢;, la fonction u(t;,x,y) étant dans I'espace L*([0,1] x [0,1]), elle peut donc

admettre la décomposition dans la base d’ondelettes de Legendre (Voir [1])

(e cXe ol e O lNe o)

thy ZZZZ nmnm/ z nmnm(xvy)7

n=1m=0n'=1m’/=0

ot les coeffecients ¢ (t;) qui dépendent des points t;; i = 0, 1,2, ..., sont definis par :

n,m,n’,m

11
8 = 0t ). W) >ty = [ [ 0t 2.9) Vo )y
00
pour tout ¢;; 2 = 0,1,2, ..., la troncature de la série permet d’avoir I’approximation suivante :

ok—1p7 19K —1p4/_

u(ts, o, y) ~ ZZZZ nmn’m' t;) nmnm( 7y):CT(ti)\IJ<x>y)

n=1m=0n'=1m’/=0

L’équivalent des formules de (2.2.18)) — (2.2.24]) sont :

62u . 5 0? 0?
ou L 5 0 0
0 0
+a—yh2(ti, y) — a—yhz(% 0) + g1(t;, @)
0*u 0? 82
pe (i, 7,y) = cT(t )P2‘If($ Y) —i—y@ 591(ti, ) + B ha(t;, ) (3.0.6)
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du I ) 9
%(tz‘, r,y) = C ()P, PY(z,y) + y[%gl(tia T) — %91(% 0)] (3.0.7)
0 0
+£h1(tz‘,$) — a—yhl(ti, 0) + g2(ti, y)

0%u

0 0 0
920y A (i x,y) = CT () PPy (2, y) + 51t 8) + o-ga(tiyy) — 5-0a(t:,0) - (3.0.8)

dy dy

)
5y (t0) (3.0.9)

0
+yg1(ti, x) + ha(ti, ) + x[g2(ti, y) — g2(t:,0) — ?Ja—ygz(ti, 0)]

0
utivn, z,y) = CT(tipa) PRIV (2, y) + ho(tivr, y) — ha(tizr, 0) — ya—yh2(tz’+1, 0) (3.0.10)
0
+yg1(tit1, ) + ha(tive, x) + (g2 (tiv1, ) — g2(tiy1,0) — ya—y92(tz‘+17 0)].

On remplace - m ) dans on obtient

0 0
u(tivr, z,y) —ulty,z,y) = Atf(t,z,y) — Atay[CT () PPV (2, y) + y(%gl(tiafﬂ) - %gl(tz‘,()))

0 0
+%hz(ti,$) - a_yhl(ti7 0) + g2(ti, y)] — Atas[CT (t;) P2 P, ¥ (z,y)

0 0 0 0
+$(a—y92(ti,y) - a—ygz(ti,o)) + a_th(tiay) - a—yh2(ti70) + g1(ts, )]

” o2 ”
—Atas|C" (t;) P2V (x, y)—l—ya so1(ti, o) + 2 hy(ti, )]

2 2

0 0
—Atay[CT () P2 (x, y) + r 392t y) + 5 3ha(ti )
—Atas[CT(t;) P, P,V (z )+2 (t; )+2 (tiyy) — 2 (t;,0)]
5 i)zl y Y aygl iy ayQQ iy ayg2 i)
0
ya—yhz(tmo)

0
+yg1(ti, ) + ha(ts, v) + 2(g2(ts, y) — g2(t:,0) — ya—ygz(ti, 0))].

On remplace u(t;11, z,y) et u(t;, x,y) par leur valeur
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0
CH(tip)PEPI(2,y) = ha(tip1,0) = ha(tinr, y) — ygu(tivs, @) + ya_yh2<t”1’ 0) = ha(tis1, )

0
—[g2(tiv1,y) — g2(tiv1,0) — ya_yg2(ti+17 0)] + At f(ti, z,y)

0 0
—Atay[CT(t;) PI P (2, y) + y(%gl(tia T) — %Ql(tu 0))

0 0
+——ho(t;,x) — =—h1(t;,0) + g2(ti, y)] — At@z[CT(ti)PIQPy‘I’(%?J)
ox oy
0

0 0 0
+$(a—yg2(ti, y) — a—yg2(ti, 0)) + a—yh2(tz‘= y) — a—yh2(tz‘7 0)

82
+01(t;, )] — Atas[CT () P ¥ (z,y) + ya—y2g1 (ti,x)

2 82 82
h(ti, )] — Atas[CT () P20 (2, y) + xa—yzgz(ti, Y) + z—5ha(ti, y)]

"oz D072
. B B B
—Atas[C” (t;) P, P,V (z,y) + 8—y91(tz‘7 y) + a—ygz(tu y) — a—ygz(tu 0)]
0
—Atag[CT(t;) P2P2V (2, y) + ha(ti, y) — ho(t:,0) — ya—yhg(ti, 0) +
0
Y1 (ti, ) + ha(ts, x) + x(g2(ts, y) — g2(:,0) — ya_yQQ(ti> 0))]
0
+CT(ti)P§P;\I’($7 y) + ha(ti, y) — ha(t;,0) — ya_th(ti’ 0) + yg1(ti, x)
0

On obtient le systeme suivant

CT(tl+1)P§Py2\Ij(‘T7 y) = CT(tl)M\Il(xv y) + F(t’LJ tiJrla T, y)7 (3011)

avec

M = —At [0y P}P, + aaP?P, + a3 P} + a4 P} + a5 P, P, + ag P2 P} + PP}

Ty
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et

0
F(ti,tiy1,z,y) = ha(tiy1,0) — ha(tiv1,y) — yo1(tizr, ) + ya—yh2(ti+17 0) — hy(tit1, )

0
—2[g2(tiv1,y) — 92(tiz1,0) — y=—ga2(ti1,0)] + At f(t;, 2, y)

dy
0 0 0 0
_Atal[y(%gl(ti, T) — %91(% 0)) + %hQ(tiﬂj) — 0—yh1(ti, 0) + g2(ti, y)]
— Atasl (ot ) — ol 0)) + oty ) — —-(ts,0) + (1, )]
a2|T ang i Y ayg? ) ay 2(liy Y ay 2\l gi\t;, T
2 82 2 32
_Ata?,[ya_ngl(tia x) + @M(ti, x)| — Amzx[xa—yggz(tu y) + 8—y2h2(tz’, y)]

0 0 0
_At%[a_ygl (ti,y) + a—y92(tu y) — a—y92(ti, 0)]
0
- ya—yh2(tz‘, 0) +yg1(ti, z) + hi(ti, ) + x(g2(ts, y)

0 0
—g2(t:,0) — ya—ygz(tu 0))] + ha(ti,y) — ha(ti, 0) — ya_th(ti; 0) + yg1(t;, x)

—Ataglha(ti, y) — ha(t;,0)

0
+h(ti, ) + 2[g2(ts, y) — g2(ts,0) — y8_y92(ti’ 0)].

Le vecteur au point initial, C'(0) est trouvé de la maniére suivante

ulto,z,y) = CT(to)PIPIY(x,y) + H(to, ,y)
up(z,y) = CT(0)P2P}U(z,y) + H(0,z,y)

En considérant la décomposition des fonctions ug(x,y) et H(0,z,y) suivant la base d’onde-

lettes :

Uo(%ﬂ) = UOT\IJ(:Cay)

H(0,z,y) = H"¥(z,y)

et en utilisant (3.0.9) on a

Uy ¥(z,y) = CT(0)PIP}U(z,y) + H V(z,y)

ce qui permet d’avoir le vecteur C'(0)
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C(0) = (P7P)") " (Uo — H)

ou

0
H(0,7,y) = h(0,y) — h2(0,0) — ya—yhz(OaO) +y91(0, x)

0 12(0,0)].

+[g2(0,) — 92(0,0) — Yo,

Exemple pour le temps

L’équation & considérée est

ou
E(tv xz, y) - Au(tv x, y) = - eXp(_ti)($2y2 + 1'2 + yz)v

dont la solution exacte est :

u(t, z,y) = exp(—t)z*y”.

On considére la condition initiale :

u(t =0,2,y) = up(z,y) = 2°y°

et les conditions mixtes

u(t,x =0,y) =u(t,z,y =0) =0,
g—”;(t,xzo,y)zo %(t,x,yzO)zO.
On reprend la méthode de résolution de 'EDP (3.0.1)) avec
a1 =as=0,a3=—1,a4 =—1,a5 =ag = 0.

Les relations (3.0.4)), (3.0.5)), (3.0.6]), (3.0.7) et (3.0.9)), s’expriment

0% T )
a_yg(tiax7y) =C" (t;) Py ¥ (2, y),
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0%*u
@(tw z, y) - CT(t”L>PyQ\IJ($7 y>7

et le systeme (3.0.11)) devient

CT(t ) P2P2W(y) = CT(t)[P2P? + ALP? + AtP>+]W(x, y)
—Atexp(—t;)(2%y* + 2% + y?).

Le vecteur initial C'(0) est donné par

C0) = [(P2P2)T]™ Upzyp.
ol U,2,2 est le vecteur obtenu de la décomposition du fonction u(z,y) = 2?y? en base d’on-

delettes de Legendre x%y® = Ul »¥(z,y).

Il reste & résoudre numériquement ce systéme.



CONCLUSION

Dans ce travail, on a manipulé une nouvelle "pour nous" méthode basée sur la décomposition
en ondelettes de Legendre en deux dimensions.

On a donné une procédure pour estimer la solution d’'une EDP avec des conditions aux limites
de type Dirichlet et de type mixte.

[’avantage de la méthode proposée réside dans son efficacité pour un nombre réduit de points
de collocation. Cependant, les résultats numériques obtenus, pour les conditions aux limites
de Dirichlet, sont plus cohérents que ceux donnés dans le cas mixte.

La méme approche est appliquée pour résoudre les EDPs en présence du temps.

Comme perspectives on propose :

d’adapter cette méthode de résolution pour les équations non linéaires et a coefficients non
constants,

développer un programme pour traiter numériquement les équations en présence du temps.
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Annexe

Chapitre 4

Cette partie concerne ’appplication Matlab

4.1 Les sous programmes
4.1.1 Polyndme de Legendre px et py

function [px] = legendre polyx(x,Mx)
px = zeros(Mx,1);

px(1) = 1;
px(2) = x;
fori = 3 :Mx

px(i) = 1/(i-1)*((2%i-3)*x*px(i-1)-(i-2) *px(i-2)) ;
end
end
function [py |= legendre polyy(y,My)
py = zeros(My,1);

py(1) = 1;
Py(2) = y;
fori = 3 :My
py(i) = 1/(i-1)*((2*i-3)*y*py(i-1)-(i-2)*py(i-2)) ;
end

end
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4.1.2 L’ondelette de Legendre

function [ psi | = LegWav(x,y,kx,ky,nx,ny,mx,my,pxm,pym)

if (x>=(nx-1)/2"(kx - 1))&&(x<=(nx)/2"(kx - 1))&& (y >= (ny-1)/2"...
(ky - 1))&&(y <= ny/2"(ky - 1))
psi = sqrt((mx - .5)*(my - .5))*2"((kx + ky)/2)*pxm*pym ;

else
psi = 0;

end

end

Le vecteur d’ondelette de Legendre

function | psiv | = VectLegWav(x,y,Mx,My,kx,ky)
i=20;
psiv = zeros(1,2” (kx -1)*2~ (ky -1)*Mx*My) ;
for nx = 1 :27(kx-1)
for mx = 1 :Mx
for ny = 1 :27(ky-1)
px = legendre polyx(2~ (kx)*x-2*nx+1,Mx) ;
py = legendre_ polyy(2~ (ky)*y-2*ny+1,My) ;
for my = 1 :My
i=1i+1;
psiv(i) = LegWav(x,y,kx,ky,nx,ny,mx,my,px(mx),py(my)) ;
end
end
end
end

end

4.1.3 La matrice d’ondelette de Legendre

function | psim | = MatLegWav(x,y,Mx,My,kx,ky)
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psim = zeros(2~ (kx -1)*2~ (ky -1)*Mx*My,2" (kx -1)*2"~(ky -1)*Mx*My) ;

i=0;
for ix= 1 :length(x)
for iy =1 :length(y)
i=1i+1;
psim( :,i) = VectLegWav(x(ix),y(iy),Mx,My,kx,ky) ;
end
end

end

4.1.4 Les matrices d’intégrations P,, P,

function [Px] = matrice integration(Mx,My,kx,ky)
%D la matrice identité
D=eye(2~ (ky-1)*My) ;
L = tri diag matricx(Mx,My,kx,ky) ;
F = zeros(Mx) ;
F(1,1)=2;
Px =(1/2"kx)*repeat matrixx(F,L,kx) ;
Px=kron(Px,D);
end
function [Py] = matrice integrationy(My,ky,Mx,kx)
L = tri_diag matricy(My,Mx) ;
if Mx==My

F = zeros(My);

ifky > 1

F(1,1)= 2;

else if ky == 1

F(1,1) = 0;

end

end
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May = eye(2~ (kx-1)*My) ;
Py =(1/2"ky )* kron(May,repeat matrixy(F,L,kx,ky,Mx,My)) ;
else
F = zeros(Mx,My) ;
ifky > 1
F(1,1)= 2;
else if ky == 1
F(1,1) = 0;
end
end
if(Mx < My)
May = eye(2~(ky-1)*My,2" (kx-1)*Mx) ;
elseif (Mx > My)
May = eye(2~(ky-1)*My,2" (kx-1)*Mx) ;
end
Py =(1/2"ky )*kron(May,repeat matrixy(F,L,kx,ky,Mx,My)) ;
end

end
La matrice L,, L,

function [L] = tri diag matricx(Mx,My,kx,ky)
if kx >= ky
if Mx==My
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i =1 :Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1) ;
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
elseif Mx <My
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v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i = 1 :Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) 4+ diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
else
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i = 1 :Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);

end

L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My+1,1 :My—+1);
end
else if kx < ky
if Mx==My
v = zeros(1,Mx*My - 2);
fori =1 :Mx*My - 2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L = diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My - 2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);
elseif Mx < My
v = zeros(Mx*My-2,1);
for i =1 :Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx,1 :Mx);

else
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v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i =1 :Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1) ;
L=L(1 :My+1,1 :My—+1);
end

else
if Mx==My
v = zeros(1,Mx*My - 2);
fori =1 :Mx*My - 2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L = diag(v,1) 4+ diag([1,zeros(1,Mx*My - 2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx-1,1 :Mx-1);
elseif Mx < My
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i =1 :Mx*My -2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My,1 :My);
else
v = zeros(Mx*My-2,1) ;
for i = 1 :Mx*My-2
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,Mx*My-2)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :My-1,1 :My-1);

end
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end
end
function [L] = tri_diag matricy(My,Mx)
if Mx == My
v = zeros(My-1,1);
fori =1 :My-1
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L= diag(v,1) + diag([1,zeros(1,My-1)]) - diag(v,-1);
else if Mx <My
v = zeros(1,My-1);
fori =1 :My-1
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);

end
L = diag(v,1) + diag([1,zeros(1,My-1)]) - diag(v,-1);
L=L(1 :Mx, :);
else

v = zeros(Mx-1,1);
fori =1 :My
v(i) = 1/sqrt(4*(i)~2-1);
end
L = diag(v,1) 4+ diag([1,zeros(1,Mx-1)]) - diag(v,-1);
L=L( :,1 :My);
end
end

end

les sous programmes repeat Mtrix z,y function [Max] = repeat matrixx(F,L,kx)
nc = size(F);

Max = zeros(2~(kx - 1)*nc) ;
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fori=1:2"(kx-1)
Max((i - 1)*nc + 1 :i*nc,(i - 1)*nc + 1 :i*nc) = L;
for m = i+1 :2"(kx - 1)
Max((i - 1)*nc + 1 :i*nc,(m - 1)*nc 4+ 1 :m*nc) = F;
end
end
end
function [May] = repeat matrixy(F,L,kx,ky,Mx,My)
if Mx==My
nc = size(F);
May = zeros(2~(ky - 1)*nc) ;
fori=1:2"(ky-1)
May((i- 1)* nc + 1 :i * nc,(i - 1)*nc + 1 :i*nc ) = L;
form =1i+1:27(ky -1)
May((i - 1)*nc + 1 :i*nc,(m - 1)*nc + 1 :m*nc) = F;
end
end
else
a = triu(ones(2~(kx - 1),2°(ky - 1)),1);
f=kron(a,F);
b=eye(2~ (kx - 1),27(ky - 1));
l=kron(b,L) ;
May=f+1;
end

end

4.2 Le programme principal pour les conditions Diri-

chlet

tic

cle
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clear all

close all

format short e

%% TestLegWav.m

%Dans ce programme on calcule le polynéome de Legendre et les ondelettes
% de Legendre et on détermine les matrices opérationnelles d’intégration
% et en trouve la solution de systéme C’A=g

% (Mx =M, My=M") le degré du polynéme de Legendre(x,y)

%(kx=k ,ky=k’) les niveaux

%% %exemple de I’équation de Poisson %% %

%% %pour les conditions de Dirichlet %% %

%% Set Prarameters

Mx = 12;
My = 12;
kx = 2;
ky = 2;

%% Construction of vect x & y
for i=1 :Mx*2" (kx-1)
x(1)=(i-0.5)/(Mx*2"~ (kx-1)) ;
end
X;
for ii=1 :My*2~ (ky-1)
y(i1)=(ii-0.5)/ (My*2~ (ky-1))
end
Yy
%% Psi
[ psim | = MatLegWav(x,y,Mx,My,kx,ky) ;
psim;
%% Px
[Px] = matrice integration(Mx,My,kx,ky) ;
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%% Py

[Py] = matrice integrationy(My,ky,Mx,kx) ;

Px;

Py;

%% fctg (la fonction g(x,y) en tout point de collocation)
[ fctg | = Fonctiong(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

%% vectdeny(calcul de ’ondelette de legendre aux points de collocation
% et aux points (xi,1), (1,yi) et (1,1)

[ v,s,t | = vectdeny( x,y,Mx,My,kx,ky );

%% numat (la matrice A en tout point de collocation)

[ numat | = Matnu(v,s,t,kx,ky, Mx,My,Px,Py,psim ) ;

%% C la solution du probléme

C=pinv(numat’)*fctg;

[Uapp | = sol app( C,Px,Py,psim,kx,ky,Mx,My,X,y,v,s,t) ;
[Uex | = sol _exa(x,y);

n=length(x) ;

m=length(y) ;

[X,Y]=meshgrid(x,y) ;

subplot(2,2,1)

surf(X,Y,Uex)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel("u(x,y)’)

grid on

title(’la solution exacte’)

[ vap ] = Matapp(n,m,Uapp) ;

subplot(2,2,2)

surf(X,Y,uap’)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)
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zlabel(’u(x,y)’)

grid on

title(’la solution approchée’)
subplot(2,2,[3 4])
surf(X,Y,abs(Uex-uap’))
xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel("Err’)

grid on

title(’”ereur’)
uex=norm(Uex)
uapp=norm(uap)

err = norm(Uex-uap’)

toc

4.2.1 Les sous programmes

%la matrice psi aux point 1
function [ v,s,t | = vectdeny( x,y,Mx,My,kx,ky )
v=zeros(2~ (kx-1)*2" (ky-1)*Mx*My) ;
s=zeros(2"~ (kx-1)*2" (ky-1)*Mx*My) ;
t=zeros(2" (kx-1)*2" (ky-1)*Mx*My) ;
i=0;
for iy =1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i+1;
V1=x(ix) .*MatLegWav(1,y(iy),Mx,My,kx,ky) ;
v( 51)=V1( :,1);

end
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for iy =1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i+1;
V2=y(iy).* MatLegWav(x(ix),1,Mx,My,kx,ky) ;
s( 51)=V2( :,1);
end
end
i=0;
for iy =1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i+1;
V3=x(ix)*y(iy).* MatLegWav(1,1,Mx,My,kx,ky) ;
t( 51)=V3(:,1);
end
end
end
function [ numat | = Matnu(v,s,t,kx,ky,Mx,My,Px,Py,psim )
Yonumat les vecteurs correspondants aux points de collocation
numat = zeros(2~(kx -1)*2~(ky -1)*Mx*My,2" (kx -1)*2~(ky -1)*Mx*My) ;
i=0;
for j=1 :2~(kx -1)*2"~ (ky -1)*Mx*My
i=i+1;
numat( :,i) = (Py~24+Px"242.%(Px~2*Py~2))*psim( :,j)-(Py~2+42.*(Px~2*Py~2))*s( :,j)...
-(Px~242.%(Px~2*Py~2))*v( :,))-(2.%(Px~2*Py~2))*t( :,i);
end
end
function [ fctg | = Fonctiong(x,y,Mx,My,kx,ky)
fctg = zeros(2~ (kx -1)*2~ (ky -1)*Mx*My,1) ;
i=20;

for iy = 1 :length(y)
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for ix =1 :length(x)
i=1i+1;

fctg(i, :) =( -x(ix)*sin(1)*sin(y(iy)) - y(iy)*sin(x(ix))*sin(1) ...

+2*x(ix) *y (iy) *sin(1) *sin(1)) ;
end
end
end
%La solution approchée
function [Uapp | = sol app( C,Px,Py,psim,kx,ky,Mx,My,x,y,v,s,t)
Uap = zeros(1,2" (kx-1)*Mx*2~ (ky-1)*My) ;
u=C"*(Px~2*Py~2*(psim-v-s))- C*(Px~2*Py~2%t) ;
i=0;
for iy = 1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i41;

Uap( :,i) = -x(ix)*y(iy) *sin(1)+x(ix)*sin(1) *sin(y(iy) )-x(ix) *y (iy) *sin(1).*sin(1)...

+y(iy)*x(ix)*sin(1)+y(iy) *sin(x(ix))*sin(1) ;
end
end
Uapp = u+ Uap;
end
function [ uap | = Matapp(n,m,Uapp)
uap= zeros(n,m) ;
i=0;
for ix =1 :m
i=1i+1;
uap( :,i) =Uapp(1,(ix-1)*n+1 :ix*n);
end
end

%la solution exacte



4.3 Le programme principal pour les conditions mixtes 44

function [Uex | = sol exa(x,y)
for iy = 1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
Uex(iy,ix) =sin(x(ix))* sin(y(iy)) ;
end
end

end

4.3 Le programme principal pour les conditions mixtes

tic

clc

clear all

close all

format short e

%% TestLegWav.m

%Dans ce programme on calcule le polynéome de Legendre et les ondelettes
% de Legendre et on détermine les matrices opérationnelles d’intégration
% et en trouve la solution de systéme C’A=g

% (Mx =M, My=M") le degré du polynéme de Legendre(x,y)

%(kx=k ,ky=k’) les niveaux

%%%exemple de I’équation de Poisson %% %

%% %pour les condition mixtes% % %% % % % % % %%

%% Set Prarameters

Mx = 10;
My =10;
kx = 2;
ky = 2;

%% Construction of vect x & y
for i=1 :Mx*2~ (kx-1)
x(1)=(i-0.5)/(Mx*2"~ (kx-1)) ;
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end
X
for ii=1 :My*2~ (ky-1)
y (ii)=(ii-0.5) / (My*2~ (ky-1)) ;

end
ys

%% Psi

[ psim | = MatLegWav(x,y,Mx,My,kx,ky) ;
psim ;

%% Px

[Px] = matrice integration(Mx,My,kx,ky) ;

%% Py

[Py] = matrice integrationy(My,ky,Mx,kx) ;

Px;

Py;

%% fctg (la fonction g(x,y) en tout point de collocation)
[ fctg | = Fonctiong(x,y,Mx,My,kx,ky) ;

%% numat (la matrice A en tout point de collocation)
[ numat | = Matnu(kx,ky,Mx,My,Px,Py,psim ) ;

%% C la solution du probléme

C = pinv(numat’)*fctg;

[Uapp ] = sol _app( C,Px,Py,psim,kx,ky,Mx,My,x,y) ;
[Uex | = sol exa(x,y);

n=length(x) ;

m=length(y) ;

[X,Y]=meshgrid(x,y) ;

subplot(2,2,1)

surf(X,Y,Uex)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)
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zlabel(’u(x,y)’)

grid on

title(’la solution exacte’)

[ vap | = Matapp(n,m,Uapp) ;
subplot(2,2,2)
surf(X,Y,uap’)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel("u(x,y)’)

grid on

title(’la solution approchée’)
subplot(2,2,[3 4])
surf(X,Y,abs(Uex-uap’))
grid on

title(’1” ereur’)
uex=norm(Uex)
uapp=norm/(uap)

err = norm(Uex-uap’)

toc

4.3.1 Les sous programmes

function [ numat | = Matnu(kx,ky,Mx,My,Px,Py,psim )
Y%onumat les vecteurs correspondants aux points de collocation
numat = zeros(2” (kx -1)*2~(ky -1)*Mx*My,2"~ (kx -1)*2"~ (ky -1)*Mx*My) ;
i=20;
for j=1 :2~(kx -1)*2~ (ky -1)*Mx*My
i=i+1;
numat( :,i) = (Py~2 4+ Px~2 4 2*Px~2*Py~2)*psim( :,j);
end

end
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function [ fctg | = Fonctiong(x,y,Mx,My,kx,ky)
fctg = zeros(2~ (kx -1)*2~(ky -1)*Mx*My,1) ;
i=20;
for iy = 1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i+1;
fetg(i, ) = -x(ix)*sin(y(iy)) - y(iy)*sin(x(ix)) + 2*x(ix)*y(iy) ;
end
end
end
%la solution approchée
function [Uapp | = sol app( C,Px,Py,psim,kx,ky,Mx,My,x,y)
Uap = zeros(1,2" (kx-1)*Mx*2~ (ky-1)*My) ;
u = C’*Px~2*Py"~2*psim ;
i=0;
for iy = 1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
i=i+1;
Uap( :,i) = x(ix)*y(iy)-x(ix)*sin(y(iy))- y(iy)*sin(x(ix)) ;
end
end
Uapp = u - Uap;
end
function [ uap | = Matapp(n,m,Uapp)
uap= zeros(n,m) ;
i=0;
for ix =1 :m
i=i+1;
uap( :i) =Uapp(1,(ix-1)*n+1 :ix*n);

end
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end
%la solution exacte
function [Uex | = sol exa(x,y)
for iy = 1 :length(y)
for ix =1 :length(x)
Uex(iy,ix) =sin(x(ix))* sin(y(iy)) ;
end
end

end
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