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Introduction

Au cours des dernières décennies, les ingénieurs ont prêté une grande attention aux
systèmes dynamiques bidimensionnels vus leur utilisation dans différents domaines scien-
tifiques.

Un système dynamique est un système qui évolue dans le temps de manière précise, il
décrit l’évolution de phénomènes en physique, chimie, biologie et dans plusieurs autres
domaines par un ensemble d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux déri-
vées partielles ou encore par des équations aux dérivées fractionnaires.

Une classe importante de systèmes dynamiques bidimensionnels d’ordre fraction-
naire est représentée par les modèles hybrides, ou encore les modèles à temps continu-
discret, i.e., un couplage entre dynamique continue et dynamique discrète. On les trouve
dans de nombreuses applications, par exemple les systèmes mécaniques, l’électronique,
la robotique, · · · [4].

Il existe plusieurs types de systèmes dynamiques bidimensionnels hybrides, toutefois,
ils peuvent être regroupés dans un modèle général décrit par les équations suivantes

Dα∆βx(t , i +1) = A0 x(t , i )+Dα A1 x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+DαB1 u(t , i )+B2∆
βu(t , i +1),

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

où Dα, avec 0 < α < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par
rapport à la variable t ∈R+ et∆β, avec 0 < β< 1, est la différence fractionnaire de la fonc-
tion x par rapport à la variable i ∈N. x ∈Rn est le vecteur d’état, u ∈Rm le vecteur d’entrée
et y ∈ Rp le vecteur de sortie. A j , B j , C et D sont des matrices réelles de dimensions ap-
propriées avec j = 0, 2.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’étude de la solvabilité et de la positivité du
modèle précédent sous les conditions initiales

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t ,0), t ∈R+,

Dα x(t , i0) = x̃(t ,0), t ∈R+.

La solvabilité sera établie en utilisant les transformations de Laplace et en Z . En effet,
notre choix porte sur les transformées de Laplace et en Z compte tenu de leurs nom-
breuses applications en pratique.

Tandis que pour la positivité, des conditions nécessaires et suffisantes seront établies.
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Introduction

Le manuscrit est organisé comme suit :

• Le premier chapitre regroupe les différentes notions préalables pour la réalisation
de ce document. Nous commencerons par donner quelques définitions et proprié-
tés de la théorie du calcul fractionnaire, suivie par les différents modèles de sys-
tèmes dynamiques bidimensionnels.

• Dans le deuxième chapitre, nous traitons la solvabilité du système dynamique frac-
tionnaire hybride décrit par la forme générale en utilisant les transformées de La-
place et en Z . Les différentes définitions et propriétés des deux transformations
seront étayées. De plus, l’expression de la matrice de transition, qui permettra de
trouver l’expression de la trajectoire, sera déterminée.

• Dans le dernier chapitre, nous présenterons quelques notions et résultats sur la po-
sitivité des systèmes dynamiques, puis nous établissons des conditions nécessaires
et suffisante de positivité pour notre système dynamique fractionnaire bidimen-
sionnel hybride.

Le manuscrit est clôturé par une conclusion générale laquelle regroupe nos contribu-
tions et quelques perspectives pour nos futurs travaux, suivie par les différents ouvrages
et articles utilisés pour la réalisation de ce travail.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons les outils de base utilisés pour la réalisation de ce
travail. Nous commencerons par rappeler les définitions de quelques fonctions spéciales.
Puis, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi que la différence fractionnaire se-
ront présentées. La dernière section sera dédiée aux modèles de systèmes dynamiques
bidimensionnels.

2 Fonctions spéciales

Quelques fonctions spéciales ainsi que leurs propriétés seront présentées dans cette
section.

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Les définitions existantes de la fonction Gamma d’Euler en plus de ces propriétés se-
ront rappelées dans cette partie.

Définition 1.1 [8, 10] La fonction donnée par l’intégrale

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−t t z−1d t , Re(z) > 0. (1.1)

est appelée fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.2 [8, 10] La fonction Gamma d’Euler peut être, aussi, définie par

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z (z +1) · · · (z +n)
,

où les nombres complexes z ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.

Proposition 1.1 [8, 10] La fonction Gamma d’Euler satisfait les relations de récurrence sui-
vantes

1. ∀z ∈C∗+ :Γ(z +1) = zΓ(z) ;

2. ∀n ∈N :Γ(n +1) = n!.

Preuve.
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2. FONCTIONS SPÉCIALES

1. Pour démontrer la première propriété, il suffit de passer par une intégration par
partie. En effet,

∀z > 0 :Γ(z +1) =
∫ ∞

0
e−t t zd t ,

=
[−e−t t z]∞

0 + z
∫ ∞

0
e−t t z−1,

= zΓ(z).

2. En remplaçant z par n dans la propriété précédente, nous obtenons

∀n ∈N : Γ(n +1) = nΓ(n),

= n(n −1)Γ(n −1),

= n(n −1)(n −2)Γ(n −2),
...

= n(n −1)(n −2) · · ·Γ(1),

= n!,

vu que Γ(1) =
∫ ∞

0
e−t d t = 1.

Exemple 1.1 Montrons que

Γ

(
3

2

)
=

p
π

2
.

En posant t = u2 dans l’équation (1.1), nous obtenons

Γ(z) = 2
∫ ∞

0
e−u2

u2z−1 du.

Ainsi,

Γ

(
3

2

)
= 2

∫ ∞

0
e−u2

u2 du,

par des intégrations par parties, nous obtenons

Γ

(
3

2

)
=

p
π

2
,

car
∫ ∞

0
e−u2

du =

p
π

2
.

2.2 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler joue un rôle crucial dans la résolution des équations diffé-
rentielles fractionnaires, c’est une généralisation de la fonction exponentielle.

Définition 1.3 [8, 10] La fonction de la variable complexe z définie par

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(kα+1)
, (1.2)

est appelée la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre.

4



2. FONCTIONS SPÉCIALES

Exemple 1.2 Pour α = 1, la fonction exponentielle classique est obtenue, i.e.,

E1(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k +1)
=

∞∑
k=0

zk

k !
= ez .

Définition 1.4 [8, 10] La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres de la variable com-
plexe z est définie par

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(kα+β)
, α> 0, β> 0. (1.3)

Exemple 1.3 Pour α = 1, β = 2, nous aurons

E1,2(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k +2)
,

=
1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k +1)!
,

= z−1 (ez −1).

2.3 Fonction continue par morceaux

Une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque si et seulement si
elle l’est sur tout segment de cet intervalle.

Définition 1.5 [1] Une fonction f est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement s’il
existe une subdivision a = a1 < ·· · < aN+1 = b telle que sa restriction à tout intervalle ouvert
]ak , ak+1[ coïncide avec une fonction gi continue sur [ak , ak+1], k = 1, N.

Exemple 1.4 La fonction définie par

f (x) =


−9 pour −9 < x ≤−5,

6 pour −5 < x ≤−1,
−7 pour −1 < x ≤ 9,

est une fonction continue par morceaux sur l’intervalle ]−9, 9].

2.4 Fonction d’ordre exponentiel

La définition d’une fonction réelle d’ordre exponentiel fera l’objet de cette partie.

Définition 1.6 [1] On dit que la fonction f est d’ordre exponentiel, s’il existe M > 0 et a ∈R
tels que ∣∣ f (t )

∣∣≤ Meat , ∀ t ∈R+. (1.4)

Exemple 1.5 La fonction f (t ) = e t 2
n’est pas d’ordre exponentiel.
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3. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENCES FRACTIONNAIRES

2.5 Impulsion de Dirac

Le Dirac est une distribution, il joue le rôle d’une fonction indicatrice lorsqu’elle in-
tervient dans une intégration.

Définition 1.7 [8] On appelle impulsion de Dirac la fonction δ définie par

δ(t ) =


0 si t 6= 0,

∞ si t = 0,
(1.5)

elle satisfait ∫ +∞

−∞
δ(t )d t = 1.

Définition 1.8 [8] Dans un cas discret, l’impulsion de Dirac est donnée par la formule sui-
vante

δi j =


0 si i 6= j ,

1 si i = j .
(1.6)

3 Dérivées et différences fractionnaires

Dans cette section, nous présenterons les définitions de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et la différence fractionnaire pour les fonctions unidimensionnelles et
bidimensionnelles.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo, introduite en 1967 par Michele Caputo, est
l’une des dérivées fractionnaires les plus utilisées en raison de ses nombreux avantages.

Définition 1.9 [8, 10] La fonction définie par

Dα f (t ) =
1

Γ(n −α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t −τ)α+1−n
dτ, (1.7)

est appelé la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, où n − 1 < α < n avec n ∈ N∗, de
la fonction f par rapport à la variable t et f (n) est la dérivée d’ordre n de la fonction f ∈
C n(R+) par rapport à la variable τ.

Proposition 1.2 [8, 10] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est linéaire, i.e., pour
tous f , g ∈C n(R+), λ1, λ2 ∈R, nous avons

Dα
(
λ1 f +λ2 g

)
(t ) = λ1 Dα f (t )+λ2 Dα g (t ),

où n −1 < α< n avec n ∈N∗.

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f (t ) =
c, c ∈R, est nulle, i.e.,

Dα f (t ) =
1

Γ(n −α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t −τ)α+1−n
dτ,

= 0.

6



3. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENCES FRACTIONNAIRES

Exemple 1.6 Considérons la fonction

f : [0, 1] → [0, 1],

t 7→ f (t ) = t .

Pour tout 0 < α< 1, nous avons

Dα f (t ) =
1

Γ(1−α)

∫ t

0

1

(t −τ)α
dτ,

=
t 1−α

Γ(2−α)
.

Si α =
1

2
, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f devient

Dα f (t ) = D
1
2 t ,

=
2
p
π

π

p
t .

3.2 Dérivée partielle d’ordre fractionnaire d’une fonction bidimension-
nelle

La dérivée partielle d’ordre fractionnaire d’une fonction bidimensionnelle continue
de deux variables réelles indépendantes t1, t2 > 0 sera définie dans cette partie.

Définition 1.10 [8] La fonction définie par

Dαi
ti

f (t1, t2) =
∂αi

∂tαi
i

f (t1, t2),

=
1

Γ(Ni −αi )

∫ ti

0

f (Ni )
ti

(τ)

(ti −τ)αi+1−Ni
dτ, (1.8)

est appelée la dérivée partielle fractionnaire d’ordreαi ∈R+, où Ni−1 ≤ αi < Ni avec Ni ∈N∗,
d’une fonction bidimensionnelle continue par rapport à la variable ti ∈R+, pour i = 1,2. Γ
représente la fonction Gamma d’Euler

(
formule (1.1)

)
et f (Ni )

ti
est la dérivée partielle d’ordre

Ni de la fonction f par rapport à la variable ti , elle est donnée par

f (Ni )
ti

(τ) =


∂N1 f (τ, t2)

∂τN1
pour i = 1,

∂N2 f (t1, τ)

∂τN2
pour i = 2.

3.3 Différence fractionnaire d’une fonction d’une seule variable

La différence fractionnaire d’une fonction discrète est définie dans cette partie.

Définition 1.11 [10] La fonction discrète

∆β xi =
i∑

k=0
(−1)k

(
β

k

)
xi−k , (1.9)

7



3. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENCES FRACTIONNAIRES

où β ∈R et (
β

k

)
=

 1 pour k = 0,
β(β−1) · · · (β−k +1)

k !
pour k = 1,2, · · · ,

est appelée la différence fractionnaire d’ordre β de la fonction unidimensionnelle discrète
xi , i ∈N.

3.4 Différence fractionnaire d’une fonction bidimensionnelle discrète

Dans ce qui suit, différentes définitions d’une différence fractionnaire pour une fonc-
tion bidimensionnelle discrète seront présentées.

3.4.1 Différence fractionnaire d’ordre β

Définition 1.12 [10] La fonction discrète

∆β xi , j =
i∑

k=0

j−k∑
l=0

cβ(k, l ) xi−k, j−l , 0 < β< 1, (1.10)

représente la différence fractionnaire d’ordre β de la fonction bidimensionnelle discrète xi , j ,
i , j ∈N, où

cβ(k, l ) =

 1 pour k = l = 0, k, l ∈N,

(−1)k+l β(β−1) · · · (β−k − l +1)

k ! l !
pour k + l > 0.

3.4.2 Différence fractionnaire horizontale d’ordre β

Définition 1.13 [10] La fonction discrète

∆
β

h xi , j =
i∑

k=0
cβ (k)xi−k, j , (1.11)

est appelée la différence fractionnaire horizontale d’ordre β ∈R+ de la fonction discrète xi , j

par rapport à la variable i ∈N, où n −1 < β< n avec n ∈N∗ et

cβ(k) =

 1 pour k = 0,

(−1)k β(β−1) · · · (β−k +1)

k !
pour k > 0.

3.4.3 Différence fractionnaire verticale d’ordre β

Définition 1.14 [10] La différence fractionnaire verticale d’ordre β ∈ R+ de la fonction bi-
dimensionnelle discrète xi , j par rapport à la variable j ∈N est définie par

∆
β
v xi , j =

j∑
l=0

cβ (l )xi , j−l , (1.12)

où n −1 < β< n avec n ∈N∗ et

cβ(l ) =

 1 pour l = 0,

(−1)l β(β−1) · · · (β− l +1)

l !
pour l > 0.

8



4. SYSTÈMES DYNAMIQUES LINÉAIRES BIDIMENSIONNELS

3.4.4 Différence fractionnaire d’ordre β1 et β2

Définition 1.15 [10] La différence fractionnaire d’ordre β1 ∈ R+ et β2 ∈ R+ de la fonction
bidimensionnelle discrète xi , j est donnée par

∆β1,β2 xi+1, j+1 =
i∑

k=0

j∑
l=0

cβ1,β2 (k, l ) xi+1−k, j+1−l , (1.13)

où N1 −1 < β1 < N1, N2 −1 < β2 < N2, avec N1,N2 ∈N∗, et

cβ1,β2 (k, l ) =



1 pour k = l = 0,

(−1)k β1(β1 −1) · · · (β1 −k +1)

k !
= cβ1 (k) pour k > 0, l = 0,

(−1)l β2(β2 −1) · · · (β2 − l +1)

l !
= cβ2 (l ) pour k = 0, l > 0,

cβ1 (k)cβ2 (l ) pour k > 0, l > 0.

4 Systèmes dynamiques linéaires bidimensionnels

Un système dynamique est un ensemble d’équations différentielles qui modélisent et
décrivent l’évolution temporelle d’un phénomène réel, quelques types de systèmes dyna-
miques bidimensionnels seront présentés dans cette section. Il est à noter que les deux
variables sont indépendantes.

4.1 Systèmes dynamiques linéaires bidimensionnels à temps discret

Il existe plusieurs types de systèmes dynamiques linéaires bidimensionnels à temps
discret, parmi lesquels nous trouvons

4.1.1 Système dynamique linéaire bidimensionnel à temps discret du type Rosser

Un système dynamique linéaire bidimensionnel à temps discret du type Rosser est
décrit par le modèle suivant [6][

xh
i+1, j

xv
i , j+1

]
= A

[
xh

i , j

xv
i , j

]
+Bui , j ,

yi , j = C

[
xh

i , j

xv
i , j

]
+Dui , j ,

(1.14)

où xh ∈Rn1 , xv ∈Rn2 , n1+n2 = n, u ∈Rm et y ∈Rp sont, respectivement, les vecteurs d’état
horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie, avec i , j ∈ N et A ∈ Rn×n ,B ∈
Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

Les conditions initiales associées au système (1.14) sont{
xh

0, j ∈Rn1 pour j ∈N,

xv
i ,0 ∈Rn2 pour i ∈N.

9



4. SYSTÈMES DYNAMIQUES LINÉAIRES BIDIMENSIONNELS

4.1.2 Système dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel à temps discret du
type Rosser

La forme générale d’un système dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel à
temps discret du type Rosser [10] est donnée par[

∆
β1

h xh
i+1, j

∆
β2
v xv

i , j+1

]
= A

[
xh

i , j

xv
i , j

]
+Bui , j ,

yi , j = C

[
xh

i , j

xv
i , j

]
+Dui , j ,

(1.15)

où ∆
β1

h , ∆β2
v sont, respectivement, les différences fractionnaire horizontale et verticale(

formules (1.11) et (1.12)
)

de la fonction xi , j par rapport aux variables i , j . xh , xv sont les
vecteurs d’état horizontale et verticale, et u et y sont les vecteurs d’entrée et sortie. A,B,C,
et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

4.1.3 Système dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel à temps discret d’ordre
β1 et β2

La forme générale d’un système dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre
β1 et β2 (β1,β2 ∈R+) à temps discret est décrite par les équations [10]

∆β1,β2 xi+1, j+1 = A0 xi , j +A1∆
β1 xi+1, j +A2∆

β2 xi , j+1 +Bui , j , (1.16)

yi , j = C xi , j +Dui , j ,

où ∆β1,β2 est la différence fractionnaire d’ordre β1 et β2 de la fonction bidimensionnelle
discrète xi , j

(
formule (1.13)

)
. x ∈ Rn ,u ∈ Rm et y ∈ Rp sont les vecteurs d’état, d’entrée et

de sortie respectivement. Ak ∈Rn×n ,B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec k = 0, 2.
Les conditions initiales associées au système (1.16) sont{

x0, j pour j ∈N,
xi ,0 pour i ∈N.

4.2 Systèmes dynamiques linéaires bidimensionnels à temps continu

Cette partie vise à présenter les différents types de systèmes dynamiques linéaires bi-
dimensionnels en temps continu. Dans ce type de système dynamique, les variables sont
représentées par t1, t2 ∈R+.

4.2.1 Système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu

Le modèle décrit par les équations suivantes [8]
∂xh

∂t1
(t1, t2)

∂xv

∂t2
(t1, t2)

 = A

[
xh(t1, t2)
xv (t1, t2)

]
+Bu(t1, t2),

y(t1, t2) = C

[
xh(t1, t2)
xv (t1, t2)

]
+Du(t1, t2),

(1.17)

10



4. SYSTÈMES DYNAMIQUES LINÉAIRES BIDIMENSIONNELS

représente un système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu. xh ∈ Rn1 ,
xv ∈ Rn2 , n1 + n2 = n, sont les états horizontale et verticale. u ∈ Rm et y ∈ Rp sont les
vecteurs d’entrée et de sortie respectivement. A, B, C et D sont des matrices réelles de
dimensions appropriées.

Les conditions initiales associées au système (1.17) sont{
xh(0, t2) ∈Rn1 pour t2 ∈R+,
xv (t1, 0) ∈Rn2 pour t1 ∈R+.

4.2.2 Système dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel à temps continu de
type Roesser

Le modèle [8] [
Dα1

t1
xh(t1, t2)

Dα2
t2

xv (t1, t2)

]
= A

[
xh(t1, t2)
xv (t1, t2)

]
+Bu(t1, t2),

y(t1, t2) = C

[
xh(t1, t2)
xv (t1, t2)

]
+Du(t1, t2),

(1.18)

représente la version fractionnaire d’un système linéaire bidimensionnel à temps continu
de type Roesser, où Dαi

ti
est la dérivée partielle fractionnaire d’une fonction bidimension-

nelle continue par rapport à la variable ti
(
formule (1.8)

)
, d’ordre αi avec Ni −1 < αi < Ni ,

Ni ∈ N∗ pour i = 1,2 ; xh ∈ Rn1 , xv ∈ Rn2 , n1 + n2 = n, u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respec-
tivement, les vecteurs d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie.
A ∈Rn×n ,B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

Les conditions initiales associées au système (1.18) sont

xh(k1)(0, t2) =
∂k1 xh

∂t k1
1

(t1, t2)

∣∣∣∣∣
t1=0

,

où k1 = 0,1, · · · ,N1 −1; t2 > 0,

xv(k2)(t1, 0) =
∂k2 xv

∂t k2
2

(t1, t2)

∣∣∣∣∣
t2=0

,

où k2 = 0,1, · · · ,N2 −1; t1 > 0.

4.2.3 Système dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire à temps continu

Le modèle décrit par les équations [8]

Dα1,α2
t1, t2

x(t1, t2) = A0 x(t1, t2)+A1 Dα1
t1

x(t1, t2)+A2 Dα2
t2

x(t1, t2)

+B0 u(t1, t2)+B1 Dα1
t1

u(t1, t2)+B2 Dα2
t2

u(t1, t2), (1.19)

y(t1, t2) = C x(t1, t2)+Du(t1, t2),

est un système dynamique bidimensionnel fractionnaire. Dαi
ti

est la dérivée partielle frac-

tionnaire d’une fonction bidimensionnelle continue par rapport à la variable ti
(
formule

(1.8)
)
, d’ordre αi avec Ni − 1 < αi < Ni , Ni ∈ N∗ pour i = 1,2. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp

sont, respectivement, les vecteurs d’état, de la commande et de la sortie. A0, A1, A2 ∈
Rn×n , B0, B1, B2 ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

11



4. SYSTÈMES DYNAMIQUES LINÉAIRES BIDIMENSIONNELS

4.3 Systèmes dynamiques linéaires bidimensionnels à temps continu-
discret

Dans certains modèles de systèmes dynamiques bidimensionnels, l’une des variables
peut être continue, par exemple t ∈R+, et l’autre discrète, par exemple i ∈N. Dans ce cas,
le modèle est dit système dynamique à temps continu-discret ou encore système dyna-
mique hybride. Dans ce qui suit, nous présenterons quelques types de ces modèles.

4.3.1 Système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu-discret de type
Roesser

Un système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu-discret de type Roes-
ser est défini par le modèle suivant [8] ∂xh

∂t
(t , i )

xv (t , i +1)

 = A

[
xh(t , i )
xv (t , i )

]
+Bu(t , i ),

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

(1.20)

pour t ∈ R+, i ∈ N. xh ∈ Rn1 , xv ∈ Rn2 , n1 +n2 = n, u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement,
les vecteurs d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie. A ∈Rn×n ,B ∈
Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

Les conditions initiales associées au système (1.20) sont{
xh(0, i ) ∈Rn1 pour i ∈N,
xv (t ,0) ∈Rn2 pour t ∈R+.

4.3.2 Système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu-discret généralisé

La forme générale d’un système dynamique bidimensionnel hybride est décrite par
les équations suivantes [5]

∂

∂t
x(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1

∂

∂t
x(t , i )+A2 x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+B1
∂

∂t
u(t , i )+B2 u(t , i +1),

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

(1.21)

où t ∈ R+ et i ∈N. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’en-
trée et de sortie . A j ∈Rn×n , B j ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec j = 0, 2.

Les conditions initiales associées au système (1.21) sont

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t ,0), t ∈R+,
∂

∂t
x(t , i0) = ẋ(t ,0), t ∈R+.

4.3.3 Système dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire à temps continu-discret
d’ordre α et β

Le système dynamique décrit par les équations suivantes [7]

Dαx1(t , i ) = A11 x1(t , i )+A12 x2(t , i ) +B1 u(t , i ), (1.22)

∆βx2(t , i +1) = A21 x1(t , i )+A22 x2(t , i ) +B2 u(t , i ), (1.23)

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

12



5. CONCLUSION

est un système dynamique fractionnaire hybride d’ordre α et β, où Dα, avec 0 < α < 1,
est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x1 par rapport à la variable
t ∈ R+

(
formule (1.7)

)
. ∆β, avec 0 < β < 1, est la différence fractionnaire de la fonction x2

par rapport à la variable i ∈N (
formule (1.9)

)
. x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , (Rn1 +Rn2 =Rn), u ∈ Rm ,

y ∈ Rp sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. A11 ∈ Rn1×n1 , A12 ∈
Rn1×n2 , A21 ∈Rn2×n1 , A22 ∈Rn2×n2 , B1 ∈Rn1×m , B2 ∈Rn2×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

La condition initiale associée à l’équation (1.22) est

x1(t0, i ) = x1(0, i ), i ∈N,

et la condition initiale associée à l’équation (1.23) est

x2(t , i0) = x2(t ,0), t ∈R+.

4.3.4 Système dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire à temps continu-discret
d’ordre α et β généralisé

Le système dynamique décrit par les équations suivantes

Dα∆βx(t , i +1) = A0 x(t , i )+Dα A1 x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+DαB1 u(t , i )+B2∆
βu(t , i +1), (1.24)

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

représente la forme générale d’un système dynamique fractionnaire bidimensionnel hy-
bride, où Dα, avec 0 < α≤ 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport à la variable t ∈R+ (formule(1.7)).∆β, avec 0 < β< 1, est la différence fraction-
naire de la fonction x par rapport à la variable i ∈N (formule (1.9)). x ∈Rn , u ∈Rm et y ∈Rp

sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie . A j ∈ Rn×n , B j ∈ Rn×m ,
C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec j = 0, 2.

Les conditions initiales associées au système (1.24) sont

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t ,0), t ∈R+,

Dα x(t , i0) = x̃(t ,0), t ∈R+.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions sur les fonctions spé-
ciales, les dérivées et les différences fractionnaires pour les fonctions unidimensionnelles
et bidimensionnelles. En dernier, les différents modèles de système dynamique bidimen-
sionnel ont été exposés. Cependant, dans les chapitres qui suivent, nous nous intéressons
à l’étude de la solvabilité et de la positivité du système dynamique linéaire bidimension-
nel fractionnaire à temps continu-discret d’ordre α et β

(
système (1.24)

)
.
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Chapitre 2

Solvabilité d’un système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l’étude de la solvabilité d’un système dyna-
mique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par la forme générale par le biais des
transformations de Laplace et en Z , vu leurs nombreux avantages. Des notions, résultats
préliminaires et conditions seront, également, présentés et étayés.

2 Transformation de Laplace

Les définitions et les différentes propriétés de la transformée de Laplace directe et
inverse dans le cas ordinaire et fractionnaire sont présentées dans cette section.

2.1 Transformation de Laplace directe

Définition 2.1 [1, 8, 10] La transformée de Laplace d’une fonction f , lorsqu’elle existe, est
la fonction F de la variable complexe s définie par

L
[

f (t )
]

(s) = F(s),

=
∫ ∞

0
f (t )e−st d t .

Théorème 2.1 [1, 8] Soit f :R+ →C une fonction
• continue par morceaux ;
• d’ordre exponentiel ;
• ∃β ∈]0, 1[, tel que, lim

t→0
tβ| f (t )| = 0.

Alors, f admet la transformée de Laplace

L
[

f (t )
]

(s) =
∫ ∞

0
f (t )e−st d t ,

pour certains s ∈C.

Exemple 2.1 Considérons la fonction

f (t ) = 1.
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2. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Ainsi,

L
[

f (t )
]

(s) =
∫ ∞

0
f (t )e−st d t ,

=
∫ ∞

0
e−st d t ,

=
1

s
, Re(s) > 0.

Proposition 2.1 [1, 8, 10] Pour toutes fonctions f et g :R+ →C admettant des transformées
de Laplace avec f ∈C n(R+), nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité :
L

[
f (t )+ g (t )

]
(s) = L

[
f (t )

]
(s)+L

[
g (t )

]
(s),

et
L

[
k f (t )

]
(s) = k L

[
f (t )

]
(s), k ∈R.

2. Dérivation :

L
[

f (n)(t )
]

(s) = sn L
[

f (t )
]

(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1 f (k)(t0)

∣∣∣∣∣
t0=0

.

En particulier, si n = 1, nous aurons

L
[

f ′(t )
]

(s) = s L
[

f (t )
]

(s)− f (0).

3. Convolution :
L

[
( f ? g )(t )

]
(s) = L

[
f (t )

]
(s)L

[
g (t )

]
(s),

où (
f ? g

)
(t ) =

∫ t

0
f (t −τ) g (τ)dτ.

Proposition 2.2 [8, 10] Soit t ∈R+ et soit δ l’impulsion de Dirac. Alors,

1. L

[
t a−1

Γ(a)

]
(s) = s−a , pour tout a > 0.

2. L [δ(t )](s) = 1.

2.2 Transformation de Laplace inverse

Définition 2.2 [1, 8, 10] La transformée de Laplace inverse de l’image F de la variable com-
plexe s est la fonction f de la variable réelle t est définie par

f (t ) = L −1 [F(s)] (t ),

=
1

2π j

∫ γ+ j∞

γ− j∞
F(s)e st d s.

Exemple 2.2 Considérons la fonction F(s) définie par

F(s) =
1

s2
.
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3. TRANSFORMATION EN Z

Ainsi,

f (t ) = L −1 [F(s)] (t ),

=
1

2π j

∫ γ+ j∞

γ− j∞
F(s)e st d s,

=
1

2π j

∫ γ+ j∞

γ− j∞
1

s2
e st d s.

Donc,
f (t ) = t .

2.3 Transformation de Laplace fractionnaire

Définition 2.3 [8, 10] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto d’une fonction f ∈C n(R+) qui satisfait les conditions du théorème 2.1, est donnée par

L
[
Dα f (t )

]
(s) = sαL

[
f (t )

]
(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1 f (k)(t )

∣∣∣∣∣
t=0

, (2.1)

où n − 1 < α < Sn avec n ∈ N∗ et f (k)(t )
∣∣∣

t=0
est la dérivée d’ordre k de la fonction f par

rapport à la variable t au point t = 0.

3 Transformation en Z

Nous présentons dans cette section la définition de la transformée en Z directe et
inverse ainsi ses propriétés.

3.1 Transformation en Z directe

Définition 2.4 [11] Soit (xn)n∈N une suite. On appelle transformée en Z de la suite (xn)n∈N
la fonction, notée Z [xn], de la variable complexe z définie, lorsqu’il y a convergence, par

X(z) = Z [xn] (z),

=
∞∑

n=0
xn z−n .

Exemple 2.3 Soit la suite (xn)n∈N telle que, pour tout entier n, xn = 2n . Alors,

Z [xn] (z) =
∞∑

n=0
2n z−n ,

=
z

z −2
.

Remarque 2.1 [11] Vu les résultats sur le rayon de convergence d’une série entière, trois cas
peuvent se présenter

• Soit la transformée en Z est définie quel que soit le nombre complexe z, non nul.
• Soit il existe un nombre réel positif ou nul R tel que pour z : |z| > R la transformée en

Z est définie, et pour z tel que |z| < R la transformée en Z n’est pas définie.
• Soit la transformée en Z n’est pas définie pour aucun nombre complexe z.
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3. TRANSFORMATION EN Z

Proposition 2.3 [11] Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites admettant des transformées en
Z et soient a et b deux réels. Ainsi, nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité :
Z [a un +b vn] (z) = a Z [un] (z)+b Z [vn] (z); (2.2)

2. Retard :
Z [un−k ] (z) = z−k Z [un] (z), k ∈N et n < k. (2.3)

3. Avance :

Z [un+k ] (z) = zk Z [un] (z)−u0 zk −u1 zk−1 −·· ·−uk−1 z, k ∈N. (2.4)

4. Convolution :
Z [(u ? v)n] (z) = Z [un] (z)Z [vn] (z), (2.5)

où

(u ? v)n =
∞∑

k=0
un−k vk . (2.6)

Proposition 2.4 [11] La transformée en Z de la suite de Dirac retardée de k, k ∈N, définie
par

δn−k =


0 si n 6= k,

1 si n = k,
(2.7)

est donnée par
Z [δn−k ] (z) = z−k . (2.8)

3.2 Transformation en Z inverse

Définition 2.5 [11] La transformée en Z inverse de la fonction X de la variable complexe z
est la suite réelle (xn)n∈N donnée par la formule

xn = Z −1 [X(z)] (n),

=
1

2π j

∮
C

X(z) zn−1d z, (2.9)

où C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et ap-
partenant entièrement au domaine de convergence.

Exemple 2.4 Considérons la fonction

X(z) =
z

z −1
,

ainsi, la transformée en Z inverse de X est définie par

∀n ∈N : xn =
1

2π j

∮
C

X(z) zn−1 d z,

=
1

2πi

∮
C

zn

z −1
d z,

En utilisant l’intégrale de Dunford [12], il résulte

xn = 1, n ∈N.
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4. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

4 Solvabilité d’un système dynamique fractionnaire bidi-
mensionnel hybride

La résolution du système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par
la forme générale est traitée dans cette section. Afin de trouver l’expression de la trajec-
toire du système dynamique en question, nous allons utiliser les transformations de La-
place et en Z .

4.1 Préliminaires

Soit le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les équa-
tions suivantes

Dα∆βx(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1 Dα x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+B1 Dαu(t , i )+B2∆
βu(t , i +1), (2.10)

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ), (2.11)

où Dα, avec 0 < α < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport à la variable t ∈ R+

(
formule (1.7)

)
et ∆β, avec 0 < β < 1, est la différence

fractionnaire de la fonction x par rapport à la variable i ∈N (
formule (1.9)). x ∈ Rn est le

vecteur d’état, u ∈Rm le vecteur d’entrée et y ∈Rp le vecteur de sortie. A j , B j , C et D sont
des matrices réelles de dimensions appropriées avec j = 0, 2.

Les conditions initiales associées au système (2.10) sont

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t , 0), t ∈R+,

Dα x(t , i0) = x̃(t , 0), t ∈R+.

Définition 2.6 Le système décrit par l’équation (2.10) est dit régulier, si et seulement si,

det
[

In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 − ck s−α z−k A2

]
6= 0, (2.12)

pour certains s, z ∈C où ck =
i+1∑
k=1

(−1)k

(
β

k

)
.

Proposition 2.5 Soit G une matrice définie par

G(s, z) = In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 − ck s−α z−k A2, (2.13)

où ck =
i+1∑
k=1

(−1)k

(
β

k

)
. Si detG(s, z) 6= 0, alors,

G−1(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp z−q , (2.14)

où Tp,q , dite matrice de transition, est donnée par

Tp,q =


In×n pour p = q = 0,
Tp−1,q−1 A0 +Tp,q−1 A1 +Tp−1,q A2

− ck Tp,q−k + ck Tp−1,q−k A2
pour p, q ∈Z+, avec p +q > 0 et k < q,

0 pour p < 0 ou q < 0.
(2.15)
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4. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

Preuve. Considérons la matrice G définie par

G(s, z) = In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 − ck s−α z−k A2.

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, nous avons

detG(s, z) =
n1∑

k=0

n2∑
k=0

an1−k,n2−l s−αk z−l , (2.16)

6= 0 (2.17)

pour certains s, z ∈C. Ainsi,

G−1(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp z−q .

Il reste à déterminer l’expression de la matrice Tp,q pour tout p, q ∈N.
En effet, il est évident que

In×n = G(s, z)G−1(s, z),

=
(
In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 − ck s−α z−k A2

) ( ∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp, q s−αp z−q

)
,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

(
s−αp z−q + ck s−αp z−q−k − s−αp−α z−q−1 A0 − s−αp z−q−1 A1 − s−αp−α z−q A2

−ck s−αp−α z−q−k A2

)
Tp, q ,

=

∞∑
p=0

∞∑
q=0

(
Tp, q + ck Tp, q−k −A0 Tp−1, q−1 −A1 Tp, q−1

−A2 Tp−1, q − ck A2 Tp−1, q−k

)
s−αp z−q ,

(2.18)

d’une part. Et d’autre part

In×n = G−1(s, z)G(s, z),

=

( ∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp, q s−αp z−q

)(
In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2

−ck s−α z−k A2

)
,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp, q

(
s−αp z−q + ck s−αp z−q−k − s−αp−α z−q−1 A0 − s−αp z−q−1 A1 − s−αp−α z−q A2

−ck s−αp−α z−q−k A2

)
,

=

∞∑
p=0

∞∑
q=0

(
Tp, q + ck Tp, q−k −Tp−1, q−1 A0 −Tp, q−1 A1 −Tp−1, q A2

− ck Tp−1, q−k A2

)
s−αp z−q .

(2.19)

En comparant les coefficients du même degré en s et z des équations (2.18) et (2.19),
la matrice de transition Tp,q est obtenue selon trois cas possibles

• Si p < 0 où q < 0, alors,
Tp,q = 0,
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• Si p = q = 0, alors,
Tp,q = In×n ,

• Si p ∈N, q ∈N avec p +q > 0 et k < q , alors,

Tp,q = Tp−1,q−1 A0 +Tp,q−1 A1 +Tp−1,q A2−,ck Tp,q−k+,ck Tp−1,q−k A2.

Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.5.

4.2 Résultats

Considérons le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par
la forme générale

Dα∆βx(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1 Dα x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+B1 Dαu(t , i )+B2∆
βu(t , i +1), (2.20)

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ), (2.21)

où Dα, avec 0 < α < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par
rapport à la variable continue t ∈ R+. ∆β, avec 0 < β < 1, est la différence fractionnaire
de la fonction x par rapport à la variable discrète i ∈ N. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont,
respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie . A j ∈ Rn×n , B j ∈ Rn×m , C ∈ Rp×n

et D ∈Rp×m avec j = 0, 2.
Les conditions initiales associées au système (2.20) sont

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t ,0), t ∈R+,

Dα x(t , i0) = x̃(t ,0), t ∈R+.

Supposons que le système dynamique décrit pas les deux équations (2.20) et (2.21) est
régulier, i.e.,

det
[

In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 −A1 z−1 −A2 s−α−A2 ck s−α z−k
]
6= 0, (2.22)

pour certains s, z ∈ C où ck =
i+1∑
k=1

(−1)k

(
β

k

)
. Ainsi, la trajectoire x du système dynamique

(2.20) est décrite par le théorème suivant.

Théorème 2.2 Le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par l’équa-
tion (2.20) admet comme trajectoire

x(t , i ) =
∞∑

p=0
Tp,i

[
1

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1x(τ, 0)dτ− tαp

Γ(αp +1)
x(0, 0)

− A2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1x(τ, 0)dτ− B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1u(τ, 0)dτ

]
+

∞∑
p=0

i∑
q=0

Tp,i−q

[
tαp

Γ(αp +1)
x(0, q)+ B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ

]

+
∞∑

p=0

i−k∑
q=0

Tp,i−k−q

[
Ck

Γ(αp +1)
tαp x(0, q)+ B2 Ck

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ

]

+
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q

[
− A1

Γ(αp +1)
tαp x(0, q)+ B0

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ

+ B1

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1 u(τ, q)dτ− B1

Γ(αp +1)
tαp u(0, q)

]
,
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où Γ représente la fonction Gamma d’Euler et Tp,q est la matrice de transition définie par
l’expression (2.15).

Preuve. Considérons le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit
par l’équation suivante

Dα∆β x(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1 Dα x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+B1 Dαu(t , i )+B2∆
βu(t , i +1).

(2.23)

D’après la définition de la différence fractionnaire
(
formule (1.9)

)
, l’équation (2.23)

peut s’écrire sous la forme

Dα
i+1∑
k=0

(−1)k

(
β

k

)
x(t , i +1−k) = A0 x(t , i )+Dα A1 x(t , i )+A2

i+1∑
k=0

(−1)k

(
β

k

)
x(t , i +1−k)

+B0 u(t , i )+DαB1 u(t , i )+B2

i+1∑
k=0

(−1)k

(
β

k

)
u(t , i +1−k),

où encore,

Dα x(t , i +1)+Dαck x(t , i +1−k) = A0 x(t , i )+Dα A1 x(t , i )

+A2 x(t , i +1)+A2ck x(t , i +1−k)

+B0 u(t , i )+DαB1 u(t , i )

+B2 u(t , i +1)+B2ck u(t , i +1−k),

(2.24)

où ck =
i+1∑
k=1

(−1)k

(
β

k

)
.

Supposons que les fonctions X et U sont, respectivement, les transformées de Laplace
et en Z des fonctions x et u. Ainsi, l’application de la transformation de Laplace et en Z(
formules (2.1), (2.3) et (2.4)

)
à l’équation (2.24) donne

sα z X(s, z)− sα z X(s,0)− sα−1 z X(0, z)+ sα−1 z x(0,0)+ ck sα z−k+1 X(s, z)

− ck sα−1 z−k+1 X(0, z) = A0 X(s, z)+A1 sαX(s, z)−A1sα−1X(0, z)

+A2 z X(s, z)−A2 z X(s,0)+A2 ck z−k+1 X(s, z)+B0 U(s, z)+B1 sαU(s, z)

−B1 sα−1 U(0, z)+B2 z U(s, z)−B2 z U(s,0)+B2 ck z−k+1 U(s, z),

où encore[
In×n+ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 −A2 ck s−α z−k

]
X(s, z) = X(s,0)

+ s−1 X(0, z)− s−1 x(0,0)+ ck s−1 z−k X(0, z)−A1 s−1 z−1 X(0, z)

−A2 s−αX(s,0)+B0 s−α z−1 U(s, z)+B1 z−1 U(s, z)−B1 s−1 z−1 U(0, z)

+B2 s−αU(s, z)−B2 s−αU(s,0)+B2 ck s−α z−k U(s, z).

(2.25)

Comme le système décrit par l’équation (2.23) est régulier
(
formule (2.22)

)
, alors, l’ex-

pression (2.25) devient

X(s, z) = G−1(s, z)
[

X(s,0)+ s−1 X(0, z)− s−1 x(0,0)+ ck s−1 z−k X(0, z)−A1 s−1 z−1 X(0, z)

−A2 s−αX(s,0)+B0 s−α z−1 U(s, z)+B1 z−1 U(s, z)−B1 s−1 z−1 U(0, z)

+B2 s−αU(s, z)−B2 s−αU(s,0)+B2 ck s−α z−k U(s, z)
]

,
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où

G−1(s, z) =
(
In×n + ck z−k In×n − s−α z−1 A0 − z−1 A1 − s−α A2 −A2 ck s−α z−k

)−1
,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tpq s−αp z−q ,

avec,

Tp,q =


In×n pour p = q = 0,
Tp−1,q−1 A0 +Tp,q−1 A1 +Tp−1,q A2

−Tp,q−k ck +Tp−1,q−k A2 ck
pour p, q ∈N, avec p +q > 0 et k < q,

0 pour p < 0 ou q < 0.

Ainsi, en remplaçant G−1(s, z) par son écriture matricielle, nous obtenons

X(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp z−q
[

X(s,0)+ s−1 X(0, z)− s−1 x(0,0)+ ck s−1 z−k X(0, z)

−A1 s−1 z−1 X(0, z)−A2 s−αX(s,0)+B0 s−α z−1 U(s, z)+B1 z−1 U(s, z)

−B1 s−1 z−1 U(0, z)+B2 s−αU(s, z)−B2 s−αU(s,0)+B2 ck s−α z−k U(s, z)
]

,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q

[
s−αp z−q X(s,0)+ s−(αp+1) z−q X(0, z)− s−(αp+1) z−q x(0,0)

+ ck s−(αp+1) z−(k+q) X(0, z)−A1 s−(αp+1) z−(1+q) X(0, z)−A2 s−α(1+p) z−q X(s,0)

+B0 s−α(1+p) z−(1+q) U(s, z)+B1 s−αp z−(1+q) U(s, z)−B1 s−(αp+1) z−(1+q) U(0, z)

+B2 s−α(p+1) z−q U(s, z)−B2 s−α(p+1) z−q U(s,0)+B2 ck s−α(p+1) z−(k+q) U(s, z)
]

.

A fin de déterminer l’expression de la trajectoire x, il suffit d’appliquer les transforma-
tions de Laplace et en Z inverses. Pour ce faire, nous nous basons sur les propriétés des
transformations de Laplace et en Z

(
propositions 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4

)
.

En effet,
• Posons

I1(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp z−q X(s,0).

Ainsi,

Z −1[I1(s, z)
]
(s, i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp X(s,0)Z −1[z−q]
(s, i ),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−αp X(s,0)δi−q ,

=
∞∑

p=0
Tp, i s−αp X(s,0).

Et

L −1
[
Z −1[I1(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

Tp,i L −1
[

s−αp X(s,0)
]

(t , i ),

=
∞∑

p=0

Tp,i

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1x(τ, 0)dτ.
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• Posons

I2(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−(αp+1)z−q X(0, z).

Ainsi,

L −1[I2(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q z−q X(0, z)L −1[s−(αp+1)](t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q

Γ(αp +1)
tαp z−q X(0, z).

Et

Z −1
[
L −1[I2(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q

Γ(αp +1)
tαp Z −1

[
z−q X(0, z)

]
(t , i ),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q

Γ(αp +1)
tαp

+∞∑
j =−∞

δi−q− j x(0, j ),

=
∞∑

p=0

i∑
q=0

Tp,q

Γ(αp +1)
tαp x(0, i −q),

=
∞∑

p=0

i∑
q=0

Tp,i−q

Γ(αp +1)
tαp x(0, q).

• Posons

I3(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−(αp+1) z−q x(0,0).

Ainsi,

Z −1[I3(s, z)
]
(s, i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q s−(αp+1)x(0,0)Z −1[z−q]
(s, i ),

=
∞∑

p=0
Tp,i s−(αp+1)x(0,0).

Et

L −1
[
Z −1[I3(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

Tp,i x(0,0)L −1
[

s−(αp+1)
]

(t , i ),

=
∞∑

p=0

Tp,i

Γ(αp +1)
tαp x(0, 0).

• Posons

I4(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q ck s−(αp+1) z−(k+q) X(0, z).

Ainsi,

L −1[I4(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q ck z−(k+q) X(0, z)L −1[s−(αp+1)](t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q ck

Γ(αp +1)
tαp z−(k+q) X(0, z).
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Et

Z −1
[
L −1[I4(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q ck

Γ(αp +1)
tαp Z −1

[
z−(k+q)X(0, z)

]
(t , i ),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q ck

Γ(αp +1)
tαp

∞∑
j =−∞

δi−k−q− j x(0, j ),

=
∞∑

p=0

i−k∑
q=0

Tp,q ck

Γ(αp +1)
tαp x(0, i −k −q),

=
∞∑

p=0

i−k∑
q=0

Tp,i−k−q ck

Γ(αp +1)
tαp x(0, q).

• Posons

I5(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q A1 s−(αp+1) z−(1+q) X(0, z).

Ainsi,

L −1[I5(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q A1 z−(1+q) X(0, z)L −1[s−(αp+1)](t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q A1

Γ(αp +1)
tαp z−(1+q) X(0, z).

Et

Z −1
[
L −1[I5(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q A1

Γ(αp +1)
tαp Z −1

[
z−(1+q)X(0, z)

]
(t , i ),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q A1

Γ(αp +1)
tαp

+∞∑
j =−∞

δi−1−q− j x(0, j ),

=
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,q A1

Γ(αp +1)
tαp x(0, i −1−q),

=
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q A1

Γ(αp +1)
tαp x(0, q).

• Posons

I6(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q A2 s−α(1+p) z−q X(s, 0).

Ainsi,

Z −1[I6(s, z)
]
(s, i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q A2 s−α(1+p) X(s, 0)Z −1[z−q]
(s, i ),

=
∞∑

p=0
Tp,i A2 s−α(1+p) X(s, 0).

Et

L −1
[
Z −1[I6(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

Tp,i A2 L −1
[

s−α(1+p)X(s, 0)
]

(t , i ),

=
∞∑

p=0

Tp,i A2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1x(τ, 0)dτ.
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• Posons

I7(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B0 s−α(1+p) z−(1+q) U(s, z).

Ainsi,

L −1[I7(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B0 z−(1+q) L −1[s−α(1+p)U(s, z)
]
(t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B0

Γ(α(1+p))
z−(1+q)

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, z)dτ.

Et

Z −1
[
L −1[I7(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B0

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

×Z −1
[

z−(1+q)u(τ, z)
]

(t , i )dτ,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B0

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

×
( +∞∑

j =−∞
δi−1−q− j u(τ, j )

)
dτ,

=
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q B0

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ.

• Posons

I8(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1 s−αp z−(1+q) U(s, z).

Ainsi,

L −1[I8(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1 z−(1+q)L −1[s−αp U(s, z)
]
(t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp)
z−(1+q)

∫ t

0
(t −τ)αp−1 u(τ, z)dτ.

Et

Z −1
[
L −1[I8(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1 Z −1

[
z−(1+q)u(τ, z)

]
(t , i )dτ,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1

( +∞∑
j =−∞

δi−1−q− j u(τ, j )
)
dτ,

=
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q B1

Γ(αp)

∫ t

0
(t −τ)αp−1 u(τ, q)dτ.

• Posons

I9(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1 s−(1+αp) z−(1+q) U(0, z).

Ainsi,

L −1[I9(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1 z−(1+q) U(0, z)L −1[s−(1+αp)](t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp +1)
tαp z−(1+q) U(0, z).

25



4. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

Et

Z −1
[
L −1[I9(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp +1)
tαpZ −1

[
z−(1+q)U(0, z)

]
(t , i ),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B1

Γ(αp +1)
tαp

( +∞∑
j =−∞

δi−1−q− j u(o, j )
)
,

=
∞∑

p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q B1

Γ(αp +1)
tαp u(0, q).

• Posons

I10(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 s−α(1+p)z−q U(s, z).

Ainsi,

L −1[I10(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 z−q L −1[s−α(1+p)U(s, z)
]
(t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2

Γ(α(1+p))
z−q

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, z)dτ.

Et

Z −1
[
L −1[I10(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

×Z −1
[

z−q u(τ, z)
]

(t , i )dτ,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

( ∞∑
j =∞

δi−q− j u(τ, j )
)
dτ,

=
∞∑

p=0

i∑
q=0

Tp,i−q B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ.

• Posons

I11(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 s−α(1+p) z−q U(s, 0).

Ainsi,

Z −1[I11(s, z)
]
(s, i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 s−α(1+p)U(s, 0)Z −1[z−q]
(s, i ),

=
∞∑

p=0
Tp,i B2 s−α(1+p) U(s, 0).

Et

L −1
[
Z −1[I11(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

Tp,i B2 L −1
[

s−α(1+p)U(s, 0)
]

(t , i ),

=
∞∑

p=0

Tp,i B2

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1u(τ, 0)dτ.
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• Posons

I12(s, z) =
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 ck s−α(1+p) z−(k+q) U(s, z).

Ainsi,

L −1[I12(s, z)
]
(t , z) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 ck z−(k+q) L −1[s−α(1+p) U(s, z)
]
(t , z),

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 ck

Γ(α(1+p))
z−(k+q)

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, z)dτ.

Et

Z −1
[
L −1[I12(s, z)

]]
(t , i ) =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 ck

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

×Z −1
[

z−(k+q)u(τ, z)
]

(t , i )dτ,

=
∞∑

p=0

∞∑
q=0

Tp,q B2 ck

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1

×
( +∞∑

j =−∞
δi−k−q− j u(τ, j )

)
dτ,

=
∞∑

p=0

i−k∑
q=0

Tp,i−k−q B2 ck

Γ(α(1+p))

∫ t

0
(t −τ)α(1+p)−1 u(τ, q)dτ.

En dernier, ’expression de la solution x du système dynamique fractionnaire décrit
par l’équation (2.23) est obtenue.

Corollaire 2.1 Pour α = β = 1, la trajectoire du système dynamique décrit par les équations

∂

∂t
x(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1

∂

∂t
x(t , i )+A2 x(t , i +1)+B0 u(t , i )+B1

∂

∂t
u(t , i )+B2 u(t , i +1),

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ),

est

x(t , i ) =
∞∑

p=0
Tp,i

[ 1

Γ(p)

∫ t

0
(t −τ)p−1x(τ, 0)dτ− t p

Γ(p +1)
x(0, 0)

− A2

Γ(1+p)

∫ t

0
(t −τ)p x(τ, 0)dτ− B2

Γ(1+p)

∫ t

0
(t −τ)p u(τ, 0)dτ

]
+

∞∑
p=0

i∑
q=0

Tp,i−q

[ t p

Γ(p +1)
x(0, q)+ B2

Γ(1+p)

∫ t

0
(t −τ)p u(τ, q)dτ

]
+

∞∑
p=0

i−1∑
q=0

Tp,i−1−q

[
− A1

Γ(p +1)
t p x(0, q)+ B0

Γ(1+p)

∫ t

0
(t −τ)p u(τ, q)dτ

+ B1

Γ(p)

∫ t

0
(t −τ)p−1 u(τ, q)dτ− B1

Γ(p +1)
t p u(0, q)

]
,

où Γ désigne la fonction Gamma d’Euler et Tp,q est la matrice de transition définie par

Tp,q =


In×n pour p = q = 0,
Tp−1,q−1A0 +Tp,q−1A1 +Tp−1,q A2 pour p +q > 0, où p, q ∈N,
0 pour p < 0 ou q < 0.
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5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les définitions des transformées de Laplace et
en Z , ainsi que leurs propriétés. Celles-ci ont été utilisées pour déterminer l’expression
de la trajectoire du système dynamique bidimensionnel fractionnaire hybride décrit par
la forme générale. L’étude de la positivité fera l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Positivité d’un système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traiterons de la positivité d’un système dynamique fraction-
naire hybride bidimensionnel décrit par la forme générale. Nous commencerons par in-
troduire quelques notions sur les matrices, puis nous établirons des conditions néces-
saires et suffisantes assurant la positivité du système dynamique en question. Il est à no-
ter que la solvabilité et la positivité du système dynamique considéré n’ont pas été traitées
auparavant.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions des matrices particu-
lières. Il s’agit des matrices non-négatives, strictement positives et la matrice de Metzler.
Un lemme auxiliaire sur les conditions de positivité sera, ensuite, présenté.

2.1 Matrices particulières

Soit A = (ai j ) une matrice à entrées réelles avec i = 1, n et j = 1, m.

2.1.1 Matrice non-négative

Définition 3.1 [2] A est une matrice non-négative si

∀i = 1, n, ∀ j = 1, m : ai j ≥ 0,

i.e., toutes ses entrées sont non-négatives. Elle est notée par A ≥ 0 ou encore par A ∈Rn×m+ .

Exemple 3.1 La matrice

A =

0 2 3
1 4 0
8 0 7

 ,

est une matrice non-négative.
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2.1.2 Matrice strictement positive

Définition 3.2 [2] A est une matrice strictement positive si

∃i = 1, n, ∃ j = 1, m : ai j > 0,

i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée strictement positive. Elle
est notée par A > 0.

Exemple 3.2 La matrice

A =

[
2 1
7 9

]
,

est une matrice positive.

2.1.3 Matrice de Metzler

Définition 3.3 [2] A est une matrice de Metzler si

∀i = 1, n, ∀ j = 1, m, i 6= j : ai j ≥ 0,

i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non négatives. L’ensemble des matrices de Metz-
ler de dimension n ×n est notée Mn .

Exemple 3.3 La matrice

A =


−2 5 6 7
9 0 1 3
8 2 −4 3
9 0 6 1

 ,

est une matrice de Metzler.

2.2 Lemme auxiliaire

Lemme 3.1 [7] Si 0 < β< 1. Alors,

ck = ck (β) > 0 pour k = 1, 2, · · · , (3.1)

où

ck (β) = (−1)k−1

(
β

k

)
, (3.2)

avec (
β

k

)
=
β(β−1) · · · (β−k +1)

k !
(3.3)

Preuve. Pour démontrer l’inégalité (3.1), nous utiliserons une démonstration par récur-
rence.

En effet, l’inégalité (3.1) est vérifiée pour k = 1, vu qu’à partir des formules (3.2) et (3.3),
nous obtenons

c1 =

(
β

1

)
,

= β> 0.
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3. POSITIVITÉ D’UN SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

Supposons que l’hypothèse (3.1) est vraie jusqu’à l’ordre k, et démontrons qu’elle reste
vraie pour l’ordre k +1.

De (3.2) et (3.3), il découle,

ck+1(β) = (−1)k

(
β

k +1

)
,

= (−1)k β(β−1) · · · (β−k +1)(k −β)

k !(k +1)
,

= (−1)k−1

(
β

k

)
k −β

k +1
,

= ck
k −β

k +1
> 0,

puisque ck > 0 pour k ≥ 1 et 0 < β< 1. Et donc

ck = ck (β) > 0,

pour tout 0 < β< 1 et pour tout k = 1, 2, · · · .

3 Positivité d’un système dynamique fractionnaire bidimen-
sionnel hybride

Soit le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les équa-
tions suivantes

Dα∆β x(t , i +1) = A0 x(t , i )+A1 Dα x(t , i )+A2∆
β x(t , i +1)

+B0 u(t , i )+B1 Dαu(t , i )+B2∆
βu(t , i +1), (3.4)

y(t , i ) = C x(t , i )+Du(t , i ), (3.5)

où Dα, avec 0 < α < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport à la variable t ∈ R+. ∆β, avec 0 < β < 1, est la différence fractionnaire de la
fonction x par rapport i ∈ N. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement, les vecteurs
d’état, d’entrée et de sortie . A j ∈Rn×n ,B j ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec j = 0, 2.

Les conditions initiales associées au système (3.4) sont

x(t0, i ) = x(0, i ), i ∈N,

x(t , i0) = x(t ,0), t ∈R+,

Dα x(t , i0) = x̃(t ,0), t ∈R+.

Définition 3.4 [5, 7] Le système dynamique fractionnaire hybride décrit par la forme gé-
nérale

(
équations (3.4) et (3.5)

)
est dit positif si la trajectoire x et la sortie y sont positives,

i.e., x ∈ Rn+ et y ∈ Rp
+, pour toutes les conditions initiales positives x(0, i ) ∈ R+, x(t ,0) ∈ R+,

x̃(t ,0) ∈R+, et l’entrée u(t , i ) ∈R+ et Dαu(t , i ) ∈R+ pour tout t ∈R+ et i ∈N.

Lemme 3.2 [6] La matrice de transition Tp,q associée au système dynamique positif décrit
par les équations (3.4) et (3.5) est une matrice positive i.e., Tp,q ∈Rn×n+ pour p, q ∈N.

31
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Lemme 3.3 [9] Soient A ∈Rn×n et 0 < α< 1. Alors,

E0(t ) =
∞∑

p=0

Ap t pα

Γ
(
pα+1

) ∈Rn×n
+ , pour t ≥ 0, (3.6)

et

E(t ) =
∞∑

p=0

Ap t (p+1)α−1

Γ
((

p +1
)
α
) ∈Rn×n

+ , pour t ≥ 0, (3.7)

si et seulement si, A est une matrice de Metzler.

Théorème 3.1 Le système dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les
équations (3.4) et (3.5) est positif, si et seulement si,

A2 ∈Mn ,

A0, A1 ∈Rn×n
+ , A0 +A1 A2 ∈Rn×n

+ ,

B j ∈Rn×m
+ , j = 0, 2, C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ ,

où Mn est l’ensemble des matrices de Metzler de taille n ×n.

Preuve.
La positivité du système dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5) sera démon-

trée en deux étapes. La première consiste à déterminer les conditions nécessaires, tandis
que la deuxième porte sur les conditions suffisantes.

Condition nécessaire :
• De (3.4) pour i = 0 et B j = 0, j = 0,2, nous aurons

Dα∆βx(t , 1) = A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+A2∆
β x(t ,1), (3.8)

avec t ∈R+. Comme

∆βx(t , i +1) =
i+1∑
k=0

(
β

k

)
x(t , i +1−k),

alors, l’équation (3.8) devient

Dα
1∑

k=0

(
β

k

)
x(t , 1−k) = A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+A2

1∑
k=0

(
β

k

)
x(t , 1−k),

où encore

Dαx(t , 1)−Dαβx(t , 0) = A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+A2
[
x(t , 1)−βx(t , 0)

]
. (3.9)

Supposons que les conditions initiales sont

x(0, i ) = xi , i ∈N,

x(t ,0) = 0, t ∈R+,

Dα x(t ,0) = x̃(t ,0) = 0, t ∈R+.

Ainsi, l’équation (3.9) devient

Dαx(t , 1) = A2 x(t , 1), (3.10)
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ce qui donne

x(t , 1) =
∞∑

p=0

Ap
2 tαp

Γ(αp +1)
x(0, 1).

Du lemme 3.3, x(t , 1) ∈ Rn+ pour t ∈ R+, si et seulement si,
∞∑

p=0

Ap
2 tαp

Γ(αp +1)
= E0(t ) ∈

Rn×n
+ , autrement dit, A2 est une matrice de Metzler.

• De (3.4) pour i = 1 et B j = 0, j = 0,2, nous aurons

Dα
2∑

k=0

(
β

k

)
x(t , 2−k) = A0 x(t ,1)+A1 Dα x(t ,1)+A2

2∑
k=0

(
β

k

)
x(t , 2−k),

ou encore

Dαx(t , 2)−Dαβx(t , 1)+Dα

(
β

2

)
x(t , 0) = A0 x(t ,1)+A1 Dα x(t ,1)

+A2x(t , 2)−A2βx(t , 1)+A2

(
β

2

)
x(t , 0),

(3.11)

La substitution de (3.10) dans (3.11) donne

Dαx(t , 2) = A0 x(t ,1)+A1 A2 x(t ,1)+A2x(t , 2),

x(t , 2) = A0

∞∑
p=0

Ap
2

∫ t

0

(t −τ)α(p+1)−1

Γ(α(p +1))
x(τ, 1)dτ

+A1

∞∑
p=0

Ap+1
2

∫ t

0

(t −τ)α(p+1)−1

Γ(α(p +1))
x(τ, 1)dτ+

∞∑
p=0

Ap
2

tαp

Γ(αp +1)
x(0, 2).

La trajectoire x(t , 2) est positive, si et seulement si, A2 est une matrice de Metzler(
lemme 3.3

)
, A0, A1 ∈Rn×n+ et A0 +A1 A2 ∈Rn×n+ .

En répétant le même procédé pour tout i ∈ N, on conclut que les conditions né-
cessaires pour que le système dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5) soit
positif sont

A2 ∈Mn ,

A0, A1 ∈Rn×n
+ et A0 +A1 A2 ∈Rn×n

+ .

Condition suffisante :
De (3.4) pour i = 0 et B j 6= 0, j = 0,2, nous aurons

Dα∆β x(t , 1) = A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+A2∆
β x(t ,1)

+B0 u(t ,0)+B1 Dαu(t ,0)+B2∆
βu(t ,1).

(3.12)

Comme

∆βx(t , i +1) =
i+1∑
k=0

(
β

k

)
x(t , i +1−k), t ∈R+, i ∈N,

alors, l’équation (3.12) devient

Dα
1∑

k=0

(
β

k

)
x(t , 1−k) = A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+A2

1∑
k=0

(
β

k

)
x(t , 1−k)

+B0 u(t , 0)+B1 Dαu(t , 0)+B2

1∑
k=0

(
β

k

)
u(t , 1−k),
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où encore,

Dαx(t , 1) = A2 x(t , 1)+A0 x(t ,0)+A1 Dα x(t ,0)+Dαβx(t ,0)

−A2βx(t , 0)+B0 u(t , 0)+B1 Dαu(t , 0)+B2 u(t , 1)

−B2βu(t ,0).

Ainsi, la trajectoire devient

x(t , 1) =
∞∑

p=0
Ap

2

tαp

Γ(αp +1)
x(0, 1)+

∞∑
p=0

Ap
2

∫ t

0

(t −τ)αp−1

Γ(αp)

[
βx(τ, 0)+A1 x(τ, 0)

+u(τ, 0)
]
dτ+

∞∑
p=0

Ap
2

∫ t

0

(t −τ)α(p+1)−1

Γ(α(p +1))

[
A0 x(τ, 0)−A2βx(τ, 0)+B0u(τ, 0)

+B2 u(τ,1)−βB2 u(τ,0)
]
dτ+

∞∑
p=0

Ap
2

tαp

Γ(αp +1)

[−βx(0, 0)−A1 x(0, 0)

−B1 u(0, 0)
]
,

cette dernière est positive si les conditions initiales sont positives, A2 ∈Mn , A0, A1 ∈
Rn×n+ et u(t , i )Rm+ pour t ∈R+.
En reproduisant les mêmes étapes pour tout i ∈ N, on conclut que les conditions
nécessaires pour que le système dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5)
soit positif sont

B j ∈Rn×m
+ , j = 0, 2, C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ ,

ce qui achève la preuve du théorème 3.1.

4 Conclusion

Les conditions nécessaires et suffisantes assurant la positivité du système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale ont été établies dans
ce chapitre.
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Conclusion

Ce travail porte sur l’étude de la solvabilité et de la positivité d’un système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale.

Tout d’abord, nous avons rappelé quelques notions et outils sur les fonctions spé-
ciales, les dérivées et les différences fractionnaires pour des fonctions unidimensionnelles
et bidimensionnelles. Différents types de systèmes dynamiques bidimensionnels ont été,
aussi, présentés.

Ensuite, la solvabilité d’un système dynamique fractionnaire hybride décrit par la forme
générale a été traitée en utilisant les transformations de Laplace et en Z . Des résultats sur
la régularité du système dynamique en question et sur les matrices de transition ont été
établis.

En dernier, les conditions nécessaires et suffisantes qui assurent la positivité du sys-
tème dynamique fractionnaire hybride généralisé ont été développées.

Dans un futur proche, nous espérons d’étudier la solvabilité du système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale par l’utilisation des
transformées de Laplace continue [8] et discrète [3]. L’étude de la positivité interne et
externe sera aussi envisagée.
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Solvabilité et positivité d’un système dynamique fractionnaire
bidimensionnel hybride

Résumé : Ce travail porte sur l’étude de la solvabilité et de la positivité d’un système
dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale.

La solvabilité du système dynamique en question est obtenue en utilisant les trans-
formations de Laplace et en Z où des résultats sur la régularité du système dynamique et
sur les matrices de transition ont été établis.

Des conditions nécessaires et suffisantes qui assurent la positivité du système dyna-
mique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale ont été déve-
loppées.

Dans un futur proche, nous souhaitons étudier la solvabilité du système dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale par le biais des trans-
formées de Laplace continue et discrète, et de traiter sa positivité intérieure et extérieure.

Mots-Clés. Dérivée fractionnaire, différence fractionnaire, système dynamique fraction-
naire hybride, solvabilité, positivité, transformée de Laplace, transformée en Z .

Solvability and positivity of a hybrid two-dimensional fractional
dynamical system

Abstract : This work deals with the study of the solvability and the positivity of a two-
dimensional hybrid fractional dynamical system described by the general form.

The solvability of the considered dynamical system is obtained by using the Laplace
and the Z transforms. Some results on the regularity of the dynamical system and on the
transition matrices have been established.

Necessary and sufficient conditions that ensure the positivity of the generalized hy-
brid fractional dynamical system have been developed.

Necessary and sufficient conditions that ensure the positivity of the two-dimensional
hybrid fractional dynamical system described by the general form have been developed.

In the near future, we plan to study the solvability of the two-dimensional hybrid frac-
tional dynamical system described by the general form by the use of the continuous and
the discrete Laplace transforms, and to deal with the interior and exterior positivity.

Key Words. Fractional derivative, fractional difference, hybrid fractional dynamical sys-
tem, solvability, positivity, Laplace transform, Z transform.
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