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Introduction

Au cours des dernieres décennies, les ingénieurs ont prété une grande attention aux
systemes dynamiques bidimensionnels vus leur utilisation dans différents domaines scien-
tifiques.

Un systeme dynamique est un systeme qui évolue dans le temps de maniere précise, il
décrit I’évolution de phénomenes en physique, chimie, biologie et dans plusieurs autres
domaines par un ensemble d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux déri-
vées partielles ou encore par des équations aux dérivées fractionnaires.

Une classe importante de systemes dynamiques bidimensionnels d’ordre fraction-
naire est représentée par les modeles hybrides, ou encore les modeles a temps continu-
discret, i.e., un couplage entre dynamique continue et dynamique discrete. On les trouve
dans de nombreuses applications, par exemple les systémes mécaniques, I’électronique,
la robotique, --- [4].

Il existe plusieurs types de systemes dynamiques bidimensionnels hybrides, toutefois,
ils peuvent étre regroupés dans un modele général décrit par les équations suivantes

DAPx(r,i+1) = Agx(f,i)+D%A;x(¢,0) +Ar AP x(z,i+1)
+Bo u(t,i) + DBy u(t, i) + By AP u(r,i+1),
y(t,i) = Cx(t,i))+Dul(ti),

ou D%, avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par
rapport 2 la variable ¢ € R, et AP, avec 0 <p < 1, est la différence fractionnaire de la fonc-
tion x par rapport a la variable i € N. x € R" est le vecteur d’état, u € R le vecteur d’entrée
et y € R” le vecteur de sortie. A j»Bj, C et D sont des matrices réelles de dimensions ap-
propriées avec j =0, 2.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude de la solvabilité et de la positivité du
modele précédent sous les conditions initiales

x(tO)i) = x(oy l); iEN)
x(t) i()) = x(tyo)) t€R+)
D%x(t,ip) = Xx(t,0), teR,.

La solvabilité sera établie en utilisant les transformations de Laplace et en Z. En effet,
notre choix porte sur les transformées de Laplace et en Z compte tenu de leurs nom-
breuses applications en pratique.

Tandis que pour la positivité, des conditions nécessaires et suffisantes seront établies.



Introduction

Le manuscrit est organisé comme suit :

» Le premier chapitre regroupe les différentes notions préalables pour la réalisation
de ce document. Nous commencerons par donner quelques définitions et proprié-
tés de la théorie du calcul fractionnaire, suivie par les différents modeles de sys-
téemes dynamiques bidimensionnels.

e Dans le deuxieme chapitre, nous traitons la solvabilité du systeme dynamique frac-
tionnaire hybride décrit par la forme générale en utilisant les transformées de La-
place et en Z. Les différentes définitions et propriétés des deux transformations
seront étayées. De plus, 'expression de la matrice de transition, qui permettra de
trouver I'expression de la trajectoire, sera déterminée.

e Dans le dernier chapitre, nous présenterons quelques notions et résultats sur la po-
sitivité des systemes dynamiques, puis nous établissons des conditions nécessaires
et suffisante de positivité pour notre systeme dynamique fractionnaire bidimen-
sionnel hybride.

Le manuscrit est cloturé par une conclusion générale laquelle regroupe nos contribu-
tions et quelques perspectives pour nos futurs travaux, suivie par les différents ouvrages
et articles utilisés pour la réalisation de ce travail.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons les outils de base utilisés pour la réalisation de ce
travail. Nous commencerons par rappeler les définitions de quelques fonctions spéciales.
Puis, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi que la différence fractionnaire se-
ront présentées. La derniere section sera dédiée aux modeéles de systemes dynamiques
bidimensionnels.

2 Fonctions spéciales

Quelques fonctions spéciales ainsi que leurs propriétés seront présentées dans cette
section.

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Les définitions existantes de la fonction Gamma d’Euler en plus de ces propriétés se-
ront rappelées dans cette partie.

Définition 1.1 [8, 10] La fonction donnée par l'intégrale
[e.0]
I(z) :f e 't*"1dt, Re(z)>0. (1.1)
0

est appelée fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.2 [8, 10] La fonction Gamma d’Euler peut étre, aussi, définie par

z

!
I(z) = lim mn ,
n—-ooz(z+1)---(z+n)

ol les nombres complexes z ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.

Proposition 1.1 [8, 10] La fonction Gamma d’Euler satisfait les relations de récurrence sui-
vantes

1. VzeCl:[(z+1)=2zI(2);
2. VneN:I(n+1)=n!.

Preuve.



2. FONCTIONS SPECIALES

1. Pour démontrer la premiere propriété, il suffit de passer par une intégration par

partie. En effet,
o0
f e 'rdr,
0

— [_e—ttz]oo+zfooe—ttz—l
= 0 A ,

= zl(z).

Vz>0:1(z+1)

2. Enremplacant z par n dans la propriété précédente, nous obtenons

VneN: I(n+1) nl(n),
= nn-1In-1),

= nn-1n-2)I(n-2),

= nn-1n-2)---1Q),
= nl,
vuqueF(l):f e tdr=1.
0
m

Exemple 1.1 Montrons que

2] 2°

3 U
-7
En posant t = u? dans l'équation (1.1), nous obtenons

[(2) :2[ e 2l qu.
0

3 [o.@]
F(—) = 2[ e u?du,
2 0

par des intégrations par parties, nous obtenons

3] = 2

2] 2

Ainsi,

[e.0]
T
carf e du= £
0 2

2.2 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler joue un réle crucial dans la résolution des équations diffé-
rentielles fractionnaires, c’est une généralisation de la fonction exponentielle.

Définition 1.3 [8, 10] La fonction de la variable complexe z définie par

k

Ea(2) = Z £

= Nka+1)’ (12

est appelée la fonction de Mittag-Leffler a un parametre.



2. FONCTIONS SPECIALES

Exemple 1.2 Poura =1, la fonction exponentielle classique est obtenue, i.e.,

o) k

x Zk
E1lz)= ,;)F(k+1) ZF:

Définition 1.4 [8, 10] La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres de la variable com-

plexe z est définie par
00 k

Z
E(x, (2) = a>0,p>0. (1.3)
0= L Frarpy b

Exemple 1.3 Pouroa =1, p =2, nous aurons

E12(2)

,;) F(k+2)

00 Zk+l

= (k+ 1)
z Hef-1).

1
z

2.3 Fonction continue par morceaux

Une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque si et seulement si
elle |’est sur tout segment de cet intervalle.

Définition 1.5 [1] Une fonction f est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement s’il
existe une subdivision a=a) < --- < an+1 = b telle que sa restriction a tout intervalle ouvert
lag, ar+11 coincide avec une fonction g; continue sur [ay, ai+1], k=1, N.

Exemple 1.4 La fonction définie par

-9 pour -9<x=-5,
fx) = 6 pour -5<x<-1,
-7 pour -1<x<9,

est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle] -9, 9].

2.4 Fonction d’ordre exponentiel

La définition d’'une fonction réelle d’ordre exponentiel fera I’objet de cette partie.
Définition 1.6 [1] On dit que la fonction f est d’ordre exponentiel, s'il existe M > 0 et a € R
tels que

|f()|=Me”, VreR,. (1.4)

Exemple 1.5 La fonction f(t) = e’ nest pas d’ordre exponentiel.



3. DERIVEES ET DIFFERENCES FRACTIONNAIRES

2.5 Impulsion de Dirac

Le Dirac est une distribution, il joue le role d’'une fonction indicatrice lorsqu’elle in-
tervient dans une intégration.

Définition 1.7 [8] On appelle impulsion de Dirac la fonction § définie par

0 si t#0,
8(1) = (1.5)

oo si t=0,

+00
f 6(ndt=1.

(e ¢]

elle satisfait

Définition 1.8 [8] Dans un cas discret, 'impulsion de Dirac est donnée par la formule sui-
vante
0 si i#j,
8ij = (1.6)
1 si i=j.

3 Dérivées et différences fractionnaires

Dans cette section, nous présenterons les définitions de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et la différence fractionnaire pour les fonctions unidimensionnelles et
bidimensionnelles.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo, introduite en 1967 par Michele Caputo, est
I'une des dérivées fractionnaires les plus utilisées en raison de ses nombreux avantages.

Définition 1.9 [8, 10] La fonction définie par
t f(n) (1)

I'n-o) Jo (t—T)atl-n

DO f(r) =

dr, (1.7)

est appelé la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, ot n—1 < « < n avec n € N*, de
la fonction f par rapport a la variable t et f est la dérivée d’ordre n de la fonction f €
€¢"(R;) par rapport a la variable .

Proposition 1.2 [8, 10] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est linéaire, i.e., pour
tous f, g € € (R;), A1, A2 € R, nous avons

DY(A1 f+A28)(®) =\ D f(1) + A2 D% g(1),
oun—-1<oa<navecneN*,

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'une fonction constante f(t) =
¢, CeR, estnulle, i.e.,

1 t f(n) (1)

ITn-—o) Jo (t—T1)0t1-n
0.

Df (1)

)



3. DERIVEES ET DIFFERENCES FRACTIONNAIRES

Exemple 1.6 Considérons la fonction

f:00,11 — [0,1],

t — f(=t.
Pour tout0 < a < 1, nous avons
1 t 1
DYf(1) = ,
F® I'l-o) Jo (t—T1)«
tl—a
T Ie2-w

Sia= > la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f devient

DYf(r) = D2t
¥

3.2 Dérivée partielle d’ordre fractionnaire d'une fonction bidimension-
nelle

La dérivée partielle d’ordre fractionnaire d’'une fonction bidimensionnelle continue
de deux variables réelles indépendantes t;, f, > 0 sera définie dans cette partie.

Définition 1.10 [8] La fonction définie par

(06}
ot;

DY (11, 1) [, n),

1 ff () p 08
TN;—ap Jo (G- o™ 4 |

est appelée la dérivée partielle fractionnaire d’'ordrea; € Ry, ot N;_; < a; <N; avecN; e N*,
d’une fonction bidimensionnelle continue par rapport a la variable t; e Ry, pouri=1,2. [
représente la fonction Gamma d’Euler (formule (1.1)) et ft(l_N") est la dérivée partielle d'ordre

N; de la fonction f par rapport a la variable t;, elle est donnée par

1
5N f(l‘\lr) t2) p i= 1,
N ot
fl‘l' (1) = aN
zf(tly‘[) .
W our i1=2.

3.3 Différence fractionnaire d’'une fonction d’une seule variable

La différence fractionnaire d'une fonction discrete est définie dans cette partie.

Définition 1.11 [10] La fonction discrete

k=0 k

APy = Z(—l)k(ﬁ)xi_k, (1.9)



3. DERIVEES ET DIFFERENCES FRACTIONNAIRES

ouPeRet

B 1 pour k=0,
(k): POZD Bkt pour k=12,

est appelée la différence fractionnaire d’ordre 3 de la fonction unidimensionnelle discrete
X, i €N.

3.4 Différence fractionnaire d’'une fonction bidimensionnelle discrete

Dans ce qui suit, différentes définitions d'une différence fractionnaire pour une fonc-
tion bidimensionnelle discrete seront présentées.

3.4.1 Différence fractionnaire d’ordre
Définition 1.12 [10] La fonction discrete

i j-k
APxi =3 N ok, Dxicg o1, 0<P<1, (1.10)
k=0 1=0

représente la différence fractionnaire d'ordre de la fonction bidimensionnelle discréte x; ;,
i,jeN, ot

1 pour k=1=0, k,leN,
k'l

Cﬁ(k‘, l) =

pour k+1>0.

3.4.2 Différence fractionnaire horizontale d’ordre 3

Définition 1.13 [10] La fonction discrete
6 i
Al xij=) g (k)Xik ), (1.11)
k=0
est appelée la différence fractionnaire horizontale d’ordre3 € R, de la fonction discrete x;

par rapport a la variablei e N, oitn—1<p < n avecn e N* et

1 pour k=0,

BB-1)--B-k+1)
(-1 =

cp(k) =

pour k>0.

3.4.3 Différence fractionnaire verticale d’ordre 5

Définition 1.14 [10] La différence fractionnaire verticale d’ordre p € R, de la fonction bi-
dimensionnelle discréte x; j par rapport a la variable j € N est définie par

j
AEX,’J:Z% (l)x,-,j_l, (1.12)
1=0

oun—-1<pP<navecneN* et

1 pour [=0,
cp(l) = (_1)15([3— D---B-1+1)

T pour [>0.



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

3.4.4 Différence fractionnaire d’ordre 3, et 3,

Définition 1.15 [10] La différence fractionnaire d’ordre p, € Ry et fo € Ry de la fonction
bidimensionnelle discréte x; ; est donnée par

Aﬁl,ﬁle’_;_lyj-p Z Zcﬁl,ﬁz(k) l) xi+l—k,j+l—lr (113)

i
1:

k=0 1=0
ouuN; —1<P; <N, N2 —1<2 <Ny, avecN;,N, € N*, et

1 pour k=1=0,
)kﬁl(ﬁl_l)"'(ﬁl_k+1)

(-1 2 =c¢p, (k) pour k>0,1=0,
Cpy,pp () ) = 5 —1D---Br—1+1

-1! P22~ 1) T G ) =cp,()  pour k=0,1>0,

cp, (k) cp, (D) . pour k>0,[>0.

4 Systéemes dynamiques linéaires bidimensionnels

Un systeme dynamique est un ensemble d’équations différentielles qui modélisent et
décrivent |’évolution temporelle d'un phénomene réel, quelques types de systemes dyna-
miques bidimensionnels seront présentés dans cette section. Il est a noter que les deux
variables sont indépendantes.

4.1 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps discret

Il existe plusieurs types de systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps
discret, parmi lesquels nous trouvons
4.1.1 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser est
décrit par le modéle suivant [6]

x h
xly+l,] = A ly)J +Bui,jr
i,j+1 i,j
/ / (1.14)
h
i
vij= C| /| +Duj,
i,j

oux"eR™, xV e R"™, ny+ny=n, ucR™ et y € RP sont, respectivement, les vecteurs d’état
horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie, avec i, j e N et A € R"*",B €
R™™M CeRP*"™ et D € RP*'™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.14) sont

0,j

x" eR™ pour jeN,
x;},o eR™ pour ieN.



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4.1.2 Systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps discret du
type Rosser

La forme générale d'un systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a
temps discret du type Rosser [10] est donnée par

APryh xh
h i+l )
AP2 s = A FBu,
v X i1 ij (1.15)
h .
vij= C| 3 | +Duj,
i,j

ol AEZI, A[?f sont, respectivement, les différences fractionnaire horizontale et verticale

(formules (1.11) et (1.12)) de la fonction X;j,j par rapport aux variables i, j. x", x sont les
vecteurs d’état horizontale et verticale, et u et y sont les vecteurs d’entrée et sortie. A, B, C,
et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

4.1.3 Systéemedynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps discret d’ordre

1 etPo

La forme générale d'un systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel d’ordre
B1 etP2 (P1,P2 € R;) a temps discret est décrite par les équations [10]

Aﬁl’ﬁzxi.,.lyj.,.l = oni,j+A1A61xi+1,j+A2Aﬁzxi,j+1+Bu,-,j, (1.16)
Yij = Cxi,j+Du,-,j,

ott AP1P2 est 1a différence fractionnaire d’ordre B1 et B2 de la fonction bidimensionnelle
discrete x; (formule (1.13)). x e R ueR™ et y € RP sont les vecteurs d’état, d’entrée et
de sortie respectivement. A € R"*",Be R, Ce RP*" et D € RP*™ avec k=0, 2.

Les conditions initiales associées au systeme (1.16) sont

Xo,j pour jeN,
Xipo pour i€N.
4.2 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps continu

Cette partie vise a présenter les différents types de systemes dynamiques linéaires bi-
dimensionnels en temps continu. Dans ce type de systeme dynamique, les variables sont
représentées par 11, € R,.

4.2.1 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu

Le modele décrit par les équations suivantes [8]

aXh(lf 1) h
. U1, L2
an, = A Bu, ),
X4t x"(h, 12) 117
3t2 1, &2 ( . )
X1, 1)
y, )= C (11, 1) +Du(h, 1),

10



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

représente un systtme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu. x" € R™,
x” € R™, n; + np, = n, sont les états horizontale et verticale. u € R et y € R? sont les
vecteurs d’entrée et de sortie respectivement. A, B, C et D sont des matrices réelles de
dimensions appropriées.

Les conditions initiales associées au systeme (1.17) sont

x"(0, t,) e R™ pour fHeR,,
xV(t;,0)€R™ pour feR,.

4.2.2 Systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel a temps continu de
type Roesser

Le modele [8]

DY x" (5, 1) x"(ty, 1)
1 =
[D(txzzxy(tl, fz)] xV(t, 1) tBuln, ), (1.18)
N )
x"(t, 1)
) = D M )
¥, )= C (81, 1) +Du(t, tp)

représente la version fractionnaire d'un systeme linéaire bidimensionnel a temps continu
de type Roesser, ou D‘Z" est la dérivée partielle fractionnaire d’'une fonction bidimension-
nelle continue par rapport a la variable ¢; (formule (1.8)), d’ordre a; avec N; — 1 < a; <N;,
N; € N* pour i =1,2; xheR™M xV e R™, ny+n,=n, ucR™et y € R” sont, respec-
tivement, les vecteurs d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie.
AeR™" BeR™™M CeRP*"etDe RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.18) sont

ik k1xh
00, )= ——(n, )|,
atl 1=0
ouk;=0,1,--- , N1 —1; £t >0,
e kg v
X1, 0= ——=(n, 0|,
8t2 =0

ouky,=0,1,--- ,No—1; t; >0.
4.2.3 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu
Le modele décrit par les équations [8]

Dy 2 x(ty, t2)

Ap x(11, t2)+A1D(;11x(t1, t2) +A2D?22 x(ty, 1)
+Bou(ty, t) +B1 D} u(ty, t) +Ba DY ulty, 1), (1.19)
Y(tl, t2) = CX(tl, t2) +Du(tl) tZ))

est un systeme dynamique bidimensionnel fractionnaire. D(;i" estla dérivée partielle frac-
tionnaire d’'une fonction bidimensionnelle continue par rapport a la variable #; (formule
(1.8)), d’ordre a; avec N; -1 <a; <N;, N;eN* pouri=1,2. xe R", ue R et y € RP
sont, respectivement, les vecteurs d’état, de la commande et de la sortie. Ay, Ay, Az €
R, By, By, B, e R, C e RP*" et D € RP*"™,

11



4. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

4.3 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps continu-
discret

Dans certains modeles de systemes dynamiques bidimensionnels, 'une des variables
peut étre continue, par exemple ¢ € Ry, et 'autre discrete, par exemple i € N. Dans ce cas,
le modele est dit systeme dynamique a temps continu-discret ou encore systéeme dyna-
mique hybride. Dans ce qui suit, nous présenterons quelques types de ces modéles.

4.3.1 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type
Roesser

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type Roes-
ser est défini par le modele suivant [8]

axh h .
—(t, 1) x"(t, 1) Bult i
y(t,i) = Cx(t,i)+Dult, i),

pour te Ry, i € N. xheR™M xVeR™, ny+ny=n, uecR™ et y € R” sont, respectivement,
les vecteurs d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie. A € R"*",B €
RP*M CeRP*" etDe RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.20) sont

x"(0,i) e R™ pour i€eN,
xV(t,0)eR™ pour teR,.

4.3.2 Systéme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret généralisé

La forme générale d'un systéeme dynamique bidimensionnel hybride est décrite par
les équations suivantes [5]

0 ) ) 0 ) .
gx(t, 1+1)=Apx(t,i)+ A, Ex(t, )+Arx(t,i+1)

0
+Bo u(t,i) +B; Eu(t’ D+Bou(t,i+1),

y(t,1)=Cx(¢t,1) +Dul(t, i),

(1.21)

oureR;etieN. xeR" ueR™ et yeRP sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’en-
trée et de sortie . A; e R"*", B; e R"*™, Ce RP*" et D e RP*™ avec j=0, 2.
Les conditions initiales associées au systeme (1.21) sont

x(to,1) = x(0,0), ieN,
X(t,i()) = X(I,O), t€R+7
0
—x(t,ip) = x(£0), reR;.

ot

4.3.3 Systéeme dynamique linéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu-discret

d’ordre o et

Le systéme dynamique décrit par les équations suivantes [7]
D%x; (¢, 0) Ay x1(8,0) + A2 x2(2,1) +Byu(t, i), (1.22)
APyt i+1) Aoy x1(8,0) + A x2(2,1) +Bou(t, i), (1.23)
y(,i) = Cx(t,i)+Dul(t,i),

12



5. CONCLUSION

est un systéme dynamique fractionnaire hybride d’ordre o et , ou D%, avec 0 < a < 1,
est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x; par rapport a la variable
teR, (formule (1.7)). Aﬁ, avec 0 < < 1, est la différence fractionnaire de la fonction x,
par rapport a la variable i € N (formule (1.9)). x; € R™, x, € R", (R™ +R"™ =R"), u € R™,
y € RP sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Aj; € R Ay, €
R™M*72 Ayq € R™*M Ay, € R™2%%2 By € R™M*™M B, e R™2*™M C e RP*" et D e RP*'™,

La condition initiale associée a I’équation (1.22) est

x1(t,1) = x1(0,7), €N,
et la condition initiale associée a I’équation (1.23) est

X2(t,ip) = x2(£,0), reR,.

4.3.4 Systéemedynamiquelinéaire bidimensionnel fractionnaire a temps continu-discret
d’ordre o et 5 généralisé

Le systeme dynamique décrit par les équations suivantes

Ao x(t,i) +D Ay x(t,i) + A, AP x(2,i + 1)
+Bo u(t,i) + DBy u(t, i) +Bo AP u(t,i+1), (1.24)
Cx(t,i)+Dul(t 1),

DAPx(r,i+1)

y(t,1)

représente la forme générale d'un systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hy-
bride, o1 D%, avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport ala variable ¢ € R (formule(1.7)). AP avec0 < B <1, estla différence fraction-
naire de la fonction x par rapport ala variable i € N (formule (1.9)). x e R, u e R et y € RP
sont, respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie . A; € R"*",B; € R"™™,
CeRP*"etDeRP*™ avec j=0, 2.

Les conditions initiales associées au systeme (1.24) sont

x(t, 1) = x(0,7), €N,
x(t) iO) = x(tyo)) t€R+)
D% x(t,ip) = Xx(t,0), reR,.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions sur les fonctions spé-
ciales, les dérivées et les différences fractionnaires pour les fonctions unidimensionnelles
et bidimensionnelles. En dernier, les différents modeles de systeme dynamique bidimen-
sionnel ont été exposés. Cependant, dans les chapitres qui suivent, nous nous intéressons
al’étude de la solvabilité et de la positivité du systeme dynamique linéaire bidimension-
nel fractionnaire a temps continu-discret d’ordre a et  (systeme (1.24)).

13



Chapitre 2

Solvabilité d’'un systeme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I'étude de la solvabilité d'un systéme dyna-
mique fractionnaire hybride bidimensionnel décrit par la forme générale par le biais des
transformations de Laplace et en Z, vu leurs nombreux avantages. Des notions, résultats
préliminaires et conditions seront, également, présentés et étayés.

2 Transformation de Laplace

Les définitions et les différentes propriétés de la transformée de Laplace directe et
inverse dans le cas ordinaire et fractionnaire sont présentées dans cette section.

2.1 Transformation de Laplace directe

Définition 2.1 [1, 8, 10] La transformée de Laplace d’'une fonction f, lorsqu’elle existe, est
la fonction F de la variable complexe s définie par
A4 [f(t)] (8) F(s),

foof(t) e ’'dt.
0

Théoreme 2.1 [1, 8] Soit f: R, — C une fonction
* continue par morceaux;
e d'ordre exponentiel ;
* 3P0, 11, tel que, lim P1f(nl=0.

Alors, f admet la transformée de Laplace

Z[f@)] (s):f0 fwe*ldt,
pour certains s € C.

Exemple 2.1 Considérons la fonction
f(n=1

14



2. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Ainsi,

ZLf0]s)

f f(ne tdt,
0

o0
f e Stdt,
0

1
—, Re(s)>0.
s

Proposition 2.1 [1, 8, 10] Pour toutes fonctions f et g : Ry — C admettant des transformées
de Laplace avec f € €" (R.), nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité:
4 [f(l‘) +g(t)] ()=% [f(t)] ($)+& [g(t)] (s),

et
Llkfd]©)=kZL[f®](s), keR.

2. Dérivation:
n-1
2P =s"L[f0] - Y " P
k=0 =0
En particulier, si n =1, nous aurons

L[] () =sL[f(D] ()= f(0).

3. Convolution :
L] ()=2L[f®)] () ZL][g®)](s),
ol

t
(Fxg) (0= fo Flt-1) g()dr.

Proposition 2.2 [8, 10] Soit t € R, et soit & l'impulsion de Dirac. Alors,
ta—l
Ia)
2. Z[6(D)](s)=1.

1. & [ ] (s)=s"%, pour tout a> 0.

2.2 Transformation de Laplace inverse

Définition 2.2 [1, 8, 10] La transformée de Laplace inverse de l'imageF de la variable com-
plexe s est la fonction f de la variable réelle t est définie par

f = L7ES0,
1 Y+joo
= — F(s)es! ds.
21j Jy-joo

Exemple 2.2 Considérons la fonction F(s) définie par

1
F(S) = 8_2

15



3. TRANSFORMATION EN Z

Ainsi,
fo = ZL7'FE)0,
1 Y+joo ;
= — F(s)e*'ds,
21 j Jy-joo
1 [Ytio 1
= — —e’lds.
21 Jy-joo 8%
Donc,

fn=t

2.3 Transformation de Laplace fractionnaire

Définition 2.3 [8, 10] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto d'une fonction f € €"(R.) qui satisfait les conditions du théoréme 2.1, est donnée par

n—1
ZL[DFD] () =s"L[fD] ()= Y 1Dl 2.1)
k=0 =0

oitn—1<a<SnavecneN* et f(k)(lf)‘t_0 est la dérivée d'ordre k de la fonction f par
rapport a la variable t au point t = 0.

3 Transformationen 7

Nous présentons dans cette section la définition de la transformée en Z directe et
inverse ainsi ses propriétés.
3.1 Transformation en Z directe

Définition 2.4 [11] Soit (x,) nen Une suite. On appelle transformée en Z de la suite (x,) pen
la fonction, notée Z [x,], de la variable complexe z définie, lorsqu’il y a convergence, par

X(2) Z [x,] (2),

o0
Y xnz "
n=0

Exemple 2.3 Soit la suite (x,) nen telle que, pour tout entier n, x, =2". Alors,

Z [xn] (2) 2z,

18

Remarque 2.1 [11] Vu les résultats sur le rayon de convergence d'une série entiére, trois cas
peuvent se présenter
 Soit la transformée en Z est définie quel que soit le nombre complexe z, non nul.
 Soit il existe un nombre réel positif ou nulR tel que pour z : |z| > R la transformée en
Z est définie, et pour z tel que |z| <R la transformée en Z n'est pas définie.
e Soit la transformée en Z n'est pas définie pour aucun nombre complexe z.

16



3. TRANSFORMATION EN Z

Proposition 2.3 [11] Soient (un) nen et (Vn) nen deux suites admettant des transformées en
Z et soient a et b deux réels. Ainsi, nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité:

Zlau,+bv,)(2) =aZ [u,] (2) + bZ [v,] (2); (2.2)
2. Retard:
Z il @=2%Zu,l(z), keN er n<k. (2.3)
3. Avance:
F ikl @ =2"Zug) (@) —upz"—u 25— —up_1z, keN. (2.4
4. Convolution:
Z [(uxv)yl (2) = Z [un] (2) Z [v,] (2), (2.5)
ol -
(UxV)p =) Up_f Vg (2.6)
k=0

Proposition 2.4 [11] La transformée en Z de la suite de Dirac retardée de k, k € N, définie

par
0 si n#k,
8pg= 2.7)
1 si n=k,
est donnée par
ZBpil(@=2"" (2.8)

3.2 Transformation en .Z inverse

Définition 2.5 [11] La transformée en Z inverse de la fonction X de la variable complexe z
est la suite réelle (x,) ,en donnée par la formule

Z'X(2)] (),
L. f X(z) 2" ldz, (2.9)
2nj Jc

Xn

ot C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une montre et ap-
partenant entierement au domaine de convergence.

Exemple 2.4 Considérons la fonction

X(z) = —=
z)=——0,
z—1

ainsi, la transformée en Z inverse deX est définie par

1
vneN:x, = — ¢ X(z)z" tdz,
2nj Jc
1 z"
= - dz)
2niJcz-1

En utilisant l'intégrale de Dunford [12], il résulte

Xxp,=1, neN.
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4. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

4 Solvabilité d’'un systeme dynamique fractionnaire bidi-
mensionnel hybride

Larésolution du systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par
la forme générale est traitée dans cette section. Afin de trouver I’expression de la trajec-
toire du systeme dynamique en question, nous allons utiliser les transformations de La-
place eten Z.

4.1 Préliminaires

Soit le systéeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les équa-
tions suivantes

Agx(t, ) +A; D x(¢t, i) + Ay AP x(z, i+ 1)

+Bou(t, i) + By D% u(t, i) + By AP u(e, i + 1), (2.10)
y(t, i) = Cx(t, i)+Dult, i), 2.11)

D*APx(s,i+1)

ou D%, avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport a la variable ¢ € R, (formule (1.7)) et AP, avec 0 < f < 1, est la différence
fractionnaire de la fonction x par rapport a la variable i € N (formule (1.9)). x € R" est le
vecteur d’état, u € R" le vecteur d’entrée et y € R” le vecteur de sortie. A}, Bj, C et D sont
des matrices réelles de dimensions appropriées avec j =0, 2.

Les conditions initiales associées au systeme (2.10) sont

X(t(), l) = X(O, l)) i€ N)
x(t) iO) = x(t) 0): t€R+)
D%x(t,ip) = x(t,0), teR,.

Définition 2.6 Le systeme décrit par l'équation (2.10) est dit régulier, si et seulement si,

det |Txn+crz ¥l —s %2 T Ag— 2 T A; — s %As — cr s %27 % AL | #0, (2.12)

i+1
pour certains s, z € C ot ¢y = Z (—l)k(i
k=1

Proposition 2.5 Soit G une matrice définie par

G(5,2) =Iyxn+ciz ¥ Lyxn—s %2 " Ag—2 A1 = s A —cp s %z FA,, (2.13)
i+1 f)
ol i = Z (—1)’C el SidetG(s, z) #0, alors,
k=1
(o o lENe o]
G ls2)=) Y Tpas 271, (2.14)
p=0g=0

ouT, 4, dite matrice de transition, est donnée par

Lnxn pour p=4g=0,
Tyo1g-1A0+Ty g-1A1+TH_1 A
Tpq= PoLa-1507 Spgol LT Spolg 2 pour p,ge”Z., avecp+q>0etk<gq,
_CkTp,q—k‘l'CkTp—l,q—kAZ
0 pour p<0oug<O0.

(2.15)
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4. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

Preuve. Considérons la matrice G définie par
_ -k -a -1 -1 —a -a —k
G(s,2)=Iuxntcrz “Iuxn—S "2 Apg—z2 A1—s Ap—crs "z "Ay.

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, nous avons

ny nz

detG(s,2) = Y. Y an -k n-15 ¥z, (2.16)
k=0 k=0
£ 0 (2.17)
pour certains s, z € C. Ainsi,
(o olNe o]
G ls2)=). Y Tpyas Pz 1.
p=0g=0

Il reste a déterminer I'expression de la matrice T, ; pour tout p, g € N.
En effet, il est évident que

Lixn = G(s,2G7 (s, 2),

1
—

Lixn+ ez ¥Lxn—s %2 " Ag—2 " A1 — s %Ay — ¢ s Z_kAg)

p=04g=0
00 00

= > ) (s‘o‘p 2794 s P g7 AR AP R ATl A AP gL TP A,
p: :0
—cp s P« Z_q_kAg)prq,

[=]
<{

oo 00
> 2 (Tp,q +CcTp,g-k = AoTp-1,4-1=A1Tp,g-1
= p=0g=0

— ATy 1 Cehs Tp_l,q_k)s“"’ 2z,
d’une part. Et d’autre part

Il’lxi’l = G_l(sy Z) G(S) Z))

[e.ole )
Y N Ty s z_q) (Inx,, + k2 K Ln—s %2 T Ag— 27 A - sT0A,
p=04=0

—cps ¢ Z_kAg),

[e.°]

00 00
2 2 Tpqs Ve

|

(2.18)

[o.0]
= >y Tp,q(s_o‘” 274 s O g7k _ TP =l A TP Gl AP G

p=04=0
—cps P« Z_q_kAz),

(o oluNe o]
> 2 (Tp,q +CkTp,g-k—Tp-1,4-180 = Tp,g-1A1 = Tp-1,4A2

= p=0g=0 (2.19)

- CkTp_lyq_kAz)S_ap Z_q.

En comparant les coefficients du méme degré en s et z des équations (2.18) et (2.19),
la matrice de transition T, ; est obtenue selon trois cas possibles
e Sip<0oug<D0,alors,
Tpvq = 0’
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4. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
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e Sip=¢g=0,alors,
Tp.g=Tnxn
e SipeN,geNavecp+qg>0etk<gq,alors,

Tpg=Tp-1,-180+Tpg1A1+Tp1gA2—, ckTp gkt Ck Tp-1,g-k A2

Ce qui acheéve la démonstration de la proposition 2.5. =

4.2 Résultats

Considérons le systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par
la forme générale

DAPx(s,i+1)

Ao x(t,i) +A; D% x(t,i) + Ay AP x(£,i + 1)
+Bou(t, i) + B D% u(t, i) + Bp AP u(s, i + 1), (2.20)

y(t,1) Cx(t,i)+Dul(t, i), (2.21)

ot D%, avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par
rapport a la variable continue ¢ € R,.. Aﬁ, avec 0 < P < 1, est la différence fractionnaire
de la fonction x par rapport a la variable discrete i € N. x € R"?, u € R et y € R” sont,
respectivement, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie . Aj € R"*", B; e R"*™, C € RP*"
etDeRP*™ avec j=0, 2.

Les conditions initiales associées au systeme (2.20) sont

X(t(),i) = .X:(O, l)} iEN)
x(t!iO) = X(t,O), t€R+y
D%x(t,ip) = Xx(t,0), teR,.

Supposons que le systeme dynamique décrit pas les deux équations (2.20) et (2.21) est
régulier, i.e.,

det|Luxn+ k2 ¥ lyxn—5s 2 TAg—A1 27 = Ap s = As e s % 27F| #0, (2.22)
i+1 ﬁ
pour certains s, z € C ou ¢ = Z D" |. Ainsi, la trajectoire x du systeme dynamique
k=1

(2.20) est décrite par le théoreme suivant.

Théoreme 2.2 Le systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par l'équa-
tion (2.20) admet comme trajectoire

00 1 t P
} ] = T il 7=~ - ap-1 ’ S 4N ’
x(t,1) pzzo » F(ap)fo (=1 x(1,0)dT Tapt D x(0, 0)

— )P =1 (¢, 0)dT - — )Py 1, 0)d

B, f(
F( a(l+p))

f (t— 0Py (1, g)dt

_F((x(1+p))f (
+Z ZTPZ a

quo

+ZZ p,i—k-q

ap
+1) (0, q)+ N« (1+p))

1)1y (1, gyd

Ck Jap
F(a e x(0, q) +

F(a(l + p)) f (=

S Ay Bo t _
, 1P _ al+p)-1
pz Z:, pi-1-q [ Tap+1) x(0, gq) + Tl + ) j(; (t—1) u(t, q)dt

f (t—1)*P u(r, g)dt - %P u(0, q)],
0

By 1
" Iap) Iap+1)
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4. SOLVABILITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
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ou I'représente la fonction Gamma d’Euler et T, 4 est la matrice de transition définie par
l'expression (2.15).

Preuve. Considérons le systéme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit
par I'’équation suivante
DY AP x(t,i+1) =Agx(t,i) + Ay D* x(t, 1) + Ap AP x(¢t,i + 1)

(2.23)
+Bo u(t, i) + B Du(t,i) + B, AP u(r,i+1).

D’apres la définition de la différence fractionnaire (formule (1.9)), 'équation (2.23)
peut s’écrire sous la forme

i+1 i+1
D° Z(—l)k(ﬁ) x(t,i+1-k) = Agx(t,i)+D*A; x(t, i) + Ay Z(—D’C(ﬁ) x(t, i+1-k)
k=0 k k=0 k
i+1 ﬁ
+Bou(t, i) + DBy u(t,i) +By Y| (—1)k(k) u(t,i+1-k),
k=0
ol encore,

D*x(t,i +1)+ D% x(t,i +1—k) =Agx(t,i) + D*A; x(¢, 1)
+Arx(t,i+1)+Ascix(t,i+1-k)
+Bo u(t,i) + DBy u(t, i)
+Bou(t,i+1)+Bocru(t,i+1—k),

(2.24)

i+1 B

ottck=) (- DI,
k=1 k

Supposons que les fonctions X et U sont, respectivement, les transformées de Laplace

et en Z des fonctions x et u. Ainsi, I'application de la transformation de Laplace et en Z
(formules (2.1), (2.3) et (2.4)) a'équation (2.24) donne
s%zX(s,2) — s%2X(s5,0) — s“ 1 2X(0, 2) + s* ' 2 x(0,0) + ¢ s¥ 2 K1 X (s, 2)
— s 27HX(0, 2) = AgX(s, 2) + Ap s¥X(s, 2) — A1 s¥IX(0, 2)
+ApzX(s,2) — Ar 2X(5,0) + Ap e 2 ¥ X (s, 2) + Bo U (s, 2) + By s* U (s, 2)
—B;s*1U0,2) +BozU(s,2) —Bo 2U(5,0) + Bo cp. 2 ¥ U (s, 2),

ol encore
Lixntcrz Flyxn—s %2 1 Ag— 2 A1 — s Ap — Ay s %2 % [X(s, 2) = X(s,0)

+571X(0,2) — s x(0,0) + cp s 27%X(0,2) — Ay s 271 X(0, 2)
— Ay s %X(5,00+Bos *z 'U(s,2) +B1z2 ' U(s,2) =By s ' 271 U(0, 2)

+By s U(s,2) — By s ®U(s,0) +Bacr s %z XU (s, 2).

(2.25)

Comme le systéeme décrit par I'équation (2.23) est régulier (formule (2.22)), alors, I'ex-
pression (2.25) devient

X(s,2) = G '(s,2)|X(5,00+s1X(0,2) — s 1 x(0,0) + cp s 27%X(0,2) — Ay s 71 271 X(0, 2)
—As s %X(5,0) +Bos *z71U(s,2) +B1 271 U(s5,2) —B1 s 1271 U(0, 2)
+By s %U(s,2) —Bo s % U(s,0) + By ek s %z % U(s, 2) |,
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N

olt
-1
Gl(s,z) = (Inxn+ckz_klnxn—s_o‘z_le—z_lAl—s_o‘Ag—Agcks_o‘z_k) ,
oo 0
= 2 2 Tpgs Pz,
p:Oq:O
avec,
Lixn pour p=g=0,
Ty 10-1A0+T, 0-1A1+TH_1 A
Tpg={ D707 PaTE TIPTLATE hour p, geN, avec p+g>0etk<g,

- Tp,q—k Ci + Tp—l,q—kAZ Ck
0 pour p<0ougqg<0.

Ainsi, en remplacant G l(s,2) par son écriture matricielle, nous obtenons

(o ol o)

X(52) =Y Y Tp s %Pz79|X(5,0) + 57 X(0,2) — s x(0,0) + cp s 27 X(0, 2)
p=04g=0
—A1 s Z271X(0,2) — A sTX(5,0) +Bos %z 1 U(s,2) + By 2 LU (s, 2)

—Bys'z7'U0,2) + By s *U(s,2) —Ba s *U(s,0) + Bacp s %z FU(s,2) |,

s 279X (s,0) + s~ OPTD z79X(0, z) — s~ @PTD 274 x(0,0)

(o olNe o]
=22 Tpq

p=04=0
+ops @D =kt x (0 2) — Ay sT@PHD 2=+ X (0 2) — A, s70IFP) 279X (5,0)

+Bo s P =D (5, 2) + By s~ 271D U (s, 2) = By s~ @PHD =0+ (0, 2)

o

+By s P+ 271 (5, 2) = Bp s “PHD 279U (s,0) + By o s 0PV 27k Dy (s, 2) |

A fin de déterminer |'expression de la trajectoire x, il suffit d’appliquer les transforma-
tions de Laplace et en Z inverses. Pour ce faire, nous nous basons sur les propriétés des
transformations de Laplace et en Z (propositions 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4).

En effet,
e Posons
[e. ol )
Li(s,2)=) Y Tpqs *Pz79X(s,0).
p=0 g=0
Ainsi,
Z L, s 1) = Y. Y Tpas *PX(s,00Z 1z (s, i),
p=0 g=0
= Z Z Tp,q S_(XPX(S, O)Gl_q,
p=0 q=0
= Z prl S (pr(S, 0)
p=0
Et
27Nz s A]|(6 ) = Y Ty 27X 0|1, ),
p=0
00 Tp,i t -1
= f (t—1)*P " x(1,0)dT.
p=o Lap) Jo
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e Posons o o
Ir(s, 2) = Z Z g8 P z79X(0, 2).
p=0
Ainsi,
LML 2] 2 = Y Y Tpez 7X0,22L sV, 2),
p=0 g=0
0 T
= Y Y I max(0, ).
p=0 g=0 L (ap+1)
Et
e 2|60 = 393 L 7 271 279X0,2) |1, )
) ) p:O —~ F(O(p+l) ) ) )
oo o0 qu +00
= —_— (Xp 6'— _'X(O, .)r
pZ:OqZ Top+ D) ];oo i-q—j*(0, ]
oo i T
= A (pr(()’l'_ ))
l;) qz [{ap+1) 9
- TPi 9 .«
= ' *P x(0, q)
I;) 4=0 [{ap+1) q
e Posons o o
I3(5,2)= ). Y Tpqs PV 279%(0,0)
p=0 g=0
Ainsi,
Z (s, 2](s5,0) = Y. Y Tpgs P x0,0Z7 27, 1),
p=0 g=0
= Y Tpis @ (0,0
p=0
Et
NE 2] @) = Y Tyix0,0.27 s ),
p:
T .
= Y —PL 1% x0,0).
=0 Iap+1)
e Posons o o
Ia(s,2)= Y. Y Tpgces @V 7k DX(0, 2).
p=0 g=0
Ainsi,

D2 T8
118 1D18

L7 (s 2]t 2) Tpqcez F*PX(0,2) L7 [s~@PV] (1, 2),

— L= gap =R DX (0, 2).
= [(lap+1) “ (0,2)

b
o
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Et

18 ”zT;Msz jidagl: ‘ﬁM8

l\’lw o[\’l

x© T
Y. LI o 71 K 0x0,2)] 1 )
0q20 [lap+1)

o qu k P o

T 8i k—qj X(0, J),
qz Iap+1) j;m R
i—

-1 [ff‘l [Las, z)]](t, i)

?T‘O

Pq Ck P (0. — k—
- Tap+1) x(0, 1 q,

Tpi-k-qCk
pl q (pr(o’q).

0g20 [lap+1)

p

_{Q
1l

e Posons o oo
I5(s,2)= Y. ). TpgAr s @PD 270500, 2).
p=0 =0

Ainsi,

Y Tpqhiz TPX0,2) L7 s~ PV (1, 2),

5

y ~*+X(0, 2).
) F((xp+1) Pz ©,2)

L Is(s, 2)](2, 2)

(=)

p=0 g=0
Et

e 156 ]| ) TR Fa (¥o] [}

1

i

g8 L0V18
:
Q
=
+

T A +00
= Z Z Lll‘ap Z di—1-¢-jx(0, j),

j==o0

o _

oollTpllq

1 [ap
[{ap+1) x(0, q).

e Posons o o
I6(s,2)= Y Y TpgAas P z79X(s, 0).

Ainsi,

(o]
Z1s(s, 2] (s, 1) Y TpaAos MPX(s, 00 Z 7 27 (s, i),
Tp,i A2 s P X(s, 0).

Et

27N Z M a5 D]| (6D = Y Tpiro 2! |5 PX(s, 0|1, ),
=0

&0 Tp,iAZ

= 2

t
—2 2 | (=0 ly(g, 0)d.
Z T b 77 X Odr
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e Posons o o
I7(5,2)= Y. Y TpgBos “HP 70Dy, 2).
p:o q:O

Ainsi,
TpqBoz 1P 27 s W PU(s, 2)](¢, 2),

18
18

27 Iz(s, 2] (1, 2)

p=0 g=0
S & TpgBo —(1+q)f'f a(l+p)-
= —Pa = P11, z)dr.
l;); (0((1+p))z (t—1) u(T, 2)dt
Et
1 1L s, L) = p.q f al+p)-1
|27 s 2|, i ,;);)F(a(l+p)) (t-1)
xZ1 [z‘““”u(T z)](t idr,
SR quOf a(l+p)-1
= (t—T)* P
I;”;) Tad+pndo ="
x( Z Sic1—q—jult, j))dr
j=—00
mllTplquOft (L)
= (t—0*MP 1y, g)dr.
’,ZOL;)F(a(Hp)) ' i aaT
e Posons
Ig(s,2)= Y Y TpgB1s Pz 19U, 2).
p=0 g=0
Ainsi,
L7 g5, 2](t,2) = Y Y TpyBiz P27 [sPU(s, 2)](1, 2),
p=0 g=0
S & TpgBi —(1+q)ft ap-1
= z (t—1)*P " u(t, z)dr.
,;ong Iap) 0
Et
2_1[2_1[13(5,2)]]0, i) = ZZ Zf(gp)lf (t—)P Lz~ [_(1+q)u(1,z)](t, i)dr,

°°T B,
pq f( T)O‘p1 Z 8i_1-g-jult, J))dT,

Il
M8 ‘ﬁ

p=0 q= j=—0c0
oo i—1 T B t
= > ) “pil7g71 lf (t-1)* Lu(r, g)dr.
g0 Llap)  Jo
e Posons o o
Iy (s, 2) = Z Z gB1s™UHeP) 71D (0, 2)
p: :
Ainsi,

(&)
Y TpaBi1z M PU©, 2 L7 s~ (1, 2),

27 Is(s, 2)](1, 2)

4=0 I{ap+1)

1P z=0+D (0, 2).
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Et
z_l[g_l[l (S Z)]](l’ l) = i i ﬂ sz—l[z—(Hq)U(O Z)](t l)
9L, ) p: : F((Xp-i—l) ) ) y
[e. XN ) quBl o +00
= '—t p 6,_ . , . )
;);) IMap+1) (j;oo i-1-q-j U(0 ]))
o i-1T . . B
= Z M l«O‘P M(O, q)
p=0 g=0 Ilap+1)
e Posons . o
IIO(S’ Z) = Z Z Tp,q B2 S_(X(Hmz_qU(s, Z).
p=0 g=0
Ainsi,
L ho(s, 2], 2) = Y. Y TpgBaz 927 s M PU(s, 2)](1, 2),
p=0 g=0
(e ol ) T B t
- _PA2 g | (p— )01y 2y dr
=0 g=0 L (a(1+p))
Et
Z—l[g—l[lm(s Z)]](t n = OXO\’ i Tp,qB2 f (f = 1)Xd+p)-1
’ ’ = i Tal+ p)
x Z1 [z‘qu(r z)](t idr,
0 T 9
Z )3 F(ar()lq+ p))f (1= P 1(2 0i—g-julT, J)]dT,
p=0 g=0 =00
o0 B t
= L Z F(Z(llipz))f (t=0 P u, g)d.
p=0 g=0
e Posons .
Lii(s, 2) = Z Z Tp,qBZ s-al+p) z79U(s, 0).
=0 g=0
Ainsi,
Z—l [Ill(s, Z)](S, l) = Z Z Tp,qu S—O((l+p)U(S, 0) z—l [Z—q] (S, l),
p=0 g=0
= Y TpiBas * P U5, 0).
p=0
Et

s~ TPy (s, 0) | (1, 1),

Mz s al]wn = Y T,iBe!
p=0

[e] T, :B t
2 p(afil+;))f() (1= 0" utr, Oy
p=0
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e Posons

oo OO
1205, 2)= Y. Y TpgBacrs 8P 2= E+D (s, 2).
p=04=0
Ainsi,

Tp,qB2crz”FH 9 27 s~y (s, 2)] (¢, 2),

ek
Mg i gk

L7 (s, 2)](1, 2)

_ io: M 7~ (k+a) ft (t— 1)1y (1, 2)dT.
=0 g=0 L (a(1+p)) 0
Et
~ ~ X X T, Bck
TSN b o= p.a f a(l+p)-1
Z [59 [Li2(s z)]](t i) ,;);)F(a(l+P)) (t—1)

xZ1 [z_(k”’)u('r z)](t id-,

R =IR anBZCkf a(l+p)-1
- sz(a(np)) (=0

p=0 g=0
+

x( Y Bik—g—jult, j))dr
j=—o0

X kT, i k—gBack

= L2

=0 4=0 Io(1+ p))

t
f (t =) Py (1, g)d.
0

En dernier, expression de la solution x du systeme dynamique fractionnaire décrit

par I'’équation (2.23) est obtenue. m

Corollaire 2.1 Poura=p =1, la trajectoire du systeme dynamique décrit par les équations

0
—x(t,i+1) = on(t,i)+A1

0 . . . 0 .
B ax(t,z)+A2x(t,z+1)+B0u(t,z)+B1Eu(t,z)+B2u(t,
y(t,i) = Cx(t,i)+Dul(ti),
est
x(t,i) = ,[ f(t P x(t, 0)dT - — L 2(0.0)
po il Tp) F(p+ 1)
_ p _ p
f(t )P x(t,0)dT F(l f(t ) u(t, O)d‘r]

1+)

0
+2
p=0q

- p
_q[F(p+1)x(0, 9 + F(l f(t 0P ulx, q)d‘l']

+OO_ i t x(0, q) + ff g d
pZOZ P lq[ F( D x(0, q) F(l (-1 ulr, g)dt

B,
p-1 — p
F(p)f (=07 utr, = A u(, ),

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler et'T, 4 est la matrice de transition définie par

Lixn pour p=qg=0,
Tpg=4 Tp-1,4-180+Tpg-1A1+Tp-14A2 pour p+g>0,oup,qgeN,
0 pour p<Ooug<O0.

i+1),
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5. CONCLUSION

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les définitions des transformées de Laplace et
en Z, ainsi que leurs propriétés. Celles-ci ont été utilisées pour déterminer |'expression
de la trajectoire du systeme dynamique bidimensionnel fractionnaire hybride décrit par
la forme générale. L'étude de la positivité fera I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Positivité d’'un systéme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traiterons de la positivité d'un systéme dynamique fraction-
naire hybride bidimensionnel décrit par la forme générale. Nous commencerons par in-
troduire quelques notions sur les matrices, puis nous établirons des conditions néces-
saires et suffisantes assurant la positivité du systeme dynamique en question. Il est a no-
ter que la solvabilité et la positivité du systeme dynamique considéré n'ont pas été traitées
auparavant.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions des matrices particu-
lieres. Il s’agit des matrices non-négatives, strictement positives et la matrice de Metzler.
Un lemme auxiliaire sur les conditions de positivité sera, ensuite, présenté.

2.1 Matrices particulieres

Soit A = (a;;) une matrice a entrées réellesaveci=1,net j=1, m.

2.1.1 Matrice non-négative

Définition 3.1 [2] A est une matrice non-négative si

Vi:l,n,Vj:l,m:aijZO,
i.e., toutes ses entrées sont non-négatives. Elle est notée par A = 0 ou encore par A € R,

Exemple 3.1 La matrice

>
1
® = o
o N
N o w

est une matrice non-négative.
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2.1.2 Matrice strictement positive

Définition 3.2 [2] A est une matrice strictement positive si

Hizl,n,EIj:I,m:aij>0,

i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée strictement positive. Elle
est notée par A > 0.

Exemple 3.2 La matrice

2 1
S

est une matrice positive.

2.1.3 Matrice de Metzler

Définition 3.3 [2] A est une matrice de Metzler si
Vi=l,nVj=1,m,i#j:a;j=0,

i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non négatives. L'ensemble des matrices de Metz-
ler de dimension n x n est notée ;.

Exemple 3.3 La matrice

-2 5 7
9 0 1 3
A=lg 2 _4 3|’
9 0 6 1
est une matrice de Metzler.
2.2 Lemme auxiliaire
Lemme 3.1 [7] Si0<p < 1. Alors,
ck=crP)>0 pour k=1,2,---, 3.1)
]
_ k-1(P
ck(P)=(-1) il (3.2)

avec

(3.3)

Bl BP-1---B-k+1)
k| k!

Preuve. Pour démontrer I'inégalité (3.1), nous utiliserons une démonstration par récur-
rence.
En effet, I'inégalité (3.1) est vérifiée pour k = 1, vu qu’a partir des formules (3.2) et (3.3),
nous obtenons
p
c = ,
-

f>0.
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Supposons que ’hypothése (3.1) est vraie jusqu’al’ordre k, et démontrons qu’elle reste
vraie pour l'ordre k + 1.
De (3.2) et (3.3), il découle,

Crs1(P) (—1)’C(k§1),

(_l)kﬁ(ﬁ—l)---(ﬁ—k+1)(k—[5)
k'(k+1)

_ (_Dk_l(ﬁ) k=p

)

klk+1’

k—p
k+1

= Ck >0,

puisque ¢, >0pour k=1et0<f < 1. Etdonc
cr=cr(P) >0,

pourtout0<pP<1letpourtoutk=1,2,---. m

3 Positivité d’'un systeme dynamique fractionnaire bidimen-
sionnel hybride

Soit le systéeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les équa-
tions suivantes

D*AP x(r,i+1)

Ao x(t,i) +A; D x(t,i) + A, AP x(2,i + 1)
+Bou(t, i) + B D% u(t, i) +Bo AP u(r, i + 1), (3.4)

y(t,1) Cx(t,))+Du(t, ), (3.5)

ou D%, avec 0 < a < 1, est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x
par rapport 2 la variable t € R,. AP, avec 0 < p < 1, est la différence fractionnaire de la
fonction x par rapport i € N. x € R”, u € R et y € R” sont, respectivement, les vecteurs
d’état, d’entrée et de sortie . A; € R, B; e R"*™, Ce RP*" et D € R”*™ avec j =0, 2.

Les conditions initiales associées au systeme (3.4) sont

X(t(),i) = X(O, l); iEN)
x(t) lO) = x(t)o)) t€R+7
D%x(t,ip) = Xx(t,0), teR,.

Définition 3.4 [5, 7] Le systeme dynamique fractionnaire hybride décrit par la forme gé-
nérale (équations (3.4) et (3.5)) est dit positif si la trajectoire x et la sortie y sont positives,
ie,xeRetye IRf, pour toutes les conditions initiales positives x(0,1) € Ry, x(£,0) € Ry,
X(t,0) € Ry, et l'entrée u(t, i) e Ry et D*u(t, i) e Ry pourtoutt e R, etieN.

Lemme 3.2 (6] La matrice de transition T, 4 associée au systeme dynamique positif décrit
par les équations (3.4) et (3.5) est une matrice positive i.e., Tp, ; € R?*" pour p,q € N.
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3. POSITIVITE D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
HYBRIDE

Lemme 3.3 [9] SoientAc R " et0 < a < 1. Alors,

Eo (1) i AT e 0 (3.6)
olf) = € , pour (=0, .
=0 I'(pa+1) *
t
€ (o) Apt(p+1)0(—1
E@®=) eR?™, pour =0, (3.7)

= ((p+1)a)

si et seulement si, A est une matrice de Metzler.

Théoreme 3.1 Le systeme dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par les
équations (3.4) et (3.5) est positif, si et seulement si,

A2 € %n,

Ag, A € R_'n_xn’ Ag+A1Ar e szn,
B;eR}*™, j=0,2, CERY" er De RV,
ot M, est l'ensemble des matrices de Metzler de taille n x n.
Preuve.
La positivité du systeme dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5) sera démon-
trée en deux étapes. La premiere consiste a déterminer les conditions nécessaires, tandis
que la deuxieme porte sur les conditions suffisantes.

Condition nécessaire :
e De(3.4) pouri=0etB;=0, j=0,2, nous aurons

DYAPx(z, 1) = Ag x(£,0) + A; D* x(¢,0) + Ay AP x(1, 1), (3.8)

avec t € R,.. Comme
i+1 f’
APxt, i+ =Y | |xt, i+1-k),
iwo\k
alors, 'équation (3.8) devient
1

D)

k=0

1
i)x(t, 1-k) = Ag x(£,0) + A; D x(£,0) + Az Y
k=0

i)x(t, 1-k),

ou encore
D%x(t, 1) —D*Bx(t, 0) = Ag x(£,0) + A; D*x(¢£,0) + Az [x(2, 1) = Px(£,0)]. (3.9

Supposons que les conditions initiales sont

X(O,l) = Xi iEN)
x(t,00) = 0, reR,,
D%x(t,0) = x(1,00=0, reR,.

Ainsi, I’équation (3.9) devient

D%x(t,1)=A, x(t, 1), (3.10)
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ce qui donne

< Abrp
x(t, 1) = ——— x(0, 1).
pZ:;‘) Ilap+1)
0o Ap P
Du lemme 3.3, x(t, 1) € RY pour ¢ € R, si et seulement si, Z F(—) =Ey(?) €

R7}*", autrement dit, A, est une matrice de Metzler.
e De(3.4) pouri=1etB;=0, j=0,2, nous aurons

2 2
D)’ b x(t,2—k)=Aox(t,1) +A; D*x(£,1) + A, ) b x(t, 2 - k),
k=0 k k=0 k
ou encore
Dx(t, 2) -D*Bx(z, 1) + D* 2 x(t,0) = Agx(z,1) + A; D*x(¢,1)
(3.11)
+Apx(t,2) — AoPx(t, 1) + Ay 2 x(t, 0),
La substitution de (3.10) dans (3.11) donne
D%(t,2) = Agx(t,1)+A1A2x(t,1) +Arx(t,2),
[e’s) P r(t_,r)(x(p+1)—1
x(t,2) = A A ——x(1, dt
°,,Z=0 2Jo  Na(p+1))
[ee) t f— a(p+1)-1 ap
iy At U0 x(t, Dd + ZA x(0,2).

four o Ia(p+1) *Nap+1)
La trajectoire x(f, 2) est positive, si et seulement si, A, est une matrice de Metzler
(lemme 3.3), Ag, Ay € szn etAg+A1AxE R_'n_xn.
En répétant le méme procédé pour tout i € N, on conclut que les conditions né-
cessaires pour que le systeme dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5) soit
positif sont
A2 € '/%n ,

A(),A1€|szn et Ay +A1A2€|R_|n_xn.

Condition suffisante :
De (3.4) pour i =0 et B; #0, j = 0,2, nous aurons

DX AP x(t,1) =Ag x(£,0) + Ay D% x(£,0) + Ay AP x(t,1)

(3.12)
+Bo u(t,0) + By D% u(z,0) + By AP u(z, 1).

Comme

i+1 ﬁ

APx(t,i+1)= Z (k)x(t, i+1-k), teR,,ieN,

k=0

alors, I’équation (3.12) devient
L (B
DO‘Z Lre 1=k = Ao x(1,0) + A1 Dx(2,0)+ Az ) X1k
k=0

1
+Bo u(r,0)+B1 D% u(t,0)+B, > (2) u(t,1-k),
k=0
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oll encore,
A x(t, 1)+ Ag x(t,0) + Ay D* x(¢,0) + D*P x(t,0)

—A,Bx(t, 0) +Bo u(t, 0) + By D u(t, 0) + By u(t, 1)
—B, B u(t,0).

D%x(t, 1)

Ainsi, la trajectoire devient

) = YA o 1)+§A’”ftw[ﬁx(1 0) +A; x(1, 0)
U Pllap+)T T 5 %)y Tap) ' P

t (t _ T)(X(p+1)—1

+u(t,0)]dt+ ) A} [Ao x(T, 0) — A2 P x(T, 0) + Bou(t, 0)

o “Jo Ila(p+1)
p_ 7

> Taprn | PHO 0 -A1x0,0

+Bou(t,1) - BB u(t,0)]dt+ )_ A
p=0

-B; u(0,0)],

cette dernieére est positive siles conditions initiales sont positives, Ay € 4}, Ag, A; €
R et u(t, i)RY pour € R,.
En reproduisant les mémes étapes pour tout i € N, on conclut que les conditions
nécessaires pour que le systeme dynamique décrit par les équations (3.4) et (3.5)
soit positif sont

B;eR}*™, j=0,2, CeRY*" et De R,

ce qui acheve la preuve du théoréme 3.1.

4 Conclusion

Les conditions nécessaires et suffisantes assurant la positivité du systéeme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale ont été établies dans
ce chapitre.
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Conclusion

Ce travail porte sur I’étude de la solvabilité et de la positivité d'un systeme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale.

Tout d’abord, nous avons rappelé quelques notions et outils sur les fonctions spé-
ciales, les dérivées et les différences fractionnaires pour des fonctions unidimensionnelles
et bidimensionnelles. Différents types de systemes dynamiques bidimensionnels ont été,
aussi, présentés.

Ensuite, la solvabilité d'un systéme dynamique fractionnaire hybride décrit par la forme
générale a été traitée en utilisant les transformations de Laplace et en -Z. Des résultats sur
la régularité du systeme dynamique en question et sur les matrices de transition ont été
établis.

En dernier, les conditions nécessaires et suffisantes qui assurent la positivité du sys-
teme dynamique fractionnaire hybride généralisé ont été développées.

Dans un futur proche, nous espérons d’étudier la solvabilité du systéme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale par l'utilisation des
transformées de Laplace continue [8] et discrete [3]. L'étude de la positivité interne et
externe sera aussi envisagée.
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Solvabilité et positivité d'un systeme dynamique fractionnaire
bidimensionnel hybride

Résumé : Ce travail porte sur I'étude de la solvabilité et de la positivité d'un systeme
dynamique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale.

La solvabilité du systeme dynamique en question est obtenue en utilisant les trans-
formations de Laplace et en Z ou des résultats sur la régularité du systeme dynamique et
sur les matrices de transition ont été établis.

Des conditions nécessaires et suffisantes qui assurent la positivité du systeme dyna-
mique fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale ont été déve-
loppées.

Dans un futur proche, nous souhaitons étudier la solvabilité du systétme dynamique
fractionnaire bidimensionnel hybride décrit par la forme générale par le biais des trans-
formées de Laplace continue et discrete, et de traiter sa positivité intérieure et extérieure.

Mots-Clés. Dérivée fractionnaire, différence fractionnaire, systtme dynamique fraction-
naire hybride, solvabilité, positivité, transformée de Laplace, transformée en Z.

Solvability and positivity of a hybrid two-dimensional fractional
dynamical system

Abstract: This work deals with the study of the solvability and the positivity of a two-
dimensional hybrid fractional dynamical system described by the general form.

The solvability of the considered dynamical system is obtained by using the Laplace
and the Z transforms. Some results on the regularity of the dynamical system and on the
transition matrices have been established.

Necessary and sufficient conditions that ensure the positivity of the generalized hy-
brid fractional dynamical system have been developed.

Necessary and sufficient conditions that ensure the positivity of the two-dimensional
hybrid fractional dynamical system described by the general form have been developed.

In the near future, we plan to study the solvability of the two-dimensional hybrid frac-
tional dynamical system described by the general form by the use of the continuous and
the discrete Laplace transforms, and to deal with the interior and exterior positivity.

Key Words. Fractional derivative, fractional difference, hybrid fractional dynamical sys-
tem, solvability, positivity, Laplace transform, Z transform.
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