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Introduction

L’objectif de ce travail est ’étude d’une famille de problémes aux limites régis par des équa-
tions différentielles opérationnelles d’ordre 2 avec conditions de Robin généralisées gouvernées
par une classe d’opérateurs variables vérifiant I’hypothése de Labbas-Terreni dans le cadre
des espaces de Holder et des espaces LP.

Ces équations sont de type :

u'(z) + Alx)u(z) — wu (z) = f(z), z €10,1], (0.0.1)

avec les conditions opérationnelles de Robin suivantes :

uw'(0) — Hu(0) = dy

w(1) = u, (0.0.2)

olt (A(z)),c(o) est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D (A (z)) non né-
cessairement denses dans un espace de Banach complexe F. H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), do, uy sont des éléments donnés dans l'espace F et f € C([0,1]; F) (ou
dans L? (0,1; £)).

Ici w est un parameétre spectral strictement positif. Dans tout ce travail, on notera

Au(x) = A(z) — wl,

et on fera les hypothéses suivantes dans le cadre Holdérien :

On considére le probléme — dans le cadre elliptique. Cela signifie, au sens de
Krein, que la famille d’opérateurs linéaires fermés (A, ())zejo,1) & domaines D (A, (x)) vérifie
la condition d’ellipticité uniforme suivante :

1. 3we >0,3C >0:Vz e [0,1], V2 >0, (A, (z) — 2I) " € L(E) et

C

H<Aw0 (I) - Z])_1HL(E) <

cette hypotheése permet de définir les puissances fractionnaires des opérateurs (— A, (x)).
En particulier, pour chaque x € [0,1] et w > 0, les racines carrées —(—A4,,(z))'/? sont
bien définies et générent des semi-groupes analytiques

(6—\/(—Aw<z>>y)

)
y>0

non nécessairement fortement continus en zéro (voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas
des domaines denses et Martinez-Sanz [26] dans le cas des domaines non denses).
Posons

Qu () = —(=Au(2))">.

Il existe donc un secteur de la forme

o120 = {z eC: |arg(2)| <6, + g} U{zeC:|z| <r},
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avec 01 > 0 petit et r; > 0 tels que pour chaque z € [0, 1], on ait

P (Qw (37)) 2 H91+%,7‘1'
Notre hyopthése fondamentale sur les opérateurs variables (@, (;U))IE[OJ] repose essen-
tiellement sur celle de Labbas-Terreni [22] et celle de Labbas [1§]. Elle est de la forme :
2. AC, o, u > 0:Va,7 € 1[0,1],Vz > wq
_ _ _ Cle—r1"
Qu (2) (Qu (2) = 21) 7 (Qu (@) = Qu (1) ST
| < o< EE

a+pu—2>0.

De plus les conditions de Robin (0.0.2)) sont généralisées car le coeflicient H est un
opérateur linéaire fermé (voir cas autonome [7] et [6]) on fera donc les hypothéses
suivantes sur @, (.) et H

3. 3C > 0:Vz € 0,1], Yw > wy

Q. () — H est fermable, 0 € (Qw () — H> et

oo, (0.0.5)

L(E)

@)’

4. Yz € [0,1], Vw = wy
(@@ —8) (@) B) ) € D(Qu )1 D (H)

Q) (@ —H)  ((D(@Qu@). By ya) € ((D(@Qu@) )y yn)
(0.0.6)
5. Vo € [0,1], Vw > wy
Qo (0) ™ (Qulo) - H)l - (@ - H)l Qu(@)™", z€0,1]. (0.0.7)

6. 3C >0:Vz, 7€ [0,1], Vo > wp et VC € E
l|(@w-n)"-(@m-1) ¢

L’objectif principal de ce travail est ’étude de ’existence, I'unicité et la régularité maximale
de la solution stricte u du probléme (0.0.1)) et (0.0.2). Pour le cas holdeérien, une solution
stricte est définie par une fonction u telle que

Vz €10,1] u(z)e D(A(x)), uweC*(0,1];F)

<Cle =7 ¢l g - (0.0.8)
L(E)

rr— A(z)u(z) € C([0,1];E) et u(0)e D(H),

et u satisfait le probleme ((0.0.1)) et (0.0.2)).
Pour le cas L”, en plus des hypothéses (0.0.3)) et (0.0.4), on suppose :
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E est un espace UM D. (0.0.9)
2. Vs € R, Vz € [0,1], Yw > wo, (—Ay, () € L(E) et 3C > 1, 30, € 10, 7] :

< Cebolsl, (0.0.10)
L(E)

(= As ()"

3.3C >0:Vzel0,1], Yw > wy

Q.(x) — H est fermeé, 0 € (Q,(r) — H) et

||(Qw(l‘) o H)_lHL(E) <C(1+4 Vw). (0.0.11)

4. Ik >0:Vr,7€[0,1,Vw > woet V( € E
1[(Qu (@) = H)™" = (Qu (1) = H) ] || < b lw = 7| ¢l -
Ici, une solution stricte est définie par une fonction u telle que
pp.xz €[0,1], u(x) € D(A(x)) et
r+— A(x)u(z) € LP(0,1; F)
ue W2 (0,1; E)
u(0) € D(H),

et u satisfait le probleme (0.0.1)) et (0.0.2)).

0.1 Apercu historique

L’équation différentielle (0.0.1)) et (0.0.2)) a été traitée par de nombreux auteurs parmi les-
quelles, on cite :

1. Cas A constant et w = 0.
Le célebre travail de S. G. Krein fait en 1967 (voir [16] p. 249), ou lauteur a traité
cette équation différentielle, en se basant sur la méthode de réduction de 'ordre et
les propriétés des semi-groupes et de la racine carrée (—A)% (avec D (A) dense dans
E). Cette équation a été étudiée aussi, dans le cadre des sommes d’opérateurs par G.
Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [9]). Ici, les auteurs ont utilisé principalement
le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation et ils ont imposé la

restriction f (0) = f (1) = 0. On signale aussi d’autres travaux liés & cette équation,
Sobolevskii [31], Kuyazyuk [15], etc...

Le cas A constant avec des conditions aux limites de Robin généralisées (i.e. & coeffi-
cients opérateurs) a été traité par M. Cheggag voir [7], [0] et []].
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2. Cas A variable (A dépend de x).

En 1975, ’équation différentielle avec des conditions aux limites homogenes a
été largement traitée par G. Da Prato et P. Grisvard (voir [9]), dans un cadre plus
général des sommes d’opérateurs. Ils ont supposé que, pour chaque z € [0, 1], (—A (z))
vérifie I'hypothese d’ellipticité dite de Krein (voir [16], (2.2), p. 249) et des hypotheses
de différentiabilité sur les résolvantes de la forme

( Ja €]0,4], I €]0,1[ et IN > 0 tels que
9 A@—wn| <
al' L(E) wa+§
2
T aw-wr| <X
(D.G) O e W
0 _ 0 _ N |x — s|"
2@ -wn - 2@ et <ML
L(E) 2
0? 0P 1 N |z —s|"
I A@) —wD) ™ = L (As) - wI P ikl o
om @ -en - grae—en| <G

En 1985, R. Labbas et B. Terreni (voir [20]) ont étudié I'équation différentielle (0.0.1)
avec les conditions aux limites du type Sturm-Liouville

aou (0) — bou/(0) = 0,
aju (1) — /(1) = 0,

ou a;, b; = 0 et a; +b > 0;i=0,1. Ceci, en imposant aussi la restriction f (0) =
f (1) =0 et en utilisant I’hypothése

Ja, p, K > 0 tels que

K|z — s|*

DN 4@ @@ =™ [(A@) " = Ay < 17

ouna-+2p—2>0.

En 1987, I’équation différentielle avec des conditions aux limites non homogeénes a
été traitée par R. Labbas (voir [18]) ceci en utilisant successivement I’hypothése du type
(L.T) et les hypotheses du type (D.G) . Ici, il n’a pas imposé que f (0) = f (1) = 0. En
utilisant les techniques de calculs de Sinestrari [30], il a obtenu des conditions nécessaires
de compatibilité entre les donnés et le second membre f, sous la forme

f(0) = A(0)p € D(A(0)), on ¢ =u(0),

fF) =AMy e DAM)),on ¢=u(l),
pour obtenir une solution stricte du probléme (0.0.1))-(0.0.2)).

Dans toutes ces études, faites dans un cadre holdérien, les auteurs se sont basés sur le
calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation.
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0.2 Reésultats essentiels obtenus

Cette thése comporte trois parties.

La premiére partie est consacrée a des rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans cette thése. Nous donnons certains résultats classiques sur les semi-groupes, les espaces
d’interpolation et les espaces de Holder, les intégrales de Dunford, les puissances fractionnaires
ainsi que les principaux théorémes de la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cas
des espaces de Banach quelconques (voir Da Prato-Grisvard [9]) et dans le cas des espaces
de Banach UM D (voir Dore-Venni [10]. Priiss-Monniaux [27]).

La deuxiéme partie concerne le cadre holdérien et est composée de 4 chapitres.

Le premier chapitre est consacré a la construction de la solution stricte du probleme aux
limites. On suppose l'existence de cette solution et a I’aide d’un raisomment heuristique on
obtient une équation intégrale équivalente & notre probléme.

Dans le chapitre 2 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte. La
méthode utilisée s’inspire des travaux de Labbas [18], Bouziani [4].

Au chapitre 3, on justifie la représentation trouvée dans le premier chapitre par ’étude du
probléme approché associé.

Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux
dérivées partielles.

Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant : (voir Haoua-Medeghri [14])

Théoréme 0.2.1 Soit f € CP([0,1]; E) ou B8 €0, + ju — 2]
et soit (Qu,(0) — H) *dy € Dg,0)ND(H), u1 € Daqy. On suppose de plus que les hypothéses

(0.0.3)~(0.0.8) sont vérifieés et que :
[ Qu(0)(Qu(0) — H) ' [do — Qu(0)' f(0)] € D (Q. (0))
QuIO0) (@0~ H)' o~ Qu(0) O] + F0) € Dy (5400

Ay (D uy — f(1) € Dagy (§,+OO) :

\

alors il existe w* > 0 tel que Yw > w* équation admet une unique solution
w(-) = Qu () u(.) vérifiant :

1. Qu(-)*u() € C([0,1]; E)

2. Qu()u(-) € C?([0,1]; E)

3w € C([0,1]; E)

4. v eC(0,1;E)NB (DA(.) <§+oo)> .

La 3°™¢ partie concerne le cadre LY et est composée de 4 chapitres

Le premier chapitre est consacré a la construction de la solution stricte du probléme aux
limites.

Dans le chapitre 2 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte.
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Au chapitre 3, on justifie la représentation trouvée dans le premier chapitre par ’étude du
probléme approché associé.

Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux
dérivées partielles.

Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théoréme 0.2.2 Soit f € LP (0,1; FE) oup € |1,+00| et soit
do,u; € E. On suppose de plus les hypothéses (0.15.2)~(0.15.7) vérifieés et que

(Qu(0)—H)'do € D(A(0),E)1 , wy €D(A(1),E)1 |,

2p1p 2_p’p
alors il existe w* > 0 tel que Yw > w* "équation admet une unique solution
w(-) = Qu () u () vérifiant :
1. Qu(-)u() € LP(0,1;E).
2. u" e W (0,1;F).



Premiére partie

Rappels
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0.3 les opérateurs linéaires

Soit (£, ||-]| z) un espace de Banach complexe.

Un opérateur linéaireA sur I’espace E est une application linéaire définie sur un sous espace
vectoriel D (A) C E dit domaine de A et a valeurs dans E. On désigne par L (F) l'espace
des opérateurs linéaires continus définie sur E. Cet espace muni de la norme

Al sy = sup {l|Az] @ € B, Jallx =13,

est un espace de Banach.

Définition 0.3.1 L’opérateur A est dit fermé si son graphe
G(A)={(z,Azx) :x2 € D(A)},

est fermé dans £ X E.
La norme du graphe sur D (A) est donnée pour tout x € D (A) par :

12l pay = N1l g + [[ Azl 5
Si A est fermé, alors (D (A), H-HD(A)) est un espace de Banach.

Proposition 0.3.1 L’opérateur A est fermé si, pour toute suite (xy), oy de D (A) telle que
T, — x et Ax, — v,

on a :

x € D(A) et Az =y.
Définition 0.3.2 L’opérateur A est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Proposition 0.3.2 L’opérateur A est dit fermable si et seulement si, pour toute suite (), .y
de D (A) telle que

x, — 0 et Ax, — ),

on a :
y = 0.

Opérateur sectoriel

Définition 0.3.3 Soit E' un espace de Banach compleze et 0 < ¢ < .
On pose Sy ={z € C: |arg (2)| < ¢} et >, = C/Sy. Un opérateur linéaire B sur E est dit
sectoriel d’angle ¢ si et seulement si

p(B) C Sy,

et pour tout ¢ < ¢ <, il existe My, > 0 tel que

YA€ p(B),|(B- )\[)_1||L(E) < N

Pour plus de détails, voir H. Brezis [5] et H. Tanabe [33].
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0.4 Semi-groupes

0.4.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 0.4.1 Soit £ un espace de Banach complexe et (G (t)),, une famille d’opérateurs
linéaires sur E. Alors (G (t)),s, constitue un semi-groupe sur E si

1.¥t>0,G(t) e L(E), G(0) = Ig.
2.Vt,s 20, G(t+s)=G(t)G(s) =G (s)G ().
Si la deuziéme condition est vérifiée pour t et s de signes quelconques, on dira qu’on a un

groupe.

Définition 0.4.2 On dit qu’un semi-groupe (G (), est fortement continu si et seulement
si pour tout x € E, l'application t — G (t) x de Ry dans E est continue c’est o dire

Vo e B, tlimo |G (t)x — z||; =0,
on dit aussi que (G (t)),>, est un Co semi-groupe.
Exemple 0.4.1 Si A€ L(E) et G(t) = e, t >0, alors G (t),5, est un Cy semi-groupe.

Proposition 0.4.1 Si (G (t)),., est un Cy semi-groupe, alors il existe deux constantes
M >1etw >0 telles que
i >0, 116 (1)lm < Me™
Le Cy semi-groupe (G (1)), est dit aussi du type (M, ).
Le Cy semi-groupe (G (t)),s, est dit uniformément borné si M > 1 et @ = 0, en particulier
il est de contractions si M =1 et w = 0.

0.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

Définition 0.4.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G (t)),s, [ 'opé-
rateur linéaire non borné A : D (A) C E — E défini par

D(A) = {gp € £: lim w existe dans E}

t—0
Vo e D(A), Ap= lim Gly—¢

t—0t t

Exemple 0.4.2 Soit E = BUC ([0, +o0[;R), l’espace des fonctions uniformément continues
et bornées de [0, +oc[ dans R muni de la norme ||-||, et (G (t)),5, la famille d’opérateurs
définie pour tout f € E, s,t € R™ par

(G () [1(s) = [ (t+s).

Alors (G (t)),5, est un Cy semi-groupe de contractions et son générateur infinitésimal A est
donné par :
D(N)={f € E: [ existe, f € E}

VieD(A), Af=f"



0.4 Semi-groupes 13

Proposition 0.4.2 Si A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G (t)) alors

207
1. A est linéaire fermé.

2. D (A) est dense dans E.

3. L’ensemble résolvant p (A) contient le demi plan P, = {\ € C: Re A > w} et

M

ou M et w désignent les constantes de la proposition
Le théoréme de Hille-Yosida donne la réciproque de ce résultat.

Théoréme 0.4.1 (Hille-Yosida) Soit D (A) C E — E un opérateur linéaire tel que :

1. A est fermé et D (M) est dense dans E,
2. il existe M > 1 et w > 0 tels que :

p(A) D {NeC:[Re(N)] > w},

et pour ReA\ >w, n=1,2...

n M
[A =AD" < Rer— )"
Alors A est le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe (G (t)), -
Proposition 0.4.3 Soit (G (t)),., un Cy semi-groupe tel que :
Yt 20, |G)|lym <M (M21, w>0).

Alors A, le générateur infinitésimal de (G (t)),,, vérifie
1. p(A) D{ € C:|Re(\)| > w} et

M

VAE P ¥ne N (A= M)y < G

2. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace
YAeP,, (M—-A'z= / e MG (t) zdt.
0

3. Le semi-groupe (G (t)),-, peut se retrouver a partir de son générateur A par la formule

G(t)r= lim e™ux, t>0, z€E,

A—00

ot Ay € L(E) est l'approzimation de Yosida de A définie par :

Ay==AM(A-X)"", A>w.
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On rassemble les principales propriétés des Cj semi-groupes dans la

Proposition 0.4.4 Soit (G (t)),5, un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors
1.
2.

pour tout x € E, La fonction t — G (t) x est continue sur R..

Sixz e D(A) ett >0 alors G(t)x € D(A), de plus, le graphe t — G (t) z est de
classe C' sur R, et vérifie

vt >0, %G(t)w:AG(t):U:G(t)Ax.

Pour toutx € E ett >0
t t
/G(s)xdseD(A) etA/ G(s)xds =G (t)xr — x,
0 0
et si de plus x € D (A)

A/OtG(s)xds:/OtG(s)AdeZG(t)x—x.

Si A est aussi générateur infinitésimal d’un autre Cy semi-groupe (H (t)),.,, alors

Vi 0, G)=H(t).

Semi-groupes différentiables

Définition 0.4.4 On dit qu'un Cy semi-groupe (G (t)),, est différentiable si pour tout x de
E, la fonction t — G (t) x est différentiable de |0,+o00[ dans E.

Proposition 0.4.5 Soit (G (t)),., un Cy semi-groupe différentiable de générateur infinitési-
mal A. Alors , pourn e Netx € E, on a :

1.Vt €10, +00[, G (t)z € D (A").

2.

t — G (t)x est n fois différentiable sur]0,+oo[ et

Vt €10, +o0[, G"(t)x=A"G(t)x.

3. YVt €]0,+o00[, G"(t) € L(E).

4.

t —— G" (t) est différentiable (donc continue) de ]0,4o00| dans L (E) .
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0.4.3 Semi-groupe analytique

Dans toute la suite arg désigne la détermination principale de la fonction argument caracté-
risée par :
arg (z) =psiz=re¥, r>0, ¢ €|-mn|.

7
Définition 0.4.5 Soit 0 < a < 5 On appelle semi-groupe analytique de type o, une appli-

cation G définie sur l’ensemble
Y ={zeC" :|argz| < a},

a valeurs dans L (F) telle que :

1. z+— G (z) est analytique sur ).
2.G(0)=Ig etV e E, lim G(z)x=ux.

zez, z—0

3. Vzl,zg € Z, G(Zl + 22) = G(Zl)G<22) .

Semi-groupe analytique généralisé
On dira que (ezQ)pO est un semi-groupe analytique généralisé si () est un opérateur linéaire
dans F, a domaine non dense et vérifiant :

p(Q) > Sus = {AeC\{w} / larg(A—w)| < T +3} et

A—w)(M—Q)!
S [y AL = @)l ) < +ox,

oﬁwERetée}O,g[.
Dans ce cas (eIQ)pO n’est pas supposé étre un semi-groupe fortement continu (voir E. Si-
nestrari [30], A. Lunardi [24]).

Remarque 0.4.1 En fizant r > 0, o € 0, 7] alors (eIQ)pO est défini par :

1
0 %fve*m()\I—Q)_ld)\ si x>0
et =

I si x=0,

ot 7y est le bord de S, s\ B (0,7) orienté négativement.
Générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (ou holomorphe)

Théoréme 0.4.2 (Kato) Soit A : D (A) C E — E un opérateur linéaire tel que

1. A est fermeé.
2. D (A) est dense dans E.
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3. p(A) D{AeC*:ReX >0} et

K
<

3K > 0,YA:ReA >0, [[(A=AD)7[, ) < T

Alors A est générateur d’un semi-groupe analytique G vérifiant
4. 3M >0, Vt > 0, HG(t)HL(E) < M.
5. Vt>0,G(t)e L(E,D(A)) et
M
IAG ()]l sy <
Pour plus de détails, voir A. Lunardi ([24]).

0.5 Calcul et intégrale de Dunford

0.5.1 Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C. On note H (U), l'espace des fonctions holomorphes de U dans C.
Pour f € H (U), K un compact a bord de U et zy a l'intérieur de K, la formule de Cauchy
est donnée par :

RN
f(zo>—%/ﬂ_20dm

ou I' est le bord positivement orienté de K.

0.5.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f (A) ou A est un opérateur linéaire fermé et f est holomorphe.

Plus précisément, si A € L (F) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o (A) (le
spectre de A) alors on définit l'intégrale de Dunford-Riesz par :

£ =5 [TV - a7

ot I' est le bord positivement orienté d’'un compact a bord K contenant o (A) et contenu
dans U.

0.5.3 Propriété de 'intégrale de Dunford
Théoréme 0.5.1 Soit f et g€ H(T) et A€ L(E), alors f-g € H(A) et

FA9A) = (F9) () = 5= [ TO)g () (T =)™
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0.6 Puissances fractionnaires
Théoréme 0.6.1 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans E tel que

AC>0: Ry Cp(A) et pour A >0

_ C
1
”(A_)‘I) HL(E)< 1+ )\
1 . . . .
alors pour 0 < a < 5 (—A)" génere un semi-groupe G, (t) analytique et uniformément

continu pour t > 0.

Exemple 0.6.1 Pour a = 3 on a :

G

N

(1) = /O A AD sin V),

Puissances fractionnaires avec partie réelle positive
Soit B un opérateur sectoriel d’angle ¢. On se donne o € C, il s’agit alors sous certaines
conditions, d’activer la formule

BY = (2%)(B).
Ici 2% désigne la détermination principale de la fonction "puissance a" caractérisée par

a _ eoz(ln r+i6) 0

2z siz=re? r>0,0¢€]-mn[.

Proposition 0.6.1 Soient o, 5 € C tels que Rea,Re 8 > 0, on a alors

1. B® est un opérateur fermé de F.
2. Bot8 = B*Bf = BApB~.
3. Re3 > Rea = D (B”) C D (B") et en particulier

Rea <1= D(B) C D(B").
4. Si B est injectif alors B l’est aussi et
(B1) =B

5. 8510€ p(B) alors 0 € p(B?).

6. S@'QERaveCO<0<zalom
w

(BG)O‘ — BGa.
7. BeL(E)=— B*€ L(E).
Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 0.6.2 On considére o, § € C et on suppose que B est injevtif. Alors
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1. B® est un opérateur fermé de E.
2. B* est injectif et (B*)"' = B~ = (B~1)".
3. B“P c BB,
4. Si 6 €R avec |0] < g alors
(B”)" = B™.
Considérons maintenant le cas particulier o B admet un inverse borné.

Définition 0.6.1 Si0 € p(B) et a € C avec Rea > 0, alors
1. B = (B € L(E).
2. B % = BB~ =pBAp

Pour plus de détails sur le calcul fonctionnel et les puissances fractionnaires, voir M. Haase

([L3]).

0.7 Espaces de Holder

Définition 0.7.1 Soit (E,||-||z) un espace de Banach complexe et C ([0,1]; E) lespace de
Banach des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans E muni da la norme

HSDHC([0,1];E) = ;2[%?1(] [ (@) -

Pour 0 € 10, 1], lespace défini par

C’G([a,b];E):{@60([0,1];1?): sup [9(©) = (] <oo},

0
ccelalc—¢#0 ¢ — (|
muni de la norme

[ (€) = ¢ ()]l
coefabic—czo ¢ =

Y

HSOHCB([OJ];E) - HSOHC([OJ];E) +

est un espace de Banach appelé espace de Hélder o exposant 6.

0.8 Les espaces d’interpolation

Soient X, et X; deux espaces de Banach et F un espace topologique séparé avec X; — FE.
Considérons maintenant les espaces de Banach Xy N X; et Xy + X; munis des normes

120 xonz, = Nl + 12l

1 x4 x, =

inf fzllx, + llllx,

T, €X;

le couple { Xy, X1} est dit couple d’interpolation.
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Définition 0.8.1 Soit { Xy, X1} un couple, on appelle espace intermédiaire entre Xy et X,
tout espace de Banach X telle que

XoNX; C X C X+ Xy

Théoréme 0.8.1 (Marcel-Riesz) Soit K: LP (Qg) + L' (o) — LD (Qy) + L™ () un
opérateur linéaire avec p;,q; € [1,4+00] et Q;, i = 1;2 ouverts de R™ tels que

K /L7 () € L (LPo, L) Vo €10,1]
=
K /L (Q) € L(LP, L1) K L (Qq) € L (Lo, L®) |

ol

1 1—-6 6
_|_

Do Do p_l
1 1—-46 0
+

o o @

On appelle espace d’interpolation entre X, et X; I'espace (Xo, X1),,, avec p € [1, +00], defini

par :
(Z) Vit > 0; Jug (t) € Xo; Juy (t) € Xq:x=ug (t) + Uy (t)
z € (Xo, X1)y, = N L
’ (17) t™%ug € LP (R, Xo) et t'%uy € L2 (Ry, X7),

dr
ou LP? est I'espaces des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure —.
r

Définition 0.8.2 1. z € (Xo, X1),,, si et seulement si

(i) Yy > 0;3ug (y) € Xo; Tur (y) € X1: x = uo (y) + uy (y)
(i1) e %ug € LP (Xy) et 1=y, € LP(X).

On pose t = €Y dans la définition précédente, on obtient.

2. x € (Xo, X1),,, si et seulement si

Ju: R — Xy N X, telle que y — u (y)

(l) r = fRu <y> dy
(ii) e %u € LP (Xy) et e=Dvy € [P (X).

3. x € (Xo, X1),,, si et seulement si
( Ju: R, — Xy N Xy telle que
t— u(t)
ds
. “+00
(@) 2= fy=u(s 2

(i1) e fu € LP (Xy) et ey € LP (X)) .

\
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Définition 0.8.3 Pourf € |0,1] et p € [1,+0oo[ on note D4 (6, p) le sous espace de X suivant :
Dy ={reX: HTGA (A+rl)” x”XELp}

pour p = +00
DA(H,oo)z{areX sup”TA (A+rl)” :L’HX<OO}

muni de la norme

1211 5,0 (6,00) = erlx+supHr9A (AtrD) e,

Remarque 0.8.1 Ces espaces vérifient
DA (e,p) - DA (07 OO) )
pour 6 €10,1[ et p € [1,400].

Voir J.L. Lions et J. Peetre [23], [25]

0.9 La théorie des sommes d’opérateurs

0.9.1 La théorie des sommes d’opérateurs de Da-Prato et Grisvard

Soient E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés dans F, de
domaines respectifs D (A) et D (B).On s’intéresse alors a 1’équation

Au+ Bu = f, (0.9.1)

ou f est un vecteur donné dans F.
L’opérateur somme L = A + B est défini par

D(L)=D(A)NnD(B)
{ Lu=Au+Bu si ue D(L),

et (0.9.1)) s’écrit encore
Lu=f.

une solution stricte de est un élément u € D (L) satisfaisant (0.9.1]).
L’idéal est de trouver une telle solution lorsque f est quelconque dans E, mais ce n’est pas
toujours possible on introduit donc une nouvelle notion :
u est une solution forte de (0 si et seulement si, il existe (uy),, .y une suite dans D (L) telle
que

lim w, =uet lim Lu, = f. (0.9.2)

n—-+o0o n—-+o00

Evidemment, une solution stricte de (§ est une solution forte de ((0.9.1)).
La notion de solution forte est donc plus falble‘
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Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes, mais
la somme des deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

D’autre part si ’'on suppose que L est fermable (i.e. L admet une extention fermée) et si on
note L sa fermeture (i.e. L est la plus petite extention fermée de L) alors équivaut a

uED(f) et Lu=f.
Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout f dans F, il existe une solution forte de ((0.9.1]).
2.0€p (f) .
Et si L est fermé, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f dans E, il existe une solution stricte de (0.9.1])
2.0ep(L).

Dans ce contexte, on comprend l'inportance de trouver des conditions raisonnables sur les
opérateurs A et B,qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 € p (f) )

les deux théoréemes de Daprato et Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement a ce
probléme sur les sommes d’opérateurs sous les conditions suivantes.

Les hypothéses sur A et B

Soit R > 0, on suppose que les opérateurs vérifient

D(A)+D(B)=FE
A ou B inversible

p(—A) D Z ={ze€C: |z| > Ret |arg(z)| <ea}

(DGO) {

(

_ C
Vz e Z: |(A+ =I) 1||L(E) < ’77
€A

(DG1) p(=B)> Z: {z€C: |z]| > Ret |arg(2)| <ep}
-1 OB
VZEZ: H((B4—21) )HL(E)gm

EAatEB>T
(0 (-A)No(B)=o

(DG2) V(e p(-A),Vnep(-B)
(A+ ) (Bnl) " = (B4nl)  (A+CD)
avec p(—A) et p(—B) domaines résolvants de (—A) et (—B), 0 (—A) et o (B) spectres de
(—A) et B.
Sous les hypotheses précédentes, G. Da Prato et P. Grisvard voir [9] ont construit directement
I'inverse de L a 'aide d’une intégrale de Dunford pour obtenir :
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Théoréme 0.9.1 Sous les hypothéses (DGO), (DG1), et (DG2) on a

1. La somme L est fermable,
2.0¢ep(I),

3. Uinverse de L est donné par une intégrale de Dunford :

—(ATB) 'S = %/(B—z[)_l(fl—i—zl)_l fdz,
T

ou I' serait une courbe de jordan séparant le spectre de (—A) et B.
La fonction u est alors 'unique solution forte de (0.9.1)).

Théoréme 0.9.2 Sous les hypothéses (DGO), (DG1) et (DG2) et pour 0 < 6 <1
1<g¢g<+o0, 0ona

1. Si f € Dp(0,q) alorsu e D(A)ND(B) et Au, Bu € Dg(0,q).
2. Sif € Da(0,q) alorsu e D(A)ND(B) et Au, Bu€ Dy (0,q).

0.9.2 La théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni

Les espaces UMD
On considére un espace de Banach E de type UM D (Unconditional Martingale Differences).
Nous donnons ici une définition qui utilise la transformée de Hilbert.

Définition 0.9.1 Pour e € ]0,1[ et p € |1, +o0[, on définit 'opérateur
H.e L(L* (R, E)),
par

™ S

VfeLP(R,E), (H.f)(z)= 1 /<| » Mds, p.p.z€R, (0.9.3)

et si pour un élément f € LP (R, E) donné hm H.f eziste dans LP (R, E), cette limite est
notée H f et appelée la transformée de Hzlbert de f sur LP (R, E) .

Définition 0.9.2 FE est appelé espace UMD s’il existe p € |1, +00[ tel que

Vfe (R, E), liI%JrHsf existe dans LP (R, E) .

Dans ces conditions
H:I?(RE) — [P (R, E)

f r—>Hf—hIréHf

est, d’aprés le théoréme de Banach Steinhaus, un élément de L (LP (R, E)), appelé la trans-
formée de Hilbert sur LP (R, E) .
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Notons que si E est un espace UM D alors ((0.9.3)) est vraie pour tout p € |1, 400].
Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UM D, & cette fin on
introduit la notion de (—convexité.

Définition 0.9.3 E est dit (—conveze si et seulement si il existe une fonction
(:ExFE—R,

vérifiant ¢ (0,0) > 0 et pour tout x,y de E
1. ¢ (x,-) et C(-,y) sont converes sur E.
2. ¢(z,y) < [lz+y st flzfl = [[yll = 1.

Le résultat fondamental de D.L. Burkholder est le suivant :
Théoréme 0.9.3 E est un espace UMD si et seulement si E est (—conveze.

Exemple 0.9.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach clas-
siques qui ont la propriété UMD, ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est UMD.

2. Tout espace isomorphe & un espace UMD est UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est UMD.

4. Si les espaces Ey et Ey sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (Ey, E2)97p ou

compleze [Ey, Esl, ) sont UMD si1 < p < oo.
5. Tout les espaces construits sur LP, sont UMD si 1 < p < 0.

Position du probléme
Il s’agit, comme dans la théorie des sommes d’opérateurs de Da-Prato-Grisvard de résoudre
I’équation
Au+ Bu =g,
oll g € F et A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans E.
On suppose entre outre que E est un espace UM D. Le théoréme de Dore-Venni montre que,
sous de bonnes hypothéses sur les opérateurs, A + B est fermé, a inverse borné.
Les hypothéses sur A et B
On suppose cette fois-ci que les opérateurs A et B vérifient

(1) p(A) D]—00,0] et IMy > 0:
My
1T+ N

(DV.1){ ii) p(B) D ]—00,0] et IMp > 0:

1 Mg
HL(E) < 14+ N

VAZ0, |[(A+A)” <

1
e

VA0, |[(B+Al)”
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(DV2) { viep (—114) , V€ p(l—B) B .
(A+XD) ' (B+ul) ™ —(B+ul) " (A+ X)) =0.
(i)VseR, A® € L(E) et 3K >0, 04 >0 :
Vs € R, [|A*| g < Kel*4,
(DV.3) i) Vs €R, B¥ € L(E) et 3K >0, p >0
Vs € R, [|B*||m < Kell5,

0A+03<7T.

\

On note par Bip (E, ) (Bounded imaginary power), 'ensemble des opérateurs sectoriels sur
E, vérifiant (DV.1) (DV.3). On a alors le théoréme remarquable suivant di & Dore et Venni
voir [10].

Théoréme 0.9.4 Si E est un espace UMD et sous les hypothéses (DV.1), (DV.2) et (DV.3)
[’opérateur

L=A+B,

est fermé et
L'eL(E).

L opérateur inverse de L est défini explicitement par lintégrale :

Aszzfl
Lt = /—dz,
Y

sin 7z
ol 7y est une courbe verticale contenue dans la bande

{zeC:0<Rez< 1},

LT LT
et orientée de coe ‘2 wvers coe'2.

0.10 Lemmes utiles

On donne quelques lemmes utiles pour la suite du travail.

Lemme 0.10.1 (Lemme de Schur) Soit K : Qy x Qs — R mesurable et telle que

da > 0: Vay € Q, |K (1, x9)| dz1 < a,
Q1
E|b>02v561 EQl, ’K(I1,$2)|dwg Sb,
02
alors l'opérateur
F(f)(z2) = [ K (z1,22) f (z1) day,
951

vérifie
FeL£L(LP(),LP ().
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Lemme 0.10.2 1. Il existe C' > 0 telle que pour z € vy et r>0 on a
|z 7| > Cr,

et
z£7r| > Clzl,

2. Soit v €0, 1] alors il existe C > 0 telle que pour r >0

1 C
/—V|dz] < —.
rlr 2l Te] rv

Voir [20], [21] et [22]
Preuve. (1) pour z€T'etr >0, ona

|lz+r] > AB=rsiny > Kr
> CD = |z|sinfy > K |2|.

(2) Pour v € ]0,1[ et 7 > 0, on a

|dz| B |dz| / |dz|
rlr+z]-z” r rEz]-]z]" Iy, I+ 2| - |2

avec
r=r,.u((\I},)
I'={zel:|z|<r}
NI, ={z€l:|z| >},
alors
|dz| _ / |dz|
r, [ £2||z]" zer r == 2 |2]”
1 " |dZ| 1 1—277
< = 7 <
KT/O |z Kr [ }0
1 ,, K
< T =
Kr TV
et donc

/ |dz| _ /+°° |dz|
rr, 7 £ 2 ]2 N R

. 1/+°° |dz|
X K i |Z’1+V
1 [|z|—”]+°°
g —
K| —v ,
K
< =
/]«V

Ici K représente des valeurs constantes. O



Deuxiéme partie

Le probléme de Robin a coeflicients
opérateurs(cadre espace de Holder)
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0.11 Solutions strictes

0.11.1 Position du probléme

On considére le probléme

u'(z) + A(z)u(z) —wu (x) = f(x), x€]0,1]

u'(0) = Hu(0) = do (0.11.1)
u(l) = uy,
olt (A (x)),cpq est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D (A (x)) non né-

cessairement denses dans un espace de Banach complexe E. H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), dy, uy sont des éléments donnés dans l'espace F et f € C([0,1]; E).
Ici w est un parameétre spectral strictement positif.

0.11.2 Les hypothéses

Remarque 0.11.1 Pour ne pas alourdir les notations, on écrira pour chaque x € [0,1]

[Qu ()] = Qu ()™

Posons pour chaque z € [0, 1]
Ay(z) = A(z) — wl.

1. 3wy >0,3C >0: Yz e[0,1], V2 >0, (Ay, (z) — 2zI)"" € L(E) et

C

— 11.2
. (0112)

-1

(g @) = 2D <

qui reste vraie dans le secteur (ou 6y et o sont des petits nombres réels positifs)
Ogyro ={z€C":arg (2)| < O} U{z € C:|z| <ro}.

Remarque 0.11.2 L ’hypothése implique que pour tout w > wy, les racines
carrées :

Qu(z) = —(—Au(@)"?, ze[0,1],

sont bien définies et elles générent des semi-groupes analytiques non fortement continus
en zéro. (Voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas des domaines denses et Martinez-Sanz
[26] dans le cas des domaines non denses).

De plus, il existe un autre secteur
T
My, oz, = {z € C : |arg (2)] < 0, + 5} U{zeC:|z| <},

ou 01 > 0 petit et r; > 0 tels que pour tout x € [0, 1]

p(Qu(x)) D g+ 2.,
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Posons

D={z=pe D porufseCilzl=r, lag(:) >0+,

i(01+5) i(61+%)

la courbe orientée de ocoe™ A ooe .

2. On suppose aussi que la famille (@, (‘T))xe[o,l} vérifie 'hypothése de Labbas-Terreni

AC, o, 1 > 0,Vx, 7 € [0,1] ,Vw > wy

_ _ _ Clz—7|*
HQUJ (7) (Qu (7) — 21) ' (Qw (z) L Qu () 1)HL(E) < ﬁ (0.11.3)
a+p—2>0.
3. 3C >0:Vze0,1], Vw > wy
Q.(x) — H est fermable et 0 € p (Qw (x) — H)
(0.11.4)

H(m)‘l <O +D).

L(E)
4. Vx € [0,1], Yw > wo

(@@ = 1) ((D(@u(@) . B)1y) € D(Qul@) N D (H)

Qu(@) (Qu@) = H)  ((D(Qu (@), B)yga) © ((D(Qule)) Bl pee)-
(0.11.5)
5. Vo € [0,1], Yw > wy

Q. ()7 (Qw(a:) - H) T (Qw(m) - H) oL@, w0 (0.11.6)
6. 3C > 0:Vz,7 € [0,1], Vw > wy
H [(@w W-H) - (- H)_l] ¢

Remarque 0.11.3 L ’hypothése implique que : 3C' > 0,Vz, T € [0, 1]

<kl =" ¢l - (0.11.7)
E

Cle—r|*
|z +w|"

1Qu (2) (Qu () = 21) 7" (Qu () > = Qu (1) )| 1) <
Car :

Qw ("L‘)72 - Qw (7_)72 = (Qw (‘r)il - Qw (7_)71) (Qw (I)il + Qw (7_)71)
~Qu@) T Qu(M T+ Qu (1) Qu @)
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= (Qu (@) = Qu (™) (Qu®) " +Qu(m)™)
+Qu (1) (Qu (#) ™ = Qu (1)) + Qu (1)
- (Qw (x)_l - Qw (7—)_1) Qw (T)_l - Qw (7—)_2

= (Qw (w)il - Qw (7—)71) (Qw (x)il + Qw (7—)71)
+Qu (N (Qu (@)™ = Qu(m) ™)
- (Qw (m)il - Qw (7—)71) Qw (7—)71

Remarque 0.11.4 La représentation usuelle du semi-groupe est donnée par

1
esQw (z) -

21 T

e (2 — Q, () dz, s > 0.

0.11.3 Lemmes techniques

Lemme 0.11.1 Supposons [’hypothése . Alors il existe C > 0 tel que pour tout
w>wg, z €L et x €10,1], Uopérateur Q, (z) vérifie

-1
H(QW ||L(E) = \/1—|——W+’ |

Preuve. Soit C’ une courbe sectorielle entourant le spectre de —A,, (x). En utilisant S. G.
Krein [16], p. 116-117 et pour z > 0 on a

Q@) - = (VA (x)—i—z.f)_l

-l (FAs(@) AT
2w Jo Z%—w/_ “

_ —1/ Vs (—A(x) +wl +sI)™ ds

3—|—22

de ’hypothese (0.11.4) et (0.11.5)), pour w > wy et « € [0, 1] on obtient

H@“(x)_d)_l”L(E) S C/o (1+w+\§(8+22)ds

o] t2
< C dt
/0 (1+w+1t2) (124 22)

[e%) 0 2
< L/ H_wdt_/ 2
I+w—22 1)y (I14+w+1t?) o (124 22)

C
Vitw+z
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Lemme 0.11.2 [l existe w* > 0 tel que pour tout x € [0,1] et w > w*, lopérateur I — e2@w(@)
est inversible et son inverse (I — ezQw(m))_l est borné.
Preuve. Voir A. Lunardi [24], p. 59. On peut aussi le montrer autrement en vérifiant que

2Qu ()

||e < 1.

e

D’apres le calcul fonctionnel de Dunford, et en utilisant les popriétés suivantes (voir Labbas-
Terreni [20] et [21]).

4C"'>0:Vw >0, Vzel
|z +Vw| = Clzl; |2+ Vw| 2 CVuw,

on peut écrire, pour ¢ € F

2z
2Qu (x) < O € d
-], < € [z ldellol
o [ e
< 1/2 z E
2+ VGl ]2
1 6Re(2z
< cfom o 4216l
C
—a 19l

d’ou il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, ||62Qw(“*’)HL(E) < 1. Ainsi 'opérateur

(I — eQQW(“))fl existe et il est borné. O

Lemme 0.11.3 Soitx € [0, 1], les opérateurs (Qw (x) — H) et (I — ezQ“(I))fl commutent.

Preuve. On suppose

-1

- (m) T 200 — _20.0) (m) . (0.11.8)
Alors
(@@ H) e (@A)
— O Q- )+ (Quo - )
— (0@ —H) (1= = (1= %) (@@ —#)

alors Vn € E. On a

-1

<—Qw @)= H>‘1 (I — 2@ = (] — 2Q(@) <—Qw (@) — H) m,
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Vn € E, on pose
(1 - @)y = ¢,

donc . )
(@@ —H) &= (1-e@) ()= H) (I- @) "¢,
alors
<—Qw @) — H)_ - (I- 62Qu(x)) <—Qw @)= H>—1 (1 - 62Qw($))_1
— (-0 Q@ - H) = (Qu@ - H) (1)

Alors il suffit de montrer . On a

S| 1 1 -

(@) —H) &0 =~ [ (@ —H) e (Qur) 2D dz

montrons que

On a

alors pour p € F

on pose

alors

-1 S W |

— (@ -H) Q@-:(Qu@-H) v
7) w-z(@w-H) v

1 S W |

— (@ —H) Qu@)-:Dv=Qu) - (@ —H) v,

T

on pose

(Qu (x) = 21) Y = ¢,
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alors
1 S |

(@) —H) ¢=Qu) =D (Q@ —H) (Qu@) —=0"¢

Donc

(@@—H)" = @@-0(Rm-A) @20

— Q@) == (@) - H) =(Qu@—H) (Qux)—2D".
]

Lemme 0.11.4 Sous les hypothéses (0.11.3), (0.11.4)~(0.11.7), il existe w* > 0 tel que pour
tout w > w*, l'opérateur

Ao (2) = (Qu (@) = H) + %(Qu (2) + H), z€0,1],

de domaine
DAy (2)) =D (Qu(z))ND(H), =z€][0,1],

est fermable et sa fermeture est inversible avec
-1
(o)
-1 B e, -
= (Qw (z) - H) [I+2 (I —e2) 7 Q, (x) (Qw (@) — H) ] (I — 2Q@)7"

et
(A@) = (Qu@) = )+ (Qula) = H) ' W (),

W (z) € L(E), (Qu(z)—H)"'W(z)=W (2)(Qu(z) — H)™

W @) E) < (10 (2. ).

Preuve. On suppose (0.11.2)), (0.11.4)~(0.11.7) et w > wp, z € [0,1]. On a

(Qu (x) — H) + € (Q,, (z) + H)
(Qw (x) - H) - 62QW(x) (Qw (x) - H — ZQw (:b))
(1 = €%D) (Qu (x) — H) +2°%0)Q,, (v)

A, (7)

et puisque les opérateurs (I — eQQw(“C)) et €2Q(*)Q),, (x) sont bornés alors

M) = (I-e0) (Qua) — H) +262%0, (x)

= [(I — 2 4 262 (2) <m> 1} (Qw (x) — H)

= (I- eQQ“(“’)) [I +2(I- 62Q“(I))71 Q. () 2@« (Qw () — H> _1} <Qw (x) — H) :
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Pour inverser 'opérateur A, (z) il suffit de montrer que

<1
L(E)

H2 (1 - 07 @ (1)) (@) — H)

Suite au lemme de Dore et Yakubov [I1] p. 103, pour o € R, il existent des constantes C,
k > 0 (qui ne dépendent pas de w) telles que pour tout y > 1

< Cetve,

1
—A N ¢ v(=Al@)+wl)?
H( () +wl)%e L)

en particulier
HQW (2) €29 HL(E) < Ce ™,

et (I — eQQ“(m)) est inversible, d’otl pour w assez grand

C (1 + w)e 2w
< )
1 — e—2kvw

Hz (I — 22@) 7' Q,, (z) 2@ (Qw @) — H) -

L(E)
on prendra alors w* > 0 tel que

—1
<1
L(E)

Hz (I — 2@ Q, (z) 2@ <Qw (@) — H)

Alors, pour tout w > w*, x € [0, 1], Popérateur A, (z) est inversible et son inverse est donné
par

)’
= (Qw (r) — H) B [I +2 (I — ezQw(w))il Q. () 2@ (@) (Qw (r) — H)l} - (I — eQQ‘*’(m))il )

Et de plus, on a

avec

M@)E <P (00)).  N@IE)C D ().

i(l)sons U(x) =M @) I+M(z) " € L(E)et V(z) =N (z)(I+N(z))" € L(E).

(R0) =(@@-8) G+UE)I+VE).
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en effet
I+M@)I+M@) ' =T T+M@) " +M@)I+ME)'=I
= (I+M(2)" -U(x)=1
= (I+M ) "' =U(x)+ et
(I+N@)I+N@)"' = IT<=I+N@) ' '+N@I+N@) " '=I
= ([+N@) " -V(x)=1
— ([+N(@)"'=V(x)+1I
D’ou
(@) = (@@ -8) +UE)I+V (@)
- (@A) |
I4+U(z) +V (z)+ U (2) V (2)
:<Qw (x) — H) - (I + W (x)) ,avec
(@A) vw=ve(Gw-a)
(@) V@ =V (@w-1)
U@IE) P (Q@),  V@IE) <D (Q@))
k=1 k=1
O

0.11.4 Construction de la solution stricte

Cas constant et passage au cas abstrait

Dans le cas A, ou l'opérateur A, (x) = A, est constant avec ’hypothese d’ellipticité (0.11.2]),
1

on pose @, = — (—A,)2 et on considére le probléme suivant :
V"'(z) + Ayv(z) = f(x), z€]0,1]
v'(0) — Hu(0) = dp
v(l) = uy,

la représentation de la solution v est donnée par la formule

v(z) = "9 [(A_w)_1 do + (Qu + H) (AL) ! eQwul}
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b5 (@ 1) () Qs / e f (s

—%er“(QerH)( D7zt [ty o)
Ll [(1_(Qw+ﬂ> (A2) " %)y — (R2) 1€de0}
L g @ e [ et

L. [I—(QerH) (A2) "] Q! /0 (2909 £ (5) ds

1 xr
3Q00 [ g ) ds
2 0
Lo [1 me
+§Qw € wf (8) dS
avec
A, =(Q, — H) +¢e* (Q, + H) et

() = @ =) (120 - Qe (@ =m) ) (-2

(Voir le travail de M. Cheggag [7], p. 1460 et [6], p. 75).
Posons pour chaque = € [0, 1]

Lgu() (. f)

= 120 Q)+ ) (@) Qule)” / L f (5)ds

1

(@) ) (R0) e, (0 [0 0 (5) s

2 (1-2)Qu (@) (Qu (z) + H) (—Aw (x))—l Qe (:c)‘l /1 esQu(@) f (s)ds

0

2
1
2
L ameu@ (f (A @) 2@ [ 090 £ (g1 g
3¢ — Q)+ ) (RU) ) Q)™ [t (5
1 (r-9)Qu (@

—I-QQW /0 (s)ds

1

2

+=Q, (z / (5=2)Qu(@) £ (5) ds.
On écrit alors que

Lou@) (@, ) = Loy (z,u" (7) — Qu (2)° u (2))

afin de trouver une équation intégrale vérifiée par u. On fera un calcul formel qu’on justifie
plus loin.
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On va faire un raisonnement heuristique : supposons qu’il existe une solution stricte u du

probléeme ((0.11.1)), alors

Lg.@ (z, f) (0.11.9)
= 3 Q)+ 1) (R0 Qe [ e (0 ) - Qu o) () s

_%exczw (@ @)+ 8) (A @) @9, @)
/0 799 (U (5) = Qu (5)" u(s)) ds
; (1-2)Qu(z (Qw( )+ H) <m)—1 Qe (x)_l .

/0 Q) (47 (5) — Q, (5)2u (5)) ds

; (1-0Qu(e) (] _ A—(m)ylez@w(z)) Qu (2)"-
/Olel 90 (4 (5) u(s)) ds
#5Qu @) [ eI (11 (5) = Qu (5 u () ds
F3 Q™ [ (1) — Qs u ) s
= e Q@) + 1) (E) Qu) / R (5) dy
5 (Qu )+ ) (Ao() Qule) /OlesQw% (s)°u(s)ds
—%ew%@ (Qu (2) + H) (A (@) 7@, (1) /O -0y (5) d
+%eww<w> (Qu (x) + H) <Aw (:p)) T @Q, (2)! /0 e, (s)2u(s)ds
5 (Q (a) + H) (RS (@) e ()" /0 @y (5) d
#5607 (Q, (@) + 1) () e, (@) [ O, (5) u (5) ds
et ( — (Qu (o) + >(m)1e2w>) Qu (@) / -2y (5) ds
et (1 Qo)+ ) (RaT@) @) Quio)

1
/ e1=9)R@ 0 (s)? u(s) ds
0
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1 x
+§Qw (:L‘)l/ @@y (5) ds
0
1 - ‘ Tr—S x
0
1 [t
—|—§Qw () / s DQu@y () ds
1 N e 2
_§Qw (l‘) e 0y (S) U (S) ds.

En faisant une double intégration par parties, on obtient
/ Qw -1 sQw //( )d
= Qu) I () = Q) O = 1) 40 0) + [ Q) () s,

de méme on a

Qu () 99 (5) ds

L\H

Qu (2) 7"/ (1) = Qu ()" e/ (0) 4 u (1) — e%u (0)
/ Q. (z e(179)Qu () u(s)ds,

+

/ (2—5)Qu(2) u” (s)ds
W (8) ~ 00 (0) 4 Qu (1) (3) — Qu () - 0

/@w o=y (5) ds,

et

/ L 0)@u@) (s) ds
el 7Ry (1) ' () = Qu (x) %y (1) + Qu (2) u ()
/ Qo ()% =@y (5) ds.

Donc en remplagant dans I’expression ((0.11.9)), on obtient une expression simplifiée de Lg (») (z, f),
en posant

vre 1], (Qu)+H) (A (a:))l ~ T, ().
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Lo, @ (2, )
= u(z) — @ ((m) o+ T (@) eQ“’(I)ul)
1-)Qu(@) ({ 1T, (2) @%@y — (m)‘l eczw(%)
5T (a) 9 / Qu () %) (Qu ()7 — Qu () %) Qu (5) u(s) ds
~ 3O, (z) €9t / Qu (@) €99 (Qu (5) = Qu (0) ) Qu ()" u(5)ds
—SeTIRIT, () (Ot / Qu () (Qu(5)7* = Qu )™) Qu (5)7 0 () s
_%eu—x)czw(x) (1T, (z) 2% .
[ Q)9 Q67 @ ()7 Qu 1 u ) s
1 /x@w L) (Q, (5) = Qu (2)) Qu () u(s) ds
/ Qu () 9% (Q,, ()7 = Qu (¢) ) Qu () u (s) ds.
En applicant formellement Q,, (), on obtient
@w<> u ()
YT @ e [ QU e (@197 - Q) Qu (57 uls) s
—éewMT 20 / Qu (@) 1790 (@ (5)* = Qu () %) Qu ()" u () ds
—SeTIRIT, (3) (Ot / Qu (@) ) (Qu ()™ = Qu () ™) Qu (5)7u () ds
;eu D) ([ T, (z) 22 .
[ @ 9 () - @ 0)) Qu s u ) s

! / Qu (2)* 9% (Q, ()2 — Qu (1)) Qu ()2 (s) ds
/ Qu ()" 9@ (Q,, (5 — Qu (1)2) Qu ()2 u (s) ds

= Qw LQw(x xaf

+Q., (z)? @l ( Aw T+ T, (z) Q““)ul)

Q. () 191l (I T, (z) %] ul—(m)‘lewdo).
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On pose w_@w(.)2u<)’
alors on obtient I’équation
w—l—wa—G(do,ul,f), (O 11 10)
avec
(Pow) (z) = =T, (x) e / Qu (2)* e (Qu (5) 2 — Qu (2) H) w(s) ds
S IT, (g) (et /Q ) (Qu )™ = Qula) ) w(s) ds
PRI, (1) 90 / Qu (@) % (Qu ()7 = Qu (2) ) w(s) ds
FRe0IT () 2000 / Qu (2)° 099 (Q, ()% — Qu (1) ) w (s) ds
N / Qu (@) 1799 (@, (5) 2 = Qu (a) %) w(s) ds
/ Qu (1) €990 (Q ()% — Qu () %) w (s) ds
—1-5/3: Q. (x) 3 p(s=2)Qu () (Qw (3)72 — Q. (:E)fQ) w(s)ds
7
= Z I; (33) )
i=1
et

G (do,ur, f) (x) = Qu(x)’ Loy (z, f)
+Q, (2)? 2@ ((Aw (g;)) o+ T (2) eQW(x)ul)

+Q., (z)? 1= (@) <[[ - T, (x) QQQW(I)} up — (W)

-1

GQ“’ (I)dg) .

Proposition 0.11.1 Sous les hypothéses (0.11.9)~(0.11.7) alors il existe w* > 0 tel que

. 1
Vw 2w ||Pw||L(C([o,1];E)) < 9
Preuve. Soit z € [0,1] et w > w*, on a
Li(z) = 47rz // 2eT2Q (1) (Qu (2) — 2I) 7 (Qu (8) 2 = Qu (v) %) w (s) dsdz

47

= a () +b(z

— L1 / / Q@) (Qu (@) — 1) (Qu (9) = Qu (@) %) w (s) dsdz
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Donc

d|Z|
a K/ z sup / @)zl (p — ) ds | ——— ||w B -
a1 ( HE | ‘ (zE[O " ( ) E B I HC([O,l],E)

En utilisant 'inégalité de Holder, on a

/ e~ @HlEl (1 — )™ ds

11—« x (¢4
< </ e~ (@ta)lz |d5) (/ e~ @Hll (1 — ) ds>
0 0
—z|z| _ —2x|z\ 1-a 1 1 fe!
€
< ef2x\z| + = f:p\z| o _€x|z|>
( ) (| ? Izl |2I°
1— *2lz > ( 1 T 1 “
< 672z|z\ + = 7z|z\ . _6x|z|>
< || ER Eln
< (]_ _2| I) 72m|z‘ — efxl‘z' _|_ |Z| mefx‘d @
~ | |1+Oé 1— 6—2|Z‘
< (]_ — 672|Z|) 672|Z| — 67"2' + |Z| €7|Z| @
S 2o 1 — o2
1
< K——.
|Z|1+o¢
Alors
2|
o)l < K [ el |2l [wlogon,
E ~ r |Z +w|u |Z| +1 C([Oal]vE)
1
< K/ _dlzl ol
~ r |Z+w|u |Z| 1 C([O,l],E)
K
< W“w”c([o,l];E)?
et

d|z|
by ( K/ 2 sup/ —@s)lzl (g — 2)*ds w -
101 ()]l 7 < | | (xe[m ( ) 2+ w|” | ||o([0,1},E)

En utilisant I'inégalité de Holder on a

1
/ e~ @HlEl (g — 1) ds

1 11—« 1 o
< (/ e(“S)lzds) (/ e~ @Hll (5 — 1) ds>

—2z|z —(1+a)|z|\ 1@ _ —_ “
< e | | —e ( )| I (]_ [L’) 67(1 :C)‘Z| 1 67(1+x)\z| 1 eilez‘
NS ‘Z| ’Zl 2 2
]z| |Z!
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_ —(1+x)|z l-a _ _ ¢
1 — e~ (o)l A=) e _ 1 sl L 2apy
- € 26 + 26

H || || 4]

—9z|\ 1@ «a
. (1 — e ) (— =2) ot _ Ll . 1 2xz|)
El 2] 2] |21
(1 o e-z|z\) <6—2:c|z _ e (Ha)l2| _ (1—x)|z|e” 1+x)2|)

N

|Z|1+a 1— 6—2\ 2|
< (1—e 2= /1 — el — |z e FI\®
= |Z|1+a 1 — e—2l2|
1
S S

Alors

@l < K [ |“r el ol

< K/ —d |z| [|w ,
- |Z+W|M’Z|a 1 ’ H| ||C([0,1},E)

K
watn—2 lwll o) -

<

De méme pour I; (x),i=2,...,7.

K 1
Donc il existe w* assez grand tel que Vw > w* : —a2 < 3 Alors I’équation ((0.11.10)) admet
wa

donc une unique solution w = Q,, (-)*« (-) pour w > w* et donc

()= Qu() (I + ) G (dour, ) ().

0.11.5 Régularité du second membre G (dy, uy, f)

Les deux résultats suivants donnés pour @, (), * € [0, 1] sont en fait valables pour tout
opérateur @, (z) générateur d’un semi-groupe analytique généralisé.
Lemme 0.11.5 1. Soit ¢ € E. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) s — %@y c C([0,1];F).
(b) ¢ € D(Qu (x)).
2. Soit ¢ € E, 5 €]0,1[. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) s — e Q@pe CF([0,1]; E).
(b) ¢ € Dgua) (B, +00).

(Voir Acquistapace P. et Terreni B [I]).
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Lemme 0.11.6 Soit f € CP([0,1]; E). Alors

1
Qu(0) [ 0 (g(s) = g (0)ds € (D(Qu (). B,y
(Voir [12]).
Proposition 0.11.2 Soit § fixé dans |0, + p — 2| et soient
(W)l do € D(Q,(0)) N D(H), w1 € Daqy et f € CP([0,1]; E), alors sous les
hypothéses (0.11.2)~(0.11.7) on a :
1. G(dg,uq, f) € C([0,1]; E) si et seulement si

4 —1

Qu(0) (QuO) = H)  [do — Qu (0)™" £(0)] € D(Qu (0)),

Qu (07 (Qu0) A1) [do— Qu(0) F(0)] + £(0) € D@ ),
Ay (1w = (1) € DQa (1),

\

2. G (do,us, f) € C°([0,1]; E) si et seulement si
[ Q.0 (@)~ H) " (d—Qu(0) £(0) € D(Qu (0))

Qu (0 (0] —7) " (dy— Qu (0" F(0)) + £(0) € (D(Qu (0)), Er-s
A (1w = (1) € (D(Qu (1)), BNt e

\

Preuve. On rappelle que

G(d07u17f)

— zQw / Q SQw

2
1
I, / Qo (2) 9@ £ (5) ds
1
2 leW /Q 3—5)Qu(z ()dS

1 (1-2)Qu / Qu () 1994 £ (5) ds
/ Q. (2) ee=99-@) f () ds
#3 [ Qa8 )

+Qu () 9 [(_Aw @) do+ T (@)%,
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+Qu ()" 17 {(I — T, (z) %)) uy — <Aw (a:)> h eQw(I)dO]
= wa / Qw sQW x) ) f (0)) ds
—=e™=@T (1) Qw( ) e=9)Qu(®) £ (5) ds

_ée(lfx)Qw(w)Tw (2) | Qu(x) e %@ 1 (5)ds

L |

b [ Qu@) 9 (1 (5) — 1 (0)) ds
0

+ / Qu (2) 0% (f (5) = f (1)) ds

1 1

e T, (2) (@£ (0) = £(0)) + 5 ("1 (0) - £ (0))

+%€(1—w)Qw(w) (f (1) — Q@) f (1)) + 1 (e(l—w)Qw(w)f (1)—f (1))

Qo @20 (@) do— Qu @220 (K@) do

+Q,, (2)? M DL@T (1) uy — Q,, (2)* BT (1) uy + Q (x)? 2@y,

7
S (o) #5671 = T (0] £ (0) + 0 H0F (1) 4 Qu (2) el

Qu (:c>2 ) (B5)) o+ 5e0 T, (2) £ (0) - e (1)

()% 2R (@) (Aw ) do + Qu, ()2 eI T (1),
—Q. (x) B=2)Qu (@)

w (96) U1,

1~ T, ()] £ (0)
- (- @@+ m(Lw) ) 1o
= @)~ Qe+ B (K@) F0)
= [(Qu (@)~ H) + &%) (Qu(a) + H) — (Qu (@) + 1] (o) £(0)
= (2H + %0 (Qu () + 1) (Ro) £ (0

-1

— _2H (A (@ )) £(0) + €@, (z) £(0),
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donc
G (do,us, f) () -
= —®OH (A,@)  £0)+Qu@) e (A@)  dy

4e(1-2)Qu(z )f(1)+Q (z)? e1=D)Qu(2)y,

F3e S OT @) [ Q) e (1 ()~ (0 s

et @/ Qu () 199 ( (5) — (1)) d
+5 | Qo) (1 (5) — f O ds = 51 0
/@w ) 9 (£ (5) — f (1)) ds — o f (1)

) (3j f7 dOaul)
R($,f,do,ul)

—e™Qu(@)Qu@) T (1)

[ 1 R 1 . _
= 5Qu (@)t [ IR (s)ds+ 5 (14+e%0) Qu () f <o>]
L 0

_i_e(lfx)Qw(x)eQw(z).

(5@) o+ 3@ Q) [ O ) ds+ 30,0 )

1 B 1
+€(1—x)Qw(x)62Qw($)Tw (ZL‘) |:u1 — éQw ({L‘) 1 / 6(1_8)Qw($)f (S) d8:|
0

Puisque @, (), z € [0, 1] génére un semi-groupe analytique généralisé, nous avons pour tout
m € N
9@ € L(E,D([Qu(x)]™)),

donc

R(-, f,do,u1) € C>®([0,1]; E)
Ay (YR (-, f,do,ur) € C®(0,1]; E) .

Pour I; (), on a :
(@) = 5Qu () ) [0 (1 () = 7 (0)) ds
- 5[0 @0 - Q0] [ (1) - f o) ds
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+
— N | —

Q. (0) %© / Q@) (f (5) — [ (0))ds

5 (00 (2) 2 =, (0) @) /0 e (f (s) = £ (0)) ds

Qu ()@ [ [0 - O] (1 ) - 1 (0)) ds

+
— N =

+5Qu (0) 2O / @O (f (s) = £ (0))ds
= I} (v) + I} (2) + I} (x).

D’autre part par un calcul algébrique simple on a que :

et
(Qu () = 21)™" = (Qu (0) — 21) ™"
- % (Qu (@) (Qu () = 2I) ™! = Qu (0) (Qu (0) — 21) )
= Qu(@)(Qu(@) = 21) " [Qu(®) "~ Qu(0) ] Qu(0)(Qu (0) —21)".
Alors
5 [0 e — Q0]
_ ‘4% | [Qu (@) (Qu (@) = 2D)7" = Qu (0) (Qu (0) = 2D) '] d i
_ —4%- /erm@w () (Qu (2) = 21) 7 [Qu (#) ™ = Qu (0) ] Qu (0) (Qu (0) — 21) " dz
P e—Coa:z|ﬁ o
< Cl/l"l | ‘Z’#d| |
. x* d_O' xa+,u*2
< Cl/re —(E)M_l - SCI ’
et de plus
/O @O (f(5) = O ds| < Callflenose
alors

Qu () (Qu (2) = 21) ™" = Qu (0) (Qu (0) — 2I) ™
= 2Qu () (Qu (x) = 2I) " [Qu () = Qu (0) '] Qu (0) (Qu (0) — =),

17 @)l
< H% [Qu () @@ — Q,, (0) e"?(]

< Cyptr? ||f||cﬁ([0,1} E)>

)

/0 Q2@ (f (5) — £ (0)) ds

E
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N
Q

() (Qu () — 21) 7 [Qu (2) ™" = Qu (0)7'] -
Quw (0) (Qu (0) — 21)~ dzH) s'ds Hf”cﬁ ([0,1];E)

o~ Coslz| = 2 o d|z|) ds || fllcso,.m)

s’ do
7OV g ds ||f||cﬂ([01 E)

O

1
C/ 27 ds || fll s 0,11,
0
< Cz (| flles oy -

pour I} (z) en utilisant le lemme [0.11.5et [0.11.6 on a

Qe (0)/0 @O (f(s) = £(0)) ds € (D (Qu (0)), E);_go -

N
Q
O\H
Y

~
®,
O
€

N VA
Q Q
C\,_. C\,_.
— ¢
S—
G)
/\
IQ

N

équivaut a )
e" 0@, (0) / 9O (f (s) = f(0))ds € C?([0,1]; B).
0

On fait de méme pour I (x).
Pour I5(z), on a

- /@w eI (£ (5) — f (0)) ds

_ / (Qu (2) €@02:@) —  (5) €@I2C)] (£ (5) — f (0)) ds

#5Qu(s) [0 (7 6) = £ (0)) s

= Iy (@) + I3 (v),
on a

173 @)l

< C’/Ox (/F Hze(l‘—s)zQw (1’) (Qw (.CL') _ Z[)fl [Qw (l‘)il _ Qw (8)71} .
Qu (5) (Qu (5) = 20) " dz|| 5”) ds || flles o1

/ / e [(Qu (@) = 21) 7 = (Qu (0) = 2I) '] (£ (s) — £ (0)) dzds

’ ze(z—9)z ) — 20— s) — 2I)7 1 s) — zds
o// [(Qu () — 21— (Qu (5) — 2I) "] (f (5) — £ (0)) ded
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* — r—S8)|z <x — S)a Sﬁ
< C/ /e Cole=s)l HTd‘Z’dSHfHCB([O,l};E)

(x —s)* d
/ / ( ) Mo _US) ds Hf”oﬂ([o,l];E)

(x =)

« 2 o _
< C/ (HC - S) =2 Bs Hf”cﬁ([o,l];E) < O th 1+5 ”f”Cﬁ([O,l};E)-
0

pour I2 (x) en utilisant le lemme [0.11.5et [0.11.6 on a

Q. (s) / " eleQu) (£ (5) — £ (0))ds € (D(Qu () E)y_yoe

donc

I; () € CY([0,1]5 B) N C7 ([0, 1], D (Qu (2))) ,
de méme pour I, (x).
Et de plus on a

-1 -1

Qu (@) e (A @) do— e H (A@))  £(0)
- QP e QU —H) dy— W H (o) H)  f(0)

FQu (0 ) (G ) H)1W<>do—e$Qw H(Q G —H) W) 0)
= Qu(a) e (@w =) do+ Q. ) — H) (@t — H) S0
g, (@EH) 10

HQu (@) W) (U — H) W (@) dy — @@ H (QUG — H) W () F(0)
= QuEP e (QUE —H) dy+ e (0) - @0, (1) (@~ H) )

-1

+Qu (e (QUT = 1) W () dy — O (QUTO = T) W (2) S(0),

Ona W (z) € L(E) et RW (2)] C :rle(Qw(x)k). Alors
Qu (@) ) (QUT = 1) dy+ 05 (0) - @IQ, () Qo0 — H) 1(0)
- e @reee QU= H) d- Q0P e (Qw H) o
+[ 0 QU H) o= Qe e (GO 1) do
+-Qu@ et (@O -1) 10+ QO (U - ) o)
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b @@ (@@= H)50)+ Qe (- ) 10)
+ [erw(w)f (0) — erw(O)f (O)]

40 {Qw OF (@0~ H) ' do- Q.0 (@10~ H) 0+ 10)

= o [ Qe () (@Qu () — ) Qu(0) Qo (0) — =) (Qu0) —H)  dod
5 [ Qe (@) (Qu(@) =207 = Qu(0) (Qu(0) — 2D (QuO) — 1) f(0)dz
—5 [ 2 [Qu (@) (Qu (1) = 2D) 7" = Qu (0) (Qu (0) = 21) '] -
{(m} (@A) dus
o [ O@O - (@@ H) - (@O A) | du
i [ @@ - (@@ -r) - (@ -#) | o

r

—5— [ € [(Qu ) —2I) 7 = (Qu(0) = 2I) "] £ (0) dz

27 r

4 7Qu(0) |:Qw (0)? (W)

b= Q.0 (@O H) 10+ 50)|.

Donc

-1

Qu (@0 (R0 do — =@ (K@) £(0)

= L 20, () (Qu (@) — D) (Qu (0) 7 — Qu (0)7) Qu (0) (Qu (0) — 2D) -

“omi Jy

(@)~ 1 )—H) dodz
+% /F 26" Qu () (Qu (2) = 21) ™ (Qu (2) 7 = Qu (0) ™) Qu (0) (Qu (0) — 1) -
(W)lf@ dz

o QU@ )~ 1) (@ - Q.07 )@ 0) - )
(@w-n ]dodz

= [0 @0~ )1[(—%()— A) - (@) |

27rz

= / Q) Q) - =0 (@@ 1) - (@O A) | s
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Pour a; (z) on a

lax ()] 2

de méme on a

< K [l Tndlel Q0 (O = 1)
< K /F e Cfau_l QO (O —7) d

< w20, (0) (Qu )= 1) " dy

< K2 Q.0 (@ (O)—H>_1d0 )

< Ko @o-7)"a .

—X|zZ xa
las (@)l < K / e 'de 1 O,

K/ 7o)l

K

N

N

O
Kx“*“ 2||f( e < K1 O)lg,

N

Ios @)l < K [ e ol
2a+u do-
< K / 2 ol
< K et |
< Kol < K .

E

E




0.11 Solutions strictes

L g [

r*tHdo
K [ oo = o],

K/Je “dox® |\ dol|
r

/N

N

/N

K72 |do|l p < K ||do]l

las ()|l

N

K / ezt d 2] || £ (0)|
N
Kzt £ (0)]| g < K|If (0)] 5,

N

et
la@lly < K [ -“'|$,ud|z| 1 Ol
., % do
K[ oy ot

zrm/ng%;daﬁa*“‘lnf(0>HE
r o
Kz £ (0)]| g < K |1 (0)]l-

N

N

N

Et de plus on a

eI [ (1) 4 Qu (1) 7y
= 7R (1) — -0 £ (1) 4 Q,, ( )% e1m0Qu@)y, — Q,, (1)% 17y,
+e(1-1)Qu 1)f(1)+ Q. (1 ) (1-2)Qu(1),,
-1 -
= 5 ) e ((Qu (2) — 2I) ™ = (Qu (1) — 21)7") f (1) dz
1

—5— [ 2 (Qu () (Qu (2) = 2I) 7" = Qu (1) (Qu (2) — 21) ") widz

271 r

et (£ (1) + Q. (1)* uy)
= L [0, (1) (Qu (1) — 2D [Qu (@) — Qu (1) -

2mi r (
Qu(1)(Qu(1) —=I)"" f(1)d2
)

b [ 2002, (2) (Qu () — 2D 7 [Qu () - Qu (1))

27TZ r
u1dz

Qu (1) (Qu (1) = =D
— Au (D ua)
()

)—z
+emmQu() (£(7)
= bl( )—Fbg(l’) b3
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On a

@l < K [ e“x)'z(l“—ﬁ)dw 17 Wl

K[ ( - ) Il

1l—=x

N

K (1) f (g
ENfMllg,

VAN/AN

VAN

—(1—2)|z (1 _m)a
162 () & K [ e d 2] |Qu (1) w |

r |2 I“ '
1—:U
< K/ ( ) )||c2w< |
1—2z
< K(1-2)""72Qu (1) wll,
< K[Qu () u] -
Finalement on a
(do,ul, )
S ([ E)
£2Qu(0) |:Qw —“H) (do—Qw (0)7 f(0) + f(0)| €
<

=MW A, (Dur — f(1)] € C([0,1]; E)

\

A, (Duy — f(1) € D(Qw(l))

\

et puisque pour tout o € |0, 1[ on a

et donc

alors

Q. (02 (Qu0) A1) (do— Qu(0)" £(0)) + £(0) € DIQL0)),

¢ ((0,1]; £),
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donc
Qu (0 (Qu0)=H)  (do — Qu (0)" £(0)) + £(0) € D(A(0))
Ay (Duy — f (1) € D(A(1)).
Et de plus
G (do, w1, f)
e C7(0,1];E)
(700 {Qw (0)® (m)l (do — Qu (0)7" f(0)) + f(0)| € C*([0,1]; E)
<~
| D[4, (1) — £ (1] € €7 ([0, 1; E)
[ Q. (07 (@O~ H)  (dy— Qu(0) F(0)) + £(0) € (Do B),_, .
=
Ay (Dur = f(1) € (Dou), B), 4,
Q.07 (@O =) (do—Qu (0 f0))+ £0) € (Dao. F), s _
— 2
Ay (Dur — f(1) € (DA(l)yE)l,gyoo

0.12 Reégularité maximale de la solution

Dans ce chapitre on étudie la régularité maximale de la solution du probleme ((0.11.1)).

0.12.1 Reégularité de 'opérateur intégral P,
On rappelle que P, est défini sur 'espace C' ([0, 1] ; E) par

(Pw) (a:):—T (7Que / Qo (2)° % (Qu (5)% — Qu (2)2) w (s) ds
Lomee / Qu () 192 (Q,, (5)% = Qu (x)™) w (5) ds

/ Qu () 9@ (Q,, ()2 — Qu () 2) w (s) ds
by [ QI (06 = Qu ) w () s
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_Ltaeuor, (g) vt / Qu (@) % (Qu (5)7 = Qu @) ) w(s) ds
4 21DQ@T () ¢2Qu(@) / Q. (z)? 1799 (@) (Qu (s)7> = Q. (a:>_2)w<8) ds.
0

On a la proposition suivante

Proposition 0.12.1 Sous les hypothéses (0.11.9)~(0.11.7), on a :
1. P, € L(C([0,1]; E), Co"=2([0,1]; E))

2. P, eL(O(E),C(E)mB (DA(-) <§+oo>>) ot 5 €0,a+p—2].

Preuve. Point(1) Soient 0 <7 <z < 1etw e C([0,1]; E). on doit alors estimer

[(Pow) (x) = (Pow) (T)]],

(Puw) (2) = (Pow) (7) = 5T (&) - / Qu () € (Qu () = Qu @) ) w(9)ds
370 [ Q0 (Qu ) - ) ) o)
—%e 1-2)Qu(x) /0 Q. () 36(1—S)Qw(w) (Qw (S)—2 — Q. (x)—Q) w () ds
2
+l/ Q. (x)° e (Qu (s)7* = Q. (x)fZ)w(s) ds
5 [ Qe (Qu ) - Q) Y ws) ds

#3090 [ Q) 090 (Q (5)77 - Qi) P w () ds

£ [ Qe (@) - Q@) ) w ()

T

—% / Q. (1)% 7P (Q, (5) 7 — Qu (1) %) w (s) ds
~3 L () ”/ Qu(a)" 07990 (@, ()7 = Qu @) ) w (s) ds
+;erQw eQu(T) / Q. ( 5)Qu(T) (Qw (3)72 —Q, (7)72) w (s) ds

_%eu—ww (Q-te /@ ) (Qu (5)™ — Qu (1)) w (s) ds
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_|_%€(1—T)QW(T)TW (1) () /1 Qu (1)° e (Q,, (5) 2 = Qu (1)) w(s) ds
0

1
%eu—w)czw(x)Tw (z) £20(@) / Qu () 2@ (Q ()2 — Qu (2) %) w (s) ds

0

_%eur)wf)Tw (7) 2047 / ey (1) 17920 (Q,, (5) 72 = Qu (7)) w (s) ds
0

On a Iy (z) + Lo (x), 11 (x) + 12 (z) et 13 (x) + [14 () sont en 0 <|x - 7'|ﬁ> avec 0 < 3 <

o+ — 2.
Pour I; () + I (x), on a

@)+ ha) = 5T (x) et /@ P (Q, ()~ Qu () ) w(s) ds
1T 72 / Qu (7)° € (Q, () = Qu (7)) w () ds

2T
éw 91 [ Q0 (Qu 67 - Q) w5 s
1

ST () 0= / Qu (1) €20 (Qu (5 = Qu (7)) w (s) ds
= A —-DBi+C—

On majore A; — B;. On a
Ay By = ST, (@) 0t / Qu ()" ) (Qu (5)* — Qu () ) w(s) ds
T (7)) / Qu (1) ) (Qu (5)7% = Qu (7)) w (5) ds

;w 20 / Qu (@) (Qu (5)7* = Qule) ) w (s)ds
= ST @E Q@) et () - Qu () ws) ds

% I e¥Qu( x)/ Q SQw(Jﬁ ( )—2 — Q. (SC)_2> w (S) ds
‘%T e [ QU e (@) = Q) ) (9
1 e¥Qu( ac)/ Q e5Qu(@ ( )—2 — Q. (I>_2) w (5) ds

- 4’/TZ // el ZQ"J ) (Qu (x) = 21)” (Qw (s ) — Qu (7')72) w(s)dsdz

// (:Jc—i—s)ZQ Q. ( ) — ZI) (Qw (7-)—2 — Q. (I)_Q) w (8) dsdz
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// (T-i-s)zQ Qo (1) — z[)fl (Qw (8)72 —Q, (7_)72) w (s) dsdz
_—T // eTH2Q, (1) (Qu (2) — 21) 7 (Qu ()2 = Qu () 2) w (s) dsdz

47m

- 47rz W// ()2 H92) 22Q,, (1) (Qu (7) — 2I) ™
(Qw (5) —2 Qw ) ) ( )deZ
4T (@) / / 2% (Q, (@) (Qu (1) — 21) = Qu (7) (Qu (1) — 21 1) -
(Qw( ) 72— Q. (T ) s) dsdz
B // 2eT7Q,, (1) (Qu (1) — 2I) ™
(Qw( )7 = Qu (1)) w(s) dsdz

(x-l-s)z ., B 5(;_2 w () dsds
47m // Qu (2) (Qu () = 21)” (Qw<) Qu (2) ") w (s) dsd
_—T // 2 e(@ts) Qu (1) (Qu (z) —2I)~ (Qw( ) — Q. (7)” )w(s)dsdz

47rz

_ -t / / / (492230, (7) (Qu () — 21) ™ (Qu (5)% — Qu (1)72) w (s) d=dCds

L (e ts)z DO () =0 ()Y

L) [ 20,0 (Que) — D) Qe @) - Qa7

Qw( ) (Qu (T) = 2) 7 (Qu (8) 72 = Qu (7)) w (s) dzds

_ (:Jc+s)z _ -1 -2 T -2 w (s) dzds
47TZT / / Qu () (Qu () I) (Qw() Qu (2) ) (s)dzd

- L / / 2e2Q, (@) (Qu (1) — 21) ™ (Qu () = Qu (1)) w (s) deds

L / / S0 (1) (O (1) — 21

(Qw() —Qu (1)) w

= a1+b1+61+d1+€1

On a
oy < & [ [ [ p el : |u) 1] dCds 2] oo e
0 T T
<[ [ [ T3 41 s ool oo e
0 T T ’ |Hl
T . (T—s) do
< K/o / /Fff dCds HwHC([O,I];E)

()
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balle <

N N

N

NN

AN/

leal

ldall

T xr o 74
< K [ [ r-9ric— syt acasulgon
< K// — 5)* T 4dCd5||w||c(01 E)
a -3
< K/ — )" ds ||l oo,11.)
2
< K(z—7)*™" lwlle oz -

T B r—7)" (1 —38)"
K/ /e (@+s)z] ]z|3( d|z| ds ||w]| .
0 \z|“ |Z’u C([0,1;E)

(z—3s)|z )a (T_S)a
K / / At 2 ds oo

K/ (x—7)" (1 —5)" (x — s) =4 ds ||w||c([0,1];E)

2a 2p—4
K ; - s HwHC([O,l];E)

2a4+2u—3
K(z—7) i ||w||c([0,1};E)

2(a+p—2)+1
K(z—1) (et Hw”C([O,l};E)

—92\2

K((LTJ—T)aﬂL ) ||wHC([0,1};E)

atu—2
K (x—1) e ||ch([0,1];E)7

’ —(z+s)|z 2 <'I_T)a
< K/ /e @ts)lel |z Wdfz\dus”o([m];E)

o Jr

i —(xr—S8)|z (x —7—)0[
< K/ /e (=)l |Td|2|d5||w||0([o,1};E)

(x —7)* do
< K/ / ( )“_2 (x_s>d3”w”0([0,l};E)
s)
< K/ (x—7)%(x—s)"? ds [|wllc o m)
a 3
< / e d5||w||c([0,1};E)
a 2

< K(z—7) e HwHC([O,l];E)’

v —(z+s)|z 2 <I_S)a
< K/ /e (@)l ‘|Z\ —ud|z|d5||w”c([o,1];E)

T r |Z|

v —(x—s)|z ($ — S)a
< K/ /Fe (@=3)l Wd|z|d3||w”0([0,l];E)
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(x — ) do
< K/ / ( )“_2 (iL‘ _ S)dS Hw”C([O,l};E)

(z =)

< K/ a+“73d3||w||0([o,1};15)
at+pu—2
—7)H HwHC([O,l};E)7
et
—(TT+8)|z )
lealls < K// et =2l ds fuilegoe
< K e_(x_8)|z‘—)d|z|ds||w||
= |/¢*2 C([0,1};E)
—8)” do
< K// ( ) d3 ’wHC(Ol E)
< K [ s w7 ds fulogons
a 3
< / e ds ||wllcom)
« 2
< — ) [l opo,17:) -

De la méme maniére on traite la différence Cy — Dy, on a

01
= leowe / Qu () %) (Qu ()7 = Qu (2) ) w (s) ds
—; rQutr / Qu (1) %) (Qu (5) 2 = Qu (1) ) w (s) ds
= Lo / Qu (1) €% (Qu (5) = Qu (2) ) w(s) ds
—%eTQw ) [ Q) e (Que) = Qulr) Y ws)ds
_%ewn (1) / Qu (1)7 e (Qu ()" = Qu (1) %) w (s) ds
= leoe / Qu () % (Qu ()2 = Qu (2) %) w(s) ds
_%a@um ) [ Qe (Qu )~ Q) Y () s

—%eTW”Tw (7) / Qu (1) e (Qu (@) = Qu (1)) w(s) ds
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3O [ Q) e (Qu ) = Qur) Y ws) ds

- //”H”Qw (Qu () = 2D) 7 (Qu (5) > = Qu (1)) w (s) dsdz

4m

+—T // 22 Qu (1) (Qu (1) — 2I) 7 (Qu ()% — Qu (2) %) w (s) dsdz
// 2%e T+8)ZQ Q. (1) — z[)f1 (Qw (l‘)72 — Qo (7)72) w(s)dsdz
1) [ [ 2 (Qu ) = 2 (@) = Qu ) ) w () ds:

_ 47TZ x)AL (z+s)z (T+sz) QQw( )(Qw( )—ZI)
(Qw( Q_Qw ) ) ()de'Z

) [ [ R (Qu ) (@)~ 2 - Qu 1) (@ () - 2D
@u>ﬂwu>) s) dsdz

L // 22e92Q,, () (Qu (2) — 21)”"

(Qw()z—Qw() *) w(s) dsdz

4m

47rz / / e T+8)ZQ Qu (1) — Z[)il (Qw (@72 - Qu (T)72) w(s)dsdz
47‘(‘@ / / T+s ZQW w ( ) - ZI)_l (Qw (S)_2 - Qw (7—)_2) w (S) dsdz

- 4m / / / (49728Qu (2) (Qu () — 21) ™1 (Qu ()™ = Qu () %) w (5) dzd(ds
i / / (”S)ZQ Qu (@) =217 (Qu (@) = Qu()7) -
(@0 D) (Qu () — Qu (2)” ) (5) d=ds
_ / / 2 (T+sz ( )_21)71
(Qw( )72 = Qu () ?) w(s) dzds
+RT // e T+S)ZQ Qu (1) = 2I) ™ (Qu (#) 72 = Qu (7)) w (s) dsdz

(1 / /z e(T+9) "Qu (1) (Qu (1) —z[)fl (Qw (3)72 — Q. (7’)72)10(5) dzds
T T
= a2+bg+02+d2+€2.

ol <56 [ [P E o dcas g

On a
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< K/ / / (a0l 5= >d\z|cz<dsr|wucm
s—x do

< K/ / / n—3 (S_C)d€d8‘|w||0([0,l],E)
(& <>>

< K / / (5 — 2)° (s — O d¢ds [wll o

wl Tw 4

< K / / (s — O dcds | oy

< K/ OﬁLM_Sds||w||c([o,1];E)

< )CHM 2||w||C([0,1];E)’

1 « a
()] o3 @ = T) (s —2)
bl < K/ /e (rs)lzl |4 o P d|z|ds ||wll oo,

S T)|Z ) (S_x)a
K/ / e B dllds o)
(r=7)(s— x)* do
K/ /Fe — — d3Hw||o([o,1];E)

<<s:>>“ o

N

N

1
a a —4

< K/ (x—7)"(s—x)" (s —7)" " ds ||w||C([07l};E)
2a 2u—4

< K/ — s Hw”C([O,l];E)

lo' 4
< K(z—7)" s Hw”C’([O,l];E)
< K(x—7)"" 2 ||w||c([0,1];E) ’

1 «a
—(7+s)|z 2 (8 — ZE)
el < K [ [ Sl ds el

1 e
—(s—7)|2 (S —.’E)
< K/ /6 (s=) |Td|z|ds||w||c([0,l};]ﬂ)
(s —x)* do
S K/ / ( )#—2 (S_T)dSHwHC([O,l};E)
7)
< K/ (s—a)" (s —7)"ds lwlle(o.17:)
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1

-3
K [ (s=7)" (s =7)" " ds ||wll oo,
a 3
< / s Hw“C([O,l];E)
« 2
< K(z—7)"" ||w||C([O,1};E)7

1
—(143)|z ( - )
lally < K// 498l |, '2Td' [ds llogo.m

e~ (=72 — )
< K//F (s=7)l2] |# ~—— = d|z|ds |wllcqo.m)
1
a:_T dO’
< K/ /e 72— lewae)
=
1
< K (x—7)" (s — 1) dSH@U“o[m]E
-3
< K / s 1) (5 = P ds ol
1 s
< K — ) dSHwHC([O,l];E)
-2
< K (z=1)"" lwlleoz

et

* —(7+3s)|z 2 (S _7-)0‘
lesl, < K / / I o o s o e

* —(s—7)|z (S — 7—)0‘
K/ /e (5= ||’Td’z‘d‘9“w”0([0,l];E)

3—7' do

< K// — ds ||w ,
g 25— 1) | ||C([o,1},E)
3—7’)

N

o -3 o -2
< K / (5 — 1) ds [wllogonm < K (2 — "2 [0l ogonis -

I3 (z) + I4 (x) se traite comme I () + I (x).
Pour I5 (z) + Is (), on a

1 T
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On a

3 Q@) ()7 - Qo)) wls)ds
=5 | QI Q) - Qu () ) ds
1/x@w L2 (Qu (5) 2 = Qu (o) %) w (s) s
3] e
+5 | Q) eI () - Q) P w () ds
5 | QI Q) - Q) Y w ) ds
1/9@ I (Q, () = Qu () %) w () ds
oA @) =D Q) = Qu ) ws) deds

el (Q, ()% = Qu (1) ) w (s) ds

47172 /0 r 2 Qu (2) (Qu (w) = 21) (Qw (1) = Qu (SC)_2) w (s) dzds
1 Ts)z _ B 7_72w8 s
b [ [0 (Qu ) = 1) (@ (97 = Qu (7)) ws)
1 2 _(z—s)z _ _ I_Qws s
4m//rze 0 (0) (Qu ()~ 1) (@ (97 = Qu o)) w(5) dod

47TZ i /F(e.’v $)z (7’ sz ZQw( )(QW(T)—ZI)
(Qw $) 72— Qu(1)” ) (s)dzds

47TZ /OT/' 2 (x s)z ( ) —Z[)*l _Qw (7_) (Qw (7_) _ZI)71> )
(Qu() = Qu(7)” ) (s) dzds
dmi /0 /F T Qu () (Qu (@) = 1) (Qu (7 )7 = Qu(z) ) w(s) dzds

47TZ/ / @ SzQw ) (Qu (x) — 21)~ (Qw( ) - Qu (17)72)10(8) dzds
a+b+c+d.

by < K [ [ “'H w) 12 deds 1] oo
< K/// d 968 oo
( )

(€ -
< K// (1 —5)" (& — 8" dds |[wl] ¢ o.11.5)
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« 2
K(x_T) e HwHC([Ol E)>

- 0" ()
ol < & [ f et TR e ds ol

(x —7)" (1 —5)" do
< K/ / ( )2N3 (x_s)dSHwHC([O,l};E)

(z = s)

T @ o 2u—4
< K / (2= )" (7 — 5" (2 — )% ds [0l oo
< / — S s wll oo
a+ 2
< = 7) " Nwllogom) -
ZE S)|z )
el < K// ”‘H || &1 sl ds oo
do
< K// H,Q(x_s)dSHWHC([o,l];E)
(H>)
« -3
< K/O (x —7)% (z = 8)" " ds |l oo 1.m)
< K(z- T)Oéﬂk2 Hw”C’([O,l];E) ’
et
r—S )
il < & [ [ et Em T ds ol
(x — ) do
< K / / ( ) 5% Il
< K/ T —s) _S)Ni d5||w||c([0,1};E)
< — )T 2”“’”0[0 1;E) -

I7 (x) + Is (x) se traite comme I5 (z) + Ig (x).
Finalement on déduit que

I(Pow) () = (Pow) (D)l < K (@ =)™ [wll 0,55
d'ou P, € L(C([0,1]; E),C*""2([0,1]; E))
Point(2) Pour montrer que P, € L (C (E),C(E)NB (DA(.) <§, +oo>>) on doit prouver
que pour tout z € [0,1] et w € C'([0,1]; E)

sup [[r7Qu (2) (Qu (2) = 1) (Pow) @] < K wllco.my
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En utilisant 'identité

Qu (#) (Qu (2) = 1) Qu (2) (Qu (2) — 21)
<Qw<x>—r1+ﬂ> (Qu (@) = 1) Qu () (Qu (x) — 21) "
2) (Qu (@) = 21) " 47 (Qu (@) = D)7 Qu (@) (Qu (@) = =)
) (Qu (@) =21+ ——Qu (@) [(Qu (&) = 1) ! = (Qu(2) = 2D) ]

— Qw (x) (Qw ([B) - zl)il + -

r—=z

Qu (
Qu (z

(2) (Qu (2) —rI) 7",

et en tenant compte que Uintégrale en Q,, () (Q., (x) — rI)~" est nulle, on a

BQw Qu (@) =r1)~ (PW)()

— / / x—i—s z
47r7,

4m// e S”T_ZQM ) (Qu (1) = 21) ™ (Qu (5) > = Qu (1) %) w (5) dsdz
4m// . ”T_Z w (2) (Qu () = 21) 7 (Qu () = Qu (#) %) w (s) dsdz
4m// - m)zr_z w () (Qu (z) = 2I) ™ (Qu ()72 = Qu () ) w (s) dsdz
—;Qw (2)" (Qu (x) — 1)~ "0, (z) €9

/ 999 (Q, ()7 = Qu (1)) w (5) ds

0

2) (Qu (2) — 27 (Qu (5) 7% — Qu (x) ) w (s) dsdz

—gQw( Y (Qu (z) — r1) 7t e0-DQ@T (1) Q@)
/0 @0 (Qu(5)* = Qu(0) ) w(s)ds
+§Qw( 1 (Qu (z) — rI) et DQ@IT () 2R ()

/ 99 (Q, ()72 = Qu () %) w(s) ds

0

= Z[ (z).

P ‘ 2 1 -2 -2
@) = =@ [ e 0 Qo) =207 (Qu )™ = Qu () () dsd:

P ! 23 1 -2 -2
+ET (x) /F/x e(”S)Z:Qw (2) (Qu (z) — 2I) ™ (Qu (s) " — Qu (z) ") w(s) dsdz
= a1 (x) + b1 (),
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alors

|Z|3 * —(x+s)|z [e%
la @)l < Kr? / o (s [ )| dlel ol

r =zl 2" \wep.)

3
2|
< K'rﬁ/ | A1 1wl e o
r |T‘ o Z| |Z|M ‘Z|o¢+1 C([0,1};E)
1
< K'rﬁ/ d|z] [|w .
T |T—Z| |Z|a+u—2 | H| HC([O,I],E)
rﬁ
< K Iwlleqom
et
@, < K S S (. /le—@“)'z (s — 2)*ds | d|2| Ju]
X .
< x| g
T zZ w .
= r|r— z| |2 |Z|a+1 C([0,1;E)
1
< Krﬁ/ d|z| ||lw .
< 1 [l g
B

r
rata—2 ||w||0([0,1];E) :

Les autres intégrales se traitent de la méme fagon.
Finalement on déduit que

sup [r*Qu (#) (Qu () = D)™ (Pow) (2)]| 5 < K @l o s

r>0
alors
P, e L(C(E),C(E)NB(Dg,)(8,+))).
On a
Dqy (B,+00) = (E,Dq())5 400
= (&, DQQ(-))g,m
= (E:Da0)s o
s

= -DA() (§7+OO> )

donc
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0.12.2 Régularité de 'opérateur (I + P,)~"

*

On a besoin d’énoncer la régularité de 'opérateur (I + Pw)f1 qui existe pour w > w

*

1
puisque on a vu que || Pyl gy < 5 pour tout w > w*.

Proposition 0.12.2 Sous les hypothéses (0.11.3)~(0.11.7) et pour tout w > w* on a :
i) I+P,) ' eL(C(E))
ii) (I+P,) ' eL(C*(E)), Vielo,a+pu—2

iii) (14 P,)~" eL(C(E)mB(DA(.) (§,+oo))>, VB €00+ p—2].

2

Preuve. (i) Se déduit de l'inversibilité de 'opérateur I + P,
(ii) Soit w € L (C? (E)) et
h=(+P,) " w,

alors il suffit d’écrire que
h+ P,h = w,

et d’utiliser la proposition précédente.
(iii) Méme raisonnement que celui pour le deuxiéme point. O

0.12.3 Reésultat de régularité sur le second membre

On donne ici un résultat de régularité croisée sur le second membre G (do, us, f) (-).

Proposition 0.12.3 Soit § fizé dans |0, + p — 2| et soient

SN |

<Qw (0) — H) do € Dq,0)ND (H), u1 € Daqy, [ € C°([0,1]; E), alors sous les hypothéses
(0-17.9)~([0.11.7) on a :

(G (do,u1, f)(-)+ f(-)) €B (DA(.) <§,+oo)> si et seulement si

Qu (07 (@0~ ) (dy— Qu (0)™ £(0)) + F(0) € Dy <§ +oo)
Ay, (D) uy — f(1) € Dag) (§,+oo) :

Preuve. On pour tout z € [0, 1]

G . ) = 5T (0) [ Qule) e (£ ()= f (0)ds
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(1210 (s / Qu () 109 (f (5) — f (1)) ds
/ Qu (2) =09 (£ (5) — f (2)) ds
/ Qu () €D (£ (5) — f (2)) ds

et / Qula f (s ds

1 ( —2)Qu(z Qw(x SQw

et / Q. ( (5) ds

1

g ) [ 0. (0090 )

+%€wa(2)Tw (z) (eQw ac)f( 0)—f (O)) + %e(l—w)Qw(r) (f (1) — eQu(@) f (1))

3 (0 (@) = £ (@) + 5 (O (2) = £ ()

FQu (@) ) (A, (0)  do— Qu (@) 9% (K@) dy
£Qu (1) OIT, (1) uy — @, (1) €5 I%OT, () g + Qu (1)? 1990y,

donc

_ erw@)H(Aw (x))_l F(0) + Q, (x)? " (A (x)> do
+e172)Q@) (1) 4 Q,, ()? eI D@ (@)gy
+%€wa($) (f (&) = £(0)) + 579 (f (z) — f (1))
+%6x@w($)Tw (x) /0 Qu () €% (f (s) — £ (0)) ds
—5e07% [ Qu @) I (1 () - £ (1) ds
#5 | Q@) e (1 (5) = f ) s
+% Qu () 8799 (f (s) = [ (x)) ds

8

+A, (x) R (z, f,do, f) .

On doit montrer que

sup [[r7Qu (2) (Qu (2) = 1) [G (do wr, /) (@) + f ()] < K
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On développe ces intégrales afin d’utiliser 'hpothése (0.11.3)), donc on aura
BQW( Qu (x) =) [G(do,ul,f) () + f (z)]

= £L'+S)Z _ —1 ) — sd
4m // () (Qu (x) — 2I) ~ (f (s) — f(0)) dsd
(2—z— s)z ) — 2 _1 &) ods

4m// Qu (%) (Qu () — 2I) 7 (f (s) = [ (1)) dsd

(x—s)z_ <~ . 1 ) . o

4m// () (Qu (x) —2I) " (f (s) — f (z)) dsd

e 2) — 207N (f () — f (2)) dsdz
4m// - Qu (2) (Qu (2) = 2) 7 (f (s) = f (2)) dsd

+EZF P

T s VA 1
+—fﬁfﬂﬂz (Qu () — 21) " (f () — F (1)) d2

47
-1 SN |

+19Qu (1) (Qu (@) = 1) | =@ H (A (@) £ (0) +Qu (2)" %) (As (@) ﬂ
+17Qu (2) (Qu () = r1) ™ [ £ (1) 4 Q, () €019y
+77Qu () (Qu (2) = r1) ™ A, (2) R (x, f. do, )

= ZL (x)

#r7Qu (@) (Qu (@) = 71)” [ gy 'T:GS)‘lfan+—@w<xﬁe“%@ﬂ(KZCB)‘ld@
[

+77Qu () (Qu () — 1) [T F(1) 4 Q () 17220y ]
+7Qu (2) (Qu (2) - VAA) uf%J»

Pour I; (z) on a

1L @), < Kr /Wr—4<8¥3/ Wmﬂﬁw>deﬂbmmw>
z€|

d 2] [ fllos o,
. |7° _ z| |z|1+’8 CA([0,1:E)

d|z|
Y g S K B -
r|r—z||z|° 1o o1 1Fllen o,
On fait de méme pour I (x), I3 (z) et Iy (z).
Pour I5 (z) on a

<

< KirP

1
I < K 15 —|| P
5@l < K [ el | losgons

B
< Krﬁ/e“ﬂz * dlz| || f .
~ r ‘7” . Z|B |7” _ Z|175 | ’ H “Cﬂ([o,”,E)
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2"
< Kr/ i 1211 leaqonye

< K/ ||f||CB (0,1;B) S K||f||oﬁ([o 1);E) -

I (x) se traite comme [5 ().
Et de plus on a

P00 (2) (Qu (2) — 1)~ [e09%0) £ (1) 4 Q, (2)? 00000,
= ) (Qu (@) — D)

211

/Fe —a)z 1 Q@) (Qu@) =20 = Qu(1)(Qu(1) = =D ") f (1) dz
__Qw ( ) (Qw ({E) - TI)il

271
/F 72 (Qu (@) (Qu (2) — 21) " — Qu (1) (Qu (1) — 21) ") urd
+77Qu () (Qu (z) — rI) ™1 %W (Q, (1) uy + f (1))

/”-5

g [0 @) (@ ) = D7 (@) - Qu (1))

21

Qu (1) (Qu (1) —=2I)"" f(1)dz

2’3

rP
o | Q@ @ @) -2 (@) - Qe ()

271 r—z
Qu (1 )(Qw (1) = 2I) " wdz
+17Qu () (Qu (2) — 1)1 B 790 (Q,, (1) ur + f (1))
ar (x) + b1 (x) + 1 (2).

1—x)"
a (x < Krﬁ/e(lw”Z' 2l ( dlz|||f (1
o (@)1 [ ELL=D s ol
1_ «
oo [eomon =gz
r 2|77 |2

|r—z|ﬁ|r—

N

N

1—x)”
Krﬁ/e_(l_z”Z' ( dlz 1
ST 2117 ()l

N

(1—a)z) L — )7 )" .
K[ | eI Wl

K [er B0 il
=

(1—x)
K(1=2)™ Y f ()]l < KNf W)l

N

N
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et
L (1= 0"
@l < Ko [ et Pl Q. (1)
A T
e e e S IR R B
R s

N

i [ o D) 100 () wil,

P |27 |2

N

T
K [ |#3>Bd|zr||@w<>uluE

K/ 1‘235( S 1w )l
()
K (1—a2)" 77 Qu (D) w5

KHQw (1) ul”E

N

NN

Et de plus on a

[Qw (2)? €7@ (m) Ty — Q@) (m)‘l f (0)}
= QP (Qu) H) dy+ @O (0) - O, (@) (Qu @) —H) )
Qu (@) O (Qur) — H) W () do— =1 (QuGa) —H) | W (x) £(0)

Ona W (z) € L(E) et R[W ()] ,El D(Q.(z)*). Alors

r7Qu (2) (Qu () = 1)
Qo (2) 7 <Qw() H) o — Qu (0 20 <m>ld”}
+9Qu () (Qu () D)
Qu ()2 () (m)l do — Q. (x)” " (W>l d”}
+r5Qw( )( w(@)—rD)

@@, () (0070 ) ) 4 00, (0) (Qw 0) — H) - f(O)]
+7“5 Qu (T )( w(@)y—rD)™
Q) (2) (G (@) ) )+ Q) (O~ H) f<0>}

+7°5Qw( ) (Qu () = 1) [0 f (0) — e O f (0)]
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Q) (Qu () )
20 [0 07 (@0 =) " do— Q. 0) (@O ) 10)+ 50)

T’B 1 —~1 -1
—5 0w (7) (Qu () —rI)” /erm (Qu () (Qu (2) = 2I) = Qu (0) (Qu (0) = 2I) ) -

211

(@0 - 7) "~ dodz

— 50w () (Qu (2) - rI) 7 [ 26 (Qu (2) (Qu (@) = 21) 7" = Qu (0) (Qu (0) — 2I) ") -

((Qw (@) — H) T <Qw 0) — H)l) dodz
Q@) @ () =D [ Q0 Q) =20

<<Qw () — H)_l ~ (@ - H)_l) dod>
Q@) (Qu @)~ D) [ (Qu ) (@u o)~ 1) = Qu(0)(Qu(0) — D))

r

ﬁ
=
’ﬂ\

#3200 (@ () =) [ Q) (Qu a) = 21)
(@@-7)" - (@o-7)
—%Qw () (Qu () —rD)™" /F e ((Qu () — 2I) 7" = (Qu (0) — 2I) ") £(0)dz
FQu () (Qu () — )

rP 2
e

) £(0)dz

Qu () (Qu () =217 (Qu (2) " = Qu (0) ™) Qu (0) (Qu (0) —2I) -

2 Jp r—=z

(Qw 0) — H)  dodz
rh 22 1 -1 -1 -1
—o— [ e~ Qu () (Qu () = 2I) ™ (Qu ()7 = Qu (0)7) Qu (0) (Qu (0) — 2I)™ -

2 Jp r—=z

(@A) s

P z 1 -1 -1
o [ e Qu (1) (Qu (2) — 21) 7 (Qu (2) ' = Qu (0) ) -
Qu (0) (Qu (0) — 1)~ f(0)d=

2 Jp r—=z
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alors

N

N

N\

N

N

N\

B

To - () (Qu (2) — 2I) 7 (Qu (7)™ = Qu (0)™) Qu (0) (Qu, (0) — 2I) ™" -

<( ROE ) —(Q.-H ))dodz

Ry 2Qw()(Qw() 0 (@@=1) " - (@O-1) ) d
[ @ (@@ a) - (@ -a) ) s

27, F
2 Jp o —
QU (@) r1)
0 [0, 07 (@0 1) " do— Q. 0) (@O 7) 10+ 50)

Jl (ZE) + J2 (I’) + J3 (JZ)
TB 1 -1 -1 -1
(2) (Qu (z) = 2I)7 (Qu (2) 7 = Qu(0)7) Qu (0) (Qu (0) — 2I)™ -

- | e
2 Jp T —

{@w O (O —H)  (do—Qu (0) F(0)) + 1 <0>} z

11 () + o (&) + o (@),
N R I
K [ e ol

K / el - d|z| -
P L P

Qu 07 (O =) (do = Qu (0) f(0) + 1 0)

K[ Mdu
K/ x® da

Q0 (o0 —H)  (do— Qu () £(0)) + £ (0)

Qu (0 (GO —H)  (do— Qu(0) F(0) + £ (0)

E

E

QO (GO —H) " (do— Qu(0) £(0)) + 1 (0)

E

O (@O —H) " (do—Qu (0) F(0) + 7 (0)

E

Kgotn1-5

E

K|Qu (0 (Qu=H)  (do—Qu(0)" f(0) +f(0)] .

E
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@, < K / ool 1T g o) ol
T

B/ o x2a+,u

e d |z] {|dol|
1— -3 E

r — 27

2 ol

N
=
Z

IN
=
[
|
8

x2a+,u do
S K| e'——=55—|dlg

i
T

< K270 do| p < K dol| -

De méme pour les autres termes.
Finalement si

G (do,us, f) () + [ (2)

S B (DA(JC) (g,—i-oo))

e"@(0) [Qw (0)* (Qu(0) — H)™" (do — Qu(0)7"£(0)) + f(0)| € C*([0,1]; E)
=W (A, (1) ur = f(1)) € C7([0,1); ),

{ Qu(0)*(Qu(0) — H)™ (do — Qu(0)71£(0)) + f(0) € D (Qu (0), E)y_5 o0
—

—

A, (Dug — f(1) € D(Qu (1) 7E)1—B,+oo
Qu(0)*(Qu(0) = H)™" (do — Qu(0)£(0)) + f(0) € D (A (0), E) s
(Ao (Dus — f(1)) € D (A, (1), E)

1—§,+oo '

0.12.4 Théoréme de régularité maximale

On donne maintenant le théoréme de régularité maximale qui englobe toutes les propositions
précédentes.
w+ Pow =G (do,ur, f), ovw=Qu()ul).

Théoréme 0.12.1 Soit f € C?([0,1]; E) ot 8 €]0,a + pu — 2]
et soit (Qu,(0) — H) *dy € Dg, )N D(H), uy € Daqy. On suppose de plus que les hypothéses
(0.11.9)~(0.11.7) sont vérifieés et :

C Qu(0)(@a(0) —H) [do — Qu(0)"17(0)] € D (Q. (0))
Qu(0)(Qu(0) — )" [do — Qu(0)"L£(0)] + /(0) € Dago (ﬁ, +oo)

2

Ay (Dug — f(1) € Dagy (§,+OO) :

\
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*

alors il existe w* > 0 tel que Yw > w*, alors la solution w(-) = Q. (-)’u(-) de Uéqua-

tion(0.11.10) vérifie :
1. Qu()u(-) € C([0.1]; E)
2. Qu()’u() € C?(0,1]; E)
3. u" e CP(0,1];E)
4. u" e C(0,1]; E)NB <DA(.) <§,+oo)> :

Preuve. La démonstration est la réunion de toutes les propositions précédentes pour les
points (1) et (2).
Pour les points (3) (4) on écrit que :

u() = fOFQu() ul)
= [()+[G(doyw; f) () = (Pow) ()]
= (f()+G(do,ur, ) (1)) = (Pow) ().

0.13 Le probléme approché

On a montré, par un raisonnement heuristique, au chapitre 1, que I'existence d’une solution
stricte du probléme ((0.11.1)) implique sa représentation par la formule (0.11.10) & partir d’'un

certain w > w*. On va confirmer maintenant cette existence en considérant la famille de
problémes approchés suivants :

ur(x) + Ap(x)uy(z) — wu,(z) = f(x), =z €]0,1]
! (0) — Huy (0) = do (0.13.1)
un(1) = uy,
On pose, pour z € [0, 1],
Aun () = Ay (7) —wl et Qun () = — (_Aw,n (m))l/Q )

et on considére la famille des approchants de Yosida de ( Q. ()),¢[o ;) définie par :

Qun(r) = —n Qu (2) (Qu(¥) —nl)™", n e N".

Par un calcul classique on a

= Q) - (- 1)1.

-1 _
(Qw,n('r)_zj) n+z n4+z

Lemme 0.13.1 La famille (Qun(2)) 0, vérifie aussi Uhypothése uniformément
par rapport a n :
AR -1 ~1 <K|3_x‘a
||an an( ) Z ) (Qwan(‘r) Qw,n(s) )HL(E) =~

. 0.13.2
|z + w|" ( )
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Preuve. On peut écrire que

Qun(2) (Quan(®) = 2I) ™ (Qun(®) ™ = Qun(s) ™)

-1

_ n __nz -1 -1

O] CAOEFL ) INCRERC RO
alors

HQw,n(aj) (Qw,n(x) - Z[)_l (Qw,n(w)il - Qw,n<3)7l) ”L(E)
n |s — x|*
S ntz|] ne a
n-+z

_ls—al

S e w
Concernant le probleme ((0.13.1)) on a le résultat. O

-1
Proposition 0.13.1 On suppose que f € C([0,1]; E), <Qw(0) —H) doe Dg,0ND(H)
et up € Dagy. Alors il existe w (n) tel que Yw > w (n), le probléme (0.15.1) admet une unique
solution u, € C*([0,1]; E).

gPreuve. En effet on a

ul(x) —wuy(z) = f(r) — Ap(x)un(x), = €]0,1]

Par analogie avec la résolution du probléme (1)-(2), on en déduit que w,, vérifie ’équation
intégrale suivante

Uy (1) = Q=@ Rm) B do+ T, (2) eQ“(z)ul]

5O, () Qu () / £ (£ (5) — Ay (5) tn (5)) ds

1
—leIQw(x)Tw (x) Q@ (x)l/ e(1=5)Qu (@) (f (s) = Ay (5) up () ds
2 0

+e(1-7)Qu (@) [(I ~ T, (2) 62Qw(ac)) Uy — (m) 6Qw($)d0:|

1

—ZeImDQOT (1) @D, ()7 /1 Q@) (f(s) — A, (s)uy (s)) ds
2 0

1
%6“‘”””“% (2) 22-)Q,, (z) " / e1=9Q4(@) (f (5) — A, (5) uy (5)) ds
0
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3O, ()7 [ (1 5) = A ) ) s
30 [ eI (£ (5) = 4, () () s
#5Qu @™ [ (7 5) = A () ) .
Ou bien
" <x>+§ez%<f Q@™ [ A, () 5) s

—_

L -0Qu@) ) (z) / e1=9)Q® A (5)u, (s)ds
Q0o (2 / (@=9Qu@) A (5)u, (s)ds

2°
1
+2
#50) [OA  )
- k R @) dot T (x) (%]

1 2)Qu (z) |: QQW(x)) <—Aw (.I‘)>_1 eQw(l‘)dO:|

aeion, 6y, / o
‘ieww T, () Qu (@)™ / IS (5) ds
;e(l )Qu(@) ( )Qw( )—1 /1 e(1+9)Qu (x )f(S) ds
1

+2e(1 2)Qu(z T, (2) Qu (z)~ / (3—5)Qu(z )f(s)ds

1 (1 $)Qw($ l/ 1 SQw )d
2
1
—|—§Qw (x)~ 1/ (2=5)Qu (= )f(s) ds
0
1 !
+§Qw (2) /e(s_x)Qw(”")f(s)ds.
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On a pour tout n € N*

1An ()l = nA(S) (Als) =n) |
n HI +n(A(s) - n)_lHL(E)
n(l+ K)

NN

alors on a

LT, (1) Q (x) ™" / 0 A, () ) ds

1
2

< (1+K)n (sup / Qu (2)™ 2-@)g ) sup [l ()1

z€[0,1] s€[0,1]

E

n(l+ K)
< ——2sup |un ()|,
= s o 0l

de méme on a

2

n(l+ K)

—————sup luy (s)5-
\/C_U s€[0,1] E

1 1
~elQu(@ g (7))~ / e1=9)Q(@ A (s)u, (s) ds
0

E

D’autre part

1 X
HEQw () / eI A, (5) uy (5) ds
E
< (1+ (Sup / Qu (z) 7 elrm9Iul ””)dé’) sup ||un (s)|lp
x€[0,1] s€[0,1]

n(l+ K)
< B sup [fun ()]l
\/C_U s€[0,1] B

de méme

1
%Qw () / N A (6)u, (s) ds

n(l+ K)
—————= sup ||un (9)] -
< " sup e 9]

E

Ce qui permet U'inversibilité de I’équation ({0.13.2)) en choisissant w = w (n) tel que

n(l+ K)

< 1;
w(n)

dans ce cas u, € C([0,1]; E).
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La famille (A, (2)),¢[o., est bornée, de plus

ur(z) = f(x) — Ap(2)un(z) + wuy, ().

Donc pour tout w > w (n), le probléme ((0.11.10)) admet une solution unique u,, € C? ([0,1]; E) .

O
Proposition 0.13.2 [l existe w* > 0 tel que pour tout w > w* et n € N*, 3K (n) >0 :
lollogosser < *— (I lequaey + Idalle + )
et ceci pour tout u, € C*([0,1]; E), u,,(0) — Hu,(0) = dy et u,(1) = uy.
Preuve. Par le méme raisonnement qu’au chapitre (2), u,, vérifie '’équation intégrale :
Wy, + Py pw, = Gy, (do,us, f), (0.13.3)

ou
Wy = Qw,n ()2 Unp, () )

d’ou, pour x € [0,1], on a
(Pw,nwn) (v)
1 1
= Ly (@) @@ / Qun () %@ (Qu ()2 — Qo (2)72) wn (5) dis
0

2
_gewwzm () 9@ / 1 Qun (1) 99 (Q (5)7 = Qum () 72) wy () ds
_; (1- z)an(x)T eQuin( x)/ Qun 3 ¢5Qun () (Qw,n (5)—2 — Qun (x)_2) w, (s) ds
+%e<1—z>Qw,7L<z>T7 20 (@) / Qo () 1= (@)

(Quin (5)7 = Quin (2) ) wn (5)
_%eaac)czw,n(x) /O Qum () 0920 @ (Q, 1 (5) = Qun ()) i (5) ds

+l /x Q‘“v” (x)s e(7=5)@un (@) (me (3)_2 - me (x)_z) Wn, (3> ds
2 Jo

1 ' 3 _(5—2)Qu,n(x) -2 -2
g ), Quen(@)e (Quar ()2 = Quan (2)2) i (5) ds.
Et

1 1
o (day 11, ) (&) = 369" (5) Qun ) [ 01 ()
0

1
__erw,n(af)T

1
5T () Qun (0) [0 (5
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1 1
_56(1—I)Qw,n(x)Tw7n (2) Qun () / e1F9)Qun(@) £ (5 s
0

1 1
+§€(1_$)Q“’"($)Tw,n (z) Qun (2) / 6(3—S)Qw,n($)f (s)ds
0

1 1 . i
~5e0 I (o) [0 (5) s
1 x
+3Qun (@) [ e (5)ds
2 0
1 1
+5Qun (0) / =D)2nl®) [ (5) dis
SR ) §
FQun (z)? €7@ |:<Aw,n (@) do + Ty (2) 6Qw,n(x)u1}

+Qun (2)? 77900 [(I Ty () 2222 ul—(—Aw,nu))‘lew%},

{ Ton (2) = (Qun () + 1) (@)
Qun () = =1 Qu () Qu (@) =) "

sont des opérateurs bornés, pour tout = € [0, 1];d’autre part, pour tout x € [0,1] et z € T,
on a

Qw,n (%’) (Qw,n (LC) — ZI)_l =

1 1
' ¢ DT 0 () Quan () / R IOLE
0

ce qui permet de déduire la continuité de G, (do, uy, f). On fait de méme pour les autres
termes. On obtient alors

G (o, I < K (1) (ldoll s + N+ 1 oo ) -

En se basant sur ’hypothése (0.13.2)) et du chapitre (1), on montre qu’il existe w* > 0 tel
que pour tout w > w* et n € N*, 'opérateur F, ,, est inversible et

n—+z n—+z

Q) (@0 - r)_l

L(E)

ainsi

< K () [ flleqoe) -
E

up, () = — (A(z) — w[)fl (I + Pw,n)f1 G (do,uy, f) (x).
[l

Lemme 0.13.2 [ existe w* > 0 tel que pour tout w > w* et n € N*, le probléme approché
admet une solution unique u, € C?([0,1]; E) et de plus

up, () = — (A(z) — cuI)_1 (I + Pw’n)_1 G, (do,ug, f) ().
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Preuve. La proposition montre qu’il existe u,, € C? ([0, 1] ; E) solution de probléme
pour tout w > w(n). Ensuite grace a l'estimation de la proposition , on a
que u,, est solution de probléme (0.11.10|) pour w € [K (n) <1 — ﬁm) , K (n) (1 + ﬁ)] Il
suffit alors de réitérer ce raisonnement pour atteindre w*. Il
Maintenant on doit étudier la convergence des opérateurs G,, (dp, us, f) et P, ,, quand n —
+00. On aura besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 0.13.3 Pour tout x € [0,1], z €' et n € N*, on a
Qw,n(m) (Qw,n(x) - 21)71 - Qw<x) (Qw(z) - Zj)il
-1
1) Q@@ -

z

e NI CHOR

n—+z

0l (Qun (7)) ,epo,1) €St la famille des approchants de Yosida de (Qu (7)) ep,1 -
Preuve. Soient z € [0,1], z € " et n € N*. Alors on a

Qun(z) (Qual(z) — z])_l — Qu(z) (Qu(z) — Z])_l
= z ((an(x) — ZI)_1 — (Qu(z) — z[)_l)

[ (an ) e
- [ (- 220) s @t —zf)‘ll
- - E ((Qwu) —aD)7 - (QM - ﬂ])) o

nz

2 (Qula) = 21) (Qw@;) - nnf/)l

(e (2 st

z nz nz -1 nz nz !
T ntz <Qw(m)— n+z1) (Qw(x)— n+z]) +n~|—z (Qw(ﬁ)_rﬁ—zl) '

(Qu(@) — 21) (Qu(z) — 2I) " + 2 (Qu(z) — 2I) "]
n z) Qu(@) (Qul) — 1)

_n+z

z

- o (e
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Lemme 0.13.4 Pour tout x € [0,1], z €' et n € N*, on a
Qun(T) (Qun(z) — ZI)il — Qu(7) (Qu(z) — 21)71 )
quand n — +00.
Preuve. Soit = € [0,1]. Comme
Qun(®) (Quan(w) = 21) ™ =1 + 2 (Qun(w) — 2I)™
Qu() (Qu(z) = 21) 7 = T+ 2(Qu(x) — 2I) ",
il suffit de montrer que
(Qun(z) — ZI)_1 — (Qu(z) — ,z’[)_1 , quand n — +00.
On a
(Qunla) — 21)" L (@ut) ) (Qute) - 1)
- = — T)—n —
wyn X z n+z w w n+ 2z
1 n? nz -1
= - I w - I )
ntz | (n+ z)? (Q (@) n+z )
alors
(@0 20) @ -0t
L(E)
- 2 (- 1) ot - a0
N n—+z w\® n—+z wl® N
L(E)
K|z |n+ 2| 1
In+ 2z nlz] |2]
K
< =
n
nz !
Donc (Qw(:r) o ]) — (Qu(z) — 2zI)7", quand n — +o0 d’ou le résultat. O
n+z

Lemme 0.13.5 Pour tout x € [0,1], 2 €T et n € N*, on a
Ton(x) — T,(x), quand n — o0,

et

(Awm(x))_l — (Aw(a:)> - . quand n — +00.
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Il suffira d’écrire

-1

(Qun () + H) (Ao @)~ (Qu () + 1) (BT0))
— Q@) | (R @) - (@) ]
@ (1) — (Qu ()] (Ba@)

d’utiliser les propriétés des approchants de Yoshida (voir Pazy [29], page 10) et les propriétés

-1
de (Aw (@) .

On va étudier maintenant les convergences de Gy, (do, us, f) et de P, , quand n tend vers
I'infini.

Proposition 0.13.3 Soient § € |0, + 1 — 2|, (Qu(0) — H) 'dy € Dg,0) N D(H),
ur € Daqy et f € CP([0,1]; E). Alors pour

[ Qu(0)(Qu(0) — H)™' (do — Qu(0)71£(0)) € D (Q. (0))
Qu(0)*(Qu(0) = H)™" (do — Qu(0)7' f(0)) + f(0) € Dq.(0)

Ay (Dug — f(1) € Do),

\

on a
Gn — G, quand n — +o0 dans C ([0,1]; E) .

Preuve. Pour tout x € [0,1] et en utilisant l'identité
Qun(®) (Qun(r) — 27" = Qu(x) (Qu(x) — 2I) ™"

- n+ﬂd)@d@—ww0 Qu (#) (Qu (&) — 21)"

on peut écrire que
Gn (do,ubf — G (do,us, f) (v)
— ers z
= TG // Qun (@) (Qun (£) = 21)™" (£ (5) = £ (0)) ddz

Pt @) [ [0 @)~ = () 1 0) s
4m// B2 Qun () (Quan (@) = 21) 7 (f (5) = f (1)) dsdz
471'2// o SZQW ) (Qu (2 )_Z[) (f(s) = f(1))dsdz
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4m// @ Qun (@) (Quin (x) — 21) 7 (f (5) — [ (0)) dsdz
4m// e Qy (1) (Qu (w) — 21) 7 (f (s) — £ (0)) dsdz
e [ (0 @un ) 207 5 ()~ F 1) st
4m// TQu ( (z) — 21) 7 (f (s) — f (1)) dsdz

-1 N1

+ | Quin ()" @ (@w,n @ —H) W@)d—Qu@)} e (Qu@—H) W) do]

-1

b e (@@ H) W 0+ e (G - F) W) )

N :_erw,n(m)Qw’n () <m> £(0) + " @Q, (z) (Qw (x) — H) Y, (0)}

@ @ e (@ =) - Q0 e (@ - )

+ [erw,n(x)f(()) — Qu x)f(())] + [e(l—x)Qw,n(x)f (1) - 6(1_I)Q“’(x)f (1)]
+ [Qun ()2 €07 0Qun @y — Q, ()2 10y,
+Rn (ZC, f7 dOa ul) - R (%, f, d07 ul)

@ @ e (@@ =) W (@) do - @u (0 (@ )W )]

-1

[t (@A) W @ g0+ e (@) W 50)

i —er“’"(x)Qw,n (z) <m) -1 £0)+ erw(x)Qw () (Qw (x) — H)i f (0)}
| Qun (@2 (G — H)  do — Qu () ) QU — ) do
[ (1) - 19 g (1)]

+ [Quin (2)” €070y — Q () 179y

+Rn (I7f7d0au1) ( f dU ul)

On a
Il ( ) + 12
_ / / (@4): ( (Qu (@) = 2I) ™" = Qun (&) (Quin (z) — 2I) ) -

47m
(f (s )) dsdz
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L T (@) - T (@) / / Q0 (1) (Qun () — 21) 7 (f () — f (0)) dsd

4

— // (M)Z Qu () (Qw(w‘)— " I>_1Qw(w) (Qu (@) = 2D~

47m n-+z
(f (s) ) dsdz

—i—ﬁ [T, (x) — Ty ()] /F/O e(r+s)zQw7n (@) (Qun () — Z])—l (f (s) — [ (0)) dsdz
= m (33) + b1 (I) ,

pour a; (), on a

E /1 _
ai (z < K su e~ @t9lzlsBas | d|z .
llas ( )||E < /]n+z| p ; | |||f||cﬁ([o,1],E)

< /| || w1 loru

< 5||f||cﬁ 01]E)—>0 quand n — 400,

pour by (z), on a
Ton(z) — T, (z), quand n — +oo,

donc
b1 (z)||z — 0, quand n — +o0.

Pour I3 (z) + Iy (x), on a

Iy (@) + s (2
- 4m/ e (Qun (&) (Qun (1) = 21) ™ = Qu (1) (Qu () — 21) 1) -
(f (s) — f (1)) dsdz
. 4m// 2 Qo) (Quo) = 1) Q) (@) — oD
) dsdz,
alors
13 (z) + It (z)|| ;< ’n+Z’ <Sel]6p1/ el (1—S)Bd5>d|z| 11l o5
< /| || w1 lera

< 5Hf||cﬁ 0,1]; )—>0 quand n — +00.

Pour les autres intégrales le calcul est trop long; il faut jumeler (I; (z) + I;41 (x)). On montre
la convergence absolue en faisant le méme découpage que celui utilisé pour la continuité du
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second membre G (do, u1, f) (voir la preuve de la proposition |0.11.2)), ensuite on applique le

théoréeme de la convergence dominée. Par exemple on a

0un®) (1) — (A [ (1) 4 Q) 710 Dty — @, () 0y

_ ‘—1./F A-0% (Qu (1) — 1) = (Qu (x) — 21)™") £ (1) d2

21

1

5 | 2 (Qun (2) (Quan (2) = 2I) 7' = Qu (2) (Qu (2) — 2I) ") wd2

27TZ r
1 1 nz -t
- (1-x)z__ — . I .
27ri Fe n—l—zQw (z) (Qw (z) n+z )

Qu () (Qu (7) — ZI)_l (Qw (z
PR (RS (z
270 Jp n+z "

)
Qu (#) (Qu () = 21) " (Qu (@
+2Lm. /F e(”)zn%rz@w ()
o R
- o [ w>zn+z (Qw n+zf> Q) (@ )21

(Qu (@)™ = Qu)™) Qu (1) (Qu(1) — 2D [f()+Qw() ] dz

n—+z

)
Qu (2) — nz [>_ '
) = Qu (D7) Qu (1) (Qu (1) — 1) uyd

nz

T

Qu ——

1 1 1
o [ e<1—x>zn—+zczw 0 (0w ) e @ -
[f (1) + Q. (1)2 ul] dz
= a1 (x)+ag(x).
On a
sl < & [t w>"(1| |M+3 Iz er )+ Qu (2w,
K 2

< / ( )u+1 ”f )+ Qu (1) ulHE
< Kaar o oul,
< %Hf(l)+@w(1) ulHE—>0, quand n — +00.

On fait de méme pour ay ().

Q1)) Qu()(Qu() = 2D F (1) de

(
(- 1) @m@m-=n" s
(@~

I> ) Q. (1) (Q, (1) — z])_l udz
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Et de plus on a

Qo (0 ) (@)~ 1) o= Qu (0 (QuG) ) d

N [_eww,anw (2) (Qun @) = H) [ (0) + " ®0Q, (2) (Qu (@) — H >_1 ! (0)]

; [er“’"(“f(O) _ ) (0)]
_ L [ %()(Qw(w)—

2m Jp  n+z

00700 @ 01 [( o-a) (@) |

nz

1)_ Qu (2) (Qu () — 21) ™ (Qu (1)

n—+z

2m p n+ z @ ( n-+z ) « () Qo) - z[)_l (Qw (x)_l

—me) 1) % 0@ =1 ( SO =) dod

7 )¢ o (@@ 0) 0@ -
[(W) (Q 0)-H) ]dodz

o n+z @ (@ nHI) (0)(Qu(0) = 2D
(Q.) -1 H) dod

+2Lm Femni ~Qu () (Qw () — anfzf) T o, (0) (Qu (0) — 21) "

{(W} - (@0 - 1) _1] dod

2
1 vy %

- [ e
2 Jp n+ =z

nz

n—{—zj) Qw (O> (Qw (0)—,2])_1.

Q. (x) (Qw () -
(m) " dodz
1 Q. (x) (Qw (&) -

nz
n—+z

2mi F n—+z
Q07 QO QO - =0 (@@ 1) - (@A) | o
1

- | €*
21 Jp n+z

I) Q) (Qu ) — =) (Qu ()

nz

I)_ Qu () (Qu () — =1) "

n—+z

) (-
(Qu () = Qu(0) ) Qu(0)(Qu () =0 (@O —H)  f(0)d
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n 1
211

0 (@ - )

Qu (x )(Qw( ) — 207 (Qu (7)™ = Qu (0)‘1)_% (0) (Qu (0) = 21) ™" f(0)d=
b | Q) (Qule) = 1) Qu0)(Qu ()~ 20 0
Qo e (@n@=n) - (@w-7)")a

21, n+z
—eeng ) (@) - (@m=n) ) ro

nz

by (x) + bg (z) + b7 ()

1 ) (@) -

nz
n+z

2m Jp

~Qu (07 Qu0)(Qu 0~ 21 |Qu (0F (@0~ ) (o +Qu 07 710) + £ 0)].

[> Q) Q) — D) (Qu ()

alors

162 (%) + bs () + b7 ()|

< K/ I‘x|“d]z| Qu (0 QW(O)—H>_ (do+Qu ()7 1 ) +7 O

< / oy @ 0 (@O =H) (do+ Q@7 F0) + £ O

< St <o>2 (m)‘ (o +Qu (0 £ 0) +7 O]

< Qe (O —H) " (do+Qu0) F(0) + 7 (0) —0. quand n— oo,

pour b; (z), on a E
@)l < 5 [P T ] ol
< / dj ol
K

§ - 2(a+u 2)+1 Hd ”E

K

< — ||dollg — 0, quand n — +o0.
n

De méme pour les autres termes. O



0.13 Le probléme approché 87

*

Proposition 0.13.4 Pour tout w > w*, on a

. 1
i) P,, € L(C([0,1]; E)) et ||Pw7n||L(E) < 3"

ii) P, ,w — P,w dans C ([0,1]; E), quand n — +o0.
iii) (I+P,,) " €L(C([0,1];E)) et

dK >0: Vne N

|(I + Pon < K.

-1
) ey
iv) (I+P,,.) 'w— (I+P,) " w pour tout w € C (E), quand n — +oo.

Preuve. i) Méme raisonnement que pour 'opérateur P,,.
ii) C’est une conséquence de la convergence dominée.

ili) C’est une conséquence directe de 1.

iv) Soit w € C'([0,1]; E), on a

I+ Qup) ' w—(I+Q,) " w
= (14 Qua) " [w—= (I + Qua) (I + Qu) " w]
= ([ + Qw,n>_1 [wa - Qw,nw] (] + Qw)_l w — 0, quand n — oQ.

0

Théoréme 0.13.1 Sous les hypothéses (0.11.3)~(0.11.7). Soient f € CP([0,1]; E) avec
B €10,a+ u—2]. On suppose que

(Qu(0) — H)'dy € Dg,)ND(H) et u; € Dag).

Alors pour

Qu(0)(Qu(0) — H)™* (do — Qu(0)71£(0)) € D (Qu (0))

Qu(0)(Qu(0) = H)™" (do — Qu(0)71f(0)) + f(0) € Dq.(0)

Aw (1) Uy — f (1) € DQw(l)’

et il existe w* > 0 tel que pour tout w > w* la fonction u définie par
u(@) == (Ax) —wl) " (I + P) " G (do,u, f) (x),

est l'unique solution stricte du probléme .

Preuve. Soit w* défini dans la proposition [0.13.2l Pour w > w*, on pose
u(@) == (A(x) —wl) " (I + P.) " G (do,un, f) (),

et soit
up () = — (A, (2) — w[)_l (I + Pw,n)_1 G (do,uy, f) ().
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Alors u,, est une solution du probléme approché (0.13.1)) d’aprés le lemme [0.13.2| et de plus
u,, est dans I'espace C? ([0,1]; E). Or on vient de voir que u, — u dans C ([0, 1] ; E) d’une
part et que

Uy, (2) = [ (2) = (An (2) — wl) up (2)
' (0) — Hu, (0) = do

Up (1) = uy.

Donc
uy (x) = £ (x) + (I + Pun) ™ Gn (do, us, f) (z)

ul, (0) — Huy, (0) = dy
Up, (1) = uy.
Et par passage a la limite, on a
up (@) — f (@) + (L + P) " G (do,w, f) () = f (2) = (A(2) —wl)u(z).
Et donc

0.14 Exemples d’applications

On donne dans ce chapitre des exemples concrets en considérant les espaces ' = L7 (]0, 1),
(1<g<+00), E=C([0,1]), E=C(Q) et E=L"(Q), (1 < g < +0o0) ot { est un ouvert
borné de R".

Exemple 0.14.1 Considérons [’espace de Banach E = L9(]0,1]), (1 < ¢ < +00) muni de
sa norme naturelle. On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés Q(x) = —/—A ()
pour tout x € [0,1] par

D(Q(x)) ={p e W1(]0,1]) : ¢ (0) = b(x) ¢" (0) = 0, ¢ (1) = 0}
(@ (@) ¢](y) = ¢" (v), y €10,1[,

ot b(x) est une fonction vérifiant :
b(z) =b(s)| < K |z — s

On en déduit que :

e W (10,1]) : ¢ (0) = b(z) ' (0) =0, © (1) =0
pawn =4 e o Y )

(A(z)¢) (y) = =W (y), y €10,1[.

(0.14.1)
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Un calcul direct permet, pour z € C\R_ et ¢ € E, de résoudre l’équation spectrale

Q(r)p —zp =1,

qut est équivalente a

On obtient : )
«ww—zn*wunzjjxx%%@¢@wm

avec p = +/z (ici Re (p) > 0) et le noyau de Green K, est défini par

sinh p (1 — y) [sinh ps 4+ b (x) p cosh ps]

.51 0< s <
5 ) p[sinh p + b (x) p cosh p] % Y
yLyS) = — . .
Y sinh p (1 — s) [sinh py + b (x) p cosh py] 6w s<]
p [sinh p + b (x) p cosh p] I USOS
L’opérateur Q) (x) est inversible, son inverse est borné et on a
) 1
@) 0) ) = [ Kolyaos)v(s)ds.
0
avec )
1—
( wh+<@ydi0<8<y
Ko ) 14 b(2)
o\Y,2,S8) = —
A—s)ly+d(=)]
<s< 1.
T+ b () st y<s

Pour tout x, s € [0,1], on a

Q@) (Qz)— =)' [Q(2) ' —Q(s)7Y]
= Q@) Q@) -2 Q@) Q) — 1] Q(s)"
= [(Q)—2D)7'Q(s) = Q(2) (Q(x) — 21) '] Q(s)™
= [(Q)—2D)7'Q(s) = (Qw) — 2l +21) (Q(x) — 2I) '] Q ()™
= [(Q@)=2D)7Q(s) = I —2(Q(x) —2) ] Q(s)"
= [(Q@)—2D)"(Q(s) —2I) = I] Q(s) "
Soit f € E = L%(]0,1[). On doit estimer :

1(Q () = =D (@Q(s) = 2I) = 1] Q ()" fl Lugoup -

On pose
v=Q(s)" [,
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et
u=(Q(x)— 20" (Q(s) —z)v
d’ot
Qs)v=f

qut est équivalente a

v (y) = f ()

v(0)—0b(s)v'(0) =0

v (1) = 0;

De l’équation :

on a

On doit estimer ||u — v|| .
On a u — v solution du probléme :

la solution ¢ s’écrit :

[b(z) —b(s)]v' (0)
sinh p 4+ pb () cosh p

¢ (y) =

sinh (1 — y) p.

Pour tout x € [0,1], on a (voir [1], p. 54)

|sinh p + pb (z) cosh p|
eRe(p)
= |5 [[(1+Re(p) b(x)) cosIm (p) — Im (p) sinIm (p)]

+i[(1+Re(p)b(x))sinIm (p) + Im (p) cosIm (p)]]
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e Re(p)
+

[[(Re (p) b () — 1) cosIm (p) + Im (p) sinTm (p)]

+i[(1 = Re(p) b(x))sinIm (p) + Im (p) cos Im (p)]]|

eRe(p)

WV

e Re(p)

— ((®

e(p)b(z) -

[[(1+ Re (p) b (2)) cos Im (p) — Im (p) sin Tm (p)]

(
+ +i[(1+ Re(p) b (x))sinIm (p) + Im (p) cos Im (p)]]]

1) cosIm (p) + Im (p) sin Im (p)]

+i[(1 — Re (p) b (x))sin Im (p) + Im (p) cos Im (p)]]]

eRe(p)

— S [+ Re(p)b (@) +
e~ Re(p)

2

WV

donc

[(1=Re(p)b(2))* +
sinhRe (p) [1 4 (Re (p)?b(x)* +2Re(p) b (2)]

1/2

(Im (p))* b (x)’]
(Im (p))* b (2)°]

1/2

1/2

|sinh p + pb (x) cosh p| > sinh Re (p) [1 + Re (p) b (x)],

alors

e W) < [b(z) =b(s)]-[v" (0)].

On a
sinh (1 —y) Re (p)

sinh (1 — y) Re (p)
sinh Re (p) [1 + Re (p) b (z)]’

eRe(P)(1-y) _ o—Re(p)(1-y)

sinh Re (p) [1 + Re (p) b(x)]

alors

et de plus

[eRel?) — e= R [1 + Re (p) b ()]
eRe(p)(1—y) _ o—Re(p)(1-y)

eRe(0) [1 — e=2Re(®)] [1 + Re (p) b ()]
e~ Re(p)y _ o—Re(p)(2—y)

[1 —e2Re(P][1 4+ Re (p) b (z)]
fRe(p) [1 _ e*Re(P)@ y)]

[1 — e 2Re][1 + Re (p) b(2)]
Ce~Relp)y

~ qRe(p)

[1+Re(p)b(z)]’

1

[1 — e 4 Re(ﬂ)}
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o e b () )
+b(s 1—71
v’ :—/ T TdT+/ T)dr,
w=-[ T e [ e
alors » )
1—7
/ —
00 = [ 5 e,
donc
1l (1 —) I 1/r 1 1/p
o< ([l ) (fore)
vol < ([ 15505 it
< Clfllzagorp -
Donc
Hu_UHLq(}o,l[) = ||90HLq(}0,1[)
b(z) —b(s)|- [ (O)) 1 1
1+Re(p)-b(x) ¢ (Re(p))"/
C ’.I' _ 8|1+€
= |Z|1/2+1/2q ||f||Lf1(]0,1[) .
On définit l'opérateur H par H = al, avec a > 0.
Remarque 0.14.1 Comme Q () est fermé pour tout x € [0,1] et al est borné, alors
Preuve.
Qx)—al =Q(x) —al.
Voir [17], p. 190, Theorem 1.1. O

Pour vérifier I’hypothése , on doit prouver que
Q@) —al)" Q(2) " = Q) (Q() —al) "

On a )

Q@) —a) ' =[Q@)(I-aQ(x))] ={T-aQ@)") Q)"

on choisit a tel que

mnax HQ(x)A”L(E)?

donc
vz €[0,1], |aQ (x)flﬂL(E) <1,

ce qui permet d’écrire

Qz)—aD)' Q@)™ = (I-aQ()™") ' Q) 2= (Za’f@ (x)’“) Q(z)~”
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et
Q) Q) —al™ = Q@) (I-aQx)™") ' Q)™
— Q) (Zak@ <x>’“> Q)
= Y
Donc

Q) —al) ' Q(x) " = Q) (Q2) —al) .
Montrons maintenant [’hypothése i.e

1((Q (z) —al)) ™ = (Q () —al)) ||, < Cla — 7|
En utilisant la théorie des sommes d’opérateurs de Da-Prato et Grisvard, on a

Q@) —al) = 2 [(Q@) =AD" (—atN)Tdr

21 Jr

~1 [(Q) =AD"

= i ()
alors
(Qx) —al)™ = (Q(r) —al)™
1L Q@) =MD (@)= ADT
B 27m/ (—a+)\) ax
B Q (v "R - Q@ @) —An™
B 27m/ (—a+ M) X
_ S Q@RE@-A)TRE) -0 RN QM) - AT
27m (—a+A)
+i Q) (Qx) =AD" [Qx) —Q(1) ] Q1) (Q(r) - /\f)ﬂd)\
21t Jp, (—a+A)
= 5L+ 1D,
ot . )

v — 7"

ry | a+ A| IAI“

<K/

Ll < K d[A[,

——d |\
+)\”)\|u Al
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T d |
< Klz—1|" /
2\03 7| |)\’1+H
N =)
— M 1
2|lz—T|
K
< —lz—7"lz — 7" = 2" |z — 7/"]
—
K
< — o =7 2r 1]
< Klo—r7|%™,
et
v — 7"
1L, < K| ——mdlAl
o r, [—a+ Al A"
S
~ |)\‘,u+1
< Klz—17|*
< K|$—T|a[|/\| ]‘ -
< Kz —7]"™.
Donc
(@ (2) —al)™ —(@Q(r) —al) ||y < Ol —7|™*".

Alors les hypothéses (0.15.2)~(0.15.7) sont vérifiées.

Finalement tous les résultats obtenus s’appliquent au probléme concret quasi-elliptique suivant

ot (w > 0)
r%(:ﬁ,y)—%(m,y)—wu(az,y):f@,y)’ (z,y) €[0,1] x [0,1]
gzmy)—au(w) do (y), uw(l,y)=ui(y), y€[0,1]
ou 92w
1;2(56,0) b()ayég,O):O, 82(x1>_u($’1)
k32( ,0) — b@)a—y?)(l’,(])zo.

Exemple 0.14.2 Considérons l’espace de Banach E = C ([0, 1
On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés Q(x) =

¢ (0) =b(x)¢

y € 1[0,1],

par :

D(Q(z)) ={p € C*([0,1]) :
[(Q (7)) ¢] (v) = ¢" (v),

|) muni de sa norme naturelle.
—+v/—A(x) pour tout x € [0,1]

(0) =0, ¢(1) =0}
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ot b(x) est une fonction vérifiant :

On en déduit que :

(A(2) ) (y) = =W (), y €[0,1].
Un calcul direct permet, pour z € C\R_ et ¢ € E, de résoudre l’équation spectrale

Q(r)p —zp =1,

qut est équivalente a

" (y) — 20 (W) =v(y), yelol1]
©(0)=b(x)¢'(0)=0
(1) =0.

On obtient : .
(Q(2) — 2I)') (y) = / K, (y,,5) ) (s) ds,

avec p = +/z (ici Re(p) > 0) et le noyau de Green K, est défini par

sinh p (1 — y) [sinh ps + b (x) p cosh ps]

<s <
K ) = p[sinh p + b (x) p cosh p] Isssy
p T 8) = sinh p (1 — s) [sinh py + b (x) p cosh py| o s<l
p [sinh p + b (x) p cosh p] ISES
L’opérateur Q) (x) est inversible, son inverse est borné et on a
1
@) 0) ) = [ Kolyas) v (s)ds.
0
avec )
A-yls+b@] .o« s<y
Ko ) 1+ b(2)
o\Y,x,S8) = —
A-9b+b@ o,
T+ b () <s< L

Pour tout x, s € [0,1], on a

Q@) (Q(z) =)' [Q2) ' = Q)] = [(Qa) =2D) " (Q(s) = 2D) = 1] Q(s) "
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Soit f € E=C([0,1]). On doit estimer :

Q@) = 2D (Q(s) = 2I) = 1] Q ()" f| pugoup -

On pose
v=Qs) f
et
u=(Qx) =) (Q(s) — zl)v
d’ot
Q(s)v =1,
qut est équivalente a
v (y) = f ()
v(0)—b(s)v'(0)=0
v(1)=0
on en déduit que X
v(y) = OKM%&ﬂfﬁMT

De l’équation :

on a

On doit estimer ||u —v|| .
On a u — v solution du probléeme :

(w=v)"(y) =z (u—0)(y) =
(u—0)(0) = b(x) (u—v) (0) = (b(s) — b(x))v' (0)
(u—wv) (1) =0;

posons (b(s) —b(x))v' (0) =g (s,x,v), alors :

u—v
u—"v

la solution ¢ s’écrit :

Mw_[ﬂ@—ﬂ%“@)

= inh (1 — :
sinh p + pb (x) coshpswl (1=y)p
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Pour tout x € [0,1], on a (voir [1], p. 54)

|sinh p + pb (x) cosh p| > sinh Re (p) [1 + Re (p) b (x)],

alors .
P @< [b@) = bE)]- 1 O] G 32}5;;[1_ f)ff(g)b @]
On a
sinh (1 — y) Re (p) o Cle—Re(p)y
sinh Re (p) [1 +Re(p)b(x)] ~ [1+Re(p)b(x)]’
alors
/O e Re(p)y‘ dy = Rel(p) e Re(p)]
1
S Relp)
et de plus
o [ e [ O
alors
V)= [ e+ [T
alors
0= [ e
donc
, -7
Ol < [ it o)
< C HfHC([o,l]) :
Donc
[Ju — Ucho,u) = HSOHC([OJ])

b(x) = b(s)[- [0 (O 1
~ 1+Re(p)-d(x)  (Re(p))
C |ZE _ S|1+a

2|

1A oo -

On définit l'opérateur H par H = al, avec a > 0.

Par le méme raisonnement de l’exemple (1) les hypothéses (0.15.4)~ (0.15.7) sont vérifiées.
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Exemple 0.14.3 soit £ =C (ﬁ) ot 2 C R™ est un ouvert régulier et borné de frontiére OS2
de classe C%. Pour une fonction réguliére u : @ — C, y — u (y1, - -, Yn), ON pose

( E(x,y,D)u(y)

=Y i (x,y) Digu (y) + Y _bi(2,y) Diu(y) +c(z,y)uly), (v,y)€[0,1]xQ

ij=1 i=1

'(z,s,D)u= Zdi (x,8) Diu+ e (z,s)u, (x,s) €[0,1] x 09.

i=1

\

Ou les coefficients
aij,bl-,c [0,1]X§—>C

die  :[0,1] x 09 —> C,

vérifiant les hypothéses suivantes

1. 377>0v($>y) € [071] Xﬁ? VC: (C17C27"'7Cn) eRn)

Re Y aij (2,9) (¢ 2 nlS =n (T + G+ + ),

2,j=1

2. V(z,s) €10,1] x 09,
Imd; (z,s) =0,

Zdi (x,s)v; (s) #0,

ot v (s) = (v (s),v2(s),- v, (s)) est le vecteur normal unitaire extérieur a 02 au
point s,

3. ai; (z,+),bi (z,+),c(z,-) € C*(Q) uniformément par rapport ax € [0,1], et d; (z,-) e (z,) €
C1 (09) uniformément par rapport a x € [0,1],

4. aij (,y),0; (), c(,y) € C7([0,1]), 0 < o < 1, uniformément par rapport & y, et
di (-,s),e(-,5) € C*¥([0,1]), 0 < v < 1 uniformément par rapport a s € 9.

Maintenant, considérons alors le probléme suivant (ot w > 0)

( J%u

@ (x,y) - E2 (x,y, D)u(x,y) — Wu (iC,y) = f(x,y), sur [O; 1] X ﬁ
I'(z,s,D)u(x,s) =0, sur [0;1] x 09
ou (0.14.2)
5y (0y) —au(0,y) = do (y)

| ully) = (y).
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N[ =

On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés ((—A (x)) ) par
x€[0;1]
1 _ _
D (—(—A(az))i) ={ueC(Q)NW>(Q), ¢g>n: E(z,-,D)uecC(Q)
et I'(z,-,D)u=0, sur 0§}
1 _
(AW W -E@uDuw,  yen

Ce qui conduit o

D(A(z)={ueC*(Q)NW*(Q), ¢g>n: E(z,,D)uc C(Q); E*(z,.D)uecC(Q),
['(z,-,D)u=0 etF(x,~,D)(—A(x))%u:O sur 89}

(A(z)u)(y) = —E* (z,y, D) u(y), y€Q,

Posons

Remarque 0.14.2 Les domaines D (A (x)) (De méme pour D (Q (x))) sont variables & cause
des conditions aux limites qui dépendent de x.

Si on veut appliquer les résultats du chapitre 2 il faut montrer que la famille (Q (m))xe[o 1
vérifie les hypotheéses|0.11.2 et|0.11.5 ’outil fondamental pour cette vérification est le théoréeme
susvant

Théoréme 0.14.1 Sous les hypothéses 1, 2, 3 et 4, il existe p, € ] g, W[, wo, o, Co > 0 tels
que pour tout z € Y, ={z € C:|arg(z —wo)| < g, } 0u |2| > wo et x €0, 1], le probléme
¥oswWo
E(z,,D)u—zu=feC(Q)
['(x,,D)u=geC'(09),

admet une unique solution u (z,.) € C (ﬁ) N W24 (Q) vérifiant pour tout K assez grand et
K’I“O

r>r, = T
2|z[2

1 n
(1101153 19y 5 s [0,

YoEQ
n
< 2 i
XX CO |Z| q 5012% Hf”Lq(er,yo) + ysolé%lgf (Huﬂ/}%,yo le,q(ggr’yo)) )

ol

QT,yO =B (y07 T) n Qa ¢T,yo (y) = w (y — yo) )

r
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ot 1 est une fonction de D (R™) a support dans B (0,1) telle que
1
1 sur B0, =
Y= 2
0 sinon,

et w = g sur OS.

Preuve. Voir la preuwve dans Stewart [32], p. 3006. O

Remarque 0.14.3 les hypothéses (0.11.2)~(0.11.7) sont vérifiées.

Exemple 0.14.4 Considérons l’espace de Banach E = L* (2),1 < p < +00, ot ) un ouvert
régulier borné de R"™ de frontiére O de classe C?.

On garde les mémes notations et les trois premiéres hypothéses de l'exemples précédent avec
Uhypothése supplémentaire suivante

il existe p, K > 0 tels que pour tout x1,z5 € [0,1], y € Q et s € 09,

Z |aij (1, y) — aij (22,9)] + Z 1b; (21,y) = bi (22, y)| + | (21,y) — ¢ (22,9)]
i=1

ij=1
K |z — 29|”,

N

D ldi (w1, 5) = di (w2, 5)] + |e (w1, 8) — € (w2, 8)] < K |1 — s,
i1

D D (w1, 9)| + Y [Die (a1, 5)| < K.
k=1

ik=1

On considére alors le probléme concret suivant (ot w > 0)

r % (z,y) — E* (z,y, D)u(z,y) — wu (z,y) = f(z,y), sur [0;1] x Q
['(z,s,D)u(x,s)=0, sur [0;1] x 99
% (07 y) —au (Oa y) = do (y)

u(l,y) = u1 (y)-

\

N =

On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés ((—A (x)) > par
z€[0;1]

D <— (—A (l‘))%) ={peW??(Q):T(x,s,D)p =0, s €N}

(— (—A ()3 90) (1) = E(e,0.D) 0 (1) yeq.
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d’ot

—_

{(pe WP (Q) : T (z,5,D)p =0, et T (x,5,D) (—=A(x))2 p =0, SEGQ}
:—EQZL’y,D)QO(y), ye@a

Posons

Remarque 0.14.4 Les domaines D (A (x)) (De méme pour D (Q (x))) sont variables & cause
des conditions aux limites qui dépendent de x.

On doit donc une fois encore vérifier les hypothéses|0.11.2 et|0.11.5 du chapitre 2. On utilise
principalement le théoréme suivant

Théoréme 0.14.2 Sous les hypothéses 1, 2 et 3, il existe ¢ € }5 7T[ etw=wi(p) =0 tels

que pour tout z € Y, ={z € C: |arg (z —w)| < ¢} ot |z| > w et x € ]0,1[, le probléme
oW

{ E(x,,D)u—zu= f € LP(Q)

L 1
F($7',D)u:geW1‘EvP(aQ) ; € ]1,4o0],

admet une unique solution u (x,.) € WP (Q). De plus il existe C (p) > 0 tel que
(1 = wlllull oy + 12 = wI? 1Dul oy + [1D%]] )

€O [Ifley + it o {1 Tl + 1Dl .

cWwlp

ot w = g sur 2.

Preuve. Voir S. Agmon [2] ou H. Tanabe [33], page 83, lemme 3.8.1 et page 88, théoréme
3.8.2. .

Remarque 0.14.5 les hypothéses (0.11.9)~(0.11.7) sont vérifiées.




Troisiéme partie

Le probléme de Robin a coeflicients
opérateurs (cadre espace LP)
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0.15 Solutions strictes

0.15.1 Position du probléme

On considére le probleme
u’(z) + Alz)u(z) —wu(z) = f(z), =€]0,1]
W' (0) — Hu(0) = do (0.15.1)
u(1l) = uyq,
ol (A (2)),¢ (0.1 est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D (A (2)) non néces-
sairement denses dans un espace de Banach complexe . H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), dy, u; sont des éléments données dans l'espace F et f € LP(0,1; F),
1 <p<+o0.
On cherche pour
fel’0,LE),1<p<+oo,
une solution stricte de ((0.15.1)), c’est-a-dire une solution u telle que
p.p.x €[0,1], u(x) € D(A(x)) et
r— A(x)u(x) € L7 (0,1; F)
u e W (0,1; F)
w(0) € D (H).

0.15.2 Les hypothéses

Posons pour tout = € [0, 1]

Qu() = —(=Au(2))"?,

avec
Ay(z) = A(z) — wl.
1.
E est un espace UM D. (0.15.2)
2. Jwy >0,3C >0:VYzre[0,1],Vz2 >0, (A, (x) — 2I) " € L(E) et
C

Ao @) = 2D < 75 (0.15.3)

qui reste vraie dans le secteur (ou 6y et o sont des petits nombres réels positifs)
pyro ={z € C" s Jarg (2)| < O} U{z € C: |z] < rp}.

Remarque 0.15.1 L hypothése implique que pour tout w > wy, les racines
carrées :

Qw<l’) = _<_AW(:E))1/2v LS [07 1] )
sont bien définies et elles géneérent des semi-groupes analytiques non fortement continus

en zéro. (Voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas des domaines denses et Martinez-Sanz
[26] dans le cas des domaines non denses).
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De plus, il existe un autre secteur
7
oy yzm = {z e C :|arg(2)] <01 + 5} U{zeC:|z| <m},

ot 61 > 0 petit et 71 > 0 tels que pour tout z € [0, 1]

p (Qw (I)) 2 HGH—%,H'

Posons

I'= {z = peﬂ<91+g) p = 7‘1} U {z eC:|z|=mry, larg(2)| =61+ g},

i(01+%) i(01+3)

la courbe orientée de coce™ A ooe .

3. Vs e R, Yz € [0,1], Yw > wo, (—Ay, (2))* € L(E) et 3C > 1, 30, €10, 7] :

—A e < Ol 154
| Aw @], < o, (0.15.4)
on dit que —A,,, () est de classe Bip (6p) .
4. 3C, o, > 0 : Vo, 7 € [0,1],Vw > wy
Cle—r1"

|Qu (2) (Qu () = 21) " (Qu (2) ™" = Qu (1) )| ) <

a+pu—2>0.

[z +wl” (0.15.5)

De plus on fera ’hpothése suivante
5. 3C > 0:Vz €0,1], Vw > wy

Q. (r) — H est fermé, 0 € (Q(z) — H) et

1(Qu(@) = )y < C (14 V). (0.15.6)
6. 3k >0:Vr,7€[0,1]] et V(€ E
1[(Qu (@) = H) ' = (Qu (r) = H) '] ¢l < Kl — 7 [I¢]] - (0.15.7)

0.15.3 Lemmes techniques

Lemme 0.15.1 [l existe w* > 0 tel que pour tout x € [0,1] et w > w*, opérateur I — e2@w(@)
est inversible et son tnverse (I — eQQ“(m))_l est borné.

Preuve. Voir A. Lunardi [24], p. 59. O
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Lemme 0.15.2 Sous les hypothéses (0.15.9)~(0.15.7), il existe w* > 0 tel que pour tout
x € [0,1] et w > w*, Uopérateur

Ao (2) = (Qu (@) = H) + 40 (Q, () + H),

de domaine
D (A, (2)) =D (Qu(x))ND(H),

est fermé, admet un inverse borné et

(A (2)) " = (Qu (@) = H) "+ (Qu (2) — H) ' W (2),

W(z) € L(E), (Qulz)—H)" W (x)=W (2)(Qu(x) — H)™

c ﬁp (Qw (x)k).

Preuve. On suppose (0.15.2)), (0.15.4)~(0.15.7), w > wp et z € [0,1]. On a

Ao (@) = (Qu(x)— H)+ %@ (Q, (x) + H)
(Qw ( ) - ) - 62QW(1) (Qw (I) — H — 2Qw (:E))
(I — @) (Q, () — H) +26*%0)Q, (2),

et puisque les opérateurs (I — eQQ“(‘”)) et €22()Q,, (x) sont bornés alors
A, (z) = (I — £2Qu(®) (Qu(x)— H)+ 262Q(@) () (x)
= [(1 = ™)) +2e2-0)Q,, (2) (Qu (2) — H) '] (Qu () — H)
= (I — €2Qw(w)) |:.[ + 2 (_[ - €2Qw(iﬂ))_1 Qw (l‘) eZQw(x) (Qw (l‘) — H)_l] (Qw (l‘) - H) .

Pour inverser 'opérateur A, (x) il suffit de montrer que

< 1.
L(E)

|2 = ) @ (@) % (Qu () — ) !

Suite au lemme de Dore et Yakubov [II] p. 103, pour o € R, il existent des constantes C,
k > 0 (qui ne dépendent pas de w) telles que pour tout y > 1

1
H (—A(x) + wl)” e~ Y(=A@)+wl)? < Ce kv,

L(E)

en particulier

Qu (2) 22| ) < 25,

e
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et (I — eQQ“(E)) est inversible, d’otl pour w assez grand

2000 )~ 1) Qu ()20 (19| <o(1hvE) e,

L(E)

on prendra alors w* > 0 tel que

HQ@W (x) — H) ™ Q, () 2@ (1 — ezQw(:c))lHL(E) <1

Alors, pour tout w > w*, x € [0, 1], Popérateur A, () est inversible et son inverse est donné
par

avec

i(l)sons U(z)=—-M(z)(I+M(z) " eL(E)etV(z)=—N(z)(I+N(z) " eL(E).

en effet

(I + M () (I +M (x)""

et
I+N@)I+N@)"' = I« {I+N@) ' '+N@I+N@)"'=I
— ([I+N(@) "' =V(@)=1I
— ([+N(@)'=V(x)+1I
D’ou

= I+
= (Qu(z)—H) ' [[+U(x)+ V() + U () V ()]
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avec

( (Qu(z)—H) U (x) = U (2) (Qu(z) — H)™'
(Qu(x) = H)'V (2) =V (2) (Qu(z) — H)™
NP (@), V@ E D (@)
_ k=1
O
0.15.4 Construction de la solution stricte
En utilisant la méme méthode de la partie 2, on obtient 1’équation
U}+wa = G(d(),ul,f>, (0158)
avec
w() = Qu () u(),
et
(Paw) (1) = 5K () / Qu (@) ) (Qu ()" = Qul@) ) w(s)ds
L0t / Qu (@) 1799 (Q, ()7 = Qu (1)) w(s) ds
-/ Qu (2)° 99 (Q,, (5)2 — Qu (2) ) w (s) ds
/ Q. ( 3 e(5=7)Qu(z (Q (3)72 — Qu (1:)72) w(s)ds
0K (@) [ (@) 1990 (Q (97— Qu (1)) w () ds
0
—%e“"””Q““)Kw ()@@ [ Q () 220 (Qu ()72 = Qu () ) w(s) ds
0
eI () 2200 [ Q0 0900 (Q (3) - Qu ) %) ) s
0
7
=1
et

G (d07u17 f) (‘73) = Qw (x)Q LQw(l’) (I‘, f)
+Q,, (x)? @) (Aw () ' do + K, (2) eQw(m)ul)
+Q,, (z)? 1)@ ([I - Ko () 0] uy — A, (z)7" e @dy)

tel que

K, (z) = (Qu(v) + H) A, (x)il .
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Proposition 0.15.1 On suppose que les hypothéses (0.15.9)~ (0.15.7) sont vérifieés alors il
existe w* > 0 tel que

—_

Vw 2 W' [Pl prmo1.m)) < 5

(]

Preuve. Soit x € [0, 1], on obtient
he) = / / 25, () (Qu () = 21) (Qu (8) 7 = Qu (2) ) w(s) dsdz
- / [ / TR (1) 2 Qu (1) (Qu (1) — 21 (Qu ()7 — Qu ()) 2| w () ds

1
= / K, (z,s)w(s)ds,
0
avec

K, (z,s) = / _—1.Kw (z) 2% 7Q,, (2) (Qu () — 21) ™ (Qu (5) > = Qu () %) d=.

r 4mi

On a pour z € [0, 1]

1
/ K. (z,5)|ds
0
1

LKy () 26 2Q, (2) (Qu (2) — 21) ™ (Qu (5) % — Qu (1) %) dz

v || 4mi

C/ /|Z|2 Bl SR
ER
d
0/|Z|2 /e—co<x+s>|z i — 8| ds Lu
|2+ wl

1
d
/ 12)* | sup / ~Col@9)ll (1 — 5)* ds + sup / e~ Co@rs)lzl (4 _ 2)* ds 2| =
z€[0,1] z€[0,1] J = |z + w|

En utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

ds

N

N

r 1
/ eI (1 — 5)"ds < C—1,
0 |2|
et
1 . 1
Alors

S

1
K, (z,s)]ds < C —d|z|
/0 rlz+wl 2"

/|z+w|“|z|a rdl2]

wa+y 2
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D’apés le lemme de Schur, on obtient

C

H*[1||E(LP(O,1;E)) < wa—i—u—Q’

ou bien, pour toute w € L? (0,1; E), on a :

C

M2 ()l oo,15m) < —orims 1wl iy -

L(x), Is(z), Ig(x) et I;(x) se traitent de la méme fagon.
Et de plus, on a

+]4
- - / / S, () (@ ) = 21 (Qu ()7 = Qu (0)2) w () dd

4m / / 2 07Q, (1) (Qu (2) — 21) 7 (Qu (9) 2 = Qu (1) ) w(s)da
= [ ([P0 (Que) = o (@97 - Q) ) ) w (s
L : ([ 260 0 (Qu o) = =) (@ (97 = Qu ) ) = ) w ()

avec

fFRZ el’ SZQ ( )(Qw<x)—z[)_1 (QW(S)_Q_QM(I>_2) d> si 0<s<u
K, (z,s) =

fI‘ ﬁzQe(S—z)ZQw (l’) (Qw (IB) — z[)_l (Qw (S)_2 —Q, (33)_2) d> si r<s<l.

On a, pour z € [0, 1]

/1|Kza:s|ds

// mze“@w () (Qu () — 1) (Qu ()~ Qu (2)) dz
—z 2lm2Q (1) (Qu (2) = 21) 7 (Qu ()7 = Qu (2) %) dz

zze_cox_SH—S)a z| ds

1/0/1"|| ’Z—i—w’“d"d

1 . a
+02/ /|z!2 eco(sx)lzlis—x)ud‘dds
. Jr z + w|

ds

ds
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v d
< G / |Z‘2 (/ em Il (g — 5)° ds) i Iz
r 0 |z + w|
' d|z|
2 —Co(s—2)|z «
+02/\z| (/ e~ Cl=0lEl (3 ) ds) P

1
/ 1z)* | sup / ~Co@=9)l2l (1 — 5)*ds + sup / e~ Gb=0lEl (g ) ds
z€[0,1] z€[0,1] Jz

En utilisant 'inégalité de Holder, on a

v 1
/ e T (@ — 5)"ds < C— 1.
0 ||

Alors

1 |Z|2
/|Kz(x,s)|ds < C d|-|
0

r |z + w2

/|z+w|“|z|a rdl2]

wOH-,u Catp—2"

D’apés le lemme de Schur, on obtient

C
15 + Lall o015y < I
ou bien, pour toute w € L? (0,1; E), on a :

C

[ £3(w) + Ly (W)l 1001,y < = 1wl £og0,1,) -

Donc il existe w* assez grand tel que Vw > w* : TN

donc une unique solution w = Q, (-)*u (-) pour w > w* et donc

w()=Qu () 2+ P G (doyur, f) ().

0.15.5 Régularité du second membre G (dy, uy, f) (+)
On rappelle que G (dy, uy, f) (x) est défini sur l'espace L (0,1; E) par

G (do,u1, f) (x)
= QeI 5 Q)

< =. Alors I’équation

0.15.8

+%Qw (:U) /Ox e(fo)Qw(a:)f (S) ds + §Qw (:L‘) /Il e(sfx)Qw(x)f (3) ds

d|z|

|z +w|"

admet
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1 1
+§Qw () ") i (x) / eSQ“(x)f (s)ds
0

1

1
5 (1) 9 / £(1=9Qu(@) £ (5) ds
0

1 1
1Qu () @WK, (2) (u 5@ [ Ry ds)
0

1 1
—Q,, ()% 1™ Qu@) 2Qu@) [¢ (1) (U1 — iQ“’ (x)—l/ e1=9)Q(@) £ (4) ds)

0

2
= Q. (:17)2 erw(x)Aw (:17)71 do + Q. (I)2 e1-2)Qu (@),

—Qu (1) 171021 <Aw (@) do + 3K (@) Qu ) [ 0 () ds)
0

+Zl" (z) + A, (z) R (2, do, ur, f) .

Les deux résultats suivants données pour (), sont en fait valables pour tout opérateur @,
générateur d’un semi-groupe analytique généralisé.

Lemme 0.15.3 Supposons l’hpothése est réalisée et soient x € [0,1], p € |1, 00| et
w = w*. Alors

1. s+ A, (2) e Q@ e LP(0,1; E) si et seulement si p € (D (A (x)),E) 1
2p

2. s+ Q, (v) e @y e [P(0,1; F) si et seulement si ¢ € (D (A(z)) ’E)iJrlp'
2p " 2”7

D

Preuve. Rappelons que si m € N* et ' génére un semi groupe analytique alors

pe(DC™),E)1

mp P

si et seulement si
Cme“pc IP(0,1;E).

En effet

! P ! me—p pd
[llerecolran = [ o jomecs)r &
0 0

T
o0
<\/

<

P dx

xm(1*(1’$>)0m6w0¢

K ”(/)H(D(om),E)L

mp 3P

(Voir H. Triebel [34], Théoreme P. 96).
Ainsi A, (z) e*@@)p € LP(0,1; E) si et seulement si

P e (D(Qu@) B) 1, = (D(A@), B)1 = (D(A@).E)L
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Similairement Q,, (z) e*?«@p € L (0,1; F) si et seulement si

p e (D(Qu(x),E)

P
On conclut en utilisant les propriétés de réitération de Lions-Peetre [23].

(D(Qu(2), E)r = (E,D(Qu(x)), 1

p? P

Dans le cas autonome (), on a le résultat suivant :

Lemme 0.15.4 Sous l’hypothéses (0.15.9)~(0.15.4]) et 1 < p < 400, on a
1. Pour f € L?(0,1; E)

r— F(z,f) = Qw/ @)% £ (s)ds € LP (0,1; E)
0
2. Pour f € L?(0,1; F)

v K(z,f) = Qu /1 s f (5)ds € L? (0,1; E)

T

3. Pour f € LP(0,1; F)

T (2, f) = Qe /1 e f(s)ds € LP(0,1; E).
0

Preuve. Pour la premiére assertion on va appliquer le théoréeme de Dore et Venni [10], &
I’étude du probléme

{ z/((()l).)—_o?wv (gj) =f (I) , P-p- T C (07 1) J (0159)

alors , puisque E est un espace UM D et (), est un opérateur linéaire fermé dans X, vérifiant
les hypothéses du théoréme de Dore et Venni, alors pour tout f € L? (0,1, E), le probleme
(0.15.9) admet une solution unique stricte v telle que

v e W (0,1;X)NLP(0,1,D(Qu)),

avec
x

v(z) = /e(zs)Q“’f (s)ds, p.p. z € (0,1),
0
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et donc .

Quv : x — Qw/e(mS)Q“f (s)ds € L*(0,1,E).
0
L’assertion 2 découle de la premiére car en posant £ = 1 — s on obtient

1

K@J)zch/w@%ﬂ@@

T

1—x

— Q. [ T —tydr
/

— F-af(1-).
donc K(+,f)=x—F(1—=x,f(1-.) € LP(0,1,F).

Pour l’assertion 3, on écrit

1
T(af) = Qu [ €925 (5)ds
0
= Qu [ "I (s)ds+ Qu [ "I f (5)ds
] 2
= Q[ e (s 1 g [ (5
J 2
= F (x,eQQ“f) + *@ [ (z, f) € L (0, 1,E),
donc T (-, f) =2 — F (z,e*% f) + > K (z,f) € L? (0,1, E).. O

Théoréme 0.15.1 Soit Y un espace UMD, et soit p € (1,+00). On note X := L? (0,T;Y).
On suppose que (L <t>>te[o,T] est une famille mesurable d’opérateurs sectoriels sur'Y qui vérifie
L(t) € BIP(Y) et qu’il existe des constantes M, K > 0, ¢ € (0, g) telles que pour tout
te[0,1]

. M
(L (£) + ) 1||<1+|A|, red e HL(t) seR.
T—p

On suppose de plus qu’il existe des constantes o € [0,1), 5 € (0,1] et My > 0 telles que pour
tout A€ > et pour tout t, s € [0,T], on a

M,y |t —s|?

L@+ o -] < e



0.15 Solutions strictes 114

Alors pour tout f € L? (0,T;Y), le probléme

(nC'P) { Z/(((f)) - (I):(t)u (t) = f(t), pour. t € [0,T],

admet une unique solution v € W (0, T;Y)NLP (0,T; D (A)), ot D (A) est le domaine de
Uopérateur A défini par

{ DA ={zeX;u(t)e D(L(t), tel0,T], Aue X}
(Au) (t) = L(t)u(t).

Preuve. Voir la thése Sylvie Monniaux [28], ou Monniaux-Pruss [27] O

Proposition 0.15.2 Supposons (0.15.3)~(0.15.7). Soient do, u; € E et f € L?(0,1; E),
1 < p < o0, alors pour tout w > w*, on a

G(d())ulvf) () € LP (0717E)a
st et seulement si

(Qu(0)— H)'do € (D(A(0)),E)1 , w € (D(A(1),E),

2_p’p 5P
Preuve. Pour tout z € [0,1], (€ E et k € N, on a

¢ e D(Qu(@)").
et donc
A, (.T) e'Qw(x)eQw(x)C _ e.Qu(x)Aw (:L‘) eQw(x)C’

ainsi A, () e« eQv(@)¢ est borné et appartient a L? (0,1, E) .
Donc
Aw (:E) R (l‘, fa d0>u1) S (07 1; E) :

Pour I; () on va appliquer le théoréme (0.14.1), a ’étude du probléme

Remarque 0.15.2 L’hypothése (0.15.4) implique que Q,, () est Bip (g) , (voir Haase [13]).

On pose
v(s) = @@y (5) se0,z].

Alors pour s € [0, z[, on a

V(s) = —Qu () eI (s) + TINDQ () u (s) + f (5)]
Qu () I [Q,, (2) 7 = Qu (5) '] Qu () u(s)
+e@=)Qu(@) ()
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donc

/0 /Qw eI [Qu () = Qu (5) ] Qu () us) ds
(/ =90 £ () ds,

alors

/Q ) o2 [Q ()™ — Qu ()] Qu () () ds
!A (=90 £ () ds,

en appliquant @, (), on obtient

Q. (@ /@w 9 [Q, (1) — Qu (5)™] Qu (3) u (s) ds
) [ e@=90u@ £ () ds
+QA)A £ (s)ds,
on pose
U (x,5) = Qu () "W [Q, (2)™" = Qu ()],
LU)@)—meu/k@*Wﬂﬂf@ww
0
et

T

By () = [W(a.5)g(9)ds,
0
alors le probléme ({0.15.10)) admet une unique solution stricte u telle que

u=Q, (I-2) " L(f),

et on a
X

L(£) (@) = Qula) [ 9001 (5)ds € 17 (0,53 ).
0
Voir [1], p. 56.
D’aprés le Théoreme (0.15.1), on a I (z) € L? (0,1; E) .

On fait de méme pour I ().
Pour I3 (x), on a p.p z € (0,1)

I3 (x)

1 1
= S @) [ (5)ds
0

1

1
[ y 2Qu(z) _ w 0 zQuw (0) 5Qu () d
ﬂ@@% Qu(0) 0] [0 () as

4= Qw() 2Qu( )/OleSQw(w)f(s)ds
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1
_ %[Qw (2) %@ — Q, (0) "] /0 €@ (s) ds
2% ¢ 0 ‘ ’ o

10 [ 000 (5as

= I3 () + I3 () + I3 (2),

on a

3 [Qu (@) — Q, (0) 2]

_ _L, ¢ [Qu (2) (Qu () — 21) " — Qu (0) (Qu (0) — 21) "] d2

4T Jp

E

E

= —L. / 2%Q, () (Q, (x) — ZI)_l [Qw (x)_1 — Q. (O)_l] Q. (0)(Q, (0) — z[)_l dz

< Cl/lz| —Coz|z| |x|ud’2‘

<o fert
r <E>“15L‘

xz
a+t+p—2
< ClCC a )

1
‘ / SQw(x)f
0

donc p.p z € (0,1), on a

et de plus

< ( / o2 as) " ( /Oluf<s>upds)l/p

< Gollflleonimy

173 @)l

H 5 [0 (1)) — @, (0) -]

< COgotr? ||f||LP(0,1;E) ’

([iors)”

1
/ e*@u(@) f (s)ds
0

' .

E

alors

N

1/p
C(/O (atp—2)p HfHL,,olE dx)
. 1/p
C(/O x(a+“2)pd~”7> 1 F 2o g0,1,)

CUA N oo, -

N

N
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Pour 12 (z), on a

172 @)l

/ [0 _ 3O)] f (5) ds
0

1
/ (9926 _ )] £ () ds

C ’ e*Qu(®) _ ¢5Qu(0) s) < I s) "
([ ['as) ([ 1o
+C (/1 HesQw(w) _ esQw(U)Hq dS) (/ Hf (8)“17 dS) r

< C (/Ow /Fe“ (Qu (@) = 2D)"" = (Qu (0) — 21) '] dz qu> " 11l 2o 0,1

+c(/:

< C

+c|

q 1/(1
ds) HfHLp(o,l;E) ’

/F e [(Qu (x) — 21) ™" — (Qu (0) — 1) d=

on a
/F ¢ [(Qu (2) — 21)" — (Qu (0) — 2I) "] d=
C/ ||€SZQw (%) (Qu (z) — Z[>_1 [Qw (x)_l — Qu (0)_1] Qu (0) (Qu (0) — 2I)~ dZH
< C/ —Cos|z |x|ud|z|
< C’/Fe "%d;<0$ st
(3)
alors
T 1/q x 1/q
(/0 (:Eo‘s(“_l))qu) < C (/0 xq<a+“_1)ds)
< C( qlatpu— 1)+1)1/q
< C( qlatpu— 1))1/f1 < Cgotnt,
et

VAN

x 1/q
C (/ Sq(aﬂtl)ds)
0

C (goletr=+1) 1

C (wq(oﬂru—l)) 1/q

Caotit,

1 1/q
</ (xas(“*l))q d5>

V/ANIV/ANV/AN
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et on a

1 1/p 1 1/p
</0 173 (x)H%dx) < C (/0 xp(aﬂhl)dx) 1l 2o 0.15m)

< Cllfllroae -

Donc IZ € L(L?(0,1; E), L?(0,1; E))
Pour I3 (z) en utilisant le lemme (0.15.4)), on a

I3eL(LP(0,1;E),LF(0,1;E)).

De méme pour I, (z).
Et de plus on a
Quw (x)Q Q@) (x)_l do + Q, (x)2 1-)Qu(@)y,
- [QW ( )2 Rul®) (Qw (l') H)_l do — Qw (,];‘)2 erw(x) (Qw (.Z') _ H)—l W (l’) dg]
+Q, ()2 1)y,

onaW(x)€ L(E)et R(W ﬂD (Qw ).Donc

Qu (2)” e )<Qw (x) —H)" do+ Q. ()2 19)Qu(@)y
= [Qu (@)’ e (Qu () — 1) do—Qw () @) (Q,, (0) — H) " dy)
+[Qu (2)* "0 (Qu (0) = H) ™' do — Qu (0)* " (Q.. (0) — H) ™" do]
[ w(@ (1-2)Qu(2),, Q. (1) (1—2)Qu (1) 1}
+ [Qu (0)272<O (Q ( )— H) Vdy + Q. (1)%e 17:1:)Qw(1)u1}

- o /r 26" Qu (1) (Qu (x) = 2) ' [(Qu (2) = H) ™" = (Qu (0) — H) '] dod=

271
—ﬁ er”‘ (Qu (2) (Qu (2) — 2) ™ = Qu (0) (Qu (0) — 2) ™) (Qu (0) — H) ™' dodz
_QLM A Se(l—2)z (Qw (:L‘) (Qw (;13) — Z)*l — Q. (1) (Qw (1) - 2)71) wydz

+[Qu (0)* €@ (Q,, (0) — H) " dy + Q,, (1) ™MWy, ]

D’autre part par un calcul algébrique simple on a que

Qu () (Qu (2) — 2) ™' = Qu (0) (Qu (0) — )"
= 2Qu () (Qu (@) — 2) 7 [Qu (2) " = Qu (0) '] Qu (0) (Qu (0) — 2) ™",

alors on a
Qu ()7 €% (Qy () — H) ' dy + Qu () e 799y,
= o [ @) Q) = ) [Qu ) — B (Qu(0) — 1)) dod:
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o | 20 (@) Q@) =27 Q@) = Qu(0)7)
Qu (0) (Qu (0) — 2) ™1 (Qu (0) — H) ' dodz
—% 2e72Q, () (Qu () — 2) 7 (Qu (7) ' = Qu (1)) Qu (1) (Qu (1) — 2)  uydz

+[Qw(0) "0 (Q,, (0) — H) " do + Qo (1)% 1My ]
= a(@)+b(x)+c(z)+d(z).

Pour a (x), on a p.p x € (0,1)
lo@ly < € [ lele v ral do,

o _ do
< o[ Zerar L a,

< Oz dollp

alors
1 1/p 1 1/p
([Ha@izar) < o [aeerac) a
0 0
< —+o0,
donc
acLP(0,1;F).

Pour b (z), on a p.p z € (0,1)

@, < C / |z|e—C°f'Z%d|z| 10w (0) (Qu (0) — H) ™ do,

‘TO!

< C 67”— HQw (Qu (0) — H)™"do| ,
) jei

< C 2 1Qu (0) (Qu (0) — H) ™ do|
FU
g OxOH_M 2HQW Qw() ) dO E
alors
1 1/p 1 1/p
([e@ipar) < o [amrar) o, 0@.0 - 8 a,
0 0
< +00,
donc

be L (0,1; F).

On fait de méme pour ¢ (z).
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Finalement p.p z € (0,1)
G (d07u17 f) (m) S (07 1?E) )

si et seulement si
Qw (0)2 ezQw(O) (Qw (O) — H>_1 do c LP (07 17 E)
Qw (1)2 6(17I)Qw(1)u1 G Lp (0; ]-a E) ?

et donc

0.16 Reégularité maximale de la solution

Dans cette partie on étudie la régularité maximale de la solution du propléme ((0.15.1]).

0.16.1 Reégularité de 'opérateur intégral F,

Proposition 0.16.1 Sous les hypothéses (0.15.9)~(0.15.7), on a

P, e£(LP(O,l;E),LP(o,l;E)mB(DA(.) <§+oo)>) Be0,a+pu—2.

Preuve. Pour montrer que P, € £ (Lp (0,1;E),LP(0,1; )N B (DA(.) (g, +oo))) on doit
prouver que pour tout z € [0,1] et w € L?(0,1; F)
Sgg ||T’6Qw (2) (Qu () —rI)” ' (Pow) ﬂf)HE <K HwHLP(o,l;E) :

En utilisant I'identité
Qu (2) (Qu (z) = 7)™ Qu () (Qu (x) — 21) ™"
— <@w< )=l +71) (Qu (z) = 1) Qu () (Qu () — 21) !
Qu (2) (Qu () = 21) ™ 47 (Qu () = 1) ™" Qu () (Qu (2) — 21) "
= Qu@)(Qu@) =2 + ——Qu (@) [(Qu(@) —rD) " = (Qu (@) = zI) ']

= Q@) (@l ) —=D)7 (2) (Qu (2) —rI) 7",

et en tenant compte que l'intégrale en Q,, (z) (Q., (z) — rI)”" est nulle. On a

BQM()( w()—ﬂ) )

(Pow) (x
- Famen [
(s)

(Qu ()" —Qm) ) dsdz

() (Qu () = 2)™"
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i e / / 0792 QL () (Qu ()~ 21)
(QW( )= Qu ()" ) s) dsdz
RN e S)‘l_z o (@) (Qu (@) — 1) (Qu () — Qu () ) w(s) dsd=

4—m@w D [ [ @) (@)~ 0 (@)~ Q) () ds
Q) (@ (@) — 1) I (1) )

e (Qu )™ = Qu ) ) w ()

—ﬁQw () (Qu (&) — 1)L 1) [ () Qo) .

/01 Q) (Qu ()7 = Qu (@) ) w(s) ds

B
+%Qw (@)* (Qu (z) — 1) " 1 DW@ ¢ (1) 2Q(@) .

/ 1900 (Q, (5)2 = Qu (1)) w (5) ds

On a pour p.p z € (0,1)

]1( )
= K / / 972, (1) (Qu () = 21) 7 (Qu () = Qu (2)) w (s) s
= / K, (z,s)w(s)ds

rB 23 1 -2 -2
K. (z,5) = /F T K (2) e Qu () (Qu (1) — 21) 7 (Qu (5)2 — Qu (2)2) ds

471 r—z

1
/|K (x,s)|ds

< o / /e () (Qu () = 21) ™ (Qu () — Qu () %) d2

< C’F // ’Z‘ —Cox-i—s z| “) d|Z|d8
r=2]° 2|

On a

x—l—sz Z

ds
E
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N

F‘T_Z‘ z€0,1] Jo z€[0,1] J

d|z|

1+«

3
Crf 2
r|r =z 2" |2]

d|z|
< CT’B/
h rlr— 2| [z

CrP

ratp—2 :

N

<

D’apres le lemme de Schur, on a pour w € L? (0,1; E)

Cr?
111 (w)”LP(O,I;E) < rotn—2 Hw”LP(O,l;E) :

I (x) se traite comme I (7).
Pour I3 (z) + Iy (z), on a p.p x € (0,1)

I3 (z)+ Iy (x

|Z|3 ’ C el ! C a d|Z|
orf | ——— | sup / e~ @zl (1 — §)*ds + sup / e~ Ctalel (s — )% ds | —)

|z

- el —— x x) —2I)7! s) 2 — 7)) w(s) dsdz
4m// (@) =) (@)~ Qua) ) ()

47rz// - x)z Qu (2) (Qu () — 21) ™ (Qu (s)
= 4m/ K, (z,s)w(s)ds,

- Qw (J})_2) w

(s) dsdz

avec
Je 47516(96 Sz () (Qu (z) — ZI)_I (Qw (3)_2 — Qu (SC)_Q) ds si 0<s<uz
K, (.%', S) =
TB ) —1 -2 _92
fF4m T (2) (Qu (z) — 21) (Qw(s) — Qu (2) )ds si r<s<1
On a
1
|15 w5
0
z 3
< 017“6 e(x_S)ZTZ——ZQw (l’) (Qw (ZE) - z])_l (Qw (8)_2 —Q, (x)_z) 2ol ds
E
+027“'B e(5—2)z Z_3 Q. (:L‘) (Qw (:E) o ZI)_l (Qw (S)—z — Q. (x)—z) d-\l ds
E
< G / / |r’z_‘ z\ em ol S)IZ‘( |_‘#) d|z|ds

+02TI8/ \/—e_CO(S_I)Z|¥d|Z| dS
e Jrlr—2] ||
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3 T 1
< orf ™ sup / e~ @@=l (1 — §)*ds + sup / e~ Gb=0lEl (5 1) ds
r ‘7"—2‘ z€0,1] Jo z€[0,1] J
3
d|z|
< Orf &
D T F PG
d|z|
< C’r’g/
b P |7 — 2] ]2
< CrP
= Toz-l—u—Q'

D’aprés le lemme de Schur, on a pour w € L? (0, 1; E)
CrP

115 (w) + I (w)HLP(O,l;E) < rotn—2 ||w||Lp(o,1;E) :
Finalement on déduit que

sup [[r"Qu (¢) (Qu (x) — 1)~ (Pow) (@)| < C 0]l oy

>0
alors
P, e L(L?(0,1;E),L"(0,1; E) N B (Dg, ) (8, +00))) -
On a
Dqqy (B:+00) = (E, D)) o
- (E,D )
( Q) §’+Oo
donc

P,eL (LP (0,1;E),LP(0,1;E)N B (DA(.) (§+oo>)) .

0.16.2 Régularité de 'opérateur intégral (I + P,)”"

*

On a besoin d’énoncer la régularité de 'opérateur (I + Pw)_1 qui existe pour w > w

1
puisque on a vu que ||Pw||L(Lp(0 1E)) S 5 pour tout w > w*.

Proposition 0.16.2 Sous les hypothéses (0.15.4)~(0.15.7) et pour tout w > w*, on a
1. (I+P) ' eL(L?(0,1;E)), 1<p<-+oo

2. (I+P) el (LP (0,1;E)NB (DA(.) (§+oo>)) , BE0, a4 pu—2.

Preuve. Se déduit de l'inversibilité de 'opérateur [ + P,,.

d|z|

Ele
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0.16.3 Théoreme de régularité maximale

On donne maintenant le théoréme de régularité maximale qui englobe toutes les propositions
précédentes.

Théoréme 0.16.1 Soit f € LP(0,1;E) ou p € ]1,+00[ et soit dy,uy € E. On suppose de
plus les hypothéses (0.15.9)~(0.15.7) vérifieés et que

(Qu(0)— H) " dy € D(A(0),E) L, w€D(A(1), )1 .

alors il existe w* > 0 tel que Yw > w* la solution de ’équation w(-) = Qu () ul()
vérifie :

1. Qu()u(-)e L (0,1; E).
2. u" e W (0,1;F).

0.17 Le probléme approché

On a montré,par un raisonnement heuristique,dans la partie précédente que I’existence d’une
solution stricte du probléme ((0.15.1]) implique sa représentation par la formule a partir
d’un certain w > w*.Maintenant et pour montrer cette existence on considére la famille de
problémes approchés suivante

ul(z) + Ap(2)un(x) — wu,(z) = f(z), x€]0,1]
! (0) — Huy(0) = do (0.17.1)

On pose, pour z € [0, 1],
A () = Ay (1) —wI et Qun(7) = — (= Ay, (2)?,
et on considére la famille des approchants de Yosida de ( Qu (2)),c [, définie par :
Qun(z) =—n Qy () ( Qu () — nl)™", ne N
Par un calcul classique on a
-1
n—+z

Lemme 0.17.1 La famille (Qun (%)), vérifie aussi Uhypothese uniformément
par-rapport a n

(Quin (2) —2I) ' =

(Qu () = nl) (Qw () — —= ]>_1.

n—+z

|s —=[”

- 0.17.2
|z + wl|” (0.17.2)

”Qw,n(x) (Qw,n(x) - ZI)_l (Qw,n(l')il - Qw»”(s)il) HL(E) S K
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Concernant le probleme (0.17.1]) on a le résultat
Proposition 0.17.1 On suppose que f € L (0,1, E), (Qu(0) — H) "dy € Dg, N D (H)
et uy € Dagy. Alors il existe w (n) tel que Yw > w (n), le probléme (0.17.1) admet une unique
solution u, € W*? (0,1; E) .
La famille (A, (2)),¢o.1 est bornée, de plus

U () = [(2) = An(@)tn(2) + wuin(2).

Donc pour tout w > w (n), le probléme ((0.17.1)) admet une solution unique u,, € W2? (0, 1; E) .

Proposition 0.17.2 [ existe w* > 0 tel que pour tout w > w* et n € N*, 3C (n) > 0

C(n)
unllsoney < 75 (W lloaeey + Mol + ).

et ceci pour tout u, € W*? (0,1; E), ul,(0) — Hu,(0) = dy et u,(1) = u;.
Preuve. Par le méme raisonnement de la partie (2) w,, vérifie ’équation intégrale :
Wy, + Pw,nwn = Gn (d07 Uy, f) )

ou

Wy, = Qun ()2 Unp, () )

(Pw nWn) ()
1 3 —2 -2
= LK (@)@ / Qun () ) (@ (5)7 = Qu (1) %), (5) s

—16xQ“’n(x)K Qun x)/ an 1 $)Quin(e (an( ) Q_Qw,n (I)_Q) Wn, (S) ds

2

—ée“@@w(x)m,n (1) Q@ / Qun (@) %2 (Qu ()7 = Qu () ) w (5) ds
%ea—xww,n(m)KM 2 (@) / Qun () 1@

(Qun ()7

 Qu
0= / Qun (2)° 192506 (Qu 1 (5)2 = Qum (2)7%) wa (5) ds
/ Qw n (@=8)Qu,n () (Qw n ( ) - Qw,n (IE>_2) W, (8) ds

3 [ Qun @I (@677 = Q)7 wa (5,
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et
1 1
Gy (do,ug, f) (x) = §Qw7n (x) ezQw’"(m)me (x) / eSQ“”‘(””)f (s)ds
0
1
Qo (2) 050D (1) [ 99t (1)
0
1
Qi (1) 000K (0) [0 (5)ds
0

1
+5Qun (1) B (2) / o)) f (5) ds
0

1
79
1
79
1
2
1 1

5 Qi (1) €020 /0 (15100 (3) £ () ds
3 Qun (o) [ eI (5)ds

1

1
+5Qun (@) [T (5) s

+Qw,n (‘/1:)2 eIQw,n(w) |:Aw7n (x)_l dO + Kw,n (I‘) eQWa"(m)ul}
+QW7” (fE)2 e(lix)wan(x) [([ - Kw,n (1') €2Qw’n(x)) Uy — Aw,n (x)_l eQw’"(x)dO} .

On a pour tout z € [0,1] et z € T

Q) (Quo) - 1 1)1

n-—+z

n-+z

L(E)

ce qui permet de montrer la continuité de G, (do, u1, f), on a

1 1
H§Qw,n () e"@er@ [, (I)/ e*Qen@ £ (5) ds
0

W [ ey o as)
s ra)” ([ore)”
<

< K@) 1l e -

E

Les autres termes se traitent de la méme maniére. Donc
G (o, I < K () (Idoll s + el + 1 ooy ) -

En se basant sur I'hypothése ((0.13.2) et de la méme maniére qu’au chapitre (1), on montre
qu’il existe w* > 0 tel que pour tout w > w* et n € N*, 'opérateur F, ,, est inversible et

Uy () = — (Ap(z) — w[)fl (I + Pw,nf1 G (do,uy, f) ().
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Lemme 0.17.2 I existe w* > 0 tel que pour tout w > w* et n € N*, le probléme approché
0.11.1(}) admet une solution unique u, € W27 (0,1; E) et de plus

u, () = — (A(z) — wI)fl (I + PWL)*1 G, (do,ur, f) (x) .

Preuve. La proposition (0.17.1) montre qu'’il existe u,, € W?? (0, 1; E) solution de probléme
(0.11.10) pour tout w > w(n). Ensuite grace a l'estimation de la proposition (0.17.2)), on a

que u,, est solution de probléme ((0.11.10]) pour w € [K (n) <1 — L) , K (n) (1 + ﬁ)] Il
]

K(n)

suffit alors de réitérer ce raisonnement pour atteindre w*.
Maintenant on doit étudier la convergence des opérateurs G,, (do, us, f) et P, ,, quand n —
+00. On aura besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 0.17.3 Pour tout x € [0,1], 2 € T et n € N*, on a
Quan(@) (Quan(x) = 2I) 7" = Qul@) (Qu(x) — 2I)™

= = Q.2 <Qw(x)— I)_le(w)(Qw(w—zl)‘l,

n—+z

nz

n+ z
0l (Quon (7)) ,cpo,1) €St la famille des approchants de Yosida de (Qu ()),ep,1 -
Lemme 0.17.4 Pour tout x € [0,1], z € T', on a
Qun () (Qun(r) = 2I) " — Qu() (Qu(x) — 2I) ",
quand n — +0o0.
Pour tout = € [0,1], z € T', on a
Kyn(r) — K,(r), quand n — 400,

et
(Qun () — H) ' — (Q, (z) — H)™',  quand n — +oc.

On va étudier maintenant les convergences de G, (do, u1, f) et de P, , quand n tend vers
I'infini.

Proposition 0.17.3 Soit f € L”(0,1; FE) avec 1 < p < oo. Alors pour
(Qu(0)—H) 'dye D(Q,(0)ND(H) et ueD(A(1)).

On a
G, (do,uy, f) — G (do,u1, ), quand n — +oo dans LP (0,1; F) .

Preuve. Pour z € [0,1] et en utilisant Iidentité
Qun(®) (Qual@) = 20) ™" = Qu(®) (Qu(x) = 21)™
1

- 0w (%@ - ) Q) -

n-—+z n—+z
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Alors

Gn (do,’LLl, f) (IE) -G (d07u17 f) (.CE)
= Qua (@)" @O0, (2) 7 do — Qu (2)* @A, () dy
FQun ()% 17®Qun(@yy ()7 e17D@)y,

1 1
+§Qw,n () er“*"(x)me (:1:)/ eSQ“'"(x)f(s) ds
0

——Qu () ") K (x) esQw(m)f (s)ds

_ an( ) (1—2)Qu,n () e(lfs)Qw,n(w)f(S) ds

1
0

3Qun (o) [ (5 ds = 50U ) [0 (5

O\'LO\H

1
2
1
2
B
2
1
2
1 1 1 1
Qi (@) [ () ds = SQu (@) [ ()
1 1
+Qw,n (.T)Q ezQw,n(m)eQw,n(x)me (Qf) (Ul _ §Qw?n ([E)_l / 6(1_3)Qw,n(z)f (S) d8>
0
1 1
—Q, ()% *Q@Qu@ (1) <U1 — §Qw (x)—l/ e179)Qu(@) £ () ds)
0
1 1
_Qw’n (ZL')Q e(l_m)Qw,n("E)62Qw,n($)Kw7n (I‘) (Ul _ §Qw?n (I’)_l / e(l_s)Qw,n(z)f (S) d8>
0
1 B 1
Q. (z)? 1P 2Qu(@) [ () <ul — §Qw (z)7" / (1=9)Qu(@) £ (g )ds)
0
1 1
_Qw,n (:Ln)z e(l_m)Qw,n(r)eQw,n(ﬁ?) (Aw,n (x)_l dO + in’n (ZU) Qw,n (LU)_l / esQw,n(m)f (S) dS)
0

1

1
+O. (ZL’)2 e(1=2)Qu (7) ,Qu (z) <Aw (J})_l do -+ §Kw (l‘) Q. (x)—l / esQu(-'E)f (S) d8>
0

= Qun (2)?e™@r@A(2) dy — Qu ()% @A, (2) " dy
+Qw7n (x)Q 6(1—m)Qw,n(m)u1 — Q. <$)2 6(1—$)Qw(w)ul

+Z[ :B f d07u1) <x>fad07ul)-
Pour I () + I (z), on a
1
Qun (2) 0O K (0) [ 200 ()
0

1
—Qu () ") K (:13)/ eSQ”(x)f (s)ds
0
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on a

et de plus

alors

~X

<

Han

E
l

1
= Qw7n (x) eCCQw,’n(Z')Kw,n (:C) / eSQw,n(Z‘)f (S) dS
0

Qu (1) WK, () / e £ (5) ds

FQu @) IR @) [0 (5) s
0

~Qu (@) I (o) [ (5

1
= Kun(2) [Qun (2) e Qun® _ 0 (x) er“(m)] / e*@un(@) f (5) ds
0
1
o (1) Qu (2) 0 [ (000000 - 2020 £ ) s
0

Koo (2) = Ky (2)] Qu (x) 9@ / e £ (5) ds
= I (2)+ I§ () + I} (),

2m

2mi /F

“fer

N

N

1

\
“(f

Q) f () ds

2m// (Quin (x) = 2I) 7" f (s) deds

" Q@ — Q,, () "),

*(Qun () (Qun (2) = 21) 7" = Qu () (Qu (w) — 21) ™) dz

nz
n +

Qu () (Qu ) -

o~ Cozl| 1 21 In+ 2|
n |zl

n—+=z

|dz|

_/ —Coz\z|d| |
n Jr

[ (Quata) =1

E

z

q )/(/ 176 des) !

1 e—s|z q 1/q
o(/ (/ d|z|> ) 1 onn
s U

C ”f”LP(O,l;E) )

113 ()

C
”E < " HfHLp(o,l;E) — 0,

quand n — +00.

1) 00 () (Qu (z) — 2D) " dz

E
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Pour 7% (z), on a

1

( 5Qu,n(T) _ sQw($)) f (S) ds

E

(Quin () = 2) ™" = (Qu (x) — 2I)7) f (s) dzds

E
1 . q 1/q
< C(/o /r H(Qun @) =21 = (Qu () = 20) ) d2 ds) 1 zo(o0.1:5
E
' 1 Jz| |n+2] Ha
< o ([rmsaameae) o) i,
o \JrlzlIn+z| nlz| 2] 11 2r 0,19
/a
S ([emme) o)
< — —e ld|z| | ds [
n 0 |z] | | || ||L (0,1;E)
C
< =
~ n ”f”LP(O,l;E)v

alors

C
1B@]e < SNl 0. avand 0 —-+o0,
ona K, () = K, (r) quand n — +o0, alors

|23 (x)HE — 0, quand n — +oc.

donc
|1 (z) + L2 (z)||p — 0, quand n — +oo,

Pour les autres intégrales le calcul est trop long il faut jumeler (I; (x) + I;41 (x)). On montre
la convergence absolue en faisant le méme découpage que celui utilisé pour la continuité du
second membre G (do, w1, f) (voir la preuve de la proposition [0.15.2)), ensuite on applique le
théoréeme de la convergence dominée. Par exemple on a

Qun ()" 7%y = Q, () 7%y
S [ et (Qw,n (2) (Quom <x>—zf>*1—@w (2) (Qu (z) — 21)"") urd=

211

1 nz

= _%/Fe(lx)zn—ﬂ@u (z) (Qw (z) — n+z) Qo (2) (Qu () — 2I) " uydz
1 1—2)z Z2 nz -1
— —%/Fe( )n——mQ“’<x> (Qw(m)_n—}—z) .
[Qu () (Qu () — zl)*l — Qu (1) (Qu (1) = 2) " uadz

—|—i. ell=o) Q. (7) (Qw (x) — >_ Qo (1) (Qu (1) — 2zI)  uydz

21t Jr n—+z

nz
n—+z

— e [ (- )
Qo (2) (Qu(x) ~ 2D (Qu )™~ Qe (17 Qu (1) (Qu (1) — 21)
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oot 1P 21— o)
L@, < C / e 12l a1zl

In+zl nlz| |2
C (1—a2)"
< ¢z,
< = e - 2]l
Ay P G
< — e U
n Jr o “71(1_35) e
11—z
C e’ a+ -2
< ; FU“1 "o do |lu| pg
C «@ 2
< n(l—x) " HU1HDE
< Sl
—||u
X n 1l E >

pour I, (x), on a

1
L@l < ¢ [ et g o, 0w,

r[n+ 2| nz|

< & /F %e—ﬂ—wﬂzm 1Qu (1% au

< %/r( ; )“udam -7l
1—=x

< % / ge—adaan(nzulHE

< Qe Pul,.

Et de plus, on a

Quin ()% €@ @AY (2) dy — Qw( )2 e" @A, ()™ do
= Qun ()’ (Q,, (x) — H) ' dy — Qup (2)° €@ (Q,, (x) — H) " dy
+Qun ()7 €O (Q () — H)™ W< ) do — Qu (2)? €@ (Q,, (x) — H) ' W (2) do,

ona W (x)e L(E)et R(W CﬁD(Qw ).Donc
k=1

Qw,n (x)z erw,n(CC) (Qw,n (ZL‘) - H)il dO - Qw (17)2 erw(x) (Qw (37) - H>71 dO
= Qun (2)? ™ @@ (Qy, (x) — H) " do — Qun ()7 "9 @ (Q,, () — H) " dy
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+Qun ()" €@ (Q (2) — H) ™ do — Qu (1) € (Q (x) — H) ™ dy
= Qw,n (I)2 erw’n(w) [(Qw,n (fL’) H)_l dO - (Qw,n (:E) - H)_l dO]

o e (- ) @@ - @
~Qu (0)7] Qu (0) (Qu (0) = 2D) ™" [(Quon (2) = H) ™' = (Qun (0) — H) ] dod=

2 Jr  n+z
L et g, > Qu (2) (Qu (x) = 21) ™ Qu ()

21 Jp n+z n—+z

<@w<x>—zf> 10 = Qa0 Qa0 (Qul0) =21 (@ 0) ) ot
0@ >(@w<x>— ”) Q0 (0) (Qu (0) — 21!

nz

nz

1
+—

21 Jp n+z n—+z

1
+_
2mi Jp n+z

(Qw,n (O) - ) dodz

5

= E Q;.
=1

On a

nz

>_ Qu (0 (Qu (0) — 1)

n—+z

lax (#)llg — 0,

pour as (), on a

2 «
| ﬁ' |€_m|z|”|+f| Im|wa+“d|zl Idoll
o ln+ 2 nizl |z

C .
s _/|Z|1 “x2a+“€‘x'z‘d|z| o]l

~ —0 2a+,u_ d
-1 2 ol

—/01 e~ 22 @245 || dy ||
nJr

< G2 g,
n

laz ()]l g <

/N

N

N

C
= lldolls

pour as (), on a

2
|Z| e—z|z| |n+ Z|
r|n+ 2| n |zl

C
< ¢ / 2] 21 || ol

< ¢ / e aﬂ— Idoll;

2 d |2 ||dol|

las ()]l g <
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C
< —/ae_ULEC"L“_szHdOHE
nJr
C
< = a+p—2 d
< Car g,
C
< ol
de méme pour a4 (z) et a5 (). O

Proposition 0.17.4 Sous les hypothéses (0.15.4)~(0.15.7) et pour tout w > w*, on a

1

1. Pwﬂl S L(Lp (0, 1,E)) et ||Pw7n||L([071]7E) < 5

2. P,nv — P,v, quand n — 400 dans L? (0,1; E) .

3. (I+P,,)" € L(LP(0,1;E)) et il existe K > 0 tel que (I + P
Vn > 0.

4. (I+P,p) v — (I+P) " v, YoeL?(0,1;E).

)71HL(LP(O,1;E)) < K,

Preuve. i) Méme raisonnement que pour 'opérateur P,.
ii) C’est une conséquence de la convergence dominée.

iii) C’est une conséquence directe de 1.

iv) Soit w € L([0,1]; E), on a

(I+Qup) w—(I+Qu) " w
= (I +Qun) ™ [w— (I + Qun) (I +Qu) " w]
= (I + Qw,n)il [Quw — Qunw] (I + Qu) 'w — 0, quand n — oo.

4

Théoréme 0.17.1 :Sous les hypothéses (0.15.9)~(0.15.7). Soient f € LP (0, 1; E),et dy,u; €
E, on suppose de plus

(Qu(0)—H) "do € (D(A(0)),E)1 . w€(D(A(1),E)s

2pP 2—p,,p'
Alors il existe w* tel que pour tout w > w* la fonction u définie par
u(z) = (A(x) —wl) " (I +P,)" G (do,u, f) (x),
est l'unique solution stricte du probleme (0.15.1)).

Preuve. Méme raisonnement que la partie précédente. [l

Remarque 0.17.1 Si E n'est pas UMD et les opérateurs (Q (37>>xe[0,1] ne sont pas Bip, on
peut obtenir des résultats similaires pour un second membre g dans un espace d’interpolation
en utilisant les résultats de Acquistapace-Terreni voir [1].
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0.18 Exemples d’applications

Nous allons illustrer les résultats obtenus avec des exemples concrets varié en considérant
lespace E = L1(]0,1]) et E=L1(Q) , (1 < g < +00), Q ouvert de R".

Exemple 0.18.1 Considérons l’espace de Banach E = L7(]0,1]), (1 < g < +00) muni de sa
norme naturelle. On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés Q(x) pour tout x € [0, 1]
par

D(Q(x)) = {p € W21(]0,1]) : ¢ (0) = b(z) ¢' (0) = 0, » (1) = 0}
[(Q () ¢] (y) = ¢" (y), y €10,1],

ot b(x) est une fonction vérifiant :

b(x) = b(s)] < K | — 5|

On en déduit que :

L e W (01D ¢ (0) —b(a) ¢ (0) = 0. (1) =0
puaw)={ £ e O A

(A(@) @) (y) = =W (y), y €10,1[.
Un calcul direct permet, pour z € C\R_ et ¢ € E, de résoudre l’équation spectrale

Q(v)p —zp =1,

qui est équivalente a

" (y) =20 (W) =9 (y), yelol1]
©(0) =b(x)¢'(0)=0
(1) =0.

On obtient : )
Q@) =) ") ) = [ Kyl.s) v (s)ds.
0
avec p = +/z (ici Re (p) > 0) et le noyau de Green K, est défini par

sinh p (1 — y) [sinh ps + b (x) p cosh ps]
p[sinh p 4+ b (x) p cosh p]

Ky (.2.5) = =3 sinh p (1 — 5) [sinh py + b () pcosh py]

p[sinh p + b (x) p cosh p]
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L’opérateur Q (x) est inversible, son inverse est borné et on a

(Q ) ) (4) = / Ko (y, 2, 5) ) () ds,

(1—y)[s+b(2)]
1+b(x)
(1— )y +b(2)
1+b(x)

st 0<s<y
KO(yax7S):_

Pour tout x, s € [0,1], on a

Q@) Q@) == [Q) " = Q)]
= [(Q@)— 2" (Q(s)—2I)— 1

Soit f € E = L%(]0,1[). On doit estimer :

—
()
—~
Va)
~—
L

1@ (@) == Q) = 2D) = 11 Q)™ fll Lugop -

On pose
v=Q(s)" f
et
u=(Q(z)— 1) 7H(Q (s) —zI)w.
d’ot

qut est équivalente a

on en déduit que

De [’équation :

on a

On doit estimer ||u — v|| .

sty <s<l.
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On a u — v solution du probléeme :

(w=v)"(y) =z (u—0)(y) =0
(u—v)(0) = b(x) (u—v)(0) = (b(s) — b(x))v' (0)
)

la solution ¢ s’écrit :

[b(x) = b(s)] ' (0)
sinh p + pb () cosh p

¢ (y) =

sinh (1 — y) p.

Pour tout x € [0,1], on a (voir [1], p. 54)

donc
|sinh p + pb (x) cosh p| > sinh Re (p) [1 + Re (p) b (x)],
alors
b sinh (1 — y) Re (p)
o )] < 10(@) = D) O] e (o T Re C 5 T
O sinh (1 — y) Re (p) o Ce™ Rele)y
sinhRe (p) [14+Re(p)b(z)] = [1+Re(p)b(x)]’
alors
/0 |€—Re(p)y‘qdy — qRi ® [1 _ e—qRe(p)]
1
S [Re (p)
et de plus
_ (P =y) [T+ b(s)] A=) [y +b(s)]
v = [ s [
alors

|sinh p + pb (x) cosh p| > sinh Re (p) [1 + (Re (p)?b(x)* +2Re(p) b (2)]

o)== [ e+ [T

1/2
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alors oy )
, B 1—17
””—/0 S IARAE
donce
1 r 1/r 1 1/q
, (1-71) ) ( )
0)| < | d td
vol < ([ 550 s ar
< CHfHLQ(}O,l[)'
Donc
||U_U||Lq(}071[) = ||90||Lq(}0,1[)
b(z) —b(s)[- [V (0)] 1 1

S 1+Re(p)b(@)  ¢Y1 (Re(p)

Cle— s
= ‘2’1/2+1/2q ||f||Lq(]0’1D .

On définit l'opérateur H par H = al, avec a > 0.
Pour vérifier ’hypothése , on doit prouver que

Q) —a) ' Qx) ' =Q ) (Q(z) —al)™.
On a

1 1

(Q(z) — aI)_1 = [Q (x) ([ —aQ (x)_l)]f = ([ —aQ (x)_l)f Q (x)_l,

on choisit a tel que
1

z€01] Q@ oy

la| <
donc

Vo e [0,1], Ha@ (x)_lﬂL(E) <1,

ce qui permet d’écrire

(Qz)—aD)' Q@)™ = (I-aQ(x)™") ' Q) 2= (Za’f@ <a:>"“) Q ()

et
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Donc
Q) —al)" Q@) =Q ) Q) —aD™".
Montrons maintenant [’hypothése i.e

[(Q (@) —al) ™ = (Q(r) —al) || < Cla — 7"
Comme Q () est fermé pour tout x € [0,1] et al est borné, alors
QT —al=Q(x) —al.

(voir [17], p. 190, Theorem 1.1). Donc en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs de
Da-Prato et Grisvard, on a

-1

Q@) —a)™ = — F(Q(:v)—ﬂ)_l(—aj%)‘ldx
-1 Q@) - M)
21 Jr (—a+ ) ax,
alors
(Q(2) —al) ' = (Q(7) —al)™"
Sl (@@ )T - (@) =AD"
B 27rz/ ( a—i-/\) X
B Q(z Q@) -em M @) A"
B 27rz/ (—a+ ) i\
-1 ) (Q(z) = M)~ [Q(ﬂf)fl—Q(T)fl}Q(T)(Q(T)—/\f)fld)\
o 2mi Jp, (—a+A)
S Q@@ -MT Q@ - RME@QE) -AD" |
271 Jp, (—a+A)
= 0L+ 1,
ot . )
|l — 7%
HIluE < K . ‘_a+)\||)\|ud‘)‘|v

= |z 7'|
< K U BN
/1 e

2[z

< Ko /T T d|A[

|)\|1+,U«

2|lz—T|
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e [A]
% 1

< Kz —
2|z—T|
K
< —le—1"flo—7" = 2" |z — 7]
—H
K
< Sl -]
1
< Ko —7)"™.
Pour Iy, on a
jz — 7
1] < K/ —Ed A
v r, [—a+ A[[A]"
Il’—Tla
~ |)\‘,LL+1 ’ ‘
< Klz—71|° / n ‘#+1'

lz—T]

Alors

1@ @) —al)™ = (@) — al) ™,y < Cla — 7.
L’hypothese (0.15.4) est verifiée voir Labbas Moussaoui [19]
Alors les hypothéses (0.15.2)~(0.15.7) sont vérifiées.

Finalement tous les résultats obtenus s’appliquent au probléme concret quasi-elliptique suivant
ot (w > 0)

( 0%u 0*u

@(fpvy) - 6_y4(x’y) —wu (Qf,y) = f($7y)’ (l‘,y) € [07 1] X [071]

2 (0,y) — au(0,y) = do (y), u(l,y) = (y), y€[0,1]

O 0 0?

u u
w0) 0@ 2 @0 =0 =Sk =ule)
0%u Au

Gt (30 = b (@) 55 (2.0) =0,

\

Remarque 0.18.1 Les hypothéses (0.15.4)~(0.15.0) sont vérifiées pour le cas particulier
H = —Q(x). En effet dans ce cas

Exemple 0.18.2 On considére le cas E = L7 (), 1 < ¢ < 0o et Q est un ouvert de R™ avec
lopérateur donné par (0.14.1). Les hypothéses (0.15.4), (0.15.5) et (0.15.5)~(0.15.7) restent

vraies pour le cas b(x) verifie

{b() bo
|b(x) —b(s)] < K |z — s

De plus Uhypotheése (0.15.4) est verifiée voir Labbas Moussaoui [19).
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