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Introduction
L�objectif de ce travail est l�étude d�une famille de problèmes aux limites régis par des équa-
tions di¤érentielles opérationnelles d�ordre 2 avec conditions de Robin généralisées gouvernées
par une classe d�opérateurs variables véri�ant l�hypothèse de Labbas-Terreni dans le cadre
des espaces de Hölder et des espaces Lp:
Ces équations sont de type :

u00(x) + A(x)u(x)� !u (x) = f(x); x 2 ]0; 1[ ; (0.0.1)

avec les conditions opérationnelles de Robin suivantes :8<: u0(0)�Hu(0) = d0

u(1) = u1;
(0.0.2)

où (A (x))x2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés de domaines D (A (x)) non né-
cessairement denses dans un espace de Banach complexe E. H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), d0; u1 sont des éléments donnés dans l�espace E et f 2 C ([0; 1] ;E) (ou
dans Lp (0; 1;E)).
Ici ! est un paramètre spectral strictement positif. Dans tout ce travail, on notera

A!(x) = A(x)� !I;

et on fera les hypothèses suivantes dans le cadre Höldérien :
On considère le problème (0.0.1)-(0.0.2) dans le cadre elliptique. Cela signi�e, au sens de
Krein, que la famille d�opérateurs linéaires fermés (A!(x))x2[0;1] à domaines D (A! (x)) véri�e
la condition d�ellipticité uniforme suivante :

1. 9!0 > 0, 9C > 0 : 8x 2 [0; 1], 8z > 0, (A!0 (x)� zI)�1 2 L (E) et

(A!0 (x)� zI)�1



L(E)

6 C

1 + z
; (0.0.3)

cette hypothèse permet de dé�nir les puissances fractionnaires des opérateurs (�A!(x)).
En particulier, pour chaque x 2 [0; 1] et ! > 0, les racines carrées �(�A!(x))1=2 sont
bien dé�nies et génèrent des semi-groupes analytiques�

e�
p
(�A!(x))y

�
y>0

;

non nécessairement fortement continus en zéro (voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas
des domaines denses et Martinez-Sanz [26] dans le cas des domaines non denses).
Posons

Q! (x) = �(�A!(x))1=2:
Il existe donc un secteur de la forme

��1+�
2
;r1 =

n
z 2 C� : jarg (z)j 6 �1 +

�

2

o
[ fz 2 C : jzj 6 r1g ;
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avec �1 > 0 petit et r1 > 0 tels que pour chaque x 2 [0; 1], on ait

� (Q! (x)) � ��1+�
2
;r1 :

Notre hyopthèse fondamentale sur les opérateurs variables (Q! (x))x2[0;1] repose essen-
tiellement sur celle de Labbas-Terreni [22] et celle de Labbas [18]. Elle est de la forme :

2. 9C; �; � > 0 : 8x; � 2 [0; 1] ;8z > !08><>:


Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1�



L(E)
6 C jx� � j�

jz + !j�

�+ �� 2 > 0:
(0.0.4)

De plus les conditions de Robin (0.0.2) sont généralisées car le coe¢ cient H est un
opérateur linéaire fermé (voir cas autonome [7] et [6]) on fera donc les hypothèses
suivantes sur Q! (:) et H

3. 9C > 0 : 8x 2 [0; 1], 8! > !08>>><>>>:
Q! (x)�H est fermable, 0 2

�
Q! (x)�H

�
et



�Q! (x)�H

��1




L(E)

6 C (1 +
p
!) :

(0.0.5)

4. 8x 2 [0; 1], 8! > !08>><>>:
�
Q! (x)�H

��1 �
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
� D (Q! (x)) \D (H)

Q! (x)
�
Q! (x)�H

��1 �
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
�
�
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
:

(0.0.6)

5. 8x 2 [0; 1], 8! > !0

Q! (x)
�1
�
Q!(x)�H

��1
=
�
Q!(x)�H

��1
Q! (x)

�1 ; x 2 [0; 1] : (0.0.7)

6. 9C > 0 : 8x; � 2 [0; 1], 8! > !0 et 8� 2 E



��Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (�)�H

��1�
�






L(E)

6 C jx� � j�+� k�kE . (0.0.8)

L�objectif principal de ce travail est l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale
de la solution stricte u du problème (0.0.1) et (0.0.2). Pour le cas höldèrien, une solution
stricte est dé�nie par une fonction u telle que8<: 8x 2 [0; 1] u (x) 2 D (A (x)) ; u 2 C2 ([0; 1] ;E)

x 7�! A (x)u (x) 2 C ([0; 1] ;E) et u (0) 2 D (H) ;

et u satisfait le problème (0.0.1) et (0.0.2).
Pour le cas LP , en plus des hypothèses (0.0.3) et (0.0.4), on suppose :
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1.
E est un espace UMD: (0.0.9)

2. 8s 2 R; 8x 2 [0; 1] ; 8! > !0, (�A!0 (x))
is 2 L (E) et 9C > 1; 9�0 2 ]0; �[ :


(�A!0 (x))is




L(E)
6 Ce�0jsj: (0.0.10)

3. 9C > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8! > !08<:
Q!(x)�H est fermé, 0 2 (Q!(x)�H) et

(Q!(x)�H)�1




L(E)

6 C (1 +
p
!) :

(0.0.11)

4. 9k > 0 : 8x; � 2 [0; 1], 8! > !0 et 8� 2 E

�(Q! (x)�H)�1 � (Q! (�)�H)�1
�
�



E
6 k jx� � j�+� k�kE :

Ici, une solution stricte est dé�nie par une fonction u telle que8>>>><>>>>:
p.p.x 2 [0; 1] ; u (x) 2 D (A (x)) et
x 7�! A (x)u (x) 2 Lp (0; 1;E)
u 2 W 2;p (0; 1;E)

u (0) 2 D (H) ;

et u satisfait le problème (0.0.1) et (0.0.2).

0.1 Aperçu historique

L�équation di¤érentielle (0.0.1) et (0.0.2) a été traitée par de nombreux auteurs parmi les-
quelles, on cite :

1. Cas A constant et ! = 0:
Le célèbre travail de S. G. Krein fait en 1967 (voir [16] p. 249), où l�auteur a traité
cette équation di¤érentielle, en se basant sur la méthode de réduction de l�ordre et
les propriétés des semi-groupes et de la racine carrée (�A)

1
2 (avec D (A) dense dans

E). Cette équation a été étudiée aussi, dans le cadre des sommes d�opérateurs par G.
Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [9]). Ici, les auteurs ont utilisé principalement
le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d�interpolation et ils ont imposé la
restriction f (0) = f (1) = 0. On signale aussi d�autres travaux liés à cette équation,
Sobolevskii [31], Kuyazyuk [15], etc...
Le cas A constant avec des conditions aux limites de Robin généralisées (i.e. à coe¢ -
cients opérateurs) a été traité par M. Cheggag voir [7], [6] et [8].
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2. Cas A variable (A dépend de x).
En 1975, l�équation di¤érentielle (0.0.1) avec des conditions aux limites homogènes a
été largement traitée par G. Da Prato et P. Grisvard (voir [9]), dans un cadre plus
général des sommes d�opérateurs. Ils ont supposé que, pour chaque x 2 [0; 1], (�A (x))
véri�e l�hypothèse d�ellipticité dite de Krein (voir [16], (2:2), p. 249) et des hypothèses
de di¤érentiabilité sur les résolvantes de la forme

(D:G)

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

9� 2
�
0; 1

2

�
; 9� 2 ]0; 1[ et 9N > 0 tels que



 @@x (A (x)� !I)�1






L(E)

6 N

!�+
1
2



 @2@x2 (A (x)� !I)�1






L(E)

6 N

!�



 @@x (A (x)� !I)�1 � @

@s
(A (s)� !I)�1






L(E)

6 N jx� sj�

!�+
1
2



 @2@x2 (A (x)� !I)�1 � @2

@s2
(A (s)� !I)�1






L(E)

6 N jx� sj�

!�
:

En 1985, R. Labbas et B. Terreni (voir [20]) ont étudié l�équation di¤érentielle (0.0.1)
avec les conditions aux limites du type Sturm-Liouville8<: a0u (0)� b0u

0(0) = 0;

a1u (1)� b1u
0(1) = 0;

où ai, bi > 0 et ai + bi > 0; i = 0, 1: Ceci, en imposant aussi la restriction f (0) =
f (1) = 0 et en utilisant l�hypothèse

(L:T )

8><>:
9�; �; K > 0 tels que

A (x) (A (x)� zI)�1

�
(A (x))�1 � (A (s))�1

�


L(E)

6 K jx� sj�

jzj� ;

où �+ 2�� 2 > 0:
En 1987, l�équation di¤érentielle (0.0.1) avec des conditions aux limites non homogènes a
été traitée par R. Labbas (voir [18]) ceci en utilisant successivement l�hypothèse du type
(L:T ) et les hypothèses du type (D:G) : Ici, il n�a pas imposé que f (0) = f (1) = 0: En
utilisant les techniques de calculs de Sinestrari [30], il a obtenu des conditions nécessaires
de compatibilité entre les donnés et le second membre f , sous la forme8<: f (0)� A (0)' 2 D (A (0)); où ' = u (0) ;

f (1)� A (1) 2 D (A (1)); où  = u (1) ;

pour obtenir une solution stricte du problème (0.0.1)-(0.0.2).
Dans toutes ces études, faites dans un cadre höldérien, les auteurs se sont basés sur le
calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d�interpolation.
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0.2 Résultats essentiels obtenus

Cette thèse comporte trois parties.
La première partie est consacrée à des rappels d�usage sur les outils mathématiques utilisés
dans cette thèse. Nous donnons certains résultats classiques sur les semi-groupes, les espaces
d�interpolation et les espaces de Hölder, les intégrales de Dunford, les puissances fractionnaires
ainsi que les principaux théorèmes de la théorie des sommes d�opérateurs linéaires dans le cas
des espaces de Banach quelconques (voir Da Prato-Grisvard [9]) et dans le cas des espaces
de Banach UMD (voir Dore-Venni [10]. Prüss-Monniaux [27]).
La deuxième partie concerne le cadre höldérien et est composée de 4 chapitres.
Le premier chapitre est consacré à la construction de la solution stricte du problème aux
limites. On suppose l�existence de cette solution et à l�aide d�un raisomment heuristique on
obtient une équation intégrale équivalente à notre problème.
Dans le chapitre 2 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte. La
méthode utilisée s�inspire des travaux de Labbas [18], Bouziani [4].
Au chapitre 3, on justi�e la représentation trouvée dans le premier chapitre par l�étude du
problème approché associé.
Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux
dérivées partielles.
Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant : (voir Haoua-Medeghri [14])

Théorème 0.2.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) où � 2 ]0; �+ �� 2]
et soit (Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0)\D(H), u1 2 DA(1): On suppose de plus que les hypothèses
(0.0.3)�(0.0.8) sont véri�eés et que :8>>>>>><>>>>>>:

Q!(0)(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)
�1f(0)] 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)

�1f(0)] + f(0) 2 DA(0)

�
�

2
;+1

�
A! (1)u1 � f (1) 2 DA(1)

�
�

2
;+1

�
;

alors il existe !� > 0 tel que 8! > !� l�équation (0.0.1) admet une unique solution
w (�) = Q! (�)2 u (�) véri�ant :
1. Q! (�)2 u (�) 2 C ([0; 1] ;E)
2. Q! (�)2 u (�) 2 C� ([0; 1] ;E)
3. u00 2 C� ([0; 1] ;E)

4. u00 2 C ([0; 1] ;E) \B
�
DA(�)

�
�

2
;+1

��
:

La 3ème partie concerne le cadre LP et est composée de 4 chapitres
Le premier chapitre est consacré à la construction de la solution stricte du problème aux
limites.
Dans le chapitre 2 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte.
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Au chapitre 3, on justi�e la représentation trouvée dans le premier chapitre par l�étude du
problème approché associé.
Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux
dérivées partielles.
Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théorème 0.2.2 Soit f 2 Lp (0; 1;E) où p 2 ]1;+1[ et soit
d0; u1 2 E: On suppose de plus les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) véri�eés et que

(Q! (0)�H)�1 d0 2 D (A (0) ; E) 1
2p
;p
; u1 2 D (A (1) ; E) 1

2p
;p
;

alors il existe !� > 0 tel que 8! > !� l�équation (0.15.8) admet une unique solution
w (�) = Q! (�)2 u (�) véri�ant :
1. Q! (�)2 u (�) 2 Lp (0; 1;E) :
2. u00 2 W 2;p (0; 1;E) :



Première partie

Rappels
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0.3 les opérateurs linéaires

Soit (E; k�kE) un espace de Banach complexe.
Un opérateur linéaireA sur l�espace E est une application linéaire dé�nie sur un sous espace
vectoriel D (A) � E dit domaine de A et à valeurs dans E. On désigne par L (E) l�espace
des opérateurs linéaires continus dé�nie sur E. Cet espace muni de la norme

kAkL(E) = sup fkAxkE : x 2 E; kxkE = 1g ;

est un espace de Banach.

Dé�nition 0.3.1 L�opérateur A est dit fermé si son graphe

G (A) = f(x;Ax) : x 2 D (A)g ;

est fermé dans E � E:
La norme du graphe sur D (A) est donnée pour tout x 2 D (A) par :

kxkD(A) = kxkE + kAxkE :

Si A est fermé, alors
�
D (A) ; k�kD(A)

�
est un espace de Banach.

Proposition 0.3.1 L�opérateur A est fermé si, pour toute suite (xn)n2N de D (A) telle que

xn �! x et Axn �! y;

on a :
x 2 D (A) et Ax = y:

Dé�nition 0.3.2 L�opérateur A est dit fermable s�il admet une extension fermée.

Proposition 0.3.2 L�opérateur A est dit fermable si et seulement si, pour toute suite (xn)n2N
de D (A) telle que

xn �! 0 et Axn �! y;

on a :
y = 0:

Opérateur sectoriel

Dé�nition 0.3.3 Soit E un espace de Banach complexe et 0 < � < �:
On pose S� = fz 2 C : jarg (z)j < �g et

P
� = C�S�: Un opérateur linéaire B sur E est dit

sectoriel d�angle � si et seulement si

� (B) � S�;

et pour tout � < ' < �; il existe M' > 0 tel que

8� 2 � (B) ;


(B � �I)�1




L(E)

6 M'

j�j :

Pour plus de détails, voir H. Brezis [5] et H. Tanabe [33]:
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0.4 Semi-groupes

0.4.1 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 0.4.1 Soit E un espace de Banach complexe et (G (t))t>0 une famille d�opérateurs
linéaires sur E. Alors (G (t))t>0 constitue un semi-groupe sur E si

1. 8t > 0; G (t) 2 L (E) ; G (0) = IE:

2. 8t; s > 0; G (t+ s) = G (t)G (s) = G (s)G (t) :

Si la deuxième condition est véri�ée pour t et s de signes quelconques, on dira qu�on a un
groupe.

Dé�nition 0.4.2 On dit qu�un semi-groupe (G (t))t>0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x 2 E; l�application t �! G (t)x de R+ dans E est continue c�est à dire

8x 2 E; lim
t�!0

kG (t)x� xkE = 0;

on dit aussi que (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Exemple 0.4.1 Si A 2 L (E) et G (t) = etA, t > 0, alors G (t)t>0 est un C0 semi-groupe.

Proposition 0.4.1 Si (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe, alors il existe deux constantes
M > 1 et $ > 0 telles que

8t > 0; kG (t)kL(E) 6Me$t:

Le C0 semi-groupe (G (t))t>0 est dit aussi du type (M;$) :
Le C0 semi-groupe (G (t))t>0 est dit uniformément borné si M > 1 et $ = 0; en particulier
il est de contractions si M = 1 et $ = 0:

0.4.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu

Dé�nition 0.4.3 On appelle générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, l�opé-
rateur linéaire non borné � : D (�) � E �! E dé�ni par8><>:

D (�) =

�
' 2 E : lim

t�!0+
G (t)'� '

t
existe dans E

�
8' 2 D (�) ; �' = lim

t�!0+
G (t)'� '

t
:

Exemple 0.4.2 Soit E = BUC ([0;+1[ ;R), l�espace des fonctions uniformément continues
et bornées de [0;+1[ dans R muni de la norme k�k1 et (G (t))t>0 la famille d�opérateurs
dé�nie pour tout f 2 E, s; t 2 R+ par

[G (t) f ] (s) = f (t+ s) :

Alors (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe de contractions et son générateur in�nitésimal � est
donné par : 8<: D (�) = ff 2 E : f 0 existe, f 0 2 Eg

8f 2 D (�) ; �f = f 0:
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Proposition 0.4.2 Si � est générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, alors

1. � est linéaire fermé.

2. D (�) est dense dans E:

3. L�ensemble résolvant � (�) contient le demi plan P! = f� 2 C : Re� > !g et

8� 2 P!; 8n 2 N�;


(�� �I)�n




L(E)

6 M

(Re�� !)n
;

où M et ! désignent les constantes de la proposition

Le théorème de Hille-Yosida donne la réciproque de ce résultat.

Théorème 0.4.1 (Hille-Yosida) Soit D (�) � E �! E un opérateur linéaire tel que :

1. � est fermé et D (�) est dense dans E;

2. il existe M > 1 et ! > 0 tels que :

� (�) � f� 2 C : jRe (�)j > !g ;

et pour Re� > !; n = 1; 2:::

(�� �I)�n



L(E)

6 M

(Re�� !)n
:

Alors � est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0 :

Proposition 0.4.3 Soit (G (t))t>0 un C0 semi-groupe tel que :

8t > 0; kG (t)kL(E) 6Me!t (M > 1; ! > 0) :

Alors �, le générateur in�nitésimal de (G (t))t>0, véri�e

1. � (�) � f� 2 C : jRe (�)j > !g et

8� 2 P!; 8n 2 N�;


(�� �I)�n




L(E)

6 M

(Re�� !)n
:

2. La résolvante de � est donnée par la transformation de Laplace

8� 2 P!; (�I � �)�1 x =
Z 1

0

e��tG (t)xdt:

3. Le semi-groupe (G (t))t>0 peut se retrouver à partir de son générateur � par la formule

G (t)x = lim
��!1

et��x; t > 0; x 2 E;

où �� 2 L (E) est l�approximation de Yosida de � dé�nie par :

�� = ��� (�� �I)�1 ; � > !:
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On rassemble les principales propriétés des C0 semi-groupes dans la

Proposition 0.4.4 Soit (G (t))t>0 un C0 semi-groupe et � son générateur in�nitésimal.
Alors

1. pour tout x 2 E, La fonction t 7�! G (t)x est continue sur R+:
2. Si x 2 D (�) et t > 0 alors G (t)x 2 D (�), de plus, le graphe t 7�! G (t)x est de
classe C1 sur R+ et véri�e

8t > 0; d

dt
G (t)x = �G (t)x = G (t) �x:

3. Pour tout x 2 E et t > 0Z t

0

G (s)xds 2 D (�) et �
Z t

0

G (s)xds = G (t)x� x;

et si de plus x 2 D (�)

�

Z t

0

G (s)xds =

Z t

0

G (s) �xds = G (t)x� x:

4. Si � est aussi générateur in�nitésimal d�un autre C0 semi-groupe (H (t))t>0 ; alors

8t > 0; G (t) = H (t) :

Semi-groupes di¤érentiables

Dé�nition 0.4.4 On dit qu�un C0 semi-groupe (G (t))t>0 est di¤érentiable si pour tout x de
E, la fonction t 7�! G (t)x est di¤érentiable de ]0;+1[ dans E:

Proposition 0.4.5 Soit (G (t))t>0 un C0 semi-groupe di¤érentiable de générateur in�nitési-
mal �: Alors , pour n 2 N et x 2 E; on a :
1. 8t 2 ]0;+1[ ; G (t)x 2 D (�n) :
2. t 7�! G (t)x est n fois di¤érentiable sur ]0;+1[ et

8t 2 ]0;+1[ ; Gn (t)x = �nG (t)x:

3. 8t 2 ]0;+1[ ; Gn (t) 2 L (E) :
4. t 7�! Gn (t) est di¤érentiable (donc continue) de ]0;+1[ dans L (E) :
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0.4.3 Semi-groupe analytique

Dans toute la suite arg désigne la détermination principale de la fonction argument caracté-
risée par :

arg (z) = ' si z = rei'; r > 0; ' 2 ]��; �[ :

Dé�nition 0.4.5 Soit 0 < � <
�

2
. On appelle semi-groupe analytique de type �, une appli-

cation G dé�nie sur l�ensemble P
= fz 2 C� : jarg zj < �g ;

à valeurs dans L (E) telle que :

1. z 7�! G (z) est analytique sur
P
:

2. G (0) = IE et 8x 2 E; lim
z2
P

; z!0
G (z)x = x:

3. 8z1; z2 2
P
; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :

Semi-groupe analytique généralisé
On dira que

�
exQ
�
x�0 est un semi-groupe analytique généralisé si Q est un opérateur linéaire

dans E, à domaine non dense et véri�ant :8>><>>:
� (Q) � S!;� =

n
� 2 C� f!g � jarg (�� !)j < �

2
+ �
o
et

sup
�2S!;�



(�� !) (�I �Q)�1



L(E)

< +1;

où ! 2 R et � 2
i
0;
�

2

h
:

Dans ce cas
�
exQ
�
x>0 n�est pas supposé être un semi-groupe fortement continu (voir E. Si-

nestrari [30], A. Lunardi [24]).

Remarque 0.4.1 En �xant r > 0; �0 2 ]0; �[ alors
�
exQ
�
x>0 est dé�ni par :

exQ =

8><>:
1

2�i

R


e�x (�I �Q)�1 d� si x > 0

I si x = 0;

où 
 est le bord de S!;��B (0; r) orienté négativement.

Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique (ou holomorphe)

Théorème 0.4.2 (Kato) Soit � : D (�) � E �! E un opérateur linéaire tel que

1. � est fermé.

2. D (�) est dense dans E:
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3. � (�) � f� 2 C� : Re� > 0g et

9K > 0;8� : Re� > 0;


(�� �I)�1




L(E)

6 K

j�j :

Alors � est générateur d�un semi-groupe analytique G véri�ant

4. 9M > 0; 8t > 0; kG (t)kL(E) 6M:

5. 8t > 0; G (t) 2 L (E;D (�)) et

k�G (t)kL(E) 6
M

t
:

Pour plus de détails, voir A. Lunardi ([24]).

0.5 Calcul et intégrale de Dunford

0.5.1 Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C. On note H (U), l�espace des fonctions holomorphes de U dans C:
Pour f 2 H (U), K un compact à bord de U et z0 à l�intérieur de K, la formule de Cauchy
est donnée par :

f (z0) =
1

2i�

Z
�

f (�)

�� z0
d�;

où � est le bord positivement orienté de K:

0.5.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule précédente pour
construire f (A) où A est un opérateur linéaire fermé et f est holomorphe.
Plus précisément, si A 2 L (E) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de � (A) (le
spectre de A) alors on dé�nit l�intégrale de Dunford-Riesz par :

f (A) =
1

2i�

Z
�

f (�) (�I � A)�1 d�;

où � est le bord positivement orienté d�un compact à bord K contenant � (A) et contenu
dans U:

0.5.3 Propriété de l�intégrale de Dunford

Théorème 0.5.1 Soit f et g 2 H (T ) et A 2 L (E), alors f � g 2 H (A) et

f (A) g (A) = (f � g) (A) = 1

2i�

Z
�

f (�) g (�) (�I � A)�1 d�:
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0.6 Puissances fractionnaires

Théorème 0.6.1 Si A est un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans E tel que8<:
9C > 0 : R+ � � (A) et pour � > 0

(A� �I)�1




L(E)

6 C

1 + �
;

alors pour 0 < � 6 1

2
, � (�A)� génère un semi-groupe G� (t) analytique et uniformément

continu pour t > 0:

Exemple 0.6.1 Pour � =
1

2
on a :

G 1
2
(t) =

Z +1

0

(A� �I)�1 sin t
p
�d�:

Puissances fractionnaires avec partie réelle positive
Soit B un opérateur sectoriel d�angle �. On se donne � 2 C; il s�agit alors sous certaines
conditions, d�activer la formule

B� = (z�) (B) :

Ici z� désigne la détermination principale de la fonction "puissance �" caractérisée par

z� = e�(ln r+i�) si z = rei�; r > 0; � 2 ]��; �[ :

Proposition 0.6.1 Soient �; � 2 C tels que Re�;Re � > 0, on a alors
1. B� est un opérateur fermé de E:

2. B�+� = B�B� = B�B�:

3. Re � > Re� =) D
�
B�
�
� D (B�) et en particulier

Re� < 1 =) D (B) � D (B�) :

4. Si B est injectif alors B� l�est aussi et�
B�1�� = (B�)�1 :

5. Si 0 2 � (B) alors 0 2 � (B�) :

6. Si � 2 R avec 0 < � <
�

!
alors �

B�
��
= B��:

7. B 2 L (E) =) B� 2 L (E) :

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 0.6.2 On considère �; � 2 C et on suppose que B est injevtif. Alors
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1. B� est un opérateur fermé de E:

2. B� est injectif et (B�)�1 = B�� = (B�1)
�
:

3. B�+� � B�B�:

4. Si � 2 R avec j�j < �

!
alors �

B�
��
= B��:

Considérons maintenant le cas particulier où B admet un inverse borné.

Dé�nition 0.6.1 Si 0 2 � (B) et � 2 C avec Re� > 0, alors
1. B�� = (B�1)

� 2 L (E) :
2. B���� = B��B�� = B��B��:

Pour plus de détails sur le calcul fonctionnel et les puissances fractionnaires, voir M. Haase
([13]).

0.7 Espaces de Hölder

Dé�nition 0.7.1 Soit (E; k�kE) un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ;E) l�espace de
Banach des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans E muni da la norme

k'kC([0;1];E) = max
x2[0;1]

k' (x)kE :

Pour � 2 ]0; 1[, l�espace dé�ni par

C� ([a; b] ;E) =

(
' 2 C ([0; 1] ;E) : sup

�;�02[a;b];���0 6=0

k' (�)� ' (� 0)k
j� � � 0j�

<1
)
;

muni de la norme

k'kC�([0;1];E) = k'kC([0;1];E) + sup
�;�02[a;b];���0 6=0

k' (�)� ' (� 0)k
j� � � 0j�

;

est un espace de Banach appelé espace de Hölder à exposant �:

0.8 Les espaces d�interpolation

Soient X0 et X1 deux espaces de Banach et E un espace topologique séparé avec X1 ,! E.
Considérons maintenant les espaces de Banach X0 \X1 et X0 +X1 munis des normes8><>:

kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1
kxkX0+X1 = inf

x=x0+x1
xi2Xi

kxkX0 + kxkX1 ;

le couple fX0; X1g est dit couple d�interpolation.
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Dé�nition 0.8.1 Soit fX0; X1g un couple�on appelle espace intermédiaire entre X0 et X1

tout espace de Banach X telle que

X0 \X1 � X � X0 +X1:

Théorème 0.8.1 (Marcel-Riesz) Soit K : Lp0 (
0) + Lp1 (
0) �! Lq0 (
1) + Lq1 (
1) un
opérateur linéaire avec pi; qi 2 [1;+1[ et 
i; i = 1; 2 ouverts de Rn tels que8<: K�Lp0 (
0) 2 L (Lp0 ; Lq0)

K�Lp1 (
0) 2 L (Lp1 ; Lq1)
)

8<: 8� 2 ]0; 1[

K�Lp0 (
0) 2 L (Lp� ; Lq�) ;

où 8>><>>:
1

p�
=
1� �

p0
+

�

p1
1

q�
=
1� �

q0
+
�

q1
:

On appelle espace d�interpolation entre X0 et X1 l�espace (X0; X1)��p avec p 2 [1;+1[�de�ni
par :

x 2 (X0; X1)�;p ()
(
(i) 8t > 0;9u0 (t) 2 X0; 9u1 (t) 2 X1 : x = u0 (t) + u1 (t)

(ii) t��u0 2 Lp� (R+; X0) et t1��u1 2 Lp� (R+; X1) ,

où Lp� est l�espaces des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure
dr

r
.

Dé�nition 0.8.2 1. x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si(
(i) 8y > 0;9u0 (y) 2 X0;9u1 (y) 2 X1 : x = u0 (y) + u1 (y)

(ii) e��yu0 2 Lp (X0) et e(1��)yu1 2 Lp (X1) .

On pose t = ey dans la dé�nition précédente, on obtient.

2. x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si8>><>>:
9u : R �! X0 \X1 telle que y 7! u (y)

(i) x =
R
R u (y) dy

(ii) e��yu 2 Lp (X0) et e(1��)yu 2 Lp (X1) :

3. x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si8>>>>>><>>>>>>:

9u : R+ �! X0 \X1 telle que

t 7! u (t)

(i) x =
R +1
0

u (s)
ds

s

(ii) e��u 2 Lp� (X0) et e(1��)u 2 Lp� (X1) :
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Dé�nition 0.8.3 Pour � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ on noteDA (�; p) le sous espace deX suivant :

DA (�; p) =
�
x 2 X :



r�A (A+ rI)�1 x



X
2 Lp�

	
;

pour p = +1

DA (�;1) =
�
x 2 X : sup

r>0



r�A (A+ rI)�1 x



X
<1

�
;

muni de la norme

kxkDA(�;1) = kxkX + sup
r>0



r�A (A+ rI)�1 x



X
:

Remarque 0.8.1 Ces espaces véri�ent

DA (�; p) � DA (�;1) ;

pour � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[.

Voir J.L. Lions et J. Peetre [23], [25]

0.9 La théorie des sommes d�opérateurs

0.9.1 La théorie des sommes d�opérateurs de Da-Prato et Grisvard

Soient E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés dans E, de
domaines respectifs D (A) et D (B).On s�intéresse alors à l�équation

Au+Bu = f; (0.9.1)

où f est un vecteur donné dans E.
L�opérateur somme L = A+B est dé�ni par(

D (L) = D (A) \D (B)
Lu = Au+Bu si u 2 D (L) ;

et (0.9.1) s�écrit encore
Lu = f:

une solution stricte de (0.9.1) est un élément u 2 D (L) satisfaisant (0.9.1).
L�idéal est de trouver une telle solution lorsque f est quelconque dans E, mais ce n�est pas
toujours possible on introduit donc une nouvelle notion :
u est une solution forte de (0.9.1) si et seulement si, il existe (un)n2N une suite dansD (L) telle
que

lim
n!+1

un = u et lim
n!+1

Lun = f: (0.9.2)

Evidemment, une solution stricte de (0.9.1) est une solution forte de (0.9.1).
La notion de solution forte est donc plus faible.
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Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes, mais
la somme des deux opérateurs fermés n�est pas nécessairement fermée.
D�autre part si l�on suppose que L est fermable (i.e. L admet une extention fermée) et si on
note L sa fermeture (i.e. L est la plus petite extention fermée de L) alors (0.9.2) équivaut à

u 2 D
�
L
�
et Lu = f:

En�n dans le cas où L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f dans E, il existe une solution forte de (0.9.1).

2. 0 2 �
�
L
�
:

Et si L est fermé, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f dans E, il existe une solution stricte de (0.9.1)

2. 0 2 � (L) :
Dans ce contexte, on comprend l�inportance de trouver des conditions raisonnables sur les
opérateurs A et B;qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 2 �

�
L
�
:

les deux théorèmes de Daprato et Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement à ce
problème sur les sommes d�opérateurs sous les conditions suivantes.
Les hypothèses sur A et B
Soit R > 0, on suppose que les opérateurs véri�ent

(DG0)

(
D (A) +D (B) = E

A ou B inversible

(DG1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� (�A) �
X
"A

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Ag

8z 2
X
"A

:


(A+ zI)�1




L(E)

6 CA
jzj

� (�B) �
X
"B

= fz 2 C : jzj > R et jarg (z)j < "Bg

8z 2
X
"B

:


�(B + zI)�1

�


L(E)

6 CB
jzj

"A + "B > �

� (�A) \ � (B) = ?

(DG2)

(
8� 2 � (�A)�8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1 ;

avec � (�A) et � (�B) domaines résolvants de (�A) et (�B), � (�A) et � (B) spectres de
(�A) et B:
Sous les hypothèses précédentes, G. Da Prato et P. Grisvard voir [9] ont construit directement
l�inverse de L à l�aide d�une intégrale de Dunford pour obtenir :
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Théorème 0.9.1 Sous les hypothèses (DG0)�(DG1), et (DG2) on a

1. La somme L est fermable,

2. 0 2 �
�
L
�
;

3. l�inverse de L est donné par une intégrale de Dunford :

u =
�
A+B

��1
f =

�1
2i�

Z
�

(B � zI)�1 (A+ zI)�1 fdz;

ou � serait une courbe de jordan séparant le spectre de (�A) et B:

La fonction u est alors l�unique solution forte de (0.9.1).

Théorème 0.9.2 Sous les hypothèses (DG0)�(DG1) et (DG2) et pour 0 < � < 1
1 6 q 6 +1; on a

1. Si f 2 DB (�; q) alors u 2 D (A) \D (B) et Au; Bu 2 DB (�; q) :

2. Sif 2 DA (��q) alors u 2 D (A) \D (B) et Au; Bu 2 DA (�; q) :

0.9.2 La théorie des sommes d�opérateurs de Dore et Venni

Les espaces UMD
On considère un espace de Banach E de type UMD (Unconditional Martingale Di¤erences).
Nous donnons ici une dé�nition qui utilise la transformée de Hilbert.

Dé�nition 0.9.1 Pour � 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[, on dé�nit l�opérateur

H" 2 L (Lp (R; E)) ;

par

8f 2 Lp (R; E) ; (H"f) (x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f (x� s)

s
ds; p: p: x 2 R; (0.9.3)

et si pour un élément f 2 Lp (R; E) donné lim
"�!0+

H"f existe dans Lp (R; E), cette limite est
notée Hf et appelée la transformée de Hilbert de f sur Lp (R; E) :

Dé�nition 0.9.2 E est appelé espace UMD s�il existe p 2 ]1;+1[ tel que

8f 2 Lp (R; E) ; lim
"�!0+

H"f existe dans Lp (R; E) :

Dans ces conditions
H : Lp (R; E) �! Lp (R; E)

f 7�! Hf = lim
"�!0+

H"f

est, d�aprés le théorème de Banach Steinhaus, un élément de L (Lp (R; E)), appelé la trans-
formée de Hilbert sur Lp (R; E) :
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Notons que si E est un espace UMD alors (0.9.3) est vraie pour tout p 2 ]1;+1[.
Il est bon d�avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, à cette �n on
introduit la notion de ��convexité.

Dé�nition 0.9.3 E est dit ��convexe si et seulement si il existe une fonction

� : E � E �! R;

véri�ant � (0; 0) > 0 et pour tout x; y de E

1. � (x; �) et � (�; y) sont convexes sur E:
2. � (x; y) 6 kx+ yk si kxk = kyk = 1:

Le résultat fondamental de D.L. Burkholder est le suivant :

Théorème 0.9.3 E est un espace UMD si et seulement si E est ��convexe.

Exemple 0.9.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d�espaces de Banach clas-
siques qui ont la propriété UMD; ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est UMD:

2. Tout espace isomorphe à un espace UMD est UMD:

3. Tout sous-espace fermé d�un espace UMD est UMD:

4. Si les espaces E1 et E2 sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (E1; E2)�;p ou
complexe [E1; E2]�;p) sont UMD si 1 < p <1:

5. Tout les espaces construits sur Lp, sont UMD si 1 < p <1:

Position du problème
Il s�agit, comme dans la théorie des sommes d�opérateurs de Da-Prato-Grisvard de résoudre
l�équation

Au+Bu = g;

où g 2 E et A; B sont deux opérateurs linéaires fermés dans E:
On suppose entre outre que E est un espace UMD: Le théorème de Dore-Venni montre que,
sous de bonnes hypothèses sur les opérateurs, A+B est fermé, à inverse borné.
Les hypothèses sur A et B
On suppose cette fois-ci que les opérateurs A et B véri�ent

(DV:1)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

i) � (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 :

8� > 0;


(A+ �I)�1




L(E)

6 MA

1 + �
;

ii) � (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 :

8� > 0;


(B + �I)�1




L(E)

6 MB

1 + �
;

D (A) = D (B) = E:
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(DV:2)

(
8� 2 � (�A)�8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 � (B + �I)�1 (A+ �I)�1 = 0:

(DV:3)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

i) 8s 2 R; Ais 2 L (E) et 9K > 0; �A > 0 :

8s 2 R; kAiskL(E) 6 Kejsj�A ;

ii) 8s 2 R; Bis 2 L (E) et 9K > 0; �B > 0 :

8s 2 R; kBiskL(E) 6 Kejsj�B ;

�A + �B < �:

On note par Bip (E; �) (Bounded imaginary power), l�ensemble des opérateurs sectoriels sur
E, véri�ant (DV:1) (DV:3) : On a alors le théorème remarquable suivant dû à Dore et Venni
voir [10].

Théorème 0.9.4 Si E est un espace UMD et sous les hypothèses (DV:1) ; (DV:2) et (DV:3)
l�opérateur

L = A+B;

est fermé et
L�1 2 L (E) :

L�opérateur inverse de L est dé�ni explicitement par l�intégrale :

L�1 =

Z



A�zBz�1

sin �z
dz;

où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande

fz 2 C : 0 < Re z < 1g ;

et orientée de 1e�i
�
2 vers 1ei

�
2 :

0.10 Lemmes utiles

On donne quelques lemmes utiles pour la suite du travail.

Lemme 0.10.1 (Lemme de Schur) Soit K : 
1 � 
2 �! R mesurable et telle que

9a > 0 : 8x2 2 
2;
Z

1

jK (x1; x2)j dx1 6 a;

9b > 0 : 8x1 2 
1;
Z

2

jK (x1; x2)j dx2 6 b;

alors l�opérateur

F (f) (x2) =

Z

1

K (x1; x2) f (x1) dx1;

véri�e
F 2 L (Lp (
1) ; Lp (
2)) :
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Lemme 0.10.2 1. Il existe C > 0 telle que pour z 2 
 et r > 0 on a

jz � rj > Cr;

et
jz � rj > C jzj ;

2. Soit � 2 ]0; 1[ alors il existe C > 0 telle que pour r > 0Z
�

1

jr � zj � jzj� jdzj 6
C

r�
.

Voir [20], [21] et [22]
Preuve. (1) pour z 2 � et r > 0, on a

jz � rj > AB = r sin �0 > Kr

> CD = jzj sin �0 > K jzj :

(2) Pour � 2 ]0; 1[ et r > 0, on aZ
�

jdzj
jr � zj � jzj� =

Z
�r

jdzj
jr � zj � jzj� +

Z
��
r

jdzj
jr � zj � jzj� ;

avec 8>><>>:
� = �r [ (���r)
�r = fz 2 � : jzj 6 rg
���r = fz 2 � : jzj > rg ;

alors Z
�r

jdzj
jr � zj jzj� =

Z
z2�
jzj6r

jdzj
jr � zj jzj�

6 1

Kr

Z r

0

jdzj
jzj� �

1

Kr

�
jzj1��

�r
0

6 1

Kr
r1�� =

K

r�
;

et donc Z
���r

jdzj
jr � zj � jzj� =

Z +1

r

jdzj
jr � zj � jzj�

6 1

K

Z +1

r

jdzj
jzj1+�

6 1

K

�
jzj��

��

�+1
r

6 K

r�
:

Ici K représente des valeurs constantes. �



Deuxième partie

Le problème de Robin à coe¢ cients
opérateurs(cadre espace de Hölder)
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0.11 Solutions strictes

0.11.1 Position du problème

On considère le problème8>><>>:
u00(x) + A(x)u(x)� !u (x) = f(x); x 2 ]0; 1[
u0(0)�Hu(0) = d0

u(1) = u1;

(0.11.1)

où (A (x))x2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés de domaines D (A (x)) non né-
cessairement denses dans un espace de Banach complexe E. H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), d0; u1 sont des éléments donnés dans l�espace E et f 2 C ([0; 1] ;E).
Ici ! est un paramètre spectral strictement positif.

0.11.2 Les hypothèses

Remarque 0.11.1 Pour ne pas alourdir les notations, on écrira pour chaque x 2 [0; 1]

[Q! (x)]
m = Q! (x)

m :

Posons pour chaque x 2 [0; 1]
A!(x) = A(x)� !I.

1. 9!0 > 0; 9C > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8z > 0; (A!0 (x)� zI)�1 2 L(E) et

(A!0 (x)� zI)�1



L(E)

6 C

1 + z
; (0.11.2)

qui reste vraie dans le secteur (où �0 et r0 sont des petits nombres réels positifs)

��0;r0 = fz 2 C� : jarg (z)j 6 �0g [ fz 2 C : jzj 6 r0g :

Remarque 0.11.2 L�hypothèse (0.11.2) implique que pour tout ! > !0; les racines
carrées :

Q!(x) = �(�A!(x))1=2; x 2 [0; 1] ;
sont bien dé�nies et elles génèrent des semi-groupes analytiques non fortement continus
en zéro. (Voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas des domaines denses et Martinez-Sanz
[26] dans le cas des domaines non denses).

De plus, il existe un autre secteur

��1+�
2
;r1 =

n
z 2 C� : jarg (z)j 6 �1 +

�

2

o
[ fz 2 C : jzj 6 r1g ;

où �1 > 0 petit et r1 > 0 tels que pour tout x 2 [0; 1]

� (Q! (x)) � ��1+�
2
;r1 :
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Posons

� =
n
z = �e�i(�1+

�
2 ) : � > r1

o
[
n
z 2 C : jzj = r1; jarg (z)j > �1 +

�

2

o
;

la courbe orientée de 1e�i(�1+
�
2 ) à 1ei(�1+

�
2 ):

2. On suppose aussi que la famille (Q! (x))x2[0;1] véri�e l�hypothèse de Labbas-Terreni8>>>><>>>>:
9C; �; � > 0;8x; � 2 [0; 1] ;8! > !0

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1�



L(E)
6 C jx� � j�

jz + !j�

�+ �� 2 > 0:

(0.11.3)

3. 9C > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8! > !08>>><>>>:
Q!(x)�H est fermable et 0 2 �

�
Q! (x)�H

�




�Q! (x)�H

��1




L(E)

6 C (1 +
p
!).

(0.11.4)

4. 8x 2 [0; 1] ; 8! > !08>><>>:
�
Q! (x)�H

��1 �
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
� D (Q! (x)) \D (H)

Q! (x)
�
Q! (x)�H

��1 �
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
�
�
(D (Q! (x)) ; E)1��;1

�
:

(0.11.5)

5. 8x 2 [0; 1] ; 8! > !0

Q! (x)
�1
�
Q!(x)�H

��1
=
�
Q!(x)�H

��1
Q! (x)

�1 ; x 2 [0; 1] (0.11.6)

6. 9C > 0 : 8x; � 2 [0; 1] ; 8! > !0



��Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (�)�H

��1�
�






E

6 k jx� � j�+� k�kE : (0.11.7)

Remarque 0.11.3 L�hypothèse (0.11.3) implique que : 9C > 0;8x; � 2 [0; 1]



Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�2 �Q! (�)
�2�



L(E)
6 C jx� � j�

jz + !j� :

Car :

Q! (x)
�2 �Q! (�)

�2 =
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1� �Q! (x)�1 +Q! (�)

�1�
�Q! (x)�1Q! (�)�1 +Q! (�)

�1Q! (x)
�1
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=
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1� �Q! (x)�1 +Q! (�)

�1�
+Q! (�)

�1 �Q! (x)�1 �Q! (�)
�1�+Q! (�)

�2

�
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1�Q! (�)�1 �Q! (�)

�2

=
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1� �Q! (x)�1 +Q! (�)

�1�
+Q! (�)

�1 �Q! (x)�1 �Q! (�)
�1�

�
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1�Q! (�)�1 :

Remarque 0.11.4 La représentation usuelle du semi-groupe est donnée par

esQ!(x) =
1

2�i

Z
�

esz (z �Q! (x))
�1 dz; s > 0:

0.11.3 Lemmes techniques

Lemme 0.11.1 Supposons l�hypothèse (0.11.2). Alors il existe C > 0 tel que pour tout
! > !0, z 2 � et x 2 [0; 1], l�opérateur Q! (x) véri�e

(Q! (x)� zI)�1




L(E)

6 Cp
1 + ! + jzj

:

Preuve. Soit C 0 une courbe sectorielle entourant le spectre de �A! (x). En utilisant S. G.
Krein [16], p. 116-117 et pour z > 0 on a

(Q! (x)� zI)�1 = �
�p

�A! (x) + zI
��1

=
�1
2�i

Z
C0

(�A! (x)� �I)�1

z +
p
�

d�

=
�1
�

Z 1

0

p
s (�A (x) + !I + sI)�1

s+ z2
ds;

de l�hypothèse (0.11.4) et (0.11.5), pour ! > !0 et x 2 [0; 1] on obtient

(Q! (x)� zI)�1



L(E)

6 C

Z 1

0

p
s

(1 + ! + s) (s+ z2)
ds

6 C

Z 1

0

t2

(1 + ! + t2) (t2 + z2)
dt

6 C

1 + ! � z2

�Z 1

0

1 + !

(1 + ! + t2)
dt�

Z 1

0

z2

(t2 + z2)
dt

�
6 Cp

1 + ! + z
:

�
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Lemme 0.11.2 Il existe !� > 0 tel que pour tout x 2 [0; 1] et ! > !�, l�opérateur I� e2Q!(x)
est inversible et son inverse

�
I � e2Q!(x)

��1
est borné.

Preuve. Voir A. Lunardi [24], p. 59. On peut aussi le montrer autrement en véri�ant que

e2Q!(x)


L(E)

< 1:

D�après le calcul fonctionnel de Dunford, et en utilisant les popriétés suivantes (voir Labbas-
Terreni [20] et [21]). 8<: 9C > 0 : 8! > 0; 8z 2 �

jz +
p
!j > C jzj ; jz +

p
!j > C

p
!;

on peut écrire, pour � 2 E

e2Q!(x)�


E
6 C

Z
�

e2z

jz +
p
!j jdzj k�kE

6 C

Z
�

eRe(2z)

jz +
p
!j1=2 jzj1=2

jdzj k�kE

6 C

Z
�

1

!1=4
eRe(2z)

jzj1=2
jdzj k�kE

6 C

!1=4
k�kE ;

d�où il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !�,


e2Q!(x)



L(E)
< 1: Ainsi l�opérateur�

I � e2Q!(x)
��1

existe et il est borné. �

Lemme 0.11.3 Soit x 2 [0; 1], les opérateurs
�
Q! (x)�H

��1
et
�
I � e2Q!(x)

��1
commutent.

Preuve. On suppose

�
�
Q! (x)�H

��1
e2Q!(x) = �e2Q!(x)

�
Q! (x)�H

��1
: (0.11.8)

Alors

�
�
Q! (x)�H

��1
e2Q!(x) +

�
Q! (x)�H

��1
= �e2Q!(x)

�
Q! (x)�H

��1
+
�
Q! (x)�H

��1
=)

�
Q! (x)�H

��1 �
I � e2Q!(x)

�
=
�
I � e2Q!(x)

� �
Q! (x)�H

��1
;

alors 8� 2 E: On a�
Q! (x)�H

��1 �
I � e2Q!(x)

�
� =

�
I � e2Q!(x)

� �
Q! (x)�H

��1
�;
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8� 2 E, on pose �
I � e2Q!(x)

�
� = �;

donc �
Q! (x)�H

��1
� =

�
I � e2Q!(x)

� �
Q! (x)�H

��1 �
I � e2Q!(x)

��1
�;

alors�
Q! (x)�H

��1
=

�
I � e2Q!(x)

� �
Q! (x)�H

��1 �
I � e2Q!(x)

��1
=)

�
I � e2Q!(x)

��1 �
Q! (x)�H

��1
=
�
Q! (x)�H

��1 �
I � e2Q!(x)

��1
:

Alors il su¢ t de montrer (0.11.8): On a�
Q! (x)�H

��1
e2Q!(x) = � 1

2�i

Z
�

�
Q! (x)�H

��1
e2z (Q! (x)� zI)�1 dz;

montrons que�
Q! (x)�H

��1
(Q! (x)� zI)�1 = (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)�H

��1
:

On a
Q! (x)

�1
�
Q! (x)�H

��1
=
�
Q! (x)�H

��1
Q! (x)

�1 ;

alors pour ' 2 E

Q! (x)
�1
�
Q! (x)�H

��1
'

=
�
Q! (x)�H

��1
Q! (x)

�1 '

=)
�
Q! (x)�H

�
' = Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
Q! (x)

�1 ';

on pose
Q! (x)

�1 ' =  ;

alors �
Q! (x)�H

�
Q! (x) 

= Q! (x)
�
Q! (x)�H

��1
 

=)
�
Q! (x)�H

��1
Q! (x)� z

�
Q! (x)�H

��1
 

= Q! (x)
�
Q! (x)�H

��1
 � z

�
Q! (x)�H

��1
 

=)
�
Q! (x)�H

��1
(Q! (x)� zI) = (Q! (x)� zI)

�
Q! (x)�H

��1
 ;

on pose
(Q! (x)� zI) = �;
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alors �
Q! (x)�H

��1
� = (Q! (x)� zI)

�
Q! (x)�H

��1
(Q! (x)� zI)�1 �:

Donc�
Q! (x)�H

��1
= (Q! (x)� zI)

�
Q! (x)�H

��1
(Q! (x)� zI)�1

=) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)�H

��1
=
�
Q! (x)�H

��1
(Q! (x)� zI)�1 :

�

Lemme 0.11.4 Sous les hypothèses (0.11.2), (0.11.4)�(0.11.7), il existe !� > 0 tel que pour
tout ! > !�; l�opérateur

�! (x) = (Q! (x)�H) + e2Q!(x) (Q! (x) +H) ; x 2 [0; 1] ;

de domaine
D (�! (x)) = D (Q! (x)) \D (H) ; x 2 [0; 1] ;

est fermable et sa fermeture est inversible avec�
�! (x)

��1
=

�
Q! (x)�H

��1 �
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x)
�
Q! (x)�H

��1��1 �
I � e2Q!(x)

��1
;

et �
�! (x)

��1
= (Q! (x)�H)�1 + (Q! (x)�H)�1W (x) ;

avec 8>><>>:
W (x) 2 L (E) ; (Q! (x)�H)�1W (x) =W (x) (Q! (x)�H)�1

[W (x)] (E) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

Preuve. On suppose (0.11.2), (0.11.4)�(0.11.7) et ! > !0, x 2 [0; 1] : On a

�! (x) = (Q! (x)�H) + e2Q!(x) (Q! (x) +H)

= (Q! (x)�H)� e2Q!(x) (Q! (x)�H � 2Q! (x))
=

�
I � e2Q!(x)

�
(Q! (x)�H) + 2e2Q!(x)Q! (x) ;

et puisque les opérateurs
�
I � e2Q!(x)

�
et e2Q!(x)Q! (x) sont bornés alors

�! (x) =
�
I � e2Q!(x)

� �
Q! (x)�H

�
+ 2e2Q!(x)Q! (x)

=

��
I � e2Q!(x)

�
+ 2e2Q!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1��
Q! (x)�H

�
=

�
I � e2Q!(x)

� �
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x)
�
Q! (x)�H

��1��
Q! (x)�H

�
:
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Pour inverser l�opérateur �! (x) il su¢ t de montrer que



2 �I � e2Q!(x)
��1

Q! (x) e
2Q!(x)

�
Q! (x)�H

��1




L(E)

< 1:

Suite au lemme de Dore et Yakubov [11] p. 103, pour � 2 R, il existent des constantes C;
k > 0 (qui ne dépendent pas de !) telles que pour tout y > 1


(�A (x) + !I)� e�y(�A(x)+!I)

1
2





L(E)

6 Ce�ky
p
!;

en particulier 

Q! (x) e2Q!(x)

L(E) 6 Ce�2k
p
!;

et
�
I � e2Q!(x)

�
est inversible, d�où pour ! assez grand



2 �I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x)
�
Q! (x)�H

��1




L(E)

6 C (1 +
p
!) e�2k

p
!

1� e�2k
p
!

;

on prendra alors !� > 0 tel que



2 �I � e2Q!(x)
��1

Q! (x) e
2Q!(x)

�
Q! (x)�H

��1




L(E)

< 1:

Alors, pour tout ! > !�, x 2 [0; 1] ; l�opérateur �! (x) est inversible et son inverse est donné
par �

�! (x)
��1

=
�
Q! (x)�H

��1 �
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x)
�
Q! (x)�H

��1��1 �
I � e2Q!(x)

��1
:

Et de plus, on a�
�! (x)

��1
=
�
Q! (x)�H

��1
(I +M (x))�1 (I +N (x))�1 ;

avec 8>>>>>><>>>>>>:

M (x) = 2
�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x)
�
Q! (x)�H

��1
2 L (E)

N (x) = �e2Q!(x) 2 L (E)

[M (x)] (E) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
; [N (x)] (E) �

1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

Posons U (x) = �M (x) (I +M (x))�1 2 L (E) et V (x) = �N (x) (I +N (x))�1 2 L (E).
Alors �

�! (x)
��1

=
�
Q! (x)�H

��1
(I + U (x)) (I + V (x)) ;
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en e¤et

(I +M (x)) (I +M (x))�1 = I () (I +M (x))�1 +M (x) (I +M (x))�1 = I

() (I +M (x))�1 � U (x) = I

() (I +M (x))�1 = U (x) + I;et

(I +N (x)) (I +N (x))�1 = I () (I +N (x))�1 +N (x) (I +N (x))�1 = I

() (I +N (x))�1 � V (x) = I

() (I +N (x))�1 = V (x) + I:

D�où �
�! (x)

��1
=

�
Q! (x)�H

��1
(I + U (x)) (I + V (x))

=
�
Q! (x)�H

��1
[

I+U(x) + V (x) + U (x)V (x)

=
�
Q! (x)�H

��1
(I +W (x)) ;avec8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
Q! (x)�H

��1
U (x) = U (x)

�
Q! (x)�H

��1
�
Q! (x)�H

��1
V (x) = V (x)

�
Q! (x)�H

��1
[U (x)] (E) �

1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
; [V (x)] (E) �

1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

�

0.11.4 Construction de la solution stricte

Cas constant et passage au cas abstrait

Dans le cas A! où l�opérateur A! (x) = A! est constant avec l�hypothèse d�ellipticité (0.11.2),

on pose Q! = � (�A!)
1
2 et on considère le problème suivant :8>><>>:

v00(x) + A!v(x) = f(x); x 2 ]0; 1[
v0(0)�Hv(0) = d0

v(1) = u1;

la représentation de la solution v est donnée par la formule

v (x) = exQ!
h�
�!
��1

d0 + (Q! +H)
�
�!
��1

eQ!u1

i
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+
1

2
exQ! (Q! +H)

�
�!
��1

Q�1!

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�1
2
exQ! (Q! +H)

�
�!
��1

eQ!Q�1!

Z 1

0

e(1�s)Q!f (s) ds

+e(1�x)Q!
h�
I � (Q! +H)

�
�!
��1

e2Q!
�
u1 �

�
�!
��1

eQ!d0

i
�1
2
e(1�x)Q! (Q! +H)

�
�!
��1

eQ!Q�1!

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!

h
I � (Q! +H)

�
�!
��1

e2Q!
i
Q�1!

Z 1

0

e(1�s)Q!f (s) ds

+
1

2
Q�1!

Z x

0

e(x�s)Q!f (s) ds

+
1

2
Q�1!

Z 1

x

e(s�x)Q!f (s) ds;

avec8>><>>:
�! = (Q! �H) + e2Q! (Q! +H) et

�
�!
��1

=
�
Q! �H

��1 �
I + 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q!
�
Q! �H

��1��1 �
I � e2Q!

��1
:

(Voir le travail de M. Cheggag [7], p. 1460 et [6], p. 75).
Posons pour chaque x 2 [0; 1]

LQ!(x) (x; f)

=
1

2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
e2Q!(x)

�
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)f (s) ds:

On écrit alors que

LQ!(x) (x; f) = LQ!(x)
�
x; u00 (x)�Q! (x)

2 u (x)
�
;

a�n de trouver une équation intégrale véri�ée par u. On fera un calcul formel qu�on justi�e
plus loin.
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On va faire un raisonnement heuristique : supposons qu�il existe une solution stricte u du
problème (0.11.1); alors

LQ!(x) (x; f) (0.11.9)

=
1

2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

�1
2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1 �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

�1
2
e(1�x)Q!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1 �Z 1

0

esQ!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
e2Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)
�
u00 (s)�Q! (s)

2 u (s)
�
ds

=
1

2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)u00 (s) ds

�1
2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)Q! (s)
2 u (s) ds

�1
2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)u00 (s) ds

+
1

2
exQ!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)Q! (s)
2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)u00 (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x) (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
eQ!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)Q! (s)
2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
e2Q!(x)

�
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)u00 (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
e2Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)Q! (s)
2 u (s) ds
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+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)u00 (s) ds

�1
2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)Q! (s)
2 u (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)u00 (s) ds

�1
2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)Q! (s)
2 u (s) ds:

En faisant une double intégration par parties, on obtientZ 1

0

Q! (x)
�1 esQ!(x)u00 (s) ds

= Q! (x)
�1 eQ!(x)u0 (1)�Q! (x)

�1 u0 (0)� eQ!(x)u (1) + u (0) +

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)u (s) ds;

de même on a Z 1

0

Q! (x)
�1 e(1�s)Q!(x)u00 (s) ds

= Q! (x)
�1 u0 (1)�Q! (x)

�1 eQ!(x)u0 (0) + u (1)� eQ!(x)u (0)

+

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)u (s) ds;

Z x

0

e(x�s)Q!(x)u00 (s) ds

= u0 (x)� exQ!(x)u0 (0) +Q! (x)u (x)�Q! (x) e
xQ!(x)u (0)

+

Z x

0

Q! (x)
2 e(x�s)Q!(x)u (s) ds;

et Z 1

x

e(s�x)Q!(x)u00 (s) ds

= e(1�x)Q!(x)u0 (1)� u0 (x)�Q! (x) e
(1�x)Q!(x)u (1) +Q! (x)u (x)

+

Z 1

x

Q! (x)
2 e(s�x)Q!(x)u (s) ds�

Donc en remplaçant dans l�expression (0.11.9), on obtient une expression simpli�ée de LQ!(x) (x; f),
en posant

8x 2 [0; 1] ; (Q! (x) +H)
�
�! (x)

��1
= T! (x) :
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LQ!(x) (x; f)

= u (x)� exQ!(x)
��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
�e(1�x)Q!(x)

��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
�Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds:

En applicant formellement Q! (x)
2, on obtient

Q! (x)
2 u (x)

+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
�Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x)
3 e(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�Q! (s)2 u (s) ds

= Q! (x)
2 LQ!(x) (x; f)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)
��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
:
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On pose
w = Q! (�)2 u (�) ;

alors on obtient l�équation
w + P!w = G (d0; u1; f) ; (0.11.10)

avec

(P!w) (x) =
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x)
3 e(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
7X
i=1

Ii (x) ;

et

G (d0; u1; f) (x) = Q! (x)
2 LQ!(x) (x; f)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)
��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
:

Proposition 0.11.1 Sous les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7) alors il existe !� > 0 tel que

8! > !� : kP!kL(C([0;1];E)) 6
1

2
�

Preuve. Soit x 2 [0; 1] et ! > !�, on a

I1 (x) =
�1
4�i

T! (x)

Z
�

Z x

0

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

x

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

= a1 (x) + b1 (x) :
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Donc

ka1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj2
 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s)� ds

!
d jzj

jz + !j� kwkC([0;1];E) :

En utilisant l�inégalité de Hölder, on aZ x

0

e�(x+s)jzj (x� s)� ds

6
�Z x

0

e�(x+s)jzjds

�1���Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s) ds

��
6

�
e�xjzj � e�2xjzj

jzj

�1���
1

jzj2
e�2xjzj +

x

jzje
�xjzj � 1

jzj2
e�xjzj

��
6

�
1� e�2jzj

jzj

�1���
1

jzj2
e�2xjzj +

x

jzje
�xjzj � 1

jzj2
e�xjzj

��
6

�
1� e�2jzj

�
jzj1+�

�
e�2xjzj � e�xjzj + jzjxe�xjzj

1� e�2jzj

��
6

�
1� e�2jzj

�
jzj1+�

�
e�2jzj � e�jzj + jzj e�jzj

1� e�2jzj

��
6 K

1

jzj1+�
:

Alors

ka1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj2

jz + !j� jzj�+1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K

Z
�

1

jz + !j� jzj��1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K

!�+��2
kwkC([0;1];E) ;

et

kb1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj2
 
sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�(x+s)jzj (s� x)� ds

!
d jzj

jz + !j� kwkC([0;1];E) :

En utilisant l�inégalité de Hölder on aZ 1

x

e�(x+s)jzj (s� x)� ds

6
�Z 1

x

e�(x+s)jzjds

�1���Z 1

x

e�(x+s)jzj (s� x) ds

��
6

�
e�2xjzj � e�(1+x)jzj

jzj

�1���� (1� x)

jzj e�(1+x)jzj � 1

jzj2
e�(1+x)jzj +

1

jzj2
e�2xjzj

��
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6
�
1� e�(1+x)jzj

jzj

�1���� (1� x)

jzj e�(1+x)jzj � 1

jzj2
e�(1+x)jzj +

1

jzj2
e�2xjzj

��
6

�
1� e�2jzj

jzj

�1���� (1� x)

jzj e�(1+x)jzj � 1

jzj2
e�(1+x)jzj +

1

jzj2
e�2xjzj

��
6

�
1� e�2jzj

�
jzj1+�

�
e�2xjzj � e�(1+x)jzj � (1� x) jzj e�(1+x)jzj

1� e�2jzj

��
6

�
1� e�2jzj

�
jzj1+�

�
1� e�jzj � jzj e�jzj

1� e�2jzj

��
6 K

1

jzj1+�
:

Alors

kb1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj2

jz + !j� jzj�+1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K

Z
�

1

jz + !j� jzj��1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K

!�+��2
kwkC([0;1];E) :

De même pour Ii (x), i = 2; :::; 7:

Donc il existe !� assez grand tel que 8! > !� :
K

!�+��2
6 1

2
. Alors l�équation (0.11.10) admet

donc une unique solution w = Q! (�)2 u (�) pour ! > !� et donc

u (�) = Q! (�)�2 (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (�) :

�

0.11.5 Régularité du second membre G (d0; u1; f)

Les deux résultats suivants donnés pour Q! (x), x 2 [0; 1] sont en fait valables pour tout
opérateur Q! (x) générateur d�un semi-groupe analytique généralisé.

Lemme 0.11.5 1. Soit ' 2 E. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) s! esQ!(x)' 2 C ([0; 1] ;E) :
(b) ' 2 D (Q! (x)):

2. Soit ' 2 E, � 2 ]0; 1[ : Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) s! esQ!(x)' 2 C� ([0; 1] ;E) :
(b) ' 2 DQ!(x) (�;+1) :

(Voir Acquistapace P. et Terreni B [1]).
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Lemme 0.11.6 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) : Alors

Q! (0)

Z 1

0

esQ!(0) (g (s)� g (0)) ds 2 (D (Q! (0)) ; E)1��;1 :

(Voir [12]).

Proposition 0.11.2 Soit � �xé dans ]0; �+ �� 2] et soient�
Q!(0)�H

��1
d0 2 D(Q! (0)) \ D(H), u1 2 DA(1) et f 2 C� ([0; 1] ;E), alors sous les

hypothèses (0.11.2)�(0.11.7) on a :
1. G (d0; u1; f) 2 C ([0; 1] ;E) si et seulement si8>>>>><>>>>>:

Q! (0)
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
2 D(Q! (0));

Q! (0)
2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0) 2 D(Q! (0));

A! (1)u1 � f (1) 2 D(Q! (1)):

2. G (d0; u1; f) 2 C� ([0; 1] ;E) si et seulement si8>>>>><>>>>>:
Q! (0)

�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) 2 D(Q! (0));

Q! (0)
2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2 (D(Q! (0)); E)1��;1;

A! (1)u1 � f (1) 2 (D(Q! (1)); E)1��;1:

Preuve. On rappelle que

G (d0; u1; f) (x)

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)f (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(2�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1+s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(3�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x)f (s) ds

+Q! (x)
2 exQ!(x)

��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
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+Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)

��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
=

1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(2�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1+s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(3�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

�
eQ!(x)f (0)� f (0)

�
+
1

2

�
exQ!(x)f (0)� f (0)

�
+
1

2
e(1�x)Q!(x)

�
f (1)� eQ!(x)f (1)

�
+
1

2

�
e(1�x)Q!(x)f (1)� f (1)

�
+Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0 �Q! (x)

2 e(2�x)Q!(x)
�
�! (x)

��1
d0

+Q! (x)
2 e(1+x)Q!(x)T! (x)u1 �Q! (x)

2 e(3�x)Q!(x)T! (x)u1 +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

=
7X
Ii (x)

i=1

+
1

2
exQ!(x) [I � T! (x)] f (0) + e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
�! (x)

��1
d0 +

1

2
e(1+x)Q!(x)T! (x) f (0)�

1

2
e(2�x)Q!(x)f (1)

�Q! (x)2 e(2�x)Q!(x)
�
�! (x)

��1
d0 +Q! (x)

2 e(1+x)Q!(x)T! (x)u1

�Q! (x)2 e(3�x)Q!(x)T! (x)u1;

on a

[I � T! (x)] f (0)

=

�
I � (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1�
f (0)

= [�! (x)� (Q! (x) +H)]
�
�! (x)

��1
f (0)

=
�
(Q! (x)�H) + e2Q!(x) (Q! (x) +H)� (Q! (x) +H)

� �
�! (x)

��1
f (0)

=
�
�2H + e2Q!(x) (Q! (x) +H)

� �
�! (x)

��1
f (0)

= �2H
�
�! (x)

��1
f (0) + e2Q!(x)T! (x) f (0) ;
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donc

G (d0; u1; f) (x)

= �exQ!(x)H
�
�! (x)

��1
f (0) +Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0

+e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds� 1

2
f (0)

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds� 1

2
f (1)

+A! (x)R (x; f; d0; u1) ;

avec

R (x; f; d0; u1)

= �exQ!(x)eQ!(x)T! (x) ��
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds+
1

2

�
I + eQ!(x)

�
Q! (x)

�2 f (0)

�
+e(1�x)Q!(x)eQ!(x) ���
�! (x)

��1
d0 +

1

2
T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds+
1

2
Q! (x)

�2 f (1)

�
+e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)T! (x)

�
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
Puisque Q! (x) ; x 2 [0; 1] génère un semi-groupe analytique généralisé, nous avons pour tout
m 2 N

eQ!(x) 2 L (E;D ([Q! (x)]m)) ;
donc 8<: R (�; f; d0; u1) 2 C1 ([0; 1] ;E)

A! (�)R (�; f; d0; u1) 2 C1 ([0; 1] ;E) :

Pour I1 (x), on a :

I1 (x) =
1

2
Q! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

=
1

2

�
Q! (x) e

xQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

� Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds
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+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

=
1

2

�
Q! (x) e

xQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

� Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

�
esQ!(x) � esQ!(0)

�
(f (s)� f (0)) ds

+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds

= I11 (x) + I21 (x) + I31 (x) :

D�autre part par un calcul algébrique simple on a que :

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

= zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ;

et

(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

=
1

z

�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
= Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 :

Alors 



12 �Q! (x) exQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

�




E

=





� 1

4�i

Z
�

exz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
dz






E

=





� 1

4�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 dz






E

6 C1

Z
�

jzj e�C0xjzj x
�

jzj�d jzj

6 C1

Z
�

e��
x���
x

���1 d�x � C1x
�+��2;

et de plus 



Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds






E

6 C2 kfkC�([0;1];E) ;

alors 

I11 (x)

E
6





12 �Q! (x) exQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

�



 � 



Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds






6 C3x

�+��2 kfkC�([0;1];E) ;
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pour I21 (x), on a

I21 (x)

E
6 C





Z 1

0

Z
�

esz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
(f (s)� f (0)) dzds






6 C

Z 1

0

�Z
�



eszQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 dz


� s�ds kfkC�([0;1];E)

6 C

Z 1

0

�Z
�

e�C0sjzj
x�s�

jzj� d jzj
�
ds kfkC�([0;1];E)

6 C

Z 1

0

0B@Z
�

e��
x�s���
s

�� d�
s

1CA ds kfkC�([0;1];E)

6 C

Z 1

0

x�s�+��1ds kfkC�([0;1];E)
6 Cx� kfkC�([0;1];E) :

pour I31 (x) en utilisant le lemme 0.11.5 et 0.11.6, on a

Q! (0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds 2 (D (Q! (0)) ; E)1��;1 ;

équivaut à

exQ!(0)Q! (0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds 2 C� ([0; 1] ;E) :

On fait de même pour I2 (x).
Pour I3 (x), on a

I3 (x)

=
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds

=
1

2

Z x

0

�
Q! (x) e

(x�s)Q!(x) �Q! (s) e
(x�s)Q!(s)

�
(f (s)� f (0)) ds

+
1

2
Q! (s)

Z x

0

e(x�s)Q!(s) (f (s)� f (0)) ds

= I13 (x) + I23 (x) ;

on a 

I13 (x)

E
6 C





Z x

0

Z
�

ze(x�s)z
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (s)� zI)�1

�
(f (s)� f (0)) dzds






6 C

Z x

0

�Z
�



ze(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1� �

Q! (s) (Q! (s)� zI)�1 dz


 s�� ds kfkC�([0;1];E)
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6 C

Z x

0

Z
�

e�C0(x�s)jzj
(x� s)� s�

jzj��1
d jzj ds kfkC�([0;1];E)

6 C

Z x

0

Z
�

e��
(x� s)� s��

�

(x� s)

���1 d�

(x� s)
ds kfkC�([0;1];E)

6 C

Z x

0

(x� s)�+��2 s�ds kfkC�([0;1];E) 6 Cx�+��1+� kfkC�([0;1];E) :

pour I23 (x) en utilisant le lemme 0.11.5 et 0.11.6, on a

Q! (s)

Z x

0

e(x�s)Q!(s) (f (s)� f (0)) ds 2 (D (Q! (s)) ; E)1��;1 ;

donc
I3 (x) 2 C1;� ([0; 1] ;E) \ C� ([0; 1] ; D (Q! (x))) ;

de même pour I4 (x).
Et de plus on a

Q! (x)
2 exQ!(x)

�
�! (x)

��1
d0 � exQ!(x)H

�
�! (x)

��1
f (0)

= Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f (0)

= Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x)(Q! (x)�H)

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

�exQ!(x)Q! (x)
�
Q! (x)�H

��1
f (0)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f(0)

= Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f(0)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f(0):

0n a W (x) 2 L(E) et R [W (x)] �
1
\
k=1

D(Q!(x)
k): Alors

Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f(0)

=

�
Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

2 exQ!(0)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+

�
Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+

�
�Q! (x) exQ!(x)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) +Q! (0) e

xQ!(0)
�
Q! (0)�H

��1
f(0)

�
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+

�
�Q! (x) exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
f(0) +Q! (x) e

xQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
f(0)

�
+
�
exQ!(x)f (0)� exQ!(0)f (0)

�
+exQ!(0)

�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
= � 1

2�i

Z
�

zexz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

� �
Q! (0)�H

��1
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

� �
Q! (0)�H

��1
f (0) dz

� 1

2�i

Z
�

zexz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

� 1

2�i

Z
�

zexzQ! (0) (Q! (0)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f(0)dz

� 1

2�i

Z
�

exz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
f (0) dz

+exQ!(0)
�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
:

Donc

Q! (x)
2 exQ!(x)

�
�! (x)

��1
d0 � exQ!(x)H

�
�! (x)

��1
f (0)

= � 1

2�i

Z
�

z2exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

d0dz

+
1

2�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

f (0) dz

� 1

2�i

Z
�

z2exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

� 1

2�i

Z
�

zexzQ! (0) (Q! (0)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f(0)dz
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� 1

2�i

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� z)�1 f(0)dz

+exQ!(0)
�
[Q! (0)]

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
=

7X
i=1

ai (x) :

Pour a1 (x) on a

ka1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj e�xjzj x
�

jzj�d jzj




Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0






E

6 K

Z
�

e��
x���
x

���1 d�x




Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0






E

6 K

Z
�

e��

���1
d�x�+��2





Q! (0)�Q! (0)�H
��1

d0






E

6 Kx�+��2




Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0






E

6 K





Q! (0)�Q! (0)�H
��1

d0






E

;

de même on a

ka2 (x)kE 6 K

Z
�

e�xjzj
x�

jzj��1
d jzj kf (0)kE

6 K

Z
�

e��
x���
x

���1 d�x kf (0)kE
6 K

Z
�

e��

���1
d�x�+��2 kf (0)kE

6 Kx�+��2 kf (0)kE 6 K kf (0)kE ;

ka3 (x)kE 6 K

Z
�

e�xjzj
x�

jzj��2
x�+�d jzj kd0kE

6 K

Z
�

e��
x2�+���
x

���2 d�x kd0kE
6 K

Z
�

e��

���2
d�x2(�+�)�3 kd0kE

6 Kx�+��2 kd0kE 6 K kd0kE ;
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ka4 (x)kE 6 K

Z
�

jzj e�xjzjx�+�d jzj kd0kE

6 K

Z
�

�e��
x�+�

x

d�

x
kd0kE

6 K

Z
�

�e��d�x�+��2 kd0kE

6 Kx�+��2 kd0kE 6 K kd0kE ;

ka5 (x)kE 6 K

Z
�

e�xjzjx�+�d jzj kf (0)kE

6 Kx�+��1 kf (0)kE 6 K kf (0)kE ;

et

ka6 (x)kE 6 K

Z
�

e�xjzj
x�

jzj�d jzj kf (0)kE

6 K

Z
�

e��
x���
x

�� d�
x
kf (0)kE

6 K

Z
�

e��

��
d�x�+��1 kf (0)kE

6 Kx�+��1 kf (0)kE 6 K kf (0)kE :

Et de plus on a

e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

= e(1�x)Q!(x)f (1)� e(1�x)Q!(1)f (1) +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1 �Q! (1)

2 e(1�x)Q!(1)u1

+e(1�x)Q!(1)f (1) +Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1

=
�1
2�i

Z
�

e(1�x)z
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (1)� zI)�1

�
f (1) dz

� 1

2�i

Z
�

ze(1�x)z
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (1) (Q! (x)� zI)�1

�
u1dz

+e(1�x)Q!(1)
�
f (1) +Q! (1)

2 u1
�

=
�1
2�i

Z
�

e(1�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1� �

Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 f (1) dz

� 1

2�i

Z
�

z2e(1�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1� �

Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

+e(1�x)Q!(1) (f (1)� A! (1)u1)

= b1 (x) + b2 (x) + b3 (x) :
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On a

kb1 (x)kE 6 K

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj� d jzj kf (1)kE

6 K

Z
�

e��
(1� x)��
�

1� x

�� d�

(1� x)
kf (1)kE

6 K (1� x)�+��1 kf (1)kE
6 K kf (1)kE ;

kb2 (x)kE 6 K

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj��1
d jzj kQ! (1)u1kE

6 K

Z
�

e��
(1� x)��
�

1� x

���1 d�

(1� x)
kQ! (1)u1kE

6 K (1� x)�+��2 kQ! (1)u1kE
6 K kQ! (1)u1kE :

Finalement on a

G (d0; u1; f)

2 C ([0; 1] ;E)

()

8>><>>:
exQ!(0)

�
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0)

�
2 C ([0; 1] ;E) ;

e(1�x)Q!(1) [A! (1)u1 � f (1)] 2 C ([0; 1] ;E)

()

8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2 D(Q!(0));

A! (1)u1 � f (1) 2 D(Q!(1))

et puisque pour tout � 2 ]0; 1[ on a8><>:
D (A�!) � D (A!)

D (A!) � D (A�!) ;

et donc
D (A!) = D (A�!);

alors 8><>:
D (Q! (0)) = D (A (0))

D (Q! (1)) = D (A (1));
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donc 8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2 D(A(0))

A! (1)u1 � f (1) 2 D(A(1)):

Et de plus

G (d0; u1; f)

2 C� ([0; 1] ;E)

()

8>><>>:
exQ!(0)

�
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0)

�
2 C� ([0; 1] ;E)

e(1�x)Q!(1) [A! (1)u1 � f (1)] 2 C� ([0; 1] ;E)

()

8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2
�
DQ!(0); E

�
1��;1

A! (1)u1 � f (1) 2
�
DQ!(1); E

�
1��;1

()

8>>><>>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2
�
DA(0); E

�
1��

2
;1

A! (1)u1 � f (1) 2
�
DA(1); E

�
1��

2
;1
:

�

0.12 Régularité maximale de la solution

Dans ce chapitre on étudie la régularité maximale de la solution du problème (0.11.1).

0.12.1 Régularité de l�opérateur intégral P!
On rappelle que P! est dé�ni sur l�espace C ([0; 1] ;E) par

(P!w) (x) =
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x)
3 e(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds
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�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds:

On a la proposition suivante

Proposition 0.12.1 Sous les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7), on a :
1. P! 2 L (C ([0; 1] ;E) ; C�+��2 ([0; 1] ;E))

2. P! 2 L
�
C (E) ; C (E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
où � 2 ]0; �+ �� 2] :

Preuve. Point(1) Soient 0 6 � < x 6 1 et w 2 C ([0; 1] ;E). on doit alors estimer

k(P!w) (x)� (P!w) (�)k ;

on a

(P!w) (x)� (P!w) (�) =
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
T! (�) e

�Q!(�)

Z 1

0

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2
e(1��)Q!(�)

Z 1

0

Q! (�)
3 e(1�s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2

Z �

0

Q! (�)
3 e(��s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x)
3 e(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2

Z 1

�

Q! (�)
3 e(s��)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2
e�Q!(�)T! (�) e

Q!(�)

Z 1

0

Q! (�)
3 e(1�s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds
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+
1

2
e(1��)Q!(�)T! (�) e

Q!(�)

Z 1

0

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1��)Q!(�)T! (�) e

2Q!(�)

Z 1

0

Q! (�)
3 e(1�s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

=

14X
i=1

Ii (x) :

On a I9 (x) + I10 (x), I11 (x) + I12 (x) et I13 (x) + I14 (x) sont en 0
�
jx� � j�

�
avec 0 < � 6

�+ �� 2:
Pour I1 (x) + I2 (x), on a

I1 (x) + I2 (x) =
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z x

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
T! (�) e

�Q!(�)

Z �

0

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z 1

x

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
T! (�) e

�Q!(�)

Z 1

�

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

= A1 �B1 + C1 �D1:

On majore A1 �B1. On a

A1 �B1 =
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z �

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
T! (�) e

�Q!(�)

Z �

0

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z x

�

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z �

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z �

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
T! (�) e

�Q!(�)

Z �

0

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2
T! (x) e

xQ!(x)

Z x

�

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
�1
4�i

T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz
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+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z �

0

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z x

�

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

=
�1
4�i

T! (�)

Z
�

Z �

0

�
e(x+s)z � e(�+s)z

�
z2Q! (�) (Q! (�)� zI)�1 ��

Q! (s)
�2 �Q! (�)

�2�w (s) dsdz
� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)z
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�Q! (�) (Q! (�)� zI)�1

��1 ��
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
(T! (x)� T! (�))

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1 ��
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z x

�

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

=
�1
4�i

T! (�)

Z �

0

Z x

�

Z
�

e(�+s)zz3Q! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dzd�ds

� 1

4�i
T! (x)

Z �

0

Z
�

z3e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1� �

Q! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i
T! (x)

Z �

0

Z
�

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i
T! (x)

Z x

�

Z
�

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i
(T! (x)� T! (�))

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1 ��
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dz

= a1 + b1 + c1 + d1 + e1:

On a

ka1kE 6 K

Z �

0

Z x

�

Z
�

e�(�+s)jzj jzj3 (� � s)�

jzj� d jzj d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z x

�

Z
�

e�(��s)jzj
(� � s)�

jzj��3
d jzj d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z x

�

Z
�

e��
(� � s)��
�

(� � s)

���3 d�

(� � s)
d�ds kwkC([0;1];E)



0.12 Régularité maximale de la solution 56

6 K

Z �

0

Z x

�

(� � s)� (� � s)��4 d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z x

�

(� � s)�+��4 d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� s)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kb1kE 6 K

Z �

0

Z
�

e�(x+s)jzj jzj3 (x� �)�

jzj�
(� � s)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e�(x�s)jzj
(x� �)� (� � s)�

jzj2��3
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� �)� (� � s)� (x� s)2��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� s)2�+2��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)2�+2��3 kwkC([0;1];E)
6 K (x� �)2(�+��2)+1 kwkC([0;1];E)
6 K

�
(x� �)�+��2

�2 kwkC([0;1];E)
6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kc1kE 6 K

Z �

0

Z
�

e�(x+s)jzj jzj2 (x� �)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e�(x�s)jzj
(x� �)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e��
(x� �)��
�

(x� s)

���2 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� �)� (x� s)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� s)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kd1kE 6 K

Z x

�

Z
�

e�(x+s)jzj jzj2 (x� s)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

Z
�

e�(x�s)jzj
(x� s)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)
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6 K

Z x

�

Z
�

e��
(x� s)��
�

(x� s)

���2 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

(x� s)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

et

ke1kE 6 K

Z �

0

Z
�

e�(x+s)jzj jzj2 (� � s)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e�(x�s)jzj
(� � s)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e��
(� � s)��
�

(x� s)

���2 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(� � s)� (x� s)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� s)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) :

De la même manière on traite la di¤érence C1 �D1, on a

C1 �D1

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

x

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

�

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

x

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z x

�

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

x

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

x

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

x

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

x

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (x)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds
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�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z x

�

Q! (�)
3 esQ!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

=
�1
4�i

T! (x)

Z
�

Z 1

x

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (x)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z x

�

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

=
�1
4�i

T! (x)

Z
�

Z 1

x

�
e(x+s)z � e(�+s)z

�
z2Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��

Q! (s)
�2 �Q! (x)

�2�w (s) dsdz
� 1

4�i
T! (�)

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)z
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�Q! (�) (Q! (�)� zI)�1

�
��

Q! (s)
�2 �Q! (x)

�2�w (s) dsdz
� 1

4�i
(T! (x)� T! (�))

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (x)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z x

�

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

=
�1
4�i

T! (x)

Z 1

x

Z x

�

Z
�

e(�+s)zz3Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzd�ds

� 1

4�i
T! (�)

Z 1

x

Z
�

z3e(�+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1� �

Q! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i
(T! (x)� T! (�))

Z 1

x

Z
�

z2e(�+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

+
1

4�i
T! (�)

Z
�

Z 1

x

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (x)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (�)

Z x

�

Z
�

z2e(�+s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dzds

= a2 + b2 + c2 + d2 + e2:

On a

ka2kE 6 K

Z 1

x

Z x

�

Z
�

e�(�+s)jzj jzj3 (s� x)�

jzj� d jzj d�ds kwkC([0;1];E)
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6 K

Z 1

x

Z x

�

Z
�

e�(s��)jzj
(s� x)�

jzj��3
d jzj d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z x

�

Z
�

e��
(s� x)��
�

(s� �)

���3 d�

(s� �)
d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z x

�

(s� x)� (s� �)��4 d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z x

�

(s� �)�+��4 d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� �)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kb2kE 6 K

Z 1

x

Z
�

e�(�+s)jzj jzj3 (x� �)�

jzj�
(s� x)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e�(s��)jzj
(x� �)� (s� x)�

jzj2��3
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e��
(x� �)� (s� x)��

�

(s� �)

���3 d�

(s� �)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(x� �)� (s� x)� (s� �)��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� �)2�+2��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)2�+2��4 ds kwkC([0;1];E)
6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kc2kE 6 K

Z 1

x

Z
�

e�(�+s)jzj jzj2 (s� x)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e�(s��)jzj
(s� x)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e��
(s� x)��
�

(s� �)

���2 d�

(s� �)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� x)� (s� �)��3 ds kwkC([0;1];E)
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6 K

Z 1

x

(s� �)� (s� �)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� �)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kd2kE 6 K

Z 1

x

Z
�

e�(�+s)jzj jzj2 (x� �)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e�(s��)jzj
(x� �)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

Z
�

e��
(x� �)��
�

(s� �)

���2 d�

(s� �)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(x� �)� (s� �)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� �)� (s� �)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z 1

x

(s� �)�+��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

et

ke2kE 6 K

Z x

�

Z
�

e�(�+s)jzj jzj2 (s� �)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

Z
�

e�(s��)jzj
(s� �)�

jzj��2
d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

Z
�

e��
(s� �)��
�

(s� �)

���2 d�

(s� �)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

(s� �)�+��3 ds kwkC([0;1];E) 6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) :

I3 (x) + I4 (x) se traite comme I1 (x) + I2 (x).
Pour I5 (x) + I6 (x) ; on a

I5 (x) + I6 (x)

=
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2

Z �

0

Q! (�)
3 e(��s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds
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=
1

2

Z �

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2

Z �

0

Q! (�)
3 e(��s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

�

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
1

2

Z �

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z �

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2

Z �

0

Q! (�)
3 e(��s)Q!(�)

�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

�

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
�1
4�i

Z �

0

Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i

Z �

0

Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

+
1

4�i

Z �

0

Z
�

z2e(��s)zQ! (�) (Q! (�)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (�)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i

Z x

�

Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

=
�1
4�i

Z �

0

Z
�

�
e(x�s)z � e(��s)z

�
z2Q! (�) (Q! (�)� zI)�1 ��

Q! (s)
�2 �Q! (�)

�2�w (s) dzds
� 1

4�i

Z �

0

Z
�

z2e(x�s)z
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (�) (Q! (�)� zI)�1

�
��

Q! (s)
�2 �Q! (�)

�2�w (s) dzds
� 1

4�i

Z �

0

Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (�)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

� 1

4�i

Z x

�

Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dzds

= a+ b+ c+ d:

On a

kakE 6 K

Z
�

Z �

0

Z x

�

e�(��s)jzj jzj3 (� � s)�

jzj� d jzj d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z
�

Z �

0

Z x

�

e��
(� � s)��
�

(� � s)

���3 d�

(� � s)
d�ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z x

�

(� � s)� (� � s)��4 d�ds kwkC([0;1];E)
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6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kbkE 6 K

Z �

0

Z
�

e�(x�s)jzj jzj3 (x� �)�

jzj�
(� � s)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e��
(x� �)� (� � s)��

�

(x� s)

�2��3 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� �)� (� � s)� (x� s)2��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� s)2�+2��4 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kckE 6 K

Z �

0

Z
�

e�(x�s)jzj jzj2 (x� �)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

Z
�

e��
(x� �)��
�

(x� s)

���2 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z �

0

(x� �)� (x� s)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

et

kdkE 6 K

Z x

�

Z
�

e�(x�s)jzj jzj2 (x� s)�

jzj� d jzj ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

Z
�

e��
(x� s)��
�

(x� s)

���2 d�

(x� s)
ds kwkC([0;1];E)

6 K

Z x

�

(x� s)� (x� s)��3 ds kwkC([0;1];E)

6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) :

I7 (x) + I8 (x) se traite comme I5 (x) + I6 (x).
Finalement on déduit que

k(P!w) (x)� (P!w) (�)kE 6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

d�ou P! 2 L (C ([0; 1] ;E) ; C�+��2 ([0; 1] ;E)) :

Point(2) Pour montrer que P! 2 L
�
C (E) ; C (E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
on doit prouver

que pour tout x 2 [0; 1] et w 2 C ([0; 1] ;E)

sup
r>0



r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)



E
6 K kwkC([0;1];E) :
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En utilisant l�identité

Q! (x) (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= (Q! (x)� rI + rI) (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 + r (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 +
r

r � z
Q! (x)

�
(Q! (x)� rI)�1 � (Q! (x)� zI)�1

�
=

�z
r � z

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 +
r

r � z
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ;

et en tenant compte que l�intégrale en Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 est nulle, on a

r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)

=
r�

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

� r�

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

Z x

0

e(x�s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

Z 1

x

e(s�x)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

�r
�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 exQ!(x)T! (x) e
Q!(x) �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�r
�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(x)T! (x) e
Q!(x) �Z 1

0

esQ!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
r�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(x)T! (x) e
2Q!(x) �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
7X
i=1

Ii (x) :

On a

I1 (x) =
r�

4�i
T! (x)

Z
�

Z x

0

e(x+s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
r�

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

x

e(x+s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

= a1 (x) + b1 (x) ;
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alors

ka1 (x)kE 6 Kr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj�

 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s)� ds

!
d jzj kwkC([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj� jzj�+1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

1

jr � zj jzj�+��2
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K
r�

r�+��2
kwkC([0;1];E) ;

et

kb1 (x)kE 6 Kr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj�

 
sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�(x+s)jzj (s� x)� ds

!
d jzj kwkC([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj� jzj�+1
d jzj kwkC([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

1

jr � zj jzj�+��2
d jzj kwkC([0;1];E)

6 K
r�

r�+��2
kwkC([0;1];E) :

Les autres intégrales se traitent de la même façon.
Finalement on déduit que

sup
r>0



r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)



E
6 K kwkC([0;1];E) ;

alors
P! 2 L

�
C (E) ; C (E) \B

�
DQ!(�) (�;+1)

��
:

On a

DQ(�) (�;+1) =
�
E;DQ(�)

�
�;+1

=
�
E;DQ2(�)

�
�
2
;+1

=
�
E;DA(�)

�
�
2
;+1

= DA(�)

�
�

2
;+1

�
;

donc

P! 2 L
�
C (E) ; C (E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
:

�
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0.12.2 Régularité de l�opérateur (I + P!)
�1

On a besoin d�énoncer la régularité de l�opérateur (I + P!)
�1 qui existe pour ! > !�

puisque on a vu que kP!kL(C(E)) 6
1

2
pour tout ! > !�:

Proposition 0.12.2 Sous les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7) et pour tout ! > !� on a :

i) (I + P!)
�1 2 L (C (E))

ii) (I + P!)
�1 2 L

�
C� (E)

�
; 8� 2 ]0; �+ �� 2]

iii) (I + P!)
�1 2 L

�
C (E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
; 8� 2 ]0; �+ �� 2] :

Preuve. (i) Se déduit de l�inversibilité de l�opérateur I + P!:
(ii) Soit w 2 L

�
C� (E)

�
et

h = (I + P!)
�1w;

alors il su¢ t d�écrire que
h+ P!h = w;

et d�utiliser la proposition précédente.
(iii) Même raisonnement que celui pour le deuxième point. �

0.12.3 Résultat de régularité sur le second membre

On donne ici un résultat de régularité croisée sur le second membre G (d0; u1; f) (�).

Proposition 0.12.3 Soit � �xé dans ]0; �+ �� 2] et soient�
Q! (0)�H

��1
d0 2 DQ!(0)\D (H), u1 2 DA(1), f 2 C� ([0; 1] ;E), alors sous les hypothèses

(0.11.2)�(0.11.7) on a :

(G (d0; u1; f) (�) + f (�)) 2 B
�
DA(�)

�
�

2
;+1

��
si et seulement si

8>>>><>>>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0) 2 DA(0)

�
�

2
;+1

�

A! (1)u1 � f (1) 2 DA(1)

�
�

2
;+1

�
:

Preuve. On pour tout x 2 [0; 1]

G (d0; u1; f) =
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds
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�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (x)) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (x)) ds

�1
2
exQ!(x)eQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)eQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

�
eQ!(x)f (0)� f (0)

�
+
1

2
e(1�x)Q!(x)

�
f (1)� eQ!(x)f (1)

�
+
1

2

�
exQ!(x)f (x)� f (x)

�
+
1

2

�
e(1�x)Q!(x)f (x)� f (x)

�
+Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0 �Q! (x)

2 e(2�x)Q!(x)
�
�! (x)

��1
d0

+Q! (x)
2 e(1+x)Q!(x)T! (x)u1 �Q! (x)

2 e(3�x)Q!(x)T! (x)u1 +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1;

donc

G (d0; u1; f) (x) + f (x)

= �exQ!(x)H
�
�! (x)

��1
f (0) +Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0

+e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

+
1

2
exQ!(x) (f (x)� f (0)) +

1

2
e(1�x)Q!(x) (f (x)� f (1))

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
e(1�x)Q!

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (x)) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x) e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (x)) ds

+A! (x)R (x; f; d0; f) :

On doit montrer que

sup
r>0



r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 [G (d0; u1; f) (x) + f (x)]



E
6 K:
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On développe ces intégrales a�n d�utiliser l�hpothèse (0.11.3), donc on aura

r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 [G (d0; u1; f) (x) + f (x)]

=
r�

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)z
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

� r�

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)z
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (1)) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

Z x

0

e(x�s)z
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (x)) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

Z 1

x

e(s�x)z
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (x)) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

exz
z

r � z
(Q! (x)� zI)�1 (f (x)� f (0)) dz

+
r�

4�i

Z
�

e(1�x)z
z

r � z
(Q! (x)� zI)�1 (f (x)� f (1)) dz

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1
�
�exQ!(x)H

�
�! (x)

��1
f (0) +Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

�
e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1
�

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1A! (x)R (x; f; d0; f)

=
6X
i=1

Ii (x)

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1
�
�exQ!(x)H

�
�! (x)

��1
f (0) +Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

�
e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1
�

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1A! (x)R (x; f; d0; f) :

Pour I1 (x) on a

kI1 (x)kE 6 Kr�
Z
�

jzj
jr � zj

 
sup
x2[0;1]

Z 1

0

e�(x+s)jzjs�ds

!
d jzj kfkC�([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

jzj
jr � zj

1

jzj1+�
d jzj kfkC�([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

d jzj
jr � zj jzj�

kfkC�([0;1];E) 6 K kfkC�([0;1];E) :

On fait de même pour I2 (x) ; I3 (x) et I4 (x) :
Pour I5 (x) on a

kI5 (x)kE 6 Kr�
Z
�

e�xjzj
1

jr � zjx
�d jzj kfkC�([0;1];E)

6 Kr�
Z
�

e�xjzj
x�

jr � zj� jr � zj1��
d jzj kfkC�([0;1];E)
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6 Kr�
Z
�

e�xjzj
x�

r� jzj1��
d jzj kfkC�([0;1];E)

6 K

Z
�

e��
x���
x

�1�� d�x kfkC�([0;1];E) 6 K kfkC�([0;1];E) :

I6 (x) se traite comme I5 (x).
Et de plus on a

r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1
�
e(1�x)Q!(x)f (1) +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1
�

=
�r�
2�i

Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 �Z
�

e(1�x)z
1

z

�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (1) (Q! (1)� zI)�1

�
f (1) dz

� r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 �Z

�

e(1�x)zz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (1) (Q! (1)� zI)�1

�
u1dz

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(1)
�
Q! (1)

2 u1 + f (1)
�

=
r�

2�i

Z
�

e(1�x)z
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1� �

Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 f (1) dz

+
r�

2�i

Z
�

e(1�x)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1� �

Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(1)
�
Q! (1)

2 u1 + f (1)
�

a1 (x) + b1 (x) + c1 (x) :

On a

ka1 (x)kE 6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
jzj

jr � zj
(1� x)�

jzj� d jzj kf (1)kE

6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jr � zj� jr � zj1�� jzj��1
d jzj kf (1)kE

6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

r� jzj1�� jzj��1
d jzj kf (1)kE

6 K

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj���
d jzj kf (1)kE

6 K

Z
�

e��
(1� x)��
�

(1� x)

���� d�

(1� x)
kf (1)kE

6 K (1� x)�+��1�� kf (1)kE 6 K kf (1)kE ;
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et

kb1 (x)kE 6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
jzj2

jr � zj
(1� x)�

jzj� d jzj kQ! (1)u1kE

6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
jzj2 (1� x)�

jr � zj� jr � zj1�� jzj�
d jzj kQ! (1)u1kE

6 Kr�
Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

r� jzj1�� jzj��2
d jzj kQ! (1)u1kE

6 K

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj��3��
d jzj kQ! (1)u1kE

6 K

Z
�

e��
(1� x)��
�

(1� x)

���3�� d�

(1� x)
kQ! (1)u1kE

6 K (1� x)�+��2�� kQ! (1)u1kE
6 K kQ! (1)u1kE :

Et de plus on a�
Q! (x)

2 exQ!(x)
�
�! (x)

��1
d0 � exQ!(x)H

�
�! (x)

��1
f (0)

�
= Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f(0)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f(0):

0n a W (x) 2 L(E) et R [W (x)]
1
\
k=1

D(Q!(x)
k): Alors

r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ��
Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

2 exQ!(0)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ��
Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ��
�exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + exQ!(0)Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0)

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ��
�exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f(0) + exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (0)�H

��1
f(0)

�
+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

�
exQ!(x)f (0)� exQ!(0)f (0)

�
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+r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 �

exQ!(0)
�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
= � r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

zexz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
��

Q! (0)�H
��1

d0dz

� r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

zexz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

� r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

zexzQ! (0) (Q! (0)� zI)�1 ���
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

exz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
��

Q! (0)�H
��1

f(0)dz

+
r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 ���
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f(0)dz

� r�

2�i
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1

Z
�

exz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
f(0)dz

+Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 �

exQ!(0)
�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
=

r�

2�i

Z
�

exz
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

d0dz

� r�

2�i

Z
�

exz
z2

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

f(0)dz

+
r�

2�i

Z
�

exz
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 f(0)dz
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+
r�

2�i

Z
�

exz
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
r�

2�i

Z
�

exz
z2

r � z
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

� r�

2�i

Z
�

exz
z

r � z
(Q! (x)� zI)�1

��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f(0)dz

+Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 �

exQ!(0)
�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f(0) + f(0)

�
=

7X
i=1

Ji (x) :

On a

J1 (x) + J2 (x) + J3 (x)

=
r�

2�i

Z
�

exz
z

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)
2
�
Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f (0)

�
dz;

alors

kJ1 (x) + J2 (x) + J3 (x)kE

6 Kr�
Z
�

e�xjzj
jzj

jr � zj
x�

jzj�d jzj




Q! (0)2 �Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f (0)






E

6 Kr�
Z
�

e�xjzj
x�

jr � zj� jr � zj1�� jzj��1
d jzj �



Q! (0)2 �Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f (0)






E

6 K

Z
�

e�xjzj
x�

jzj���
d jzj





Q! (0)2 �Q! (0)�H
��1 �

d0 �Q! (0)
�1 f(0)

�
+ f (0)






E

6 K

Z
�

e��
x���
x

���� d�x




Q! (0)2 �Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f (0)






E

6 Kx�+��1��




Q! (0)2 �Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f (0)






E

6 K





Q! (0)2 �Q! (0)�H
��1 �

d0 �Q! (0)
�1 f(0)

�
+ f (0)






E

;
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kJ4 (x)kE 6 Kr�
Z
�

e�xjzj
jzj3

jr � zj
x�

jzj�x
�+�d jzj kd0kE

6 Kr�
Z
�

e�xjzj
x2�+�

jr � zj� jr � zj1�� jzj��3
d jzj kd0kE

6 K

Z
�

e�xjzj
x2�+�

jzj��2��
d jzj kd0kE

6 K

Z
�

e��
x2�+���
x

���2�� d�x kd0kE
6 Kx2(�+��2)+1�� kd0kE 6 K kd0kE :

De même pour les autres termes.
Finalement si

G (d0; u1; f) (x) + f (x)

2 B

�
DA(x)

�
�

2
;+1

��

()

8><>:
exQ!(0)

h
Q! (0)

2 (Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)
�1f(0)) + f(0)

i
2 C� ([0; 1] ;E)

e(1�x)Q!(1) (A! (1)u1 � f (1)) 2 C� ([0; 1] ;E) ;

()

8<: Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)

�1f(0)) + f(0) 2 D (Q! (0) ; E)1��;+1
A! (1)u1 � f (1) 2 D (Q! (1) ; E)1��;+1

()

8><>:
Q!(0)

2(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)
�1f(0)) + f(0) 2 D (A! (0) ; E)

1��
2
;+1

(A! (1)u1 � f (1)) 2 D (A! (1) ; E)
1��

2
;+1

:

�

0.12.4 Théorème de régularité maximale

On donne maintenant le théorème de régularité maximale qui englobe toutes les propositions
précédentes.

w + P!w = G (d0; u1; f) , où w = Q! (�)2 u (�) :
Théorème 0.12.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) où � 2 ]0; �+ �� 2]
et soit (Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0)\D(H), u1 2 DA(1): On suppose de plus que les hypothèses
(0.11.2)�(0.11.7) sont véri�eés et :8>>>>>><>>>>>>:

Q!(0)(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)
�1f(0)] 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)

�1f(0)] + f(0) 2 DA(0)

�
�

2
;+1

�
A! (1)u1 � f (1) 2 DA(1)

�
�

2
;+1

�
;
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alors il existe !� > 0 tel que 8! > !�, alors la solution w (�) = Q! (�)2 u (�) de l�équa-
tion(0.11.10) véri�e :

1. Q! (�)2 u (�) 2 C ([0; 1] ;E)
2. Q! (�)2 u (�) 2 C� ([0; 1] ;E)
3. u00 2 C� ([0; 1] ;E)

4. u00 2 C ([0; 1] ;E) \B
�
DA(�)

�
�

2
;+1

��
:

Preuve. La démonstration est la réunion de toutes les propositions précédentes pour les
points (1) et (2) :
Pour les points (3) (4) on écrit que :

u00 (�) = f (�) +Q! (�)2 u (�)
= f (�) + [G (d0;u1; f) (�)� (P!w) (�)]
= (f (�) +G (d0; u1; f) (�))� (P!w) (�) :

�

0.13 Le problème approché

On a montré, par un raisonnement heuristique, au chapitre 1, que l�existence d�une solution
stricte du problème (0.11.1) implique sa représentation par la formule (0.11.10) à partir d�un
certain ! > !�. On va con�rmer maintenant cette existence en considérant la famille de
problèmes approchés suivants :8>><>>:

u00n(x) + An(x)un(x)� !un(x) = f(x); x 2 ]0; 1[
u0n(0)�Hun(0) = d0

un(1) = u1;

(0.13.1)

On pose, pour x 2 [0; 1],

A!;n (x) = An (x)� !I et Q!;n (x) = � (�A!;n (x))1=2 ;

et on considère la famille des approchants de Yosida de ( Q! (x))x2[0;1] dé�nie par :

Q!;n(x) = �n Q! (x) ( Q! (x)� nI)�1 ; n 2 N�:
Par un calcul classique on a

(Q!;n (x)� zI)�1 =
�1
n+ z

(Q! (x)� nI)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
:

Lemme 0.13.1 La famille (Q!;n(x))x2[0;1] véri�e aussi l�hypothèse (0.11.3) uniformément
par rapport à n :

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1

�
Q!;n(x)

�1 �Q!;n(s)
�1�



L(E)
6 K

js� xj�

jz + !j� : (0.13.2)
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Preuve. On peut écrire que

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1
�
Q!;n(x)

�1 �Q!;n(s)
�1�

=
n

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1 �
Q!(x)

�1 �Q!(s)
�1� ;

alors 

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1
�
Q!;n(x)

�1 �Q!;n(s)
�1�



L(E)

6 K
n

jn+ zj
js� xj����� nz

n+ z
+ !

�����
6 K

js� xj�

jz + !j� :

Concernant le problème (0.13.1) on a le résultat. �

Proposition 0.13.1 On suppose que f 2 C ([0; 1] ;E),
�
Q!(0)�H

��1
d0 2 DQ!(0) \D (H)

et u1 2 DA(1). Alors il existe ! (n) tel que 8! > ! (n) ; le problème (0.13.1) admet une unique
solution un 2 C2 ([0; 1] ;E) :

¼gPreuve. En e¤et on a8>><>>:
u00n(x)� !un(x) = f(x)� An(x)un(x); x 2 ]0; 1[
u0n(0)�Hun(0) = d0

un(1) = u1:

Par analogie avec la résolution du problème (1)-(2), on en déduit que un véri�e l�équation
intégrale suivante

un (x) = exQ!(x)
��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+
1

2
exQ!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)Q! (x)
�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds

+e(1�x)Q!(x)
��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)Q! (x)
�1
Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x)Q! (x)
�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds
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�1
2
e(1�x)Q!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x) (f (s)� An (s)un (s)) ds:

Ou bien

un (x) +
1

2
exQ!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)An (s)un (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(2�s)Q!(x)An (s)un (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1+s)Q!(x)An (s)un (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(3�s)Q!(x)An (s)un (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)An (s)un (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)An (s)un (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)An (s)un (s) ds

= exQ!(x)
��
�! (x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+e(1�x)Q!(x)

��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�! (x)

��1
eQ!(x)d0

�
+
1

2
exQ!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(2�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1+s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(3�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (x)

�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)f (s) ds:
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On a pour tout n 2 N�

kAn (s)kL(E) =


nA (s) (A (s)� n)�1




L(E)

6 n


I + n (A (s)� n)�1




L(E)

6 n (1 +K)

alors on a 



12exQ!(x)T! (x)Q! (x)�1
Z 1

0

esQ!(x)An (s)un (s) ds






E

6 (1 +K)n

 
sup
x2[0;1]

Z 1

0

Q! (x)
�1 esQ!(x)ds

!
sup
s2[0;1]

kun (s)kE

6 n (1 +K)p
!

sup
s2[0;1]

kun (s)kE ;

de même on a 



12e(1�x)Q!(x)Q! (x)�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)An (s)un (s) ds






E

6 n (1 +K)p
!

sup
s2[0;1]

kun (s)kE :

D�autre part 



12Q! (x)�1
Z x

0

e(x�s)Q!(x)An (s)un (s) ds






E

6 (1 +K)n

 
sup
x2[0;1]

Z x

0

Q! (x)
�1 e(x�s)Q!(x)ds

!
sup
s2[0;1]

kun (s)kE

6 n (1 +K)p
!

sup
s2[0;1]

kun (s)kE ;

de même 



12Q! (x)�1
Z 1

x

e(s�x)Q!(x)An (s)un (s) ds






E

6 n (1 +K)p
!

sup
s2[0;1]

kun (s)kE :

Ce qui permet l�inversibilité de l�équation (0.13.2) en choisissant ! = ! (n) tel que

n (1 +K)p
! (n)

< 1;

dans ce cas un 2 C ([0; 1] ;E) :
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La famille (An (x))x2[0;1] est bornée, de plus

u00n(x) = f(x)� An(x)un(x) + !un(x):

Donc pour tout ! > ! (n), le problème (0.11.10) admet une solution unique un 2 C2 ([0; 1] ;E) :
�

Proposition 0.13.2 Il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� et n 2 N�; 9K (n) > 0 :

kunkC([0;1];E) 6
K (n)p

!

�
kfkC([0;1];E) + kd0kE + ku1kE

�
;

et ceci pour tout un 2 C2 ([0; 1] ;E), u0n(0)�Hun(0) = d0 et un(1) = u1:

Preuve. Par le même raisonnement qu�au chapitre (2); un véri�e l�équation intégrale :

wn + P!;nwn = Gn (d0; u1; f) ; (0.13.3)

où
wn = Q!;n (�)2 un (�) ;

d�où, pour x 2 [0; 1]; on a

(P!;nwn) (x)

=
1

2
T!;n (x) e

xQ!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 esQ!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

�1
2
exQ!;n(x)T!;n (x) e

Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!;n(x)T!;n (x) e

Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 esQ!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!;n(x)T!;n (x) e

2Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x) ��

Q!;n (s)
�2 �Q!;n (x)

�2�wn (s) ds
�1
2
e(1�x)Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q!;n (x)
3 e(x�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q!;n (x)
3 e(s�x)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds:

Et

Gn (d0; u1; f) (x) =
1

2
exQ!;n(x)T!;n (x)Q!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�1
2
exQ!;n(x)T!;n (x)Q!;n (x)

Z 1

0

e(2�s)Q!;n(x)f (s) ds
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�1
2
e(1�x)Q!;n(x)T!;n (x)Q!;n (x)

Z 1

0

e(1+s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!;n(x)T!;n (x)Q!;n (x)

Z 1

0

e(3�s)Q!;n(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!;n(x)Q!;n (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z x

0

e(x�s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z 1

x

e(s�x)Q!;n(x)f (s) ds

+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)

��
�!;n (x)

��1
d0 + T!;n (x) e

Q!;n(x)u1

�
+Q!;n (x)

2 e(1�x)Q!;n(x)
��
I � T!;n (x) e

2Q!;n(x)
�
u1 �

�
�!;n (x)

��1
eQ!;n(x)d0

�
;

où (
T!;n (x) = (Q!;n (x) +H)

�
�!;n (x)

��1
Q!;n (x) = �n Q! (x) ( Q! (x)� nI)�1 ;

sont des opérateurs bornés, pour tout x 2 [0; 1] ;d�autre part, pour tout x 2 [0; 1] et z 2 �,
on a

Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 =






 n

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1





L(E)

6 K (n)

jzj ;

ainsi 



12exQ!;n(x)T!;n (x)Q!;n (x)
Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds






E

6 K (n) kfkC([0;1];E) ;

ce qui permet de déduire la continuité de Gn (d0; u1; f) : On fait de même pour les autres
termes. On obtient alors

kGn (d0; u1; f)k 6 K (n)
�
kd0kE + ku1kE + kfkC([0;1];E)

�
:

En se basant sur l�hypothèse (0.13.2) et du chapitre (1), on montre qu�il existe !� > 0 tel
que pour tout ! > !� et n 2 N�, l�opérateur P!;n est inversible et

un (x) = � (A(x)� !I)�1 (I + P!;n)
�1Gn (d0; u1; f) (x) :

�

Lemme 0.13.2 Il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� et n 2 N�; le problème approché
(0.13.3) admet une solution unique un 2 C2 ([0; 1] ;E) et de plus

un (x) = � (A(x)� !I)�1 (I + P!;n)
�1Gn (d0; u1; f) (x) :
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Preuve. La proposition 0.13.1 montre qu�il existe un 2 C2 ([0; 1] ;E) solution de problème
(0.13.1) pour tout ! > ! (n). Ensuite grâce à l�estimation de la proposition 0.13.2, on a

que un est solution de problème (0.11.10) pour ! 2
h
K (n)

�
1� 1

K(n)

�
; K (n)

�
1 + 1

K(n)

�i
. Il

su¢ t alors de réitérer ce raisonnement pour atteindre !�: �
Maintenant on doit étudier la convergence des opérateurs Gn (d0; u1; f) et P!;n quand n �!
+1: On aura besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 0.13.3 Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 � et n 2 N�, on a

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �Q!(x) (Q!(x)� zI)�1

= � z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ;

où (Q!;n (x))x2[0;1] est la famille des approchants de Yosida de (Q! (x))x2[0;1] :

Preuve. Soient x 2 [0; 1] ; z 2 � et n 2 N�. Alors on a

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �Q!(x) (Q!(x)� zI)�1

= z
�
(Q!;n(x)� zI)�1 � (Q!(x)� zI)�1

�
= �z

"
1

n+ z
(Q!(x)� nI)

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
+ (Q!(x)� zI)�1

#

= � z

n+ z

"
(Q!(x)� nI)

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
+ (n+ z) (Q!(x)� zI)�1

#

= � z

n+ z

"
n

 
(Q!(x)� zI)�1 �

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1!
+ I

+z (Q!(x)� zI)�1 +
nz

n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1#

= � z

n+ z

"
nz2

n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
(Q!(x)� zI)�1 + I

+z (Q!(x)� zI)�1 +
nz

n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1#

= � z

n+ z

" 
I +

nz

n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1!�
I + z (Q!(x)� zI)�1

�#

= � z

n+ z

"�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
+

nz

n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
�

(Q!(x)� zI) (Q!(x)� zI)�1 + z (Q!(x)� zI)�1
�

= � z

n+ z
Q!(x)

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
Q!(x) (Q!(x)� zI)�1 :

�
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Lemme 0.13.4 Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 � et n 2 N�, on a

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �! Q!(x) (Q!(x)� zI)�1 ;

quand n �! +1:

Preuve. Soit x 2 [0; 1]. Comme�
Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 = I + z (Q!;n(x)� zI)�1

Q!(x) (Q!(x)� zI)�1 = I + z (Q!(x)� zI)�1 ;

il su¢ t de montrer que

(Q!;n(x)� zI)�1 �! (Q!(x)� zI)�1 ; quand n �! +1:

On a

(Q!;n(x)� zI)�1 = � 1

n+ z
(Q!(x)� nI)

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
= � 1

n+ z
I +

n2

(n+ z)2

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
;

alors 





�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
� (Q!(x)� zI)�1







L(E)

=






 �z2n+ z

�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
(Q!(x)� zI)�1







L(E)

6 K jzj2

jn+ zj
jn+ zj
n jzj

1

jzj

6 K

n
:

Donc
�
Q!(x)�

nz

n+ z
I

��1
�! (Q!(x)� zI)�1 ; quand n �! +1 d�ou le résultat. �

Lemme 0.13.5 Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 � et n 2 N�, on a

T!;n(x) �! T!(x); quand n �! +1;

et �
�!;n(x)

��1
�!

�
�!(x)

��1
; quand n �! +1:
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Il su¢ ra d�écrire

(Q!;n (x) +H)
�
�!;n (x)

��1
� (Q! (x) +H)

�
�! (x)

��1
= (Q!;n (x) +H)

��
�!;n (x)

��1
�
�
�! (x)

��1�
+ [(Q!;n (x)� (Q! (x)]

�
�! (x)

��1
;

d�utiliser les propriétés des approchants de Yoshida (voir Pazy [29], page 10) et les propriétés

de
�
�! (x)

��1
.

On va étudier maintenant les convergences de Gn (d0; u1; f) et de P!;n quand n tend vers
l�in�ni.

Proposition 0.13.3 Soient � 2 ]0; �+ �� 2] ; (Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0) \D(H);
u1 2 DA(1) et f 2 C� ([0; 1] ;E) : Alors pour8>>>>><>>>>>:

Q!(0)(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)
�1f(0)) 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)

�1f(0)) + f(0) 2 DQ!(0)

A! (1)u1 � f (1) 2 DQ!(1);

on a
Gn �! G; quand n �! +1 dans C ([0; 1] ;E) :

Preuve. Pour tout x 2 [0; 1] et en utilisant l�identité

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �Q!(x) (Q!(x)� zI)�1

= � z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ;

on peut écrire que

Gn (d0; u1; f) (x)�G (d0; u1; f) (x)

=
�1
4�i

T!;n (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

+
1

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

+
1

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (1)) dsdz

� 1

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (1)) dsdz



0.13 Le problème approché 82

� 1

4�i

Z
�

Z x

0

e(x�s)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

+
1

4�i

Z
�

Z x

0

e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

� 1

4�i

Z
�

Z 1

x

e(s�x)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (1)) dsdz

+
1

4�i

Z



Z 1

x

e(s�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1 (f (s)� f (1)) dsdz

+

�
Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)
�
Q!;n (x)�H

��1
W (x) d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0

�
+

�
�exQ!;n(x)H

�
Q!;n (x)�H

��1
W (x) f(0) + exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f(0)

�
+

�
�exQ!;n(x)Q!;n (x)

�
Q!;n (x)�H

��1
f (0) + exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

�
+

�
Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)
�
Q!;n (x)�H

��1
d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0

�
+
�
exQ!;n(x)f(0)� exQ!(x)f(0)

�
+
�
e(1�x)Q!;n(x)f (1)� e(1�x)Q!(x)f (1)

�
+
�
Q!;n (x)

2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

�
+Rn (x; f; d0; u1)�R (x; f; d0; u1)

=
8X
Ii

i=1

(x)

+

�
Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)
�
Q!;n (x)�H

��1
W (x) d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0

�
+

�
�exQ!;n(x)H

�
Q!;n (x)�H

��1
W (x) f(0) + exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f(0)

�
+

�
�exQ!;n(x)Q!;n (x)

�
Q!;n (x)�H

��1
f (0) + exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

�
+

�
Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)
�
Q!;n (x)�H

��1
d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0

�
+
�
e(1�x)Q!;n(x)f (1)� e(1�x)Q!(x)f (1)

�
+
�
Q!;n (x)

2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

�
+Rn (x; f; d0; u1)�R (x; f; d0; u1) :

0n a

I1 (x) + I2 (x)

=
1

4�i
T! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)z
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1

�
�

(f (s)� f (0)) dsdz
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+
1

4�i
[T! (x)� T!;n (x)]

Z
�

Z 1

0

e(x+s)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

=
�1
4�i

T! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)z
z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �

(f (s)� f (0)) dsdz

+
1

4�i
[T! (x)� T!;n (x)]

Z
�

Z 1

0

e(x+s)zQ!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 (f (s)� f (0)) dsdz

= a1 (x) + b1 (x) ;

pour a1 (x), on a

ka1 (x)kE 6 K

Z
�

jzj
jn+ zj

 
sup
x2[0;1]

Z 1

0

e�(x+s)jzjs�ds

!
d jzj kfkC�([0;1];E)

6 K

Z
�

jzj
jn+ zj jzj1+�

d jzj kfkC�([0;1];E)

6 K

n�
kfkC�([0;1];E) �! 0; quand n �! +1;

pour b1 (x), on a
T!;n (x) �! T! (x) ; quand n �! +1;

donc
kb1 (x)kE �! 0; quand n �! +1:

Pour I3 (x) + I4 (x) ; on a

I3 (x) + I4 (x)

=
1

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)z
�
Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 �Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
�

(f (s)� f (1)) dsdz

= � 1

4�i

Z
�

Z 1

0

e(2�x�s)z
z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �

(f (s)� f (1)) dsdz;

alors

kI3 (x) + I4 (x)kE 6 K

Z
�

jzj
jn+ zj

 
sup
x2[0;1]

Z 1

0

e�(2�x�s)jzj (1� s)� ds

!
d jzj kfkC�([0;1];E)

6 K

Z
�

jzj
jn+ zj jzj1+�

d jzj kfkC�([0;1];E)

6 K

n�
kfkC�([0;1];E) �! 0; quand n �! +1:

Pour les autres intégrales le calcul est trop long ; il faut jumeler (Ii (x) + Ii+1 (x)). On montre
la convergence absolue en faisant le même découpage que celui utilisé pour la continuité du
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second membre G (d0; u1; f) (voir la preuve de la proposition 0.11.2), ensuite on applique le
théorème de la convergence dominée. Par exemple on a

e(1�x)Q!;n(x)f (1)� e(1�x)Q!(x)f (1) +Q!;n (x)
2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

=
�1
2�i

Z
�

e(1�x)z
�
(Q!;n (x)� zI)�1 � (Q! (x)� zI)�1

�
f (1) dz

� 1

2�i

Z
�

ze(1�x)z
�
Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 �Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
u1dz

=
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
1

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
�

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1�Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 f (1) dz

+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
�

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1�Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
1

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 f (1) dz

+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

=
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
1

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��

Q! (x)
�1 �Q! (1)

�1�Q! (1) (Q! (1)� zI)�1
�
f (1) +Q! (1)

2 u1
�
dz

+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
1

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 ��

f (1) +Q! (1)
2 u1
�
dz

= a1 (x) + a2 (x) :

On a

ka1 (x)kE 6 K

n

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj�+1
d jzj



f (1) +Q! (1)
2 u1



E

6 K

n

Z
�

e��
(1� x)��
�

1� x

��+1 d�

(1� x)



f (1) +Q! (1)
2 u1



E

6 K

n
(1� x)�+�



f (1) +Q! (1)
2 u1



E

6 K

n



f (1) +Q! (1)
2 u1



E
�! 0; quand n �! +1:

On fait de même pour a2 (x).
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Et de plus on a�
Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)
�
Q!;n (x)�H

��1
d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)
�
Q! (x)�H

��1
d0

�
+

�
�exQ!;n(x)Q!;n (x)

�
Q!;n (x)�H

��1
f (0) + exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

�
+
�
exQ!;n(x)f(0)� exQ!(x)f(0)

�
=

1

2�i

Z
�

exz
z3

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1

�Q! (0)�1
�
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z3

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1

�Q! (0)�1
�
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
Q! (0)�H

��1
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ���

Q! (x)�H
��1

�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

Q! (0)�H
��1

d0dz

� 1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1

�Q! (0)�1
�
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f (0) dz

� 1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��

Q! (x)
�1 �Q! (0)

�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1
�
Q! (0)�H

��1
f(0)dz
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+
1

2�i

Z
�

exz
z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
�

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 f(0)dz

+
1

2�i

Z
�

exz
1

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 f(0)dz

+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)

��
Q!;n (x)�H

��1
�
�
Q! (x)�H

��1�
d0

�exQ!;n(x)Q!;n (x)
��

Q!;n (x)�H
��1

�
�
Q! (x)�H

��1�
f (0)

=

10X
i=1

bi (x) :

On a

b2 (x) + b6 (x) + b7 (x)

=
1

2�i

Z
�

exz
z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1

�Q! (0)�1
�
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
Q! (0)

2
�
Q! (0)�H

��1 �
d0 +Q! (0)

�1 f (0)
�
+ f (0)

�
;

alors

kb2 (x) + b6 (x) + b7(x)kE

6 K

n

Z
�

e�xjzj
x�

jzj�d jzj




Q! (0)2 �Q! (0)�H

��1 �
d0 +Q! (0)

�1 f (0)
�
+ f (0)






E

6 K

n

Z
�

e��
x���
x

�� d�
x





Q! (0)2 �Q! (0)�H
��1 �

d0 +Q! (0)
�1 f (0)

�
+ f (0)






E

6 K

n
x�+��1





Q! (0)2 �Q! (0)�H
��1 �

d0 +Q! (0)
�1 f (0)

�
+ f (0)






E

6 K

n





Q! (0)2 �Q! (0)�H
��1 �

d0 +Q! (0)
�1 f (0)

�
+ f (0)






E

�! 0; quand n �! +1:

pour b1 (x), on a

kb1 (x)kE 6 K

n

Z
�

e�xjzj jzj2 x
�

jzj�x
�+�d jzj kd0kE

6 K

n

Z
�

e��
x2�+���
x

���2 d�x kd0kE
6 K

n
x2(�+��2)+1 kd0kE

6 K

n
kd0kE �! 0; quand n �! +1:

De même pour les autres termes. �
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Proposition 0.13.4 Pour tout ! > !�, on a

i) P!;n 2 L (C ([0; 1];E)) et kP!;nkL(E) 6
1

2
:

ii) P!;nw �! P!w dans C ([0; 1];E), quand n �! +1:

iii) (I + P!;n)
�1 2 L (C ([0; 1];E)) et

9K > 0 : 8n 2 N�


(I + P!;n)

�1


L(C(E))

6 K:

iv) (I + P!;n)
�1w �! (I + P!)

�1w pour tout w 2 C (E), quand n �! +1:

Preuve. i) Même raisonnement que pour l�opérateur P!.
ii) C�est une conséquence de la convergence dominée.
iii) C�est une conséquence directe de 1.
iv) Soit w 2 C ([0; 1] ;E), on a

(I +Q!;n)
�1w � (I +Q!)

�1w

= (I +Q!;n)
�1 �w � (I +Q!;n) (I +Q!)

�1w
�

= (I +Q!;n)
�1 [Q!w �Q!;nw] (I +Q!)

�1w �! 0; quand n �!1:

�

Théorème 0.13.1 Sous les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7). Soient f 2 C� ([0; 1] ;E) avec
� 2 ]0; �+ �� 2]. On suppose que

(Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0) \D (H) et u1 2 DA(1):

Alors pour 8>>><>>>:
Q!(0)(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)

�1f(0)) 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 (d0 �Q!(0)

�1f(0)) + f(0) 2 DQ!(0)

A! (1)u1 � f (1) 2 DQ!(1);

et il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� la fonction u dé�nie par

u (x) = � (A (x)� !I)�1 (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (x) ;

est l�unique solution stricte du problème (0.11.1):

Preuve. Soit !� dé�ni dans la proposition 0.13.2.Pour ! > !�, on pose

u (x) = � (A (x)� !I)�1 (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (x) ;

et soit
un (x) = � (An (x)� !I)�1 (I + P!;n)

�1Gn (d0; u1; f) (x) :
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Alors un est une solution du problème approché (0.13.1) d�aprés le lemme 0.13.2 et de plus
un est dans l�espace C2 ([0; 1] ;E). Or on vient de voir que un �! u dans C ([0; 1] ;E) d�une
part et que 8>><>>:

u00n (x) = f (x)� (An (x)� !I)un (x)

u0n (0)�Hun (0) = d0

un (1) = u1:

Donc 8>><>>:
u00n (x) = f (x) + (I + P!;n)

�1Gn (d0; u1; f) (x)

u0n (0)�Hun (0) = d0

un (1) = u1.

Et par passage à la limite, on a

u00n (x) �! f (x) + (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (x) = f (x)� (A (x)� !I)u (x) :

Et donc
u00 (x) = f (x)� (A (x)� !)u (x) :

�

0.14 Exemples d�applications

On donne dans ce chapitre des exemples concrets en considérant les espaces E = Lq (]0; 1[),
(1 < q < +1), E = C ([0; 1]), E = C

�


�
et E = Lp (
) ; (1 < q < +1) où 
 est un ouvert

borné de Rn:

Exemple 0.14.1 Considérons l�espace de Banach E = Lq (]0; 1[), (1 < q < +1) muni de
sa norme naturelle. On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés Q(x) = �

p
�A (x)

pour tout x 2 [0; 1] par8<: D (Q (x)) = f' 2 W 2;q (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0g
[(Q (x))'] (y) = '00 (y) ; y 2 ]0; 1[ ;

où b (x) est une fonction véri�ant :8>>><>>>:
b (x) > b0

jb (x)� b (s)j 6 K jx� sj1+"

" >
1

2
� 1

2q
:

On en déduit que :8>><>>:
D (A (x)) =

�
' 2 W 4;p (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0

'00 (0)� b (x)'000 (0) = 0; '00 (1) = 0

�
(A (x)') (y) = �'(4) (y) ; y 2 ]0; 1[ :

(0.14.1)
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Un calcul direct permet, pour z 2 C�R� et  2 E; de résoudre l�équation spectrale

Q (x)'� z' =  ;

qui est équivalente à 8>><>>:
'00 (y)� z' (y) =  (y) ; y 2 ]0; 1[
' (0)� b (x)'0 (0) = 0

' (1) = 0:

On obtient :

(Q (x)� zI)�1 ) (y) =

Z 1

0

K� (y; x; s) (s) ds;

avec � =
p
z (ici Re (�) > 0) et le noyau de Green K� est dé�ni par

K� (y; x; s) = �

8>>><>>>:
sinh � (1� y) [sinh �s+ b (x) � cosh �s]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
...si 0 6 s 6 y

sinh � (1� s) [sinh �y + b (x) � cosh �y]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
...si y 6 s 6 1:

L�opérateur Q (x) est inversible, son inverse est borné et on a

�
Q (x)�1  

�
(y) =

Z 1

0

K0 (y; x; s) (s) ds;

avec

K0 (y; x; s) = �

8>>><>>>:
(1� y) [s+ b (x)]

1 + b (x)
...si 0 6 s 6 y

(1� s) [y + b (x)]

1 + b (x)
...si y 6 s 6 1:

Pour tout x; s 2 [0; 1], on a

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (s)�1

�
= Q (x) (Q (x)� zI)�1

�
Q (x)�1Q (s)� I

�
Q (s)�1

=
�
(Q (x)� zI)�1Q (s)�Q (x) (Q (x)� zI)�1

�
Q (s)�1

=
�
(Q (x)� zI)�1Q (s)� (Q (x)� zI + zI) (Q (x)� zI)�1

�
Q (s)�1

=
�
(Q (x)� zI)�1Q (s)� I � z (Q (x)� zI)�1

�
Q (s)�1

=
�
(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I

�
Q (s)�1 :

Soit f 2 E = Lq (]0; 1[) : On doit estimer :

�(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I
�
Q (s)�1 f




Lq(]0;1[)

:

On pose
v = Q (s)�1 f;
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et
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v:

d�où
Q (s) v = f;

qui est équivalente à 8>><>>:
v00 (y) = f (y)

v (0)� b (s) v0 (0) = 0

v (1) = 0;

v (y) =

Z 1

0

K0 (y; s; �) f (�) d� :

De l�équation :
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v;

on a 8>><>>:
u00 (y)� zu (y) = v00 (y)� zv (y)

u (0)� b (x)u0 (0) = 0

u (1) = 0;

On doit estimer ku� vk :
On a u� v solution du problème :8>><>>:

(u� v)00 (y)� z (u� v) (y) = 0

(u� v) (0)� b (x) (u� v)0 (0) = (b (s)� b (x)) v0 (0)

(u� v) (1) = 0;

posons (b (s)� b (x)) v0 (0) = g (s; x; v) ; alors :8>><>>:
'00 (y)� z' (y) = 0

' (0)� b (x)'0 (0) = g (s; x; v)

' (1) = 0;

la solution ' s�écrit :

' (y) =
[b (x)� b (s)] v0 (0)

sinh �+ �b (x) cosh �
sinh (1� y) �:

Pour tout x 2 [0; 1] ; on a (voir [1], p. 54)

jsinh �+ �b (x) cosh �j

=

����eRe(�)2 [[(1 + Re (�) b (x)) cos Im (�)� Im (�) sin Im (�)]

+i [(1 + Re (�) b (x)) sin Im (�) + Im (�) cos Im (�)]]
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+
e�Re(�)

2
[[(Re (�) b (x)� 1) cos Im (�) + Im (�) sin Im (�)]

+i [(1� Re (�) b (x)) sin Im (�) + Im (�) cos Im (�)]]j

>
����eRe(�)2 [[(1 + Re (�) b (x)) cos Im (�)� Im (�) sin Im (�)]

+ +i [(1 + Re (�) b (x)) sin Im (�) + Im (�) cos Im (�)]]j

�
����e�Re(�)2

[[(Re (�) b (x)� 1) cos Im (�) + Im (�) sin Im (�)]

+i [(1� Re (�) b (x)) sin Im (�) + Im (�) cos Im (�)]]j

=
eRe(�)

2

�
(1 + Re (�) b (x))2 + (Im (�))2 b (x)2

�1=2
�e

�Re(�)

2

�
(1� Re (�) b (x))2 + (Im (�))2 b (x)2

�1=2
> sinhRe (�)

�
1 + (Re (�))2 b (x)2 + 2Re (�) b (x)

�1=2
;

donc
jsinh �+ �b (x) cosh �j > sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)] ;

alors

j' (y)j 6 jb (x)� b (s)j : jv0 (0)j : sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
;

On a

sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
=

eRe(�)(1�y) � e�Re(�)(1�y)

[eRe(�) � e�Re(�)] [1 + Re (�) b (x)]

=
eRe(�)(1�y) � e�Re(�)(1�y)

eRe(�) [1� e�2Re(�)] [1 + Re (�) b (x)]

=
e�Re(�)y � e�Re(�)(2�y)

[1� e�2Re(�)] [1 + Re (�) b (x)]

=
e�Re(�)y

�
1� e�Re(�)(2�y)

�
[1� e�2Re(�)] [1 + Re (�) b (x)]

6 Ce�Re(�)y

[1 + Re (�) b (x)]
;

alors Z 1

0

��e�Re(�)y��q dy =
1

qRe (�)

�
1� e�qRe(�)

�
6 1

qRe (�)
:

et de plus

v (y) =

Z y

0

(1� y) [� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �) [y + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� ;
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alors

v0 (y) = �
Z y

0

[� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;

alors

v0 (0) =

Z 1

0

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;

donc

jv0 (0)j 6
�Z 1

0

���� (1� �)

1 + b (s)

����r d��1=r �Z 1

0

jf (�)jq d�
�1=p

6 C kfkLq(]0;1[) :

Donc

ku� vkLq(]0;1[) = k'kLq(]0;1[)

6 jb (x)� b (s)j � jv0 (0)j
1 + Re (�) � b (x) � 1

q1=q
� 1

(Re (�))1=q

6 C jx� sj1+"

jzj1=2+1=2q
kfkLq(]0;1[) :

On dé�nit l�opérateur H par H = aI, avec a > 0:

Remarque 0.14.1 Comme Q (x) est fermé pour tout x 2 [0; 1] et aI est borné, alors
Preuve.

Q (x)� aI = Q (x)� aI:

Voir [17], p. 190, Theorem 1.1. �

Pour véri�er l�hypothèse (0.15.6), on doit prouver que

(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 = Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 :

On a
(Q (x)� aI)�1 =

�
Q (x)

�
I � aQ (x)�1

���1
=
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�1 ;

on choisit a tel que

jaj < 1

max
x2[0;1]



Q (x)�1


L(E)

;

donc
8x 2 [0; 1] ;



aQ (x)�1


L(E)

< 1;

ce qui permet d�écrire

(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 =
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�2 =

 1X
k=0

akQ (x)�k
!
Q (x)�2

=
1X
k=0

akQ (x)�k�2 ;
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et

Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 = Q (x)�1
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�1

= Q (x)�1
 1X
k=0

akQ (x)�k
!
Q (x)�1

=

1X
k=0

akQ (x)�k�2 :

Donc
(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 = Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 :

Montrons maintenant l�hypothèse (0.15.6) i.e

((Q (x)� aI))�1 � ((Q (�)� aI))�1



E
6 C jx� � j�+� :

En utilisant la théorie des sommes d�opérateurs de Da-Prato et Grisvard, on a

(Q (x)� aI)�1 =
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1 (�a+ �)�1 d�

=
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1

(�a+ �)
d�;

alors

(Q (x)� aI)�1 � (Q (�)� aI)�1

=
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1 � (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

=
�1
2�i

Z
�

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

=
�1
2�i

Z
�1

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

+
�1
2�i

Z
�2

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

= I1 + I2;

où

�1 =

�
� 2 � : j�j 6 1

jx� � j

�
et �2 =

�
� 2 � : j�j > 1

jx� � j

�
;

on a

kI1kE 6 K

Z
�1

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j ;

6 K

Z 1
jx�� j

1
2jx�� j

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j
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6 K jx� � j�
Z 1

jx�� j

1
2jx�� j

d j�j
j�j1+�

6 K jx� � j�
�
j�j��

��

� 1
jx�� j

1
2jx�� j

6 K

�� jx� � j� [jx� � j� � 2� jx� � j�]

6 K

�
jx� � j�+� [2� � 1]

6 K jx� � j�+� ;

et

kI2kE 6 K

Z
�2

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j

6 K

Z
�2

jx� � j�

j�j�+1
d j�j

6 K jx� � j�
Z +1

1
jx�� j

d j�j
j�j�+1

6 K jx� � j�
�
j�j��

�+1
1

jx�� j

6 K jx� � j�+� :

Donc 

(Q (x)� aI)�1 � (Q (�)� aI)�1



L(E)

6 C jx� � j�+� :

Alors les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) sont véri�ées.
Finalement tous les résultats obtenus s�appliquent au problème concret quasi-elliptique suivant
où (! > 0)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1]

@u

@x
(0; y)� au (0; y) = d0 (y) ; u (1; y) = u1 (y) ; y 2 [0; 1]

u (x; 0)� b (x)
@u

@y
(x; 0) = 0; =

@2u

@y2
(x; 1) = u (x; 1)

@2u

@y2
(x; 0)� b (x)

@3u

@y3
(x; 0) = 0:

Exemple 0.14.2 Considérons l�espace de Banach E = C ([0; 1]) muni de sa norme naturelle.
On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés Q(x) = �

p
�A (x) pour tout x 2 [0; 1]

par : 8<: D (Q (x)) = f' 2 C2 ([0; 1]) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0g
[(Q (x))'] (y) = '00 (y) ; y 2 [0; 1] ;
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où b (x) est une fonction véri�ant :8>>><>>>:
b (x) > b0

jb (x)� b (s)j 6 K jx� sj1+"

" >
1

2
� 1

2q
:

On en déduit que :8>><>>:
D (A (x)) =

�
' 2 C4 ([0; 1]) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0

'00 (0)� b (x)'000 (0) = 0; '00 (1) = 0

�
(A (x)') (y) = �'(4) (y) ; y 2 [0; 1] :

Un calcul direct permet, pour z 2 C�R� et  2 E; de résoudre l�équation spectrale

Q (x)'� z' =  ;

qui est équivalente à 8>><>>:
'00 (y)� z' (y) =  (y) ; y 2 ]0; 1[
' (0)� b (x)'0 (0) = 0

' (1) = 0:

On obtient :

(Q (x)� zI)�1 ) (y) =

Z 1

0

K� (y; x; s) (s) ds;

avec � =
p
z (ici Re (�) > 0) et le noyau de Green K� est dé�ni par

K� (y; x; s) = �

8>>><>>>:
sinh � (1� y) [sinh �s+ b (x) � cosh �s]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
...si 0 6 s 6 y

sinh � (1� s) [sinh �y + b (x) � cosh �y]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
...si y 6 s 6 1:

L�opérateur Q (x) est inversible, son inverse est borné et on a

�
Q (x)�1  

�
(y) =

Z 1

0

K0 (y; x; s) (s) ds;

avec

K0 (y; x; s) = �

8>>><>>>:
(1� y) [s+ b (x)]

1 + b (x)
...si 0 6 s 6 y

(1� s) [y + b (x)]

1 + b (x)
...si y 6 s 6 1:

Pour tout x; s 2 [0; 1], on a

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (s)�1

�
=
�
(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I

�
Q (s)�1 :
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Soit f 2 E = C ([0; 1]) : On doit estimer :

�(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I
�
Q (s)�1 f




Lq(]0;1[)

:

On pose
v = Q (s)�1 f;

et
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v:

d�où
Q (s) v = f;

qui est équivalente à 8>><>>:
v00 (y) = f (y)

v (0)� b (s) v0 (0) = 0

v (1) = 0;

on en déduit que

v (y) =

Z 1

0

K0 (y; s; �) f (�) d� :

De l�équation :
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v;

on a 8>><>>:
u00 (y)� zu (y) = v00 (y)� zv (y)

u (0)� b (x)u0 (0) = 0

u (1) = 0;

On doit estimer ku� vk :
On a u� v solution du problème :8>><>>:

(u� v)00 (y)� z (u� v) (y) = 0

(u� v) (0)� b (x) (u� v)0 (0) = (b (s)� b (x)) v0 (0)

(u� v) (1) = 0;

posons (b (s)� b (x)) v0 (0) = g (s; x; v) ; alors :8>><>>:
'00 (y)� z' (y) = 0

' (0)� b (x)'0 (0) = g (s; x; v)

' (1) = 0;

la solution ' s�écrit :

' (y) =
[b (x)� b (s)] v0 (0)

sinh �+ �b (x) cosh �
sinh (1� y) �:
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Pour tout x 2 [0; 1] ; on a (voir [1], p. 54)

jsinh �+ �b (x) cosh �j > sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)] ;

alors

j' (y)j 6 jb (x)� b (s)j : jv0 (0)j : sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
;

On a
sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
6 Ce�Re(�)y

[1 + Re (�) b (x)]
;

alors Z 1

0

��e�Re(�)y�� dy =
1

Re (�)

�
1� e�Re(�)

�
6 1

Re (�)
:

et de plus

v (y) =

Z y

0

(1� y) [� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �) [y + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� ;

alors

v0 (y) = �
Z y

0

[� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;

alors

v0 (0) =

Z 1

0

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;

donc

jv0 (0)j 6
Z 1

0

���� (1� �)

1 + b (s)
f (�)

���� d�
6 C kfkC([0;1]) :

Donc

ku� vkC([0;1]) = k'kC([0;1])

6 jb (x)� b (s)j � jv0 (0)j
1 + Re (�) � b (x) � 1

(Re (�))

6 C jx� sj1+"

jzj kfkC([0;1]) :

On dé�nit l�opérateur H par H = aI, avec a > 0:
Par le même raisonnement de l�exemple (1) les hypothèses (0.15.4)�(0.15.7) sont véri�ées.
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Exemple 0.14.3 soit E = C
�


�
où 
 � Rn est un ouvert régulier et borné de frontière @


de classe C2. Pour une fonction régulière u : 
 �! C, y 7�! u (y1; � � �; yn), on pose8>>>>>>>><>>>>>>>>:

E (x; y;D)u (y)

=
nX

i;j=1

aij (x; y)Diju (y) +
nX
i=1

bi (x; y)Diu (y) + c (x; y)u (y) ; (x; y) 2 [0; 1]� 


� (x; s;D)u =
nX
i=1

di (x; s)Diu+ e (x; s)u; (x; s) 2 [0; 1]� @
:

Où les coe¢ cients 8<: aij; bi; c : [0; 1]� 
 �! C

di; e : [0; 1]� @
 �! C;

véri�ant les hypothèses suivantes

1. 9� > 0 : 8 (x; y) 2 [0; 1]� 
; 8� = (�1; �2; � � �; �n) 2 Rn;

Re
nX

i;j=1

aij (x; y) � i�j > � j�j2 = �
�
�21 + �22 + � � �+ �2n

�
;

2. 8 (x; s) 2 [0; 1]� @
; 8>><>>:
Im di (x; s) = 0;
nX
i=1

di (x; s) vi (s) 6= 0;

où v (s) = (v1 (s) ; v2 (s) ; � � �; vn (s)) est le vecteur normal unitaire extérieur à @
 au
point s;

3. aij (x; �) ; bi (x; �) ; c (x; �) 2 C2
�


�
uniformément par rapport à x 2 [0; 1] ; et di (x; �) ; e (x; �) 2

C1 (@
) uniformément par rapport à x 2 [0; 1] ;
4. aij (�; y) ; bi (�; y) ; c (�; y) 2 C� ([0; 1]), 0 < � < 1; uniformément par rapport à y; et

di (�; s) ; e (�; s) 2 C2;� ([0; 1]), 0 < � < 1 uniformément par rapport à s 2 @
.
Maintenant, considérons alors le problème suivant (où ! > 0)8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� E2 (x; y;D)u (x; y)� !u (x; y) = f(x; y); sur [0; 1]� 


� (x; s;D)u (x; s) = 0; sur [0; 1]� @


@u

@x
(0; y)� au (0; y) = d0 (y)

u(1; y) = u1 (y) :

(0.14.2)
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On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés
�
(�A (x))

1
2

�
x2[0;1]

par

8>>>><>>>>:
D

�
� (�A (x))

1
2

�
=
�
u 2 C

�


�
\W 2;q (
) ; q > n : E (x; �; D)u 2 C

�


�

et � (x; �; D)u = 0; sur @
g�
� (�A (x))

1
2 u

�
(y) = E (x; y;D)u (y) ; y 2 
:

Ce qui conduit à8>><>>:
D (A (x)) =

�
u 2 C2

�


�
\W 4;q (
) ; q > n : E (x; �; D)u 2 C

�


�
; E2 (x; �; D)u 2 C

�


�
;

� (x; �; D)u = 0 et � (x; �; D) (�A (x))
1
2 u = 0 sur @


�
(A (x)u) (y) = �E2 (x; y;D)u (y) ; y 2 
;

Posons
Q (x) = � (�A (x))

1
2 :

Remarque 0.14.2 Les domaines D (A (x)) (De même pourD (Q (x))) sont variables à cause
des conditions aux limites qui dépendent de x:

Si on veut appliquer les résultats du chapitre 2 il faut montrer que la famille (Q (x))x2[0;1]
véri�e les hypothèses 0.11.2 et 0.11.3 l�outil fondamental pour cette véri�cation est le théorème
suivant

Théorème 0.14.1 Sous les hypothèses 1; 2, 3 et 4, il existe '0 2
i�
2
; �
h
, !0, r0, C0 > 0 tels

que pour tout z 2
P
'0;!0

= fz 2 C : jarg (z � !0)j 6 '0; g où jzj > !0 et x 2 ]0; 1[ ; le problème

8<: E (x; �; D)u� zu = f 2 C
�


�

� (x; �; D)u = g 2 C1 (@
) ;

admet une unique solution u (x; :) 2 C
�


�
\W 2;q (
) véri�ant pour tout K assez grand et

r > rz =
Kr0

2 jzj
1
2  

jzj kukC(
) + jzj
1
2 kDukC(
) + jzj

n
2q sup

y02




D2u



Lq(
r;y0)

!

6 C0 jzj
n
2q

"
sup
y02


kfkLq(
2r;y0) + sup
y02


inf
!

�

w 2r;y0

W 1;q(
2r;y0)

�#
;

où


r;y0 = B (y0; r) \ 
;  r;y0 (y) =  

�
y � y0
r

�
;
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où  est une fonction de D (Rn) à support dans B (0; 1) telle que

 =

8><>:
1 sur B

�
0;
1

2

�
0 sinon,

et w = g sur @
:

Preuve. Voir la preuve dans Stewart [32], p. 306. �

Remarque 0.14.3 les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7) sont véri�ées.

Exemple 0.14.4 Considérons l�espace de Banach E = Lp (
) ; 1 < p < +1; où 
 un ouvert
régulier borné de Rn de frontière @
 de classe C2.
On garde les mêmes notations et les trois premières hypothèses de l�exemples précédent avec
l�hypothèse supplémentaire suivante
il existe �; K > 0 tels que pour tout x1; x2 2 [0; 1] ; y 2 
 et s 2 @
;

nX
i;j=1

jaij (x1; y)� aij (x2; y)j+
nX
i=1

jbi (x1; y)� bi (x2; y)j+ jc (x1; y)� c (x2; y)j

6 K jx1 � x2j� ;
nX
i=1

jdi (x1; s)� di (x2; s)j+ je (x1; s)� e (x2; s)j 6 K jx1 � x2j ;

nX
i;k=1

jDkdi (x1; s)j+
nX
k=1

jDke (x1; s)j 6 K:

On considère alors le problème concret suivant (où ! > 0)8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� E2 (x; y;D)u (x; y)� !u (x; y) = f(x; y); sur [0; 1]� 


� (x; s;D)u (x; s) = 0; sur [0; 1]� @


@u

@x
(0; y)� au (0; y) = d0 (y)

u(1; y) = u1 (y) :

On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés
�
(�A (x))

1
2

�
x2[0;1]

par

8>><>>:
D

�
� (�A (x))

1
2

�
= f' 2 W 2;p (
) : � (x; s;D)' = 0; s 2 @
g�

� (�A (x))
1
2 '

�
(y) = E (x; y;D)' (y) ; y 2 
:
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d�où8<: D (A (x)) =

�
' 2 W 4;p (
) : � (x; s;D)' = 0, et � (x; s;D) (�A (x))

1
2 ' = 0; s 2 @


�
(A (x)') (y) = �E2 (x; y;D)' (y) ; y 2 
;

Posons
Q (x) = � (�A (x))

1
2 :

Remarque 0.14.4 Les domaines D (A (x)) (De même pourD (Q (x))) sont variables à cause
des conditions aux limites qui dépendent de x:

On doit donc une fois encore véri�er les hypothèses 0.11.2 et 0.11.3 du chapitre 2. On utilise
principalement le théorème suivant

Théorème 0.14.2 Sous les hypothèses 1; 2 et 3, il existe ' 2
i�
2
; �
h
et ! = ! (p) > 0 tels

que pour tout z 2
P
';!

= fz 2 C : jarg (z � !)j 6 'g où jzj > ! et x 2 ]0; 1[ ; le problème

�
E (x; �; D)u� zu = f 2 Lp (
)
� (x; �; D)u = g 2 W 1� 1

p
;p (@
)

; p 2 ]1;+1[ ;

admet une unique solution u (x; :) 2 W 2;p (
) : De plus il existe C (p) > 0 tel que�
jz � !j kukLp(
) + jz � !j

1
2 kDukLp(
) +



D2u



Lp(
)

�
6 C (p)

�
kfkLp(
) + inf

w2W 1;p(
)

n
jzj

1
2 kwkLp(
) + kDwkLp(
)

o�
;

où w = g sur @
:

Preuve. Voir S. Agmon [2] où H. Tanabe [33]; page 83, lemme 3.8.1 et page 88, théorème
3.8.2: �

Remarque 0.14.5 les hypothèses (0.11.2)�(0.11.7) sont véri�ées.



Troisième partie

Le problème de Robin à coe¢ cients
opérateurs (cadre espace Lp)
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0.15 Solutions strictes

0.15.1 Position du problème

On considère le problème8>><>>:
u00(x) + A(x)u(x)� !u (x) = f(x); x 2 ]0; 1[
u0(0)�Hu(0) = d0

u(1) = u1;

(0.15.1)

où (A (x))x2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés de domainesD (A (x)) non néces-
sairement denses dans un espace de Banach complexe E. H est un opérateur linéaire fermé
de domaine D (H), d0; u1 sont des éléments données dans l�espace E et f 2 Lp (0; 1;E),
1 < p < +1:
On cherche pour

f 2 Lp (0; 1;E) ; 1 < p < +1;

une solution stricte de (0.15.1), c�est-à-dire une solution u telle que8>>>><>>>>:
p.p.x 2 [0; 1] ; u (x) 2 D (A (x)) et
x 7�! A (x)u (x) 2 Lp (0; 1;E)
u 2 W 2;p (0; 1;E)

u (0) 2 D (H) :

0.15.2 Les hypothèses

Posons pour tout x 2 [0; 1]
Q!(x) = �(�A!(x))1=2;

avec
A!(x) = A(x)� !I.

1.
E est un espace UMD: (0.15.2)

2. 9!0 > 0; 9C > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8z > 0; (A!0 (x)� zI)�1 2 L(E) et

(A!0 (x)� zI)�1



L(E)

6 C

1 + z
; (0.15.3)

qui reste vraie dans le secteur (où �0 et r0 sont des petits nombres réels positifs)

��0;r0 = fz 2 C� : jarg (z)j 6 �0g [ fz 2 C : jzj 6 r0g :
Remarque 0.15.1 L�hypothèse (0.15.3) implique que pour tout ! > !0; les racines
carrées :

Q!(x) = �(�A!(x))1=2; x 2 [0; 1] ;
sont bien dé�nies et elles génèrent des semi-groupes analytiques non fortement continus
en zéro. (Voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas des domaines denses et Martinez-Sanz
[26] dans le cas des domaines non denses).
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De plus, il existe un autre secteur

��1+�
2
;r1 =

n
z 2 C� : jarg (z)j 6 �1 +

�

2

o
[ fz 2 C : jzj 6 r1g ;

où �1 > 0 petit et r1 > 0 tels que pour tout x 2 [0; 1]

� (Q! (x)) � ��1+�
2
;r1 :

Posons

� =
n
z = �e�i(�1+

�
2 ) : � > r1

o
[
n
z 2 C : jzj = r1; jarg (z)j > �1 +

�

2

o
;

la courbe orientée de 1e�i(�1+
�
2 ) à 1ei(�1+

�
2 ):

3. 8s 2 R; 8x 2 [0; 1] ; 8! > !0, (�A!0 (x))
is 2 L (E) et 9C > 1; 9�0 2 ]0; �[ :


(�A!0 (x))is




L(E)
6 Ce�0jsj; (0.15.4)

on dit que �A!0 (x) est de classe Bip (�0) :
4. 9C; �; � > 0 : 8x; � 2 [0; 1] ;8! > !08><>:



Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (�)
�1�



L(E)
6 C jx� � j�

jz + !j� ;

�+ �� 2 > 0:
(0.15.5)

De plus on fera l�hpothèse suivante

5. 9C > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8! > !08<:
Q!(x)�H est fermé, 0 2 (Q!(x)�H) et

(Q!(x)�H)�1




L(E)

6 C (1 +
p
!) :

(0.15.6)

6. 9k > 0 : 8x; � 2 [0; 1] et 8� 2 E

�(Q! (x)�H)�1 � (Q! (�)�H)�1
�
�



E
6 k jx� � j�+� k�kE : (0.15.7)

0.15.3 Lemmes techniques

Lemme 0.15.1 Il existe !� > 0 tel que pour tout x 2 [0; 1] et ! > !�, l�opérateur I� e2Q!(x)
est inversible et son inverse

�
I � e2Q!(x)

��1
est borné.

Preuve. Voir A. Lunardi [24], p. 59. �
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Lemme 0.15.2 Sous les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7), il existe !� > 0 tel que pour tout
x 2 [0; 1] et ! > !�; l�opérateur

�! (x) = (Q! (x)�H) + e2Q!(x) (Q! (x) +H) ;

de domaine
D (�! (x)) = D (Q! (x)) \D (H) ;

est fermé, admet un inverse borné et

(�! (x))
�1

= (Q! (x)�H)�1
h
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x) (Q! (x)�H)�1
i�1 �

I � e2Q!(x)
��1

;

et
(�! (x))

�1 = (Q! (x)�H)�1 + (Q! (x)�H)�1W (x) ;

avec 8>><>>:
W (x) 2 L (E) ; (Q! (x)�H)�1W (x) =W (x) (Q! (x)�H)�1

W (x) (E) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

Preuve. On suppose (0.15.2), (0.15.4)�(0.15.7), ! > !0 et x 2 [0; 1] : On a

�! (x) = (Q! (x)�H) + e2Q!(x) (Q! (x) +H)

= (Q! (x)�H)� e2Q!(x) (Q! (x)�H � 2Q! (x))
=

�
I � e2Q!(x)

�
(Q! (x)�H) + 2e2Q!(x)Q! (x) ;

et puisque les opérateurs
�
I � e2Q!(x)

�
et e2Q!(x)Q! (x) sont bornés alors

�! (x) =
�
I � e2Q!(x)

�
(Q! (x)�H) + 2e2Q!(x)Q! (x)

=
��
I � e2Q!(x)

�
+ 2e2Q!(x)Q! (x) (Q! (x)�H)�1

�
(Q! (x)�H)

=
�
I � e2Q!(x)

� h
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x) (Q! (x)�H)�1
i
(Q! (x)�H) :

Pour inverser l�opérateur �! (x) il su¢ t de montrer que


2 �I � e2Q!(x)
��1

Q! (x) e
2Q!(x) (Q! (x)�H)�1





L(E)

< 1:

Suite au lemme de Dore et Yakubov [11] p. 103, pour � 2 R, il existent des constantes C;
k > 0 (qui ne dépendent pas de !) telles que pour tout y > 1


(�A (x) + !I)� e�y(�A(x)+!I)

1
2





L(E)

6 Ce�ky
p
!;

en particulier 

Q! (x) e2Q!(x)

L(E) 6 Ce�2k
p
!;
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et
�
I � e2Q!(x)

�
est inversible, d�où pour ! assez grand


2 (Q! (x)�H)�1Q! (x) e

2Q!(x)
�
I � e2Q!(x)

��1



L(E)

6 C
�
1 +

p
!
�
e�2k

p
!;

on prendra alors !� > 0 tel que


2 (Q! (x)�H)�1Q! (x) e
2Q!(x)

�
I � e2Q!(x)

��1



L(E)

< 1:

Alors, pour tout ! > !�, x 2 [0; 1] ; l�opérateur �! (x) est inversible et son inverse est donné
par

(�! (x))
�1

= (Q! (x)�H)�1
h
I + 2

�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x) (Q! (x)�H)�1
i�1 �

I � e2Q!(x)
��1

:

Et de plus, on a

(�! (x))
�1 = (Q! (x)�H)�1 (I +M (x))�1 (I +N (x))�1 ;

avec 8>>>>>><>>>>>>:

M (x) = 2
�
I � e2Q!(x)

��1
Q! (x) e

2Q!(x) (Q! (x)�H)�1 2 L (E)
N (x) = �e2Q!(x) 2 L (E)

M (x) (E) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
; N (x) (E) �

1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

Posons U (x) = �M (x) (I +M (x))�1 2 L (E) et V (x) = �N (x) (I +N (x))�1 2 L (E).
Alors

(�! (x))
�1 = (Q! (x)�H)�1 (I + U (x)) (I + V (x)) ;

en e¤et

(I +M (x)) (I +M (x))�1 = I () (I +M (x))�1 +M (x) (I +M (x))�1 = I

() (I +M (x))�1 � U (x) = I

() (I +M (x))�1 = U (x) + I;

et

(I +N (x)) (I +N (x))�1 = I () (I +N (x))�1 +N (x) (I +N (x))�1 = I

() (I +N (x))�1 � V (x) = I

() (I +N (x))�1 = V (x) + I:

D�où

(�! (x))
�1 = (Q! (x)�H)�1 (I + U (x)) (I + V (x))

= (Q! (x)�H)�1 [I + U (x) + V (x) + U (x)V (x)]

= (Q! (x)�H)�1 (I +W (x)) ;
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avec 8>>>>><>>>>>:

(Q! (x)�H)�1 U (x) = U (x) (Q! (x)�H)�1

(Q! (x)�H)�1 V (x) = V (x) (Q! (x)�H)�1

U (x) (E) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
; V (x) (E) �

1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
:

�

0.15.4 Construction de la solution stricte

En utilisant la même méthode de la partie 2, on obtient l�équation

w + P!w = G (d0; u1; f) ; (0.15.8)

avec
w (�) = Q! (�)2 u (�) ;

et

(P!w) (x) =
1

2
K! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q! (x)
3 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q! (x)
3 e(s�x)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
exQ!(x)K! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)K! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 esQ!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)K! (x) e

2Q!(x)

Z 1

0

Q! (x)
3 e(1�s)Q!(x)

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=

7X
i=1

Ii (x) ;

et

G (d0; u1; f) (x) = Q! (x)
2 LQ!(x) (x; f)

+Q! (x)
2 exQ!(x)

�
�! (x)

�1 d0 +K! (x) e
Q!(x)u1

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)
��
I �K! (x) e

2Q!(x)
�
u1 � �! (x)�1 eQ!(x)d0

�
;

tel que
K! (x) = (Q! (x) +H) �! (x)

�1 .
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Proposition 0.15.1 On suppose que les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) sont véri�eés alors il
existe !� > 0 tel que

8! > !� : kP!kL(Lp(0;1;E)) 6
1

2
:

Preuve. Soit x 2 [0; 1], on obtient

I1(x) =
�1
4�i

K! (x)

Z
�

Z 1

0

z2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

=

Z 1

0

�Z
�

�1
4�i

K! (x) z
2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz�w (s) ds

=

Z 1

0

Kz (x; s)w (s) ds;

avec

Kz (x; s) =

Z
�

�1
4�i

K! (x) z
2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz:

On a pour x 2 [0; 1]Z 1

0

jKz (x; s)j ds

=

Z 1

0

Z
�





�14�iK! (x) z
2e(x+s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz



 ds

6 C

Z 1

0

Z
�

jzj2 e�C0(x+s)jzj jx� sj�

jz + !j�d jzj ds

6 C

Z
�

jzj2
�Z 1

0

e�C0(x+s)jzj jx� sj� ds
�

d jzj
jz + !j�

6 C

Z
�

jzj2
 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�C0(x+s)jzj (x� s)� ds+ sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�C0(x+s)jzj (s� x)� ds

!
d jzj

jz + !j� :

En utilisant l�inégalité de Hölder, on obtientZ x

0

e�(x+s)jzj (x� s)� ds 6 C
1

jzj1+�
;

et Z 1

x

e�(x+s)jzj (s� x)� ds 6 C
1

jzj1+�
:

Alors Z 1

0

jKz (x; s)j ds 6 C

Z
�

jzj2

jz + !j� jzj�+1
d jzj

6 C

Z
�

1

jz + !j� jzj��1
d jzj

6 C

!�+��2
:
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D�apès le lemme de Schur, on obtient

kI1kL(Lp(0;1;E)) 6
C

!�+��2
;

ou bien, pour toute w 2 Lp (0; 1;E), on a :

kI1(w)kLp(0;1;E) 6
C

!�+��2
kwkLp(0;1;E) ;

I2(x), I5(x), I6(x) et I7(x) se traitent de la même façon.
Et de plus, on a

I3 (x) + I4 (x)

= � 1

4�i

Z
�

Z x

0

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i

Z
�

Z 1

x

z2e(s�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dz

= � 1

4�i

Z x

0

�Z
�

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz�w (s) ds

� 1

4�i

Z 1

x

�Z
�

z2e(s�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz�w (s) ds

=

Z 1

0

Kz (x; s)w (s) ds;

avec

Kz (x; s) =

8>><>>:
R
�

�1
4�i

z2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz si 0 6 s 6 x

R
�

�1
4�i

z2e(s�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz si x 6 s 6 1:

On a, pour x 2 [0; 1]Z 1

0

jKz (x; s)j ds

6
Z x

0

Z
�





 14�iz2e(x�s)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz



 ds

+

Z 1

x

Z
�





 14�iz2e(s�x)zQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz



 ds

6 C1

Z x

0

Z
�

jzj2 e�C0(x�s)jzj (x� s)�

jz + !j� d jzj ds

+C2

Z 1

x

Z
�

jzj2 e�C0(s�x)jzj (s� x)�

jz + !j� d jzj ds
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6 C1

Z
�

jzj2
�Z x

0

e�C0(x�s)jzj (x� s)� ds

�
d jzj

jz + !j�

+C2

Z
�

jzj2
�Z 1

x

e�C0(s�x)jzj (x� s)� ds

�
d jzj

jz + !j�

6 C

Z
�

jzj2
 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�C0(x�s)jzj (x� s)� ds+ sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�C0(s�x)jzj (s� x)� ds

!
d jzj

jz + !j� :

En utilisant l�inégalité de Hölder, on aZ x

0

e�(x�s)jzj (x� s)� ds 6 C
1

jzj1+�
:

Alors Z 1

0

jKz (x; s)j ds 6 C

Z
�

jzj2

jz + !j� jzj�+1
d jzj

6 C

Z
�

1

jz + !j� jzj��1
d jzj

6 C

!�+��2
:

D�apès le lemme de Schur, on obtient

kI3 + I4kL(Lp(0;1;E)) 6
C

!�+��2
;

ou bien, pour toute w 2 Lp (0; 1;E), on a :

kI3(w) + I4 (w)kLp(0;1;E) 6
C

!�+��2
kwkLp(0;1;E) :

Donc il existe !� assez grand tel que 8! > !� :
C

!�+��2
6 1

2
: Alors l�équation (0.15.8) admet

donc une unique solution w = Q! (�)2 u (�) pour ! > !� et donc

u (�) = Q! (�)�2 (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (�) :

�

0.15.5 Régularité du second membre G (d0; u1; f) (�)
On rappelle que G (d0; u1; f) (x) est dé�ni sur l�espace Lp (0; 1;E) par

G (d0; u1; f) (x)

= Q! (x)
2 exQ!(x)�! (x)

�1 d0 +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

+
1

2
Q! (x)

Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds+
1

2
Q! (x)

Z 1

x

e(s�x)Q!(x)f (s) ds
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+
1

2
Q! (x) e

xQ!(x)K! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
Q! (x) e

(1�x)Q!(x)
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

+Q! (x)
2 exQ!(x)eQ!(x)K! (x)

�
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
�Q! (x)2 e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)K! (x)

�
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
�Q! (x)2 e(1�x)Q!(x)eQ!(x)

�
�! (x)

�1 d0 +
1

2
K! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�
= Q! (x)

2 exQ!(x)�! (x)
�1 d0 +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

+
4X
i=1

Ii (x) + A! (x)R (x; d0; u1; f) :

Les deux résultats suivants données pour Q!, sont en fait valables pour tout opérateur Q!
générateur d�un semi-groupe analytique généralisé.

Lemme 0.15.3 Supposons l�hpothèse (0.15.3) est réalisée et soient x 2 [0; 1], p 2 ]1;1[ et
! > !�. Alors

1. s 7�! A! (x) e
sQ!(x)' 2 Lp (0; 1;E) si et seulement si ' 2 (D (A (x)) ; E) 1

2p
;p
:

2. s 7�! Q! (x) e
sQ!(x)' 2 Lp (0; 1;E) si et seulement si ' 2 (D (A (x)) ; E) 1

2p
+
1
2
;p
:

Preuve. Rappelons que si m 2 N� et C génère un semi groupe analytique alors

� 2 (D (Cm) ; E) 1
mp

;p
;

si et seulement si
Cme�C� 2 Lp (0; 1;E) :

En e¤et Z 1

0



CmexC�

p dx =

Z 1

0

x
m� 1
mp

�p 

CmexC�

p dx
x

6
Z 1

0





xm�1��1� 1
mp

��
CmexC�





p dxx
6 K k�k(D(Cm);E) 1

mp
;p
:

(Voir H. Triebel [34], Théoreme P. 96).
Ainsi A! (x) esQ!(x)' 2 Lp (0; 1;E) si et seulement si

' 2
�
D
�
Q! (x)

2� ; E� 1
2p
;p
= (D (A! (x)) ; E) 1

2p
;p
= (D (A (x)) ; E) 1

2p
;p
.
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Similairement Q! (x) esQ!(x)' 2 Lp (0; 1;E) si et seulement si

' 2 (D (Q! (x)) ; E)1
p
;p
:

On conclut en utilisant les propriétés de réitération de Lions-Peetre [23].

(D (Q! (x)) ; E)1
p
;p
= (E;D (Q! (x)))1�1

p
;p

=
�
E;D

�
Q! (x)

2��
1
2
� 1
2p
;p

= (D (A (x)) ; E)1
2
+
1
2p
;p
:

�
Dans le cas autonome Q!, on a le résultat suivant :

Lemme 0.15.4 Sous l�hypothèses (0.15.2)�(0.15.4) et 1 < p < +1, on a
1. Pour f 2 Lp (0; 1;E)

x 7�! F (x; f) = Q!

Z x

0

e(x�s)Q!f (s) ds 2 Lp (0; 1;E)

2. Pour f 2 Lp (0; 1;E)

x 7�! K (x; f) = Q!

Z 1

x

e(s�x)Q!f (s) ds 2 Lp (0; 1;E)

3. Pour f 2 Lp (0; 1;E)

x 7�! T (x; f) = Q!e
xQ!

Z 1

0

esQ!f (s) ds 2 Lp (0; 1;E) :

Preuve. Pour la première assertion on va appliquer le théorème de Dore et Venni [10]; à
l�étude du problème �

v0 (x)�Q!v (x) = f (x) ; p.p. x 2 (0; 1) ;
v (0) = 0;

(0.15.9)

alors , puisque E est un espace UMD et Q! est un opérateur linéaire fermé dans X; véri�ant
les hypothèses du théorème de Dore et Venni, alors pour tout f 2 Lp (0; 1; E) ; le problème
(0.15.9) admet une solution unique stricte v telle que

v 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (Q!)) ;

avec

v (x) =

xZ
0

e(x�s)Q!f (s) ds; p.p. x 2 (0; 1) ;
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et donc

Q!v : x 7�! Q!

xZ
0

e(x�s)Q!f (s) ds 2 Lp (0; 1; E) :

L�assertion 2 découle de la première car en posant t = 1� s on obtient

K (x; f) = Q!

1Z
x

e(s�x)Q!f (s) ds

= Q!

1�xZ
0

e(1�x�t)Q!f (1� t) dt

= F (1� x; f (1� �)) ;

donc K (�; f) = x! F (1� x; f (1� :)) 2 Lp (0; 1; E) :
Pour l�assertion 3, on écrit

T (x; f) = Q!

1Z
0

e(x+s)Q!f (s) ds

= Q!

xZ
0

e(x+s)Q!f (s) ds+Q!

1Z
x

e(x+s)Q!f (s) ds

= Q!

xZ
0

e(x�s)Q!e2sQ!f (s) ds+ e2xQ!Q!

1Z
x

e(s�x)Q!f (s) ds

= F
�
x; e2Q!f

�
+ e2xQ!K (x; f) 2 Lp (0; 1; E) ;

donc T (�; f) = x! F
�
x; e2Q!f

�
+ e2xQ!K (x; f) 2 Lp (0; 1; E) : �

Théorème 0.15.1 Soit Y un espace UMD, et soit p 2 (1;+1). On note X := Lp (0; T ;Y ).
On suppose que (L (t))t2[0;T ] est une famille mesurable d�opérateurs sectoriels sur Y qui véri�e

L (t) 2 BIP (Y ) et qu�il existe des constantes M; K > 0, ' 2
�
0;
�

2

�
telles que pour tout

t 2 [0; T ] 

(L (t) + �)�1


 6 M

1 + j�j ; � 2
X
��'

et



L (t)is


 6 Ke'jsj; s 2 R:

On suppose de plus qu�il existe des constantes � 2 [0; 1), � 2 (0; 1] et M1 > 0 telles que pour
tout � 2

P
��' et pour tout t; s 2 [0; T ], on a



L (t) (L (t) + �I)�1
�
L (t)�1 � L (s)�1

�

 6 M1 jt� sj�

1 + j�j1��
:



0.15 Solutions strictes 114

Alors pour tout f 2 Lp (0; T ;Y ), le problème

(nCP )

�
u0 (t)� L (t)u (t) = f (t) ; pour. t 2 [0; T ] ;
u (0) = 0;

admet une unique solution u 2 W 1;p (0; T ;Y ) \ Lp (0; T ;D (A)) ; où D (A) est le domaine de
l�opérateur A dé�ni par�

D (A) = fx 2 X; u (t) 2 D (L (t)) ; t 2 [0; T ] , Au 2 Xg
(Au) (t) = L (t)u (t) :

Preuve. Voir la thèse Sylvie Monniaux [28], ou Monniaux-Pruss [27] �

Proposition 0.15.2 Supposons (0.15.2)�(0.15.7). Soient d0; u1 2 E et f 2 Lp (0; 1;E),
1 < p <1; alors pour tout ! > !�; on a

G (d0; u1; f) (�) 2 Lp (0; 1;E) ;

si et seulement si

(Q! (0)�H)�1 d0 2 (D (A (0)) ; E) 1
2p
;p
; u1 2 (D (A (1)) ; E) 1

2p
;p

Preuve. Pour tout x 2 [0; 1], � 2 E et k 2 N; on a

eQ!(x)� 2 D
�
Q! (x)

k
�
;

et donc
A! (x) e

�Q!(x)eQ!(x)� = e�Q!(x)A! (x) e
Q!(x)�;

ainsi A! (x) e�Q!(x)eQ!(x)� est borné et appartient à Lp (0; 1; E) :
Donc

A! (x)R (x; f; d0; u1) 2 Lp (0; 1;E) :
Pour I1 (x) on va appliquer le théorème (0.14.1), à l�étude du problème�

u0 (x)�Q! (x)u (x) = f (x) ; p.p. x 2 (0; x) ;
u (0) = 0:

(0.15.10)

Remarque 0.15.2 L�hypothèse (0.15.4) implique que Q! (x) est Bip
�
�
2

�
; (voir Haase [13]).

On pose
v (s) = e(x�s)Q!(x)u (s) ; s 2 [0; x] :

Alors pour s 2 [0; x[, on a

v0 (s) = �Q! (x) e(x�s)Q!(x)u (s) + e(x�s)Q!(x) [Q! (s)u (s) + f (s)]

= Q! (x) e
(x�s)Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1�Q! (s)u (s)

+e(x�s)Q!(x)f (s) ;
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donc Z x

0

v0 (s) ds =

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1�Q! (s)u (s) ds

+

Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds;

alors

u (x) =

Z x

0

Q! (x) e
(x�s)Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1�Q! (s)u (s) ds

+

Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds;

en appliquant Q! (x), on obtient

Q! (x)u (x) =

Z x

0

Q! (x)
2 e(x�s)Q!(x)

�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1�Q! (s)u (s) ds

+Q! (x)

Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds;

on pose
	(x; s) = Q! (x)

2 e(x�s)Q!(x)
�
Q! (x)

�1 �Q! (s)
�1� ;

L (f) (x) = Q! (x)

xZ
0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds;

et

�g (x) =

xZ
0

	(x; s) g (s) ds;

alors le problème (0.15.10) admet une unique solution stricte u telle que

u = Q�1! (I � �)�1 L (f) ;
et on a

L (f) (x) = Q! (x)

xZ
0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds 2 Lp (0; x;E) :

Voir [1], p. 56.
D�aprés le Théorème (0.15.1), on a I1 (x) 2 Lp (0; 1;E) :
On fait de même pour I2 (x) :
Pour I3 (x), on a p.p x 2 (0; 1)

I3 (x)

=
1

2
Q! (x) e

xQ!(x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

=
1

2

�
Q! (x) e

xQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

� Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds
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=
1

2

�
Q! (x) e

xQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

� Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

�
esQ!(x) � esQ!(0)

�
f (s) ds

+
1

2
Q! (0) e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(0)f (s) ds

= I13 (x) + I23 (x) + I33 (x) ;

on a 



12 �Q! (x) exQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

�




E

=





� 1

4�i

Z
�

exz
�
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
dz






E

=





� 1

4�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 dz






E

6 C1

Z
�

jzj e�C0xjzj x
�

jzj�d jzj

6 C1

Z
�

e��
x���
x

���1 d�x
6 C1x

�+��2;

et de plus 



Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds






E

6
�Z 1

0



esQ!(x)

q ds�1=q �Z 1

0

kf (s)kp ds
�1=p

6 C2 kfkLp(0;1;E) ;

donc p.p x 2 (0; 1), on a

I13 (x)

E
6





12 �Q! (x) exQ!(x) �Q! (0) e
xQ!(0)

�



 � 



Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds






E

6 Cx�+��2 kfkLp(0;1;E) ;

alors �Z 1

0



I13 (x)

p dx�1=p 6 C

�Z 1

0

x(�+��2)p kfkpLp(0;1;E) dx
�1=p

6 C

�Z 1

0

x(�+��2)pdx

�1=p
kfkLp(0;1;E)

6 C kfkLp(0;1;E) :
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Pour I23 (x), on a

I23 (x)

E
6 C





Z x

0

�
esQ!(x) � esQ!(0)

�
f (s) ds






+C





Z 1

x

�
esQ!(x) � esQ!(0)

�
f (s) ds






6 C

�Z x

0



esQ!(x) � esQ!(0)


q ds�1=q �Z x

0

kf (s)kp ds
�1=p

+C

�Z 1

x



esQ!(x) � esQ!(0)


q ds�1=q �Z 1

x

kf (s)kp ds
�1=p

6 C

�Z x

0





Z
�

esz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
dz





q ds�1=q kfkLp(0;1;E)
+C

�Z 1

x





Z
�

esz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
dz





q ds�1=q kfkLp(0;1;E) ;
on a 



Z

�

esz
�
(Q! (x)� zI)�1 � (Q! (0)� zI)�1

�
dz






6 C

Z
�



eszQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 dz




6 C

Z
�

e�C0sjzj
x�

jzj�d jzj

6 C

Z
�

e��
x���
s

�� d�
s
� Cx�s��1;

alors �Z x

0

�
x�s(��1)

�q
ds

�1=q
6 C

�Z x

0

xq(�+��1)ds

�1=q
6 C

�
xq(�+��1)+1

�1=q
6 C

�
xq(�+��1)

�1=q 6 Cx�+��1;

et �Z 1

x

�
x�s(��1)

�q
ds

�1=q
6 C

�Z x

0

sq(�+��1)ds

�1=q
6 C

�
xq(�+��1)+1

�1=q
6 C

�
xq(�+��1)

�1=q
6 Cx�+��1;



0.15 Solutions strictes 118

et on a �Z 1

0



I23 (x)

pE dx�1=p 6 C

�Z 1

0

xp(�+��1)dx

�1=p
kfkLp(0;1;E)

6 C kfkLp(0;1;E) :

Donc I23 2 L (Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E))
Pour I33 (x) en utilisant le lemme (0.15.4), on a

I33 2 L (Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E)) :

De même pour I4 (x).
Et de plus on a

Q! (x)
2 exQ!(x)�! (x)

�1 d0 +Q! (x)
2 e(1�x)Q!(x)u1

=
�
Q! (x)

2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0 �Q! (x)
2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1W (x) d0

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1;

on a W (x) 2 L (E) et R (W (x)) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
: Donc

Q! (x)
2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0 +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

=
�
Q! (x)

2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0 �Q! (x)
2 exQ!(x) (Q! (0)�H)�1 d0

�
+
�
Q! (x)

2 exQ!(x) (Q! (0)�H)�1 d0 �Q! (0)
2 exQ!(0) (Q! (0)�H)�1 d0

�
+
�
Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1 �Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1

�
+
�
Q! (0)

2 exQ!(0) (Q! (0)�H)�1 d0 +Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1

�
= � 1

2�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
(Q! (x)�H)�1 � (Q! (0)�H)�1

�
d0dz

� 1

2�i

Z
�

zexz
�
Q! (x) (Q! (x)� z)�1 �Q! (0) (Q! (0)� z)�1

�
(Q! (0)�H)�1 d0dz

� 1

2�i

Z
�

ze(1�x)z
�
Q! (x) (Q! (x)� z)�1 �Q! (1) (Q! (1)� z)�1

�
u1dz

+
�
Q! (0)

2 exQ!(0) (Q! (0)�H)�1 d0 +Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1

�
:

D�autre part par un calcul algébrique simple on a que

Q! (x) (Q! (x)� z)�1 �Q! (0) (Q! (0)� z)�1

= zQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� z)�1 ;

alors on a

Q! (x)
2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0 +Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

= � 1

2�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
(Q! (x)�H)�1 � (Q! (0)�H)�1

�
d0dz
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� 1

2�i

Z
�

z2exzQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� z)�1 (Q! (0)�H)�1 d0dz

� 1

2�i

Z
�

z2e(1�x)zQ! (x) (Q! (x)� z)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1�Q! (1) (Q! (1)� z)�1 u1dz

+
�
Q! (0)

2 exQ!(0) (Q! (0)�H)�1 d0 +Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1

�
= a (x) + b (x) + c (x) + d (x) :

Pour a (x), on a p.p x 2 (0; 1)

ka (x)kE 6 C

Z
�

jzj e�C0xjzjx�+�d jzj kd0kE

6 C

Z
�

�

x
e��x�+�

d�

x
kd0kE

6 Cx�+��2 kd0kE ;

alors �Z 1

0

ka (x)kpE dx
�1=p

6 C

�Z 1

0

x(�+��2)pdx

�1=p
kd0kE

< +1;

donc
a 2 Lp (0; 1;E) :

Pour b (x), on a p.p x 2 (0; 1)

kb (x)kE 6 C

Z
�

jzj e�C0xjzj x
�

jzj�d jzj


Q! (0) (Q! (0)�H)�1 d0




E

6 C

Z
�

e��
x���
x

���1 d�x 

Q! (0) (Q! (0)�H)�1 d0



E

6 C

Z
�

e��

���1
d�x�+��2



Q! (0) (Q! (0)�H)�1 d0



E

6 Cx�+��2


Q! (0) (Q! (0)�H)�1 d0




E
;

alors �Z 1

0

kb (x)kpE dx
�1=p

6 C

�Z 1

0

x(�+��2)pdx

�1=p 

Q! (0) (Q! (0)�H)�1 d0



E

< +1;

donc
b 2 Lp (0; 1;E) :

On fait de même pour c (x).
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Finalement p.p x 2 (0; 1)
G (d0; u1; f) (x) 2 Lp (0; 1;E) ;

si et seulement si 8<: Q! (0)
2 exQ!(0) (Q! (0)�H)�1 d0 2 Lp (0; 1;E)

Q! (1)
2 e(1�x)Q!(1)u1 2 Lp (0; 1;E) ;

et donc 8>><>>:
(Q! (0)�H)�1 d0 2 (D (A (0)) ; E) 1

2p
;p
;

u1 2 (D (A (1)) ; E) 1
2p
;p
:

�

0.16 Régularité maximale de la solution

Dans cette partie on étudie la régularité maximale de la solution du proplème (0.15.1):

0.16.1 Régularité de l�opérateur intégral P!
Proposition 0.16.1 Sous les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7), on a

P! 2 L
�
Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
; � 2 ]0; �+ �� 2] :

Preuve. Pour montrer que P! 2 L
�
Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E) \B

�
DA(�)

�
�
2
;+1

���
on doit

prouver que pour tout x 2 [0; 1] et w 2 Lp (0; 1;E)

sup
r>0



r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)



E
6 K kwkLp(0;1;E) :

En utilisant l�identité

Q! (x) (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= (Q! (x)� rI + rI) (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 + r (Q! (x)� rI)�1Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

= Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 +
r

r � z
Q! (x)

�
(Q! (x)� rI)�1 � (Q! (x)� zI)�1

�
=

�z
r � z

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 +
r

r � z
Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 ;

et en tenant compte que l�intégrale en Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 est nulle. 0n a

r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)

=
r�

4�i
Q! (x) e

xQ!(x)K! (x)

Z
�

Z 1

0

esz
z2

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��

Q! (s)
�2 �Q! (x)

�2�w (s) dsdz
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� r�

4�i
Q! (x) e

(1�x)Q!(x)
Z
�

Z 1

0

e(1�s)z
z2

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ��

Q! (s)
�2 �Q! (x)

�2�w (s) dsdz
+
r�

4�i
Q! (x)

Z
�

Z x

0

e(x�s)z
z2

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
r�

4�i
Q! (x)

Z
�

Z 1

x

e(s�x)z
z2

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

�r
�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 exQ!(x)K! (x) e
Q!(x) �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

�r
�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(x)K! (x) e
Q!(x) �Z 1

0

esQ!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

+
r�

2
Q! (x)

4 (Q! (x)� rI)�1 e(1�x)Q!(x)K! (x) e
2Q!(x) �Z 1

0

e(1�s)Q!(x)
�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) ds

=
7X
i=1

Ii (x) :

On a pour p.p x 2 (0; 1)

I1 (x)

=
r�

4�i
K! (x)

Z
�

Z 1

0

e(x+s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

=

Z 1

0

Kz (x; s)w (s) ds;

avec

Kz (x; s) =

Z
�

r�

4�i
K! (x) e

(x+s)z z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� ds

On a Z 1

0

jKz (x; s)j ds

6 Cr�
Z 1

0

Z
�





e(x+s)z z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz





E

ds

6 Cr�
Z x

0

Z
�

jzj3

jr � zje
�C0(x+s)jzj (x� s)�

jzj� d jzj ds
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6 Cr�
Z
�

jzj3

jr � zj

 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�C0(x+s)jzj (x� s)� ds+ sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�C0(x+s)jzj (s� x)� ds

!
d jzj
jzj�

6 Cr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj�
d jzj
jzj1+�

6 Cr�
Z
�

d jzj
jr � zj jzj�+��2

6 Cr�

r�+��2
:

D�après le lemme de Schur, on a pour w 2 Lp (0; 1;E)

kI1 (w)kLp(0;1;E) 6
Cr�

r�+��2
kwkLp(0;1;E) :

I2 (x) se traite comme I1 (x).
Pour I3 (x) + I4 (x), on a p.p x 2 (0; 1)

I3 (x) + I4 (x)

=
r�

4�i

Z
�

Z x

0

e(x�s)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

+
r�

4�i

Z
�

Z 1

x

e(s�x)z
z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2�w (s) dsdz

=
r�

4�i

Z 1

0

Kz (x; s)w (s) ds;

avec

Kz (x; s) =

8>>><>>>:
R
�

r�

4�i
e(x�s)z

z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� ds si 0 6 s 6 x

R
�

r�

4�i
e(s�x)z

z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� ds si x 6 s 6 1:

On a Z 1

0

jKz (x; s)j ds

6 C1r
�

Z x

0

Z
�





e(x�s)z z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz





E

ds

+C2r
�

Z 1

x

Z
�





e(s�x)z z3

r � z
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (s)

�2 �Q! (x)
�2� dz





E

ds

6 C1r
�

Z x

0

Z
�

jzj3

jr � zje
�C0(x�s)jzj (x� s)�

jzj� d jzj ds

+C2r
�

Z 1

x

Z
�

jzj3

jr � zje
�C0(s�x)jzj (s� x)�

jzj� d jzj ds
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6 Cr�
Z
�

jzj3

jr � zj

 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�C0(x�s)jzj (x� s)� ds+ sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�C0(s�x)jzj (s� x)� ds

!
d jzj
jzj�

6 Cr�
Z
�

jzj3

jr � zj jzj�
d jzj
jzj1+�

6 Cr�
Z
�

d jzj
jr � zj jzj�+��2

6 Cr�

r�+��2
:

D�après le lemme de Schur, on a pour w 2 Lp (0; 1;E)

kI3 (w) + I4 (w)kLp(0;1;E) 6
Cr�

r�+��2
kwkLp(0;1;E) :

Finalement on déduit que

sup
r>0



r�Q! (x) (Q! (x)� rI)�1 (P!w) (x)



E
6 C kwkLp(0;1;E) ;

alors
P! 2 L

�
Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E) \B

�
DQ!(�) (�;+1)

��
:

On a

DQ(�) (�;+1) =
�
E;DQ(�)

�
�;+1

=
�
E;DQ(�)2

�
�
2
;+1

=
�
E;DA(�)

�
�
2
;+1

= DA(�)

�
�

2
;+1

�
;

donc

P! 2 L
�
Lp (0; 1;E) ; Lp (0; 1;E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
:

�

0.16.2 Régularité de l�opérateur intégral (I + P!)
�1

On a besoin d�énoncer la régularité de l�opérateur (I + P!)
�1 qui existe pour ! > !�

puisque on a vu que kP!kL(Lp(0;1;E)) 6
1

2
pour tout ! > !�:

Proposition 0.16.2 Sous les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) et pour tout ! > !�; on a

1. (I + P!)
�1 2 L (Lp (0; 1;E)) ; 1 < p < +1

2. (I + P!)
�1 2 L

�
Lp (0; 1;E) \B

�
DA(�)

�
�

2
;+1

���
; � 2 ]0; �+ �� 2[ :

Preuve. Se déduit de l�inversibilité de l�opérateur I + P!: �
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0.16.3 Théoreme de régularité maximale

On donne maintenant le théorème de régularité maximale qui englobe toutes les propositions
précédentes.

Théorème 0.16.1 Soit f 2 Lp (0; 1;E) où p 2 ]1;+1[ et soit d0; u1 2 E: On suppose de
plus les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) véri�eés et que

(Q! (0)�H)�1 d0 2 D (A (0) ; E) 1
2p
;p
; u1 2 D (A (1) ; E) 1

2p
;p
;

alors il existe !� > 0 tel que 8! > !� la solution de l�équation (0.15.8) w (�) = Q! (�)2 u (�)
véri�e :

1. Q! (�)2 u (�) 2 Lp (0; 1;E) :
2. u00 2 W 2;p (0; 1;E) :

0.17 Le problème approché

On a montré,par un raisonnement heuristique,dans la partie précédente que l�existence d�une
solution stricte du problème (0.15.1) implique sa représentation par la formule (0.15.8) à partir
d�un certain ! > !�.Maintenant et pour montrer cette existence on considère la famille de
problèmes approchés suivante8>><>>:

u00n(x) + An(x)un(x)� !un(x) = f(x); x 2 ]0; 1[
u0n(0)�Hun(0) = d0

un(1) = u1;

(0.17.1)

On pose, pour x 2 [0; 1],

A!;n (x) = An (x)� !I et Q!;n (x) = � (�A!;n (x))1=2 ;

et on considère la famille des approchants de Yosida de ( Q! (x))x2[0;1] dé�nie par :

Q!;n(x) = �n Q! (x) ( Q! (x)� nI)�1 ; n 2 N�:
Par un calcul classique on a

(Q!;n (x)� zI)�1 =
�1
n+ z

(Q! (x)� nI)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
:

Lemme 0.17.1 La famille (Q!;n(x))x2[0;1] véri�e aussi l�hypothèse (0.15.5) uniformément
par-rapport à n



Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1
�
Q!;n(x)

�1 �Q!;n(s)
�1�



L(E)
6 K

js� xj�

jz + !j� : (0.17.2)
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Concernant le problème (0.17.1) on a le résultat

Proposition 0.17.1 On suppose que f 2 Lp (0; 1;E) ; (Q!(0)�H)�1 d0 2 DQ!(0) \ D (H)
et u1 2 DA(1). Alors il existe ! (n) tel que 8! > ! (n) ; le problème (0.17.1) admet une unique
solution un 2 W 2;p (0; 1;E) :

La famille (An (x))x2[0;1] est bornée, de plus

u00n(x) = f(x)� An(x)un(x) + !un(x):

Donc pour tout ! > ! (n), le problème (0.17.1) admet une solution unique un 2 W 2;p (0; 1;E) :

Proposition 0.17.2 Il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� et n 2 N�; 9C (n) > 0 :

kunkLp(0;1;E) 6
C (n)p
!

�
kfkLp(0;1;E) + kd0kE + ku1kE

�
;

et ceci pour tout un 2 W 2;p (0; 1;E), u0n(0)�Hun(0) = d0 et un(1) = u1.

Preuve. Par le même raisonnement de la partie (2) un véri�e l�équation intégrale :

wn + P!;nwn = Gn (d0; u1; f) ;

où
wn = Q!;n (�)2 un (�) ;

(P!;nwn) (x)

=
1

2
K!;n (x) e

xQ!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 esQ!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

�1
2
exQ!;n(x)K!;n (x) e

Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!;n(x)K!;n (x) e

Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 esQ!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!;n(x)K!;n (x) e

2Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x) ��

Q!;n (s)
�2 �Q!;n (x)

�2�wn (s) ds
�1
2
e(1�x)Q!;n(x)

Z 1

0

Q!;n (x)
3 e(1�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q!;n (x)
3 e(x�s)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q!;n (x)
3 e(s�x)Q!;n(x)

�
Q!;n (s)

�2 �Q!;n (x)
�2�wn (s) ds;
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et

Gn (d0; u1; f) (x) =
1

2
Q!;n (x) e

xQ!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�1
2
Q!;n (x) e

(1+x)Q!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

�1
2
Q!;n (x) e

(2�x)Q!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x) e

(3�x)Q!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

�1
2
Q!;n (x) e

(1�x)Q!;n(x)
Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z x

0

e(x�s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z 1

x

e(s�x)Q!;n(x)f (s) ds

+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)

�
�!;n (x)

�1 d0 +K!;n (x) e
Q!;n(x)u1

�
+Q!;n (x)

2 e(1�x)Q!;n(x)
��
I �K!;n (x) e

2Q!;n(x)
�
u1 � �!;n (x)�1 eQ!;n(x)d0

�
:

On a pour tout x 2 [0; 1] et z 2 �




 n

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1





L(E)

6 K (n)

jzj ;

ce qui permet de montrer la continuité de Gn (d0; u1; f) ; on a



12Q!;n (x) exQ!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds






E

6 K (n)

Z 1

0



esQ!;n(x)f (s) ds


6 K (n)

�Z 1

0



esQ!;n(x)

q ds�1=q �Z 1

0

jf (s)jp ds
�1=p

6 K (n) kfkLp(0;1;E) ;

Les autres termes se traitent de la même manière. Donc

kGn (d0; u1; f)k 6 K (n)
�
kd0kE + ku1kE + kfkLp(0;1;E)

�
:

En se basant sur l�hypothèse (0.13.2) et de la même manière qu�au chapitre (1), on montre
qu�il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� et n 2 N�, l�opérateur P!;n est inversible et

un (x) = � (An(x)� !I)�1 (I + P!;n)
�1Gn (d0; u1; f) (x) :

�
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Lemme 0.17.2 Il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� et n 2 N�; le problème approché
(0.11.10) admet une solution unique un 2 W 2;p (0; 1;E) et de plus

un (x) = � (A(x)� !I)�1 (I + P!;n)
�1Gn (d0; u1; f) (x) :

Preuve. La proposition (0.17.1) montre qu�il existe un 2 W 2;p (0; 1;E) solution de problème
(0.11.10) pour tout ! > ! (n). Ensuite grâce à l�estimation de la proposition (0.17.2), on a

que un est solution de problème (0.11.10) pour ! 2
h
K (n)

�
1� 1

K(n)

�
; K (n)

�
1 + 1

K(n)

�i
. Il

su¢ t alors de réitérer ce raisonnement pour atteindre !�: �
Maintenant on doit étudier la convergence des opérateurs Gn (d0; u1; f) et P!;n quand n �!
+1: On aura besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 0.17.3 Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 � et n 2 N�, on a

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �Q!(x) (Q!(x)� zI)�1

= � z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 ;

où (Q!;n (x))x2[0;1] est la famille des approchants de Yosida de (Q! (x))x2[0;1] :

Lemme 0.17.4 Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 �; on a

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �! Q!(x) (Q!(x)� zI)�1 ;

quand n �! +1:

Pour tout x 2 [0; 1] ; z 2 �; on a

K!;n(x) �! K!(x); quand n �! +1;

et
(Q!;n (x)�H)�1 �! (Q! (x)�H)�1 ; quand n �! +1:

On va étudier maintenant les convergences de Gn (d0; u1; f) et de P!;n quand n tend vers
l�in�ni.

Proposition 0.17.3 Soit f 2 Lp (0; 1;E) avec 1 < p <1. Alors pour

(Q! (0)�H)�1 d0 2 D (Q! (0)) \D (H) et u1 2 D (A (1)) :

On a
Gn (d0; u1; f) �! G (d0; u1; f) ; quand n �! +1 dans Lp (0; 1;E) :

Preuve. Pour x 2 [0; 1] et en utilisant l�identité

Q!;n(x) (Q!;n(x)� zI)�1 �Q!(x) (Q!(x)� zI)�1

= � z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 :
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Alors

Gn (d0; u1; f) (x)�G (d0; u1; f) (x)

= Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)�!;n (x)

�1 d0 �Q! (x)
2 exQ!(x)�! (x)

�1 d0

+Q!;n (x)
2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

+
1

2
Q!;n (x) e

xQ!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�1
2
Q! (x) e

xQ!(x)K! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
Q!;n (x) e

(1�x)Q!;n(x)
Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

+
1

2
Q! (x) e

(1�x)Q!(x)
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z x

0

e(x�s)Q!;n(x)f (s) ds� 1
2
Q! (x)

Z x

0

e(x�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q!;n (x)

Z 1

x

e(s�x)Q!;n(x)f (s) ds� 1
2
Q! (x)

Z 1

x

e(s�x)Q!(x)f (s) ds

+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)eQ!;n(x)K!;n (x)

�
u1 �

1

2
Q!;n (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

�
�Q! (x)2 exQ!(x)eQ!(x)K! (x)

�
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
�Q!;n (x)2 e(1�x)Q!;n(x)e2Q!;n(x)K!;n (x)

�
u1 �

1

2
Q!;n (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!;n(x)f (s) ds

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)K! (x)

�
u1 �

1

2
Q! (x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
�Q!;n (x)2 e(1�x)Q!;n(x)eQ!;n(x)

�
�!;n (x)

�1 d0 +
1

2
K!;n (x)Q!;n (x)

�1
Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�
+Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)eQ!(x)
�
�! (x)

�1 d0 +
1

2
K! (x)Q! (x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�
= Q!;n (x)

2 exQ!;n(x)�!;n (x)
�1 d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)�! (x)
�1 d0

+Q!;n (x)
2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

+

8X
Ii

i=1

(x) +Rn (x; f; d0; u1)�R (x; f; d0; u1) :

Pour I1 (x) + I2 (x), on a

Q!;n (x) e
xQ!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�Q! (x) exQ!(x)K! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds
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= Q!;n (x) e
xQ!;n(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

�Q! (x) exQ!(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

+Q! (x) e
xQ!(x)K!;n (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�Q! (x) exQ!(x)K! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

= K!;n (x)
�
Q!;n (x) e

xQ!;n(x) �Q! (x) e
xQ!(x)

� Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds

+K!;n (x)Q! (x) e
xQ!(x)

Z 1

0

�
esQ!;n(x) � esQ!(x)

�
f (s) ds

+ [K!;n (x)�K! (x)]Q! (x) e
xQ!(x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

= I11 (x) + I21 (x) + I31 (x) ;

on a 

Q!;n (x) exQ!;n(x) �Q! (x) e
xQ!(x)




E

=





� 1

2�i

Z
�

exz
�
Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 �Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
dz






E

=






� 1

2�i

Z
�

exz
z

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 dz







E

6 C

Z
�

jzj
jn+ zje

�C0xjzj jn+ zj
n jzj jdzj

6 C

n

Z
�

e�C0xjzjd jzj ;

et de plus 



Z 1

0

esQ!;n(x)f (s) ds






E

=





�12�i
Z 1

0

Z
�

esz (Q!;n (x)� zI)�1 f (s) dzds






E

6 C

�Z 1

0





Z
�

esz (Q!;n (x)� zI)�1 dz





q
E

ds

�1=q �Z 1

0

kf (s)kpE ds
�1=p

6 C

�Z 1

0

�Z
�

e�sjzj

jzj d jzj
�q

ds

�1=q
kfkLp(0;1;E)

6 C kfkLp(0;1;E) ;

alors 

I11 (x)

E 6 C

n
kfkLp(0;1;E) ! 0; quand n! +1:
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Pour I21 (x), on a



Z 1

0

�
esQ!;n(x) � esQ!(x)

�
f (s) ds






E

=





Z 1

0

Z
�

esz
�
(Q!;n (x)� zI)�1 � (Q! (x)� zI)�1

�
f (s) dzds






E

6 C

�Z 1

0





Z
�

esz
�
(Q!;n (x)� zI)�1 � (Q! (x)� zI)�1

�
dz





q
E

ds

�1=q
kfkLp(0;1;E)

6 C

�Z 1

0

�Z
�

1

jzj
jzj

jn+ zj
jn+ zj
n jzj e

�sjzjd jzj
�q

ds

�1=q
kfkLp(0;1;E)

6 C

n

�Z 1

0

�Z
�

1

jzje
�sjzjd jzj

�q
ds

�1=q
kfkLp(0;1;E)

6 C

n
kfkLp(0;1;E) ;

alors 

I21 (x)

E 6 C

n
kfkLp(0;1;E) ! 0; quand n! +1;

on a K!;n (x)! K! (x) quand n! +1, alors

I31 (x)

E ! 0; quand n! +1:

donc
kI1 (x) + I2 (x)kE ! 0; quand n! +1;

Pour les autres intégrales le calcul est trop long il faut jumeler (Ii (x) + Ii+1 (x)). On montre
la convergence absolue en faisant le même découpage que celui utilisé pour la continuité du
second membre G (d0; u1; f) (voir la preuve de la proposition 0.15.2), ensuite on applique le
théorème de la convergence dominée. Par exemple on a

Q!;n (x)
2 e(1�x)Q!;n(x)u1 �Q! (x)

2 e(1�x)Q!(x)u1

= � 1

2�i

Z
�

ze(1�x)z
�
Q!;n (x) (Q!;n (x)� zI)�1 �Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
u1dz

= � 1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 u1dz

= � 1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
��

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1 �Q! (1) (Q! (1)� zI)�1
�
u1dz

+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

= � 1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
�

Q! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (1)
�1�Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz
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+
1

2�i

Z
�

e(1�x)z
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (1) (Q! (1)� zI)�1 u1dz

= I1 (x) + I2 (x) :

Pour I1 (x), on a

kI1 (x)kE 6 C

Z
�

e�(1�x)jzj
jzj2

jn+ zj
jn+ zj
n jzj

(1� x)�

jzj� d jzj ku1kE

6 C

n

Z
�

e�(1�x)jzj
(1� x)�

jzj��1
d jzj ku1kE

6 C

n

Z
�

e��
(1� x)��
�

1� x

���1 d�

(1� x)
ku1kE

6 C

n

Z
�

e��

���1
(1� x)�+��2 d� ku1kDE

6 C

n
(1� x)�+��2 ku1kDE

6 C

n
ku1kE ;

pour I2 (x), on a

kI2 (x)kE 6 C

Z
�

1

jn+ zje
�(1�x)jzj jn+ zj

n jzj d jzj


Q! (1)2 u1

E

6 C

n

Z
�

1

jzje
�(1�x)jzjd jzj



Q! (1)2 u1

E
6 C

n

Z
�

1�
�

1� x

�e�� d�

(1� x)



Q! (1)2 u1

E
6 C

n

Z
�

1

�
e��d�



Q! (1)2 u1

E
6 C

n



Q! (1)2 u1

E :
Et de plus, on a

Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)��1!;n (x) d0 �Q! (x)

2 exQ!(x)�! (x)
�1 d0

= Q!;n (x)
2 exQ!;n(x) (Q!;n (x)�H)�1 d0 �Q!;n (x)

2 exQ!;n(x) (Q! (x)�H)�1 d0

+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x) (Q!;n (x)�H)�1W (x) d0 �Q!;n (x)

2 exQ!;n(x) (Q! (x)�H)�1W (x) d0;

on a W (x) 2 L (E) et R (W (x)) �
1\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
: Donc

Q!;n (x)
2 exQ!;n(x) (Q!;n (x)�H)�1 d0 �Q! (x)

2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0

= Q!;n (x)
2 exQ!;n(x) (Q!;n (x)�H)�1 d0 �Q!;n (x)

2 exQ!;n(x) (Q! (x)�H)�1 d0
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+Q!;n (x)
2 exQ!;n(x) (Q! (x)�H)�1 d0 �Q! (x)

2 exQ!(x) (Q! (x)�H)�1 d0

= Q!;n (x)
2 exQ!;n(x)

�
(Q!;n (x)�H)�1 d0 � (Q!;n (x)�H)�1 d0

�
� 1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1

�
Q! (x)

�1

�Q! (0)�1
�
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1

�
(Q!;n (x)�H)�1 � (Q!;n (0)�H)�1

�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (x) (Q! (x)� zI)�1Q! (x) �

(Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1�Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 (Q!;n (0)�H)�1 d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 ��

(Q!;n (x)�H)�1 � (Q!;n (0)�H)�1
�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exz
z2

n+ z
Q! (x)

�
Q! (x)�

nz

n+ z

��1
Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 �

(Q!;n (0)�H)�1 d0dz

=
5X
i=1

ai:

On a
ka1 (x)kE ! 0;

pour a2 (x), on a

ka2 (x)kE 6 C

Z
�

jzj2

jn+ zje
�xjzj jn+ zj

n jzj
x�

jzj�x
�+�d jzj kd0kE

6 C

n

Z
�

jzj1�� x2�+�e�xjzjd jzj kd0kE

6 C

n

Z
�

��
x

�1��
e��x2�+�

d�

x
kd0kE

6 C

n

Z
�

�1��e��x2(�+�)�2d� kd0kE

6 C

n
x2(�+�)�2 kd0kE

6 C

n
kd0kE ;

pour a3 (x), on a

ka3 (x)kE 6 C

Z
�

jzj2

jn+ zje
�xjzj jn+ zj

n jzj x
�+�d jzj kd0kE

6 C

n

Z
�

jzjx�+�e�xjzjd jzj kd0kE

6 C

n

Z
�

��
x

�
e��x�+�

d�

x
kd0kE
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6 C

n

Z
�

�e��x�+��2d� kd0kE

6 C

n
x�+��2 kd0kE

6 C

n
kd0kE ;

de même pour a4 (x) et a5 (x). �

Proposition 0.17.4 Sous les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) et pour tout ! > !�, on a

1. P!;n 2 L (Lp (0; 1;E)) et kP!;nkL([0;1];E) 6
1

2
:

2. P!;nv �! P!v, quand n �! +1 dans Lp (0; 1;E) :

3. (I + P!;n)
�1 2 L (Lp (0; 1;E)) et il existe K > 0 tel que



(I + P!;n)
�1



L(Lp(0;1;E))
6 K;

8n > 0:
4. (I + P!;n)

�1 v �! (I + P!)
�1 v; 8v 2 Lp (0; 1;E) :

Preuve. i) Même raisonnement que pour l�opérateur P!.
ii) C�est une conséquence de la convergence dominée.
iii) C�est une conséquence directe de 1.
iv) Soit w 2 L ([0; 1] ;E), on a

(I +Q!;n)
�1w � (I +Q!)

�1w

= (I +Q!;n)
�1 �w � (I +Q!;n) (I +Q!)

�1w
�

= (I +Q!;n)
�1 [Q!w �Q!;nw] (I +Q!)

�1w �! 0; quand n �!1:

�

Théorème 0.17.1 :Sous les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7). Soient f 2 Lp (0; 1;E),et d0; u1 2
E; on suppose de plus

(Q! (0)�H)�1 d0 2 (D (A (0)) ; E) 1
2p
;p
; u1 2 (D (A (1)) ; E) 1

2p
;;p
:

Alors il existe !� tel que pour tout ! > !� la fonction u dé�nie par

u (x) = (A (x)� !I)�1 (I + P!)
�1G (d0; u1; f) (x) ;

est l�unique solution stricte du problème (0.15.1).

Preuve. Même raisonnement que la partie précédente. �

Remarque 0.17.1 Si E n�est pas UMD et les opérateurs (Q (x))x2[0;1] ne sont pas Bip, on
peut obtenir des résultats similaires pour un second membre g dans un espace d�interpolation
en utilisant les résultats de Acquistapace-Terreni voir [1].
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0.18 Exemples d�applications

Nous allons illustrer les résultats obtenus avec des exemples concrets varié en considérant
l�espace E = Lq (]0; 1[) et E = Lq (
) , (1 < q < +1), 
 ouvert de Rn.

Exemple 0.18.1 Considérons l�espace de Banach E = Lq (]0; 1[), (1 < q < +1) muni de sa
norme naturelle. On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés Q(x) pour tout x 2 [0; 1]
par 8<: D (Q (x)) = f' 2 W 2;q (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0g

[(Q (x))'] (y) = '00 (y) ; y 2 ]0; 1[ ;

où b (x) est une fonction véri�ant :8>>><>>>:
b (x) > b0

jb (x)� b (s)j 6 K jx� sj1+"

" >
1

2
� 1

2q
:

On en déduit que :8>><>>:
D (A (x)) =

�
' 2 W 4;p (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0

'00 (0)� b (x)'000 (0) = 0; '00 (1) = 0

�
(A (x)') (y) = �'(4) (y) ; y 2 ]0; 1[ :

Un calcul direct permet, pour z 2 C�R� et  2 E; de résoudre l�équation spectrale

Q (x)'� z' =  ;

qui est équivalente à 8>><>>:
'00 (y)� z' (y) =  (y) ; y 2 ]0; 1[
' (0)� b (x)'0 (0) = 0

' (1) = 0:

On obtient :

(Q (x)� zI)�1 ) (y) =

Z 1

0

K� (y; x; s) (s) ds;

avec � =
p
z (ici Re (�) > 0) et le noyau de Green K� est dé�ni par

K� (y; x; s) = �

8>>><>>>:
sinh � (1� y) [sinh �s+ b (x) � cosh �s]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
si 0 6 s 6 y

sinh � (1� s) [sinh �y + b (x) � cosh �y]

� [sinh �+ b (x) � cosh �]
si y 6 s 6 1:
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L�opérateur Q (x) est inversible, son inverse est borné et on a

�
Q (x)�1  

�
(y) =

Z 1

0

K0 (y; x; s) (s) ds;

avec

K0 (y; x; s) = �

8>>><>>>:
(1� y) [s+ b (x)]

1 + b (x)
si 0 6 s 6 y

(1� s) [y + b (x)]

1 + b (x)
si y 6 s 6 1:

Pour tout x; s 2 [0; 1], on a

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (s)�1

�
=

�
(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I

�
Q (s)�1 :

Soit f 2 E = Lq (]0; 1[) : On doit estimer :

�(Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI)� I
�
Q (s)�1 f




Lq(]0;1[)

:

On pose
v = Q (s)�1 f;

et
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v:

d�où
Q (s) v = f;

qui est équivalente à 8>><>>:
v00 (y) = f (y)

v (0)� b (s) v0 (0) = 0

v (1) = 0;

on en déduit que

v (y) =

Z 1

0

K0 (y; s; �) f (�) d� :

De l�équation :
u = (Q (x)� zI)�1 (Q (s)� zI) v;

on a 8>><>>:
u00 (y)� zu (y) = v00 (y)� zv (y)

u (0)� b (x)u0 (0) = 0

u (1) = 0;

On doit estimer ku� vk :
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On a u� v solution du problème :8>><>>:
(u� v)00 (y)� z (u� v) (y) = 0

(u� v) (0)� b (x) (u� v)0 (0) = (b (s)� b (x)) v0 (0)

(u� v) (1) = 0;

posons (b (s)� b (x)) v0 (0) = g (s; x; v) ; alors :8>><>>:
'00 (y)� z' (y) = 0

' (0)� b (x)'0 (0) = g (s; x; v)

' (1) = 0;

la solution ' s�écrit :

' (y) =
[b (x)� b (s)] v0 (0)

sinh �+ �b (x) cosh �
sinh (1� y) �:

Pour tout x 2 [0; 1] ; on a (voir [1], p. 54)

jsinh �+ �b (x) cosh �j > sinhRe (�)
�
1 + (Re (�))2 b (x)2 + 2Re (�) b (x)

�1=2
;

donc
jsinh �+ �b (x) cosh �j > sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)] ;

alors

j' (y)j 6 jb (x)� b (s)j : jv0 (0)j : sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
;

On a
sinh (1� y) Re (�)

sinhRe (�) [1 + Re (�) b (x)]
6 Ce�Re(�)y

[1 + Re (�) b (x)]
;

alors Z 1

0

��e�Re(�)y��q dy =
1

qRe (�)

�
1� e�qRe(�)

�
6 1

qRe (�)
:

et de plus

v (y) =

Z y

0

(1� y) [� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �) [y + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� ;

alors

v0 (y) = �
Z y

0

[� + b (s)]

1 + b (s)
f (�) d� +

Z 1

y

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;
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alors

v0 (0) =

Z 1

0

(1� �)

1 + b (s)
f (�) d� ;

donc

jv0 (0)j 6
�Z 1

0

���� (1� �)

1 + b (s)

����r d��1=r �Z 1

0

jf (�)jq d�
�1=q

6 C kfkLq(]0;1[) :

Donc

ku� vkLq(]0;1[) = k'kLq(]0;1[)

6 jb (x)� b (s)j � jv0 (0)j
1 + Re (�) � b (x) � 1

q1=q
� 1

(Re (�))1=q

6 C jx� sj1+"

jzj1=2+1=2q
kfkLq(]0;1[) :

On dé�nit l�opérateur H par H = aI, avec a > 0:
Pour véri�er l�hypothèse (0.15.6), on doit prouver que

(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 = Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 :

On a
(Q (x)� aI)�1 =

�
Q (x)

�
I � aQ (x)�1

���1
=
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�1 ;

on choisit a tel que

jaj < 1

max
x2[0;1]



Q (x)�1


L(E)

;

donc
8x 2 [0; 1] ;



aQ (x)�1


L(E)

< 1;

ce qui permet d�écrire

(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 =
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�2 =

 1X
k=0

akQ (x)�k
!
Q (x)�2

=

1X
k=0

akQ (x)�k�2 ;

et

Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 = Q (x)�1
�
I � aQ (x)�1

��1
Q (x)�1

= Q (x)�1
 1X
k=0

akQ (x)�k
!
Q (x)�1

=
1X
k=0

akQ (x)�k�2 :
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Donc
(Q (x)� aI)�1Q (x)�1 = Q (x)�1 (Q (x)� aI)�1 :

Montrons maintenant l�hypothèse (0.15.6) i.e

(Q (x)� aI)�1 � (Q (�)� aI)�1



L(E)

6 C jx� � j�+� :

Comme Q (x) est fermé pour tout x 2 [0; 1] et aI est borné, alors

Q (x)� aI = Q (x)� aI;

(voir [17], p. 190, Theorem 1.1). Donc en utilisant la théorie des sommes d�opérateurs de
Da-Prato et Grisvard, on a

(Q (x)� aI)�1 =
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1 (�a+ �)�1 d�

=
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1

(�a+ �)
d�;

alors

(Q (x)� aI)�1 � (Q (�)� aI)�1

=
�1
2�i

Z
�

(Q (x)� �I)�1 � (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

=
�1
2�i

Z
�

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

=
�1
2�i

Z
�1

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

+
�1
2�i

Z
�2

Q (x) (Q (x)� �I)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� �I)�1

(�a+ �)
d�

= I1 + I2;

où

�1 =

�
� 2 � : j�j 6 1

jx� � j

�
et �2 =

�
� 2 � : j�j > 1

jx� � j

�
;

on a

kI1kE 6 K

Z
�1

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j ;

6 K

Z 1
jx�� j

1
2jx�� j

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j

6 K jx� � j�
Z 1

jx�� j

1
2jx�� j

d j�j
j�j1+�
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6 K jx� � j�
�
j�j��

��

� 1
jx�� j

1
2jx�� j

6 K

�� jx� � j� [jx� � j� � 2� jx� � j�]

6 K

�
jx� � j�+� [2� � 1]

6 K jx� � j�+� :

Pour I2, on a

kI2kE 6 K

Z
�2

jx� � j�

j�a+ �j j�j�d j�j

6 K

Z
�2

jx� � j�

j�j�+1
d j�j

6 K jx� � j�
Z +1

1
jx�� j

d j�j
j�j�+1

:

Alors 

(Q (x)� aI)�1 � (Q (�)� aI)�1



L(E)

6 C jx� � j�+� :

L�hypothèse (0.15.4) est veri�ée voir Labbas Moussaoui [19]
Alors les hypothèses (0.15.2)�(0.15.7) sont véri�ées.
Finalement tous les résultats obtenus s�appliquent au problème concret quasi-elliptique suivant
où (! > 0)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1]

@u

@x
(0; y)� au (0; y) = d0 (y) ; u (1; y) = u1 (y) ; y 2 [0; 1]

u (x; 0)� b (x)
@u

@y
(x; 0) = 0; =

@2u

@y2
(x; 1) = u (x; 1)

@2u

@y2
(x; 0)� b (x)

@3u

@y3
(x; 0) = 0:

Remarque 0.18.1 Les hypothèses (0.15.4)�(0.15.6) sont véri�ées pour le cas particulier
H = �Q (x). En e¤et dans ce cas

Exemple 0.18.2 On considère le cas E = Lq (
), 1 < q <1 et 
 est un ouvert de Rn avec
l�opérateur donné par (0.14.1). Les hypothèses (0.15.2), (0.15.3) et (0.15.5)�(0.15.7) restent
vraies pour le cas b (x) veri�e(

b (x) > b0

jb (x)� b (s)j 6 K jx� sj1+" :

De plus l�hypothèse (0.15.4) est veri�ée voir Labbas Moussaoui [19].
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