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Avant-propos

Le présent document est essentiellement centré sur le theme des équations différen-
tielles ordinaires lesquelles sont des équations différentielles dont la fonction inconnue
ne dépend que d’une seule variable. Plus simplement, une équation différentielle ordi-
naire, notée par EDO, est une équation qui se présente sous forme d’'une relation entre
une fonction inconnue d’une seule variable et de ses dérivées. Lorsque nous possédons
plusieurs relations entre des fonctions inconnues dépendant de la méme variable et de
leurs dérivées nous parlerons, alors, d'un systeme d’équations différentielles ordinaires
ou plus simplement d’un systeme différentiel.

Les équations différentielles ordinaires et les systemes différentiels représentent un
sujet d’étude d’'une grande importance a la fois en mathématiques pures et appliquées.
En effet, en mathématiques pures, I'objectif principal de la théorie des équations différen-
tielles ordinaires est d’établir des résultats purement théoriques qui permettaient de trou-
ver des résultats sur les solutions (existence, unicité, stabilité, ) sans les connaitre ex-
plicitement vu que la résolution explicite de la plupart des EDO reste encore un probleme
ouvert. Tandis qu’en mathématiques appliquées, les équations différentielles ordinaires
sont utilisées pour modéliser des phénomenes et des processus comme des problemes
d’évolution physiques, biologiques ou encore dans la dynamique des populations.

Ce polycopié, consacré aux équations différentielles ordinaires, destiné aux étudiants
ayant fait dans leur cursus les matieres : Analyse, Algébre et Topologie, a pour objectif,
dans un premier temps, de comprendre la méthodologie de la résolution des différents
types d’équations différentielles ordinaires et de les résoudre par la suite, puis, d’illus-
trer la méthodologie de résolution des systemes différentiels linéaires et de présenter, en
dernier, une introduction sur quelques notions de stabilité des équations différentielles
ordinaires et des systemes différentiels.

C’est pour ces raisons et bien d’autres que chaque chapitre est constitué d’'une part
de notes de cours, et d’autre part des exercices et des problemes d’applications suivis de
leurs corrigés. Les deux parties sont d'une égale importance. En effet, les notes de cours
sont volontairement rédigées dans un style treés simple et clair, mais assez théorique suivie
par des exemples illustratifs. A quelques exceptions prés, certains résultats sont accom-
pagnés de leur preuve. Ensuite, la partie exercices et problemes d’applications présente
les différents cas possibles que nous pouvons rencontrer et traiter.

Dans ce sens, ce manuscrit est organisé en cinq chapitres comme suit :

o Le premier chapitre regroupe les différentes notions et définitions élémentaires aident

a la compréhension des différentes parties présentées le long de ce polycopié. Un
certain nombre d’outils permettant de comprendre I’allure des solutions des équa-
tions différentielles ordinaires seront présentés dans ce chapitre et illustrés par des
exemples. La derniere partie de ce chapitre se focalise sur 'un des principaux ré-
sultats des équations différentielles ordinaires, il s’agit du théoréme d’existence et
d’unicité de Cauchy-Lipschitz.

» Cesecond chapitre présente spécifiquement les différentes techniques qui permettent
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Avant-propos

la résolution des différents types des équations différentielles ordinaires d’ordre 1.
Les problemes a une condition initiale feront également partie de ce chapitre ou
deux différentes méthodes de résolution seront proposées.

e Quant au troisieme chapitre, nous y présentons les méthodes de résolution des
équations différentielles ordinaires d’ordre 2 linéaire ou pas, a coefficients constants
ou non avec ou sans conditions initiales.

e Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude et a la résolution des équations diffé-
rentielles ordinaires linéaires a coefficients constants d’ordre supérieur a 2. Le cas
ou les EDO sont associés a des conditions initiales est, aussi, traité dans ce chapitre.

e Le cinquieme et dernier chapitre se focalise sur la résolution des systemes différen-
tiels avec ou sans conditions initiales et aussi sur la réduction de I'ordre de certain
EDO d’ordre supérieur a 1. Quelques notions sur la théorie de la stabilité au sens de
Liapounov sont, aussi, introduite dans ce chapitre.

Le présent document comprend, également, une bibliographie ou les différents ou-
vrages utilisés pour I'élaboration de ce produit sont présentés, suivi par un index des no-
tations lequel cloture ce polycopié.

En dernier, ce polycopié est le fruit des cours et des travaux dirigés enseignés pour les
étudiants de la troisiéme année Licence en Mathématiques durant le premier semestre
au sein du département de Mathématiques et Informatique de I'Université Abdelhamid
Ibn Badis - Mostaganem, Algérie.

Aussi, tous vos questions, vos remarques, vos commentaires, et méme vos critiques,
liées au sujet de cet ouvrage, sont accueillis avec plaisir a I’adresse électronique :

zineb.kaisserli@univ-mosta.dz
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Chapitre 1

Généralités, définitions et résultats
fondamentaux sur les équations
différentielles ordinaires d’ordre n

Ce chapitre a pour objectif d’introduire et de rappeler quelques notions et définitions
élémentaires sur les équations différentielles ordinaires.

1 Equations différentielles ordinaires d’ordre n

Dans cette section quelques définitions sur les équations différentielles ordinaires
d’ordre n sont présentées.

1.1 Définitions d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre

Définition 1.1 On appelle équation différentielle ordinaire d’ordre n, également notée EDO,
une équation établissant une relation entre une seule variable réelle (par exemple : x), une
fonction inconnue (par exemple : x — y(x)) et ses n dérivées y'(x), y" (x),--+, " (x) du type

F (6 yx), y'(0,y"(x), -, y" V), y" () =0, (1.1)
oit F est une application del x Ay x Ay x ---x A, SR dansR.
Remarque 1.1 Lordre de 'EDO est celui de la dérivée d’ordre maximum qui y intervient.

Exemple 1.1 L'‘équation
ym (x) +5x y(?’) (x) —sinx =0, (1.2)

représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 7 de variable x et de fonction incon-
nuey.

Définition 1.2 On appelle équation différentielle ordinaire normale d’ordre n, toute équa-
tion de la forme
(n) _ . / 1" (n-1)
y P = f(xyx), ¥y, y" ), -, y" VW), (1.3)

oit f est une application del x Ay x Ay x -+-x Ap_1 SR"™ dans A, < R.
Exemple 1.2 La forme normale de l'équation différentielle ordinaire (1.2) est

ym (x) =sinx—5x y(S) (x).



1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’'ORDREN

Définition 1.3 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est dite EDO sans second
membre si elle ne contient que des termes en y et de ses dérivées. Autrement, elle est dite
EDO avec second membre.

Exemple 1.3 L'équation
ym (x)=sinx—5x y(a) (x).

est une EDO d’ordre 7 avec second membre. Son EDO sans second membre associé est
¥ (x) +5xy® (x) =0.

Définition 1.4 Une équation différentielle ordinaire d’'ordre n est a coefficients constants si
le coefficient de la fonction inconnue y et les coefficients de toutes ses dérivées ne dépendent
pas de x. Autrement, 'EDO est dite a coefficients variables.

Exemple 1.4 L'équation
y"(x) =3xy (x) = x*tan x,

représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 a coefficients variables avec se-
cond membre.

Définition 1.5 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est dite linéaire si la fonction
F est linéaire par rapport a y et d toutes ses dérivées.
Autrement dit, 'EDO d’ordre n est dite linéaire si elle s'écrit sous la forme

an(X) Y () + an 1 (x) YV (X + -+ ay () Y (%) + ag (x) y(x) =H(x),

e n représente l'ordre de l'équation différentielle ordinaire,

X est la variable réelle,

e Vi=0,n, a;(x) sontappelée les coefficients lesquels peuvent étre variables ou constants,
y est la fonction inconnue,

e Vi=1, n, y\¥ sont les dérivées de la fonction inconnue y par rapport a x,

H est la fonction second membre.

Exemple 1.5 La relation x* y" (x) +5x y'(x) — y3(x) = 0 est une équation différentielle ordi-
naire non-linéaire du second ordre a coefficients variables sans second membre.

2
Exemple 1.6 La relation T2 y(x) —4 y(x) = x* est une équation différentielle ordinaire li-

néaire d’ordre 2 a coefficients constants avec second membre.

Remarque 1.2 Larelation (1.1) est la forme implicite de 'EDO, tandis que la relation (1.3)
est la forme explicite, résolue ou normale.

Remarque 1.3 La variable réelle x est dite variable indépendante ou muette, par contre, y
est la fonction inconnue de la variable x dite aussi variable dépendante.



1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’'ORDREN

1.2 Solutions d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre n

Définition 1.6 On appelle solution ou intégrale de I'équation différentielle ordinaire (1.1)
tout couple (1, g) formé d’'un intervalle ouvert1 deR et d'une fonction g vérifiant les condi-
tions suivantes :

i. g soit n-fois dérivable sur1.
ii. Vxel: ZF(xgW),8'x),g"x), -, g" Vx), g™ (x)=0.

Définition 1.7 Une fonction qui vérifie les conditions i. et ii. est appelé solution ou inté-
grale particuliere de 'EDO (1.1).

Définition 1.8
e La fonction g : 1 — R, dont les dérivées d'ordre n existent, est une solution explicite
de 'EDO (1.1) sur l'intervalle 1 si F (x; g(x), g'(x), 8" (x), -+, g™V (x), g™ (x)) est
définie surl et F (x; g(x), g'(x), g"(x), -+, g V(x), g™ (x)) =0 surl.
o la fonction g (x; y(x)), o x €L et y € Ay, est une solution implicite de 'EDO (1.1) sur
I si cette relation définit au moins une fonction g : 1 — R telle que g est une solution
explicite de 'EDO (1.1).

Remarque 1.4 Intégrer une EDO consiste a déterminer I'ensemble de ses solutions ou de
ses intégrales.

Définition 1.9 Si (I, g) est la solution de 'EDO (1.1). Alors, le graphe de g est appelé courbe
intégrale de cette équation.

Remarque 1.5 Si g est une solution de 'EDO (1.1) définie surl; la restriction g, de g a tout
sous-intervalle del, est aussi une solution de 'EDO (1.1).
Inversement, il peut exister des solutions g, de 'EDO (1.1) prolongeant g.

Définition 1.10 Si la seule solution I'EDO (1.1) prolongeant g est g elle-méme, on dira
alors, que g est une solution maximale.

Définition 1.11 Si la solution g de I'EDO (1.1) ne dépend d’aucune constante c € R, alors,
la solution est dite solution particuliere. Autrement, elle est dite solution générale.

Exemple 1.7 Soitl'équation différentielle ordinaire du second ordre a coefficients constants
sans second membre

¥ (x) + y(x) =0.

Alors, VxeR:
y(x) =g(x)=cosx +sinx,

représente une solution particuliére explicite sur R.
Exemple 1.8 Soit l'équation différentielle ordinaire du premier ordre
xy' (x)=-y(x).

Cette équation admet des solutions sur 'ensemble R*.
La solution générale, laquelle est explicite, associée a 'EDQO est : Vx € R*

k
=—, keR.
y(x) o €



2. SYSTEMES DIFFERENTIELS

La figure ci-dessous (figure 1.1) représente I'ensemble des courbes intégrales de 'EDO
xy (x)=-yx).

Yhy(2) = ~
/ m xTr
/ 1
/ I
/ I
// I
P /I
P /0 4
\ 1-// ///// y(l):;
‘/('1’):72,::21:1//
0 - - ————==1Z 1
PR y('/l"):**
7 _ - z
1y ////
I/ -
I //
I /
I /
I /
I /
i
by =——
U(v')*a

FIGURE 1.1 - Courbes intégrales de 'EDO x ' (x) = —y(x).

Exemple 1.9 L'équation différentielle ordinaire d’'ordre 2 non linéaire
Y@ y'@®)+y' @) =0,
admet comme solution générale

1 1
—yX) - Inll+ayX)l=x+c, o eR", ¢ €R.
c c

1

Il est simple de remarquer cette solution générale est implicite.

2 Systemes différentiels

Quelques notions préliminaires sur les systemes différentiels seront présentées dans

cette section.

2.1 Définition d’'un systéeme différentiel

Définition 1.12 Un systeme différentiel est une collection de plusieurs EDO avec plusieurs

fonctions inconnues dépendant de la méme variable.
Plus simplement, un systeme différentiel scalaire est un systeme de la forme

F1|x yl(x),---,yp(x),y{(x),-~-,y},(x),---,yi”(x),---,yﬁ,”(x)):O,

T |x; yl(x),---,y,,(x),y;(x),---,y;,(x),---,yi’)(x),---,y,(,”(x))zo, -,

Fo (57100, -+, ypla), Y, yp (0, -+, y0 ), -,y ) =o.

Le systeme est a q équations différentielles ordinaires et est dit d’ordre r car intervient
les dérivées r'®™¢ des p fonctions inconnues y1, yo, -+, yp de la variable x.



2. SYSTEMES DIFFERENTIELS

Exemple 1.10 Le systeme suivant représente un systeme différentiel d’ordre 4

4)

{ X y1(x0) +x Y, (x0) +4y) (x) = e,
xy; (X) + y2(x) + y (%) y5 (x) =0,

ot les fonctions inconnues, de la variable x, sont yy, y» et ys.

2.2 Solutions d’un systeme différentiel

Définition 1.13 Le p—uple de fonctions (g1, g, -, &p) est appelé une solution du systeme
différentiel (1.4) si chaque fonction g;, i = 1, p et r—fois dérivables vérifiant chaque équa-
tion &1, %y, -+, gq-

Remarque 1.6 En regle générale, nous considérons seulement le cas oit nous avons autant
d’équations différentielles ordinaires que de fonctions inconnues. Autrement dit, nous trai-
tons uniquement le cas ot p = q.

Définition 1.14 On appelle trajectoire l'image de la solution d’'un systeme différentiel.

Remarque 1.7 Lorsque p = q = 2, la trajectoire est une courbe du plan (y,, y») d'équation
paramétrique (y(x), y2(x)).

Définition 1.15 On appelle portrait de phases d’'un systeme différentiel l'ensemble de ses
trajectoires.

Remarque 1.8 Dans la pratique, tracer le portrait de phases d’'un systeme de dimension
2, Clest tracer, dans le plan (y1, y2), suffisamment de trajectoires pour que l'on puisse les
imaginer toutes.

Exemple 1.11 Le systeme différentiel d’ordre 1

{ Y1 (x) =2y1(x) =3y2(x) =0, (1.5)

Y5(%) =2y1(x) = y2(x) =0,
admet comme solution générale

_ —X 43 4x
(yl(x))_( ce Qe ) R,

yo(x) )" cre ¥ +2ce”

Pour différentes valeurs de c; et c», les solutions du systéme différentiel (1.5) sont repré-
sentées par la figure 1.2.



3. REDUCTION DE L’ORDRE DES EDO D’ORDRE N
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FIGURE 1.2 — Portrait de phase du systeme (1.5).

3 Réduction d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre
n a un systeme différentiel d’ordre 1

Avant de commencer a résoudre des EDO d’ordre quelconque, nous allons nous rendre
compte qu’il est possible de réduire I'ordre d'une EDO d’ordre n a un systeme d’EDO

d’ordre 1.

Méthode de résolution 1.1 Soit ['équation différentielle ordinaire d’ordre n écrite sous la

forme normale

Yy = f (60, Y,y (x), -, y" V),

oit f:Ix Agx Ay x-+-x A1 SR — A, € R est une application.

Introduisant le changement de fonctions auxiliaires yy, y2, - -+, Yn de tel sorte que
n = yb,
y2(x) = y'(x),
) = y'x), (1.6)
yax) = y" ).

En dérivant le systéeme (1.6), nous obtenons

i = y® ¥, (%)
Vo(x) = y'(x) Y5 (x)
@ = y¥w y4(x)
. =<

yhx) = yPw Yl (x)

yZ(x))
y3(x),
J/4(x),

y ™ (x),
F(6 0@, y2(0,y3(0), -+, ya(0),

ce dernier systeme représente un systeme de n EDO d’ordre 1, dit aussi, un systeme différen-

tiel d’'ordre 1.



4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES VECTORIELLES : PROBLEME DE CAUCHY

En général, on appelle systeme différentiel normal d’ordre 1 tout systeme différentiel de
la forme

[ (6@, 20, y3(0, -+, ya(0),
(36 1(%), y2(2), y3(x), -+, yu(x)),

y1(x)
V5 (X)

(1.7)
Vo) = fu(x 3100, y2(2), y3(x), -+, yu(x)).

Le systeme (1.7) peut se mettre sous la forme d'une équation différentielle vectorielle
unique du premier ordre de la forme

iY(x) =F(x; Y()
dx - ’ ’

avecx€ISR, Y=(y1,¥2, -+, yn) €21 x -+ x 2, <R"
etF=(fi, fo, -+, fu) : (Ix 21 x--- x 2,,)" — R" une application bien définie.

Exemple 1.12 L'équation différentielle ordinaire d’ordre 2
¥'(x) =3y (x) +4y(x) =€,

peut se transformer en

J/Z(x);

—4y1(x) +3y2(x) + e*. (1.8)

{ y1(x)
Vo (x)

La forme vectorielle du systeme différentiel (1.8) est

d
—Y(x) =F(x; Y(x)),

dx
avec p
(n®) dy [ n& )
Y(x)—( Va(x) ), de(x)_( )
et : )
. | Al (X)), y2(x) )_( V2(x)
Bl Y(x))_( £ 110), y2(0) ) 7\ 4y1(x) +3y2(x) + *

4 FEquations différentielles vectorielles : Probléme de Cau-
chy

Jusqu’a présent, nous avons évoqué les solutions possibles des équations différen-
tielles ordinaires ou des systemes différentiels sans ajouter des conditions particulieres
(conditions initiales ou conditions aux limites) lesquelles nous permettent de choisir une
solution particuliere dans la famille des solutions générales possible.

Le cas ol nous associons a une EDO des conditions initiales est défini par un pro-
bleme de Cauchy.

Lexistence et 'unicité de la solution d’'un probleme de Cauchy est traitée dans cette
section.



4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES VECTORIELLES : PROBLEME DE CAUCHY

4.1

10.

11.

Préliminaires et définitions

. Siz=(z1, 22, -, 2n) € RN, Alors, I'application |z| = maJI(\IIZjI définie une norme dans
1<;<
J

RN,

La norme euclidienne est définie par Vz e RN : ||z|| = \/zf +Z5 e+ 2R

. Une partie non vide {2 de RN est un ouvert si et seulement si pour tout point z € {2,

il existe un nombre r > 0 tel que
{ZeRN: 1Z-zl<r}c 2

Sig: [a, bl — RN ol1 a, be R avec a < b est une fonction continue, on définit

b b b b
f g(t)dt:(f gl(t)dt,f gg(t)dt,---,f gN(l‘)dl‘)ElRN,
a a a a

Otlg:(gl, g2, )gN)-

. g estune fonction continue, si et seulement si chaque g;, i =1, N, est continue.

b
Si Sf |gj(t)\dt.Alors,
a

b
f g(n)dt

Soit {u,,} une suite de fonction définie dans [a, b] a valeurs dans RN. Alors,

b
f gj(ndt

b
sf (0l dt, ou Ig()l= max |g;(1)].

lim wu,,(t)=u(t), t€la, b,
m—+oo

existe si et seulement si {u,, (1)} est une suite de Cauchy dans RN pour tout ¢ € [a, b].

La suite {u,,} converge uniformément vers u dans I'intervalle [a, b] si
lim | sup |u;,(f)—u(t)l|=0.
M=+00| te(q, b]

Si les suites {u,,;} sont continues dans [a, b] et que chaque {u,,} converge uniformé-
ment vers u. Alors, u est continue dans [a, b].

De plus,
b b

lim um(t)dt:f u(r)de.
a

m—+oo J

Soit g : Q2 <M — RN, On dit que la fonction g est lipschitzienne dans 2 8'il existe
k =0 tel que N
lg(2)-g(@)<klz—zl, zzell

Soit g : 2 < RM — RN avec g = (g1, g2, -+, gn). Alors, g est une fonction lipschit-
zienne si est seulement si

3k=0: 1m_a)li\l|gj(z)—gj(Z)| <klz—-2Z|, zZef
<j<

Autrement dit, chacune des N fonctions est lipschitzienne dans (2.
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12. Soitg: Ix 2 —RY;I<Ret {2<RM une application continue. On dit que la fonction
g est lipschitzienne en z de constante de lipschitz k = 0, si pour tout
(t, z), (t, Z) €I x {2, nous avons

lg(t; 2)—g( 21 <kllz—-2Z|.

La fonction g est, aussi, dite fonction lipschitzienne par rapport a sa seconde va-
riable.

13. On dit que la fonction g est localement lipschitzienne en z si pour tout
(to, 20) € I x {2, il existe un nombre € > 0 et une constante k = 0 dépendant éventuel-
lement de(f, zp) tel que

lg(t; 2) —g(t; 2 < k(ry, z) |1z = ZII,

pour tout (z, z),(t,%)elx_@oillt—tol <e |z—zpl<eet|zZ-zp| <e.

4.2 Probleme de Cauchy

Soient {2 < RN un ouvert connexe non vide, I un intervalle de Ret F : I x {2 — RN une
fonction continue.
On appelle solution de I’équation différentielle ordinaire vectorielle d’ordre 1

Y'(x) = F(x; Y(x)),

une fonction Y de classe € sur un intervalle J < I et a valeurs dans (2 dont la dérivée
vérifiée
Y (x)=F(x; Y(x)), pourtout x€J.

On appelle conditions initiales une égalité de la forme
Y(x0) =Yo; (0, Yo) €Ix £2.

Ainsi, le systéme suivant

(1.9)

{ Y (x) =F(x; Y(x)),
Y(xo) = Yo.

se nomme probleme de Cauchy.

Résoudre un probleme de Cauchy revient a trouver un intervalle J € I contenant xj et
une fonction Y de classe € surJ a valeurs dans {2 satisfaisant Y'(x) = F(x; Y(x)).

Le théoréme suivant montre que sous certain conditions le probléme de Cauchy (1.9)
admet une unique solution.

Théoreme 1.1 (Théoreme d’existence et d’'unicité de Cauchy-Lipschitz) (2 étant une par-
tie ouverte d’un espace réel de Banach E € RN, 1 un intervalle ouvert deR et F une fonction
continiiment différentiable del x {2 dansE.

Alors, pour tout xg €1 et tout Y € {2, il existe un intervalle ouvert] <1 tel que l'équation
différentielle ordinaire vectorielle d’ordre 1

Y'(x) =F(x; Y(x)),

possede une solution, et une seule, x — Y (x) différentiable sur] et vérifiant Y (xg) = Y.
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Remarque 1.9 Nous admettons ce théoreme dans ce cas général mais nous ferons la dé-
monstration dans le cas particulier deE < R. Le procédé utilisé dans ce cas permettra d’avoir
une idée de la démonstration dans le cas le plus général.

Remarque 1.10 Nous utiliserons la méthode des approximations successives de Picard pour
démontrer le théoreme d’existence et d’'unicité de Cauchy-Lipschitz.

Preuve. [du théoréeme 1.1]
Rappelons que dans le cas unidimensionnel, le probleme de Cauchy s’écrit comme

/ _ .
{ Y'(0) = f (% y(), (1.10)
¥ (xo0) = Yo,

ou f : Ix Ay — R une fonction continument différentiable avec I < R et /Ay un ouvert d'un
espace de Banach E cR.

1. Existence de la solution :

SoitD=[xg—a, xo+al x[yo—b, yo+ bl cIx Ay un compact avec a >0, b > 0.
. . e : : of .
On sait que f est continument différentiable sur D, ce qui entraine que 8_y existe et

est continue sur D. Donc

0
'—f (x;¥) ‘ est bornée sur D.
dy

Posons : K= sup a—f(x' )
" (xyen| 0y &

Appliquons la formule des accroissements finis a la fonction y — f (x; y(x)) sur I'in-
tervalle [y, 2l < [yo—b, yo+ bl et x € [xo— a, xo + al

0
f(x;y1(x))—f(x;yz(x)):a—];(x;C)(yl(x)—yz(x)) olt ce [yl

d’ou

‘f(x;yl)—f(x;yz)‘ SK‘YI_,VZ

Ainsi, f satisfait a la condition de lipschitz relativement a y dans le domaine D.

D’autre part, f est continue sur le compact D, autrement dit

sup |f(x;y)| =M < +o0.
(x,y)eD

Posons
nfa )
h=min|a, —|,
M
et définissons une suite de fonctions y,(x) pour |x — xo| < h par

Yo(X) = Yo,

X

y1(x) =yo+f f(ty0)dr,
X0
X

yz(x):y0+f f(tnm)adt, (1.11)

X0

X

Vn(x) :yo+f f(t; yna(0)dt.

X0

10
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« Le théoreme a démontrer consiste a vérifier que {y,(x)} converge pour tout
x € [xg — h, xo + h] et que la limite y(x) de la suite {y,(x)} est une solution de
I'équation y'(x) = f (x; y(x)) qui satisfait a la condition y (xo) = yo. Pour cela, nous
allons montrer que {y,(x)} est de Cauchy.

Nous avons

f ft J/O(l‘))dt‘,

0

ly1 (%) = yo(x)| =

=

X
Md z‘ ,
X0
<|x—x0|M,
<hM, carxe€[xy—h, xo+ h].
Pour un bon choix de &, nous aurons
hM < b,
nous obtenons ainsi,

|y10) = y0(x)| = b, pour |x — xg| < h.

X
D'oir: f f(t; y1(0) dt peut étre défini pour |x — x| < .
X0
De la méme maniere, nous pouvons définir y,(x), y3(x), y4(x), -+, yn(x) pour
|x — xo| < h et obtenir

|y = yo(x)|=hM<b, k=1,2,3,---,n.

Utilisons maintenant le fait que f est lipschitzienne par rapporta y, c’est-a-dire
X
|yk+1(x) —yk(x)| < K‘f |yk(t) —yk_l(t)| dt| pourtout |x—xol<h.
X0

Aussi, nous avons | y1(x) = yo(x)| < b et supposons que la propriété

b (K|x — xol)¥1
(k-1)!

|yk(x)—yk_1(x)| < , pour k=1et|x—xpl <h. (1.12)

est vérifié jusqu’a l'ordre n.
La propriété (1.12) est vérifiée pour n = 1, montrons qu’elle reste vraie pour I'ordre
n+ 1. Nous avons

X
|yne1(@) —ya0)| = Kf |yn(t)—yn_1(t)|dt‘,
X0
_ n-1
- fob(le Xol) dil.
Xo (n-1)!
K" x
< b flx—xoln_ldt‘,
(n—=1!1Jx
b (K|x — xo)"
< —
n!

Ce qui prouve que la propriété (1.12) est vraie quel que soit n € N*.

11
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Il ne reste qu’a montrer que la suite {y,(x)} est une suite de Cauchy pour tout
X € [x9 — h, xo + h]. Pour cela, étudions pour tout m > n la quantité | Ym(X) = yn(x) |
Nous avons

Ym(X) _yn(JC)‘ < ‘ym(x) —ym_l(x)‘ + ‘J/m—l(x) —ym_z(x)‘ NI

Yn+1(X) —yn(x)‘,

m

= il‘Yk+1(x)—Yk(x)‘,
k=n

m—l(b(mx—xonk)

Or,

-1 (Kh)k (Kh)n (Kh)n+l (Kh)n+2 (Kh)m—l
= + + + +

m
2w

= n oaln+l) nl+Dm+2) aln+D)--(m-1)
K" 2 m-1-n
< - 1+ Kh)+Kh)*+---+(Kh) ,
Km"* 1
< .
n' 1-kh
K n
Comme lim L =0. Alors,

n—+oo n!

lim [y = ()| =0, Ve lxo+ R, x0- .
m—+oo

Ainsi, la suite {yn(x)} étant convergente Vx € [xp + h, xo — h], on dit, alors, que
{yn(x)} converge uniformément vers y(x).

Comme Vx € [xg+ h, xo— h] : y, (X0) = yo. Nous avons, donc y(xp) = yp.

De plus, on sait que

(a) Siy,(x) converge uniformémentvers y(x), Vx € Ietsi y,(x) est continue. Alors,
y(x) est continue sur 1.

(b) Si y,(x) converge uniformément vers y(x). Alors,

X X
Jim [ o= [ (i o)t

Grace a ces deux résultats, nous pouvons passer a la limite dans la relation de ré-
currence (1.11) dite formule des approximations successive de Picard. En dernier,

nous obtenons B

y(x) :yo+f f(syw)dr.

X0

2. Unicité de la solution :

Pour montrer 'unicité de la solution, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1 (Lemme de Gronwall) Soit f : I x Ay — R une fonction continue locale-
ment Lipschitzienne par rapport a sa seconde variable surl x A.

12
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Soit y et z deux solutions du probléeme de Cauchy (1.10) de donnée initiale y, et z
respectivement.

L'écart entre les solutions au temps x est estimé de la maniere suivante
Vxel: |y() —z(x)| = el |y, — 7).

Soit y une solution du probléme de Cauchy (1.10) satisfaisant y'(x) = f (x; y(x)) et
¥ (x0) = Yo.
Supposons qu'’il existe une autre solution z telle que z(xg) = yp. Alors,

X

z(x):y0+f f(t z(0)dt.

X0

De plus, nous avons
y(x)—z(x):f (f(t; y0) - £(& z(t)))dt.
Xo

Comme f est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, alors,
X
ly(x) - z(x)| < K(XO,yO)f ly(t)—z(1)|dt, VYxelxg+h,xo—hl.
Xo

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons

X

ly(x) - z(x)] < Kf Kool =%l | yo — yol dt,

X0
ce qui implique que
‘y(x) - z(x)‘ <0.
Donc: y(x) = z(x), Y|x—xp| < h. Autrement dit, le probleme de Cauchy (1.10) admet

une unique solution, par conséquent le probleme (1.9) admet, aussi, une unique
solution.

|
Une version simplifiée du théoreme de Cauchy-Lipshitz (théoréme 1.1) est décrite par
le théoréme suivant.

Théoreme 1.2 Si dans l'équation
Y =f(xyx), (1.13)
of

la fonction f (x; y(x)) et sa dérivée partielle par rapport a y (i.e.; (9_) est continue dans un
y

certain domaineD du plan xO'y et si (xo, yo) est un point de ce domaine.
Alors, il existe une solution unique y(x) = g(x) satisfaisant a I'équation (1.13) et a la
condition initiale (xo, o).

Remarque 1.11 Pour démonter qu'un probleme de Cauchy

{y(x) =f(xy), (1.14)
_V(-X:O) =Yo

oiux,y €D avecD = {Ix— Xol < a; |y— y0| < b} et a, b € Ry, admet une unique solution, il
suffit de monter que

13
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i) la fonction f soit continue sur D.
ii) la dérivée partielle de la fonction f par rapport a sa seconde variable soit continue et

bornée sur D. autrement dit: sup |—=—|< 4oo.
(x,y)eD Jy

iii) M= sup |f(xy)| eth:min(a, 2)
(x,y)eD M

Si les propriétési), ii) et iii) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution
y:J=1[x0—h, xo+ h]l — [yo— b, yo + b] du probleme de Cauchy (1.14) et la méthode des
approximations successives de Picard

X

J/n(x):J/O"‘f f(t,Yn—l(f)) dt» n:1,2,3,"',

X0

converge.
Exemple 1.13 Soit le probleme de Cauchy

{ y'(x) - x* = y*(x),
y(0)=0.

Montrer que le probléme de Cauchy (1.15) posséde une unique solution sur
(-1, 1] x [-1, 1].

(1.15)

Solution de 'exemple 1.13
Montrons que le probleme de Cauchy (1.15) possede une unique solution :

Nous avons

V@) -x*=y*x) = f(xy@®)=y"x)+x%
y0)=0 = (x=0Ayp=0),
D=[-1,1]x[-1,1] = (a=1Ab=1).

) fxym)= x% + y?(x) est une fonction continue sur D.

ii) Comme f (x; y(x)) = x* + y*(x). Alors,

0
8—f:2y: sup |f(x; y(x))| <2.
y (x,y)€D

Ainsi, la dérivée partielle de la fonction f par rapport a y est continue et est bornée
sur D.

iii) Comme f(x; y(x)) = x* + y*(x). Alors,

M = sup [f(xyWw)],
(x,y)eD

= 2.

De plus,

h = min(a, 2),
M

n(1.3)
min|1, —|,
2

1
3"

14



5. EXERCICES

Donc:J= —%, %] et le probléme de Cauchy (1.15) admet une unique solution

vil-33]—1-11.

*
5 Exercices
Exercice 1.1 Montrer que le probleme de Cauchy
y')=2t(yn)+1),
1.16
{ Y(0)=0 (119

possede une solution unique pour —1<t<1,-2<y<2.

Solution de I'exercice 1.1
Montrons que le probleme de Cauchy (1.16) possede une unique solution :

11 suffit de montrer que i) f estcontinue sur D.

ii) — existe et est continue sur D.

dy
iii) IMet3Ih.
Nous avons
y=2t(ym+1) = f(5y@®)=2t(y0)+1),
y0=0 = (to=0Ay=0),
(-lst<1n-2<y=<2) => O=[-1,11x[-2,2]Aa=1Ab=2).

i) f est-elle continue sur D?

f (& y@®)=2¢(y(® +1) est une fonction continue sur D.

0
ii) 8_f existe-elle ? et est-elle continue sur D 2
Y

Comme f (£; y(9)) =2t (y(#) +1). Alors,

a—f:2t:> sup |f(t; y(t))| <2.
dy (t,y)eD

Ainsi, la dérivée partielle de la fonction f par rapport a y existe et est continue sur
D.

iii) IM?3h?
Comme f (t; y(1)) =2t (y(1) +1). Alors,

M = sup |[f(5y®)]
(t,y)eD

6.

De plus,

Ny
1l

in( )
min|a, —|,
M

n[1.5]
min|1, —|,
6

1
3"

15



5. EXERCICES

Donc J =[-3, 3] etle probléme de Cauchy (1.16) admet une unique solution
-2,

yil-3 3 3 —[-2,2].
¢
Exercice 1.2 Montrer que le probleme de Cauchy
Iey — =X 2
{ Y (@) =e™* +y*(x), (1.17)
y(0)=0,

—

possede une solution unique pour —5 < % |yl < b pour b > 0 finie.

Solution de I'exercice 1.2
Montrons que le probleme de Cauchy (1.17) admet une unique solution :

Il suffit de montrer que i) f est continue sur D.

ii) 8_ existe et est continue sur D.
y
iii) IMetIh.
Nous avons
Y@=e* +12x) = f (x; y(x0)) = e + 2 (%),
y0)=0 = (x9=0Ayp=0),
1 1 . 11 1
——<XxX=<-A |y|sbpourb>0ﬁme) > (D: [——,— x[-b,b] Na=—=ANb=D>|.
2 2 22 2

i) f est-elle continue sur D?

2 . .
f (x; y(x)) —e v + y2 (x) est une fonction continue sur D.

0
ii) a—ﬁ existe-elle ? et est-elle continue sur D ?
Comme f (x; y(x)) = e + y2(x). Alors,
0
of =2y= sup |f(xyW)|=<2b.
oy (x,y)eD

Ainsi, la dérivée partielle de la fonction f par rapport a y existe et est continue sur
D.

iii) IM?3h?
Comme f (x; y(x)) = e~ + y2(x). Alors,

M = sup |f(xyW)],
(x,y)eD
= 1+Db%
De plus,
h = min(a, —),
M
b

(1
= min| -, .
(2 1+b2)

16



6. PROBLEMES ET APPLICATIONS

Pour pouvoir déterminer le minimum, il suffit d’étudier les variations de la fonction

b
g(b) = 1112 sur 'intervalle ]0, +o0ol.
Nous avons
(B =—2 > vbelo, +ool: g'(h) = ——2— L
= ) m : = )
§ 1+ b? & (1+ bz)Z
ainsi,
gb)=0=>b=1.
Les variations de la fonction g sont décrite par la table de variation présentée ci-
dessous
b 0 1 +00
g'(b) + 0 -
1
2
0 0

1
Donc : les valeurs que peut prendre la fonction g sont comprise entre 0 et 3 et

s’écrivent sous la forme 7 ol b €]0, +oo.

+b?
Ainsi,
1 b
h = min|-, ——|,
(2 1+ b2)
B b
1+ b
Donc:J=|- 7 +lb2’ ﬁ et le probleme de Cauchy (1.17) admet une unique solution

— [=b, b], b>0 finie.

1 __1_
1+b%7 1+b?

y:

6 Problemes et applications

Probleme 1.1 [Généralisation de I'inégalité de Gronwall] Soient @, W et y trois fonctions
continues sur un segment [a, b] c R, a valeurs positives et vérifiant l'inégalité

Vxe€la, bl, y(x) < p(x) +f () y(r)dt.

Alors, N .
Vxe€la, bl, y(x) < @(x) +f W (1) (1) exp (f w(s) ds) dt. (1.18)
a t

17
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Solution du probléme 1.1
Montrons l'inégalité (1.18) :

Nous avons .
y(x) SLp(x)+f () y(t)dt, x € la, b]. (1.19)
a
D’une part, en multipliant cette inégalité par y(x), nous obtenons
X
Y)W (x) < @x)y(x) +w(x)f (D ydet,  xe€la,b]. (1.20)
a
Posons .
F(x) :f v y()dt=F(x)=yx) yx).
a

Ainsi,

X
F'(x) — w(x) F(x) = w(x) y(0) - w(x) f w(n) y(o dr.
a

De l'inégalité (1.20), il s’en suit
F'(x) —w(x) F(x) < (x) w(x), (1.21)

et en utilisant la méthode du facteur intégrant, I'inégalité (1.21) devient

X

F'(x) exp (—f q}(t)dt) — Y (x) F(x) exp (—f qj(t)dt) < @(x)y(x) exp (—f w(t)dt),

ou plus simplement

X ! X
(F(x) exp (—f w(1) dt)) < @(x) y(x) exp (—f Lp(t)dt),
a a

I'intégration des deux membre de cette derniere inégalité entre a et x, donne

X X t
F(x) exp(—f w(t)dt)s[ e W) exp(—f qj(s)ds)dt.
D’autre part de I'inégalité (1.19), nous avons
f Y () y()dt=F(x) = y(x) — p(x).

Ainsi,
X X
(y(x)—(p(x))exp(—f q/(t)dt)sF(x) exp(—f q/(t)dt).
a a

Ce qui donne

Py X t
(y(x) — () exp(—f w(t)dt) Sf @O WD) exp(—f w(s)ds)dt,

ou encore,

X t t
y(x)—@x) Sf @) y(t) exp (—f w(s)ds) exp (f w(u)du) dt.
a a a
En dernier, le résultat découle du fait que exp (- /| ; w(s)ds)<1cary=0.

18
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<

Probléme 1.2 [Lemme de Gronwall : version différentielle] Soit y : [a, b] — [0, +ool,

avec a < b deux réels, une fonction continue, dérivable sur [a, D] et soient
@,V : [a, b] — [0, +oo[ deux fonctions continues telles que

Vxela, bl, y(x)=<ex) yx)+yx).
Alors,

Vx€ [a, b], y(x) < (y(a)+f q/(t)dt) exp (f (p(t)dt).

Solution du probléme 1.2
Montrons l'inégalité (1.22) :

Pour tout x € [a, b], nous avons
Y'(0) < @x) y(x) +wx) = ¥ (x) — @) y(x) < w(x).

X
En multipliant cette derniere inégalité par exp (— f e d t), il s’en suit
a

(y(x) exp(—f cp(t)dt)) 51|J(x)exp(—f cp(t)dt).

Enl'intégrant entre a et x, nous obtenons

X X t
y(x)exp(—f (p(t)dt)—f(a) 5f \p(t)exp(—f Lp(s)ds) dt,

ou encore,

X t X
y(x) < (f(a)+f Y (1) exp (—f (p(s)ds) dt) exp (f (p(t)dt).

t

En dernier, le résultat découle du fait que exp (— f ®(s)d s) <lcarg=0.
a

(1.22)

<

Remarque 1.12 Le lemme de Gronwall s'interprete en disant qu'a partir d’'une inégalité in-
tégrale portant sur y ou une inégalité sur y', nous trouvons une inégalité sur y. Ce lemme
sert souvent dans la théorie des équations différentielles, notamment pour obtenir des ma-

jorations des solutions.
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Chapitre 2

Equations différentielles ordinaires
d’ordre 1

Nous abordons, dans ce chapitre, I'étude et la résolution des différents types des équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre 1 allant de la plus simple a la plus complexes.

1 Notions préliminaires

L'écriture générale d'une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 ainsi que sa solu-
tion sont décrite dans cette section.

1.1 Définitions d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre 1

Définition 2.1 Une équation différentielle ordinaire d’'ordre 1 est une équation de la forme
F (% y(x), y'(x)) =0, 2.1)

ot x € L < R représente la variable, y : 1 — Ay R est la fonction inconnue et
F :1x Ay x Ay — R est une application bien définie avec N, < R.

Définition 2.2 L'équation différentielle (2.1) est dite résoluble par rapport a la dérivée si
elle s’écrit sous la forme

y'(x)=f(xyx),

ot f : 1x Ay — Ay est une application bien définie.

Exemple 2.1 Les équations suivantes représentent des équations différentielles ordinaires
d'ordre 1

1 i (x)——l (x)
Cdxe) T

(x—y@)-1)dy=(x+y(x) -3)dx.
Y () +xyx) =y (x).
y(x)—2xy'(x) —Iny'(x) =0.

Lol
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2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

1.2 Solutions d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre 1

Définition 2.3 On appelle solution générale y¢ (oui encore solution générale explicite) d'une
équation différentielle ordinaire d’ordre 1 une fonction

yg(x)=g(x; ¢),

dépendant d’'une constante arbitraire c et satisfaisant a l'équation différentielle quelle que
soit la valeur concrete de la constante c.

Définition 2.4 Une égalité de la forme

é(x;y,0) =0,

donnant implicitement la solution générale, s‘appelle intégrale générale (out encore solu-
tion générale implicite) de l'équation différentielle ordinaire d’ordre 1.

Définition 2.5 On appelle solution particuliére toute fonction y,(x) = g(x; co) déduite de
la solution générale yq(x) = g(x; c), en posant dans cette derniere c = cy.

La relation &(x; y, co) = 0 est dite, alors, une intégrale particuliere de l'équation diffé-
rentielle ordinaire d’ordre 1.

Exemple 2.2 Pour tout x € R*, I'équation différentielle du premier ordre
(0 = —~ ()
yix==—yix,

c
a pour solution générale ygz(x) = —, ceR.
x
2
Vp(x) = — représente l'une des solutions particulieéres.

b
Exemple 2.3 Lintégrale générale, ou encore la solution générale implicite, de I'équation
différentielle ordinaire d’ordre 1

xX+yx)+2

, —_————————————e
y= 2x+2y(x) -1’

est
x+2y(x)+5In|x+y(x)-3|l=c, ceR.
2 Quelques équations différentielles ordinaires d’ordre 1

Dans cette section, nous décrivons des méthodes pour résoudre certaines équations
de laforme y'(x) = f (x; y(x)) ou f est une fonction a valeurs réelles, définie sur une partie
Ix Ay de R?.

2.1 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1 a variables séparées

Définition 2.6 Soient] et Ay deux intervalles ouverts deR.
Soient g : 1—Ret g : Ay — R deux fonctions continues telle que

VyeAg: g(y) #0.

21



2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

La relation

/ 81 (x)
- , 2.2
Y &) (22)
ol encore, p
a _&s1x)
Ix y(x) = —g2 Ok

se nomme équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées (ot a variables
séparables).

Méthode de résolution 2.1 Pour tous x €1 et y € Ay, nous avons

_&1(x) N d 81(x)

Y= "= 60y

Sdyx)=g1(x)dx,

=
= fgz(y) dy(X):fgl(x) dx,
= G(N=Gi(x)+¢c, ceR,
= yx0)=G,'(Gi(x)+c), ceR,

car, Gy est une fonction continue, d'oui, l'inverse G; L existe.
Ainsi, la solution générale yg de l'équation (2.2) est donnée par

¥e(0) =G, (Gi(x) +¢), ceR,
Exemple 2.4 Soit I'équation : Vx € R\{-1, 1},
3y (x) (x>-1) -2xy(x)=0. (2.3)
Donner la solution générale de I'équation (2.3).

Solution de I'exemple 2.4
Solution générale yg de I'équation (2.3) :

L'équation (2.3) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables
séparées.
Nous avons

3y () (x*~1)-2xy(0)=0 = fldy(xhlf—zzx ax,
y 3J x<-1

1
= ln|J/(JC)|:§1n|x2—1| +¢, ceR,

W=

> yx)=k(x*-1)%, keR.

Donc : la solution générale y; de I'équation (2.3) est

Vg0 =kVx2 -1, keR.

Remarque 2.1 Les équations différentielles ordinaires d’ordre 1 de la forme

arx+byyx)+c
ax+byy(x)+cz)’

yw=f

se ramenent, pour a, b, — ax by = 0, aux équations différentielles ordinaires d’ordre 1 a va-
riables séparées en faisant la substitution t(x) = a; x + by y(x).

22



2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

Exemple 2.5 Considérons l'équation

v xX+yx)+2
y ()= 2x+2y(x) -1 24

Déterminer son intégrale générale.

Solution de 'exemple 2.5
Intégrale générale de l'équation (2.4) :

L'équation (2.4) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 laquelle peut se
ramener a une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées, vu que
11
s o |7 0.

Posons #(x) = x + y(x) = t'(x) = y'(x) + 1. Ainsi, '’équation (2.4) devient

y'(x):— X+yx)+2 o 0 1=- t(x)+2’
2x+2y(x) -1 2t(x) -1
, t(x)—
=> t(X)=—7"",
2t( )—1
th(x) di(x )_fdx
t(x)-3
= 2t(x)+5In|t(x)-3|=x+c¢c, ceR.

Comme £(x) = x + y(x). Alors, I'intégrale générale de 'équation (2.4) est

x+2y(x)+5In|x+y(x)-3|l=c, ceR.

2.2 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1 homogenes

Définition 2.7 On appelle équation différentielle ordinaire d’ordre1 homogene, toute équa-

tion de la forme
¥ (x) :g(@), (2.5)

ot g : 1€ R — A R est une fonction continue.

Remarque 2.2 L'équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homogene est une équation dif-
férentielle dans laquelle x et y interviennent que par leurs rapport.

Méthode de résolution 2.2 Pour résoudre une équation différentielle ordinaire d’ordre 1
homogene, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: Elle consiste a faire le changement de variable

y(x) =xt(x).

En effet,
y(x) = xt(x) = y'(x) = t(x) + x ' (x).
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2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

En remplacant y et y' dans l'équation (2.5), nous obtenons

)

y’(x):g( = = t(x) + xt'(x) = g(t(x)),

d
= xat(x):g(t(x))—f(x)
dt(x) B @
glt(x) —t(x) x’

laquelle est une EDO d’ordre 1 a variables séparées.
o Etape 2 : Consiste a résoudre 'EDO a variables séparées

dt(x) _ @
gt(x)—t(x) x’

en fonction de x.
Ainsi, la solution générale de 'équation (2.5) est

yg(x)=xt(x), ceR.
Exemple 2.6 Intégrer l'équation
(x* + y*(0) ¥ (%) = x y(x). (2.6)

Solution de I'exemple 2.6
Intégration de l'équation (2.6) :

L'équation (2.6) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homogene.
Pour sa résolution, posons

y(x) =xt(x) = y'(x) = t(x) + x ' (x).

En remplacant y et y’ dans I’équation (2.6), nous obtenons

2, 2 v ey Xy(X)
(x*+y" @)y =xyx) = J/(x)—x2+y2(x),
y(x)
=> y=———7,
)
= t(x)+xt’(x)—&
1+ 2]
£ (x)
/ D —
= xtx)= T+ 200
fdt(x) fdt(x) dx
= - - =
3(x) t(x) X
= 2t2(x)—ln|t(x)|:1n|x|+c, ceR,
= 2t2(x)—ln|xt(x)|:c, ceR.

Ainsi, 'intégrale générale (ou encore, solution générale implicite) de I'équation (2.6)

est
2

X
c:%—lnly(x)l, ceR
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2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

*

Remarque 2.3 L'équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homogéne (2.5) peut étre réso-
lue en utilisant les cordonnées polaires.
En effet, pour
x=rcos® et y=rsinb,

nous aurons,
dx=dr cos®—-rsin0dd et dy=drsinO+r cos0do.

Ainsi, l'équation y'(x) = g (@), devient

V) = (M) N dr sin®+r cos0db _ g(tan6)
dr cos®—rsin0do '
= drsinB+ cos0d0=g(tanB)(dr cosO—r sin0do),
dr cos0+ g(tan0)sin®

r  f(tan®)cos®—sinB

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées.

Exemple 2.7 En utilisant les cordonnées polaires, déterminer la solution de l'équation

x+y(x)

. 2.7
T~y 2.7)

¥ (x) =

Solution de 'exemple 2.7
Intégrale générale de I'équation (2.7) en utilisant les cordonnées polaires :

L'équation (2.7) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homogene.
Pour sa résolution, posons

x=rcos@ et y=rsinb,
ainsi,
dx=dr cosO—rsinBd0 et dy=drsinO+rcos0db.

Donc:

x4+ y(x) - drsinf+rcosBdf cosB+sinf
x—y(x) dr cos@—rsin@d® cosO—sinf’

= fdr fde

= Inr=0+c¢, ceR.

¥ (x) =

Ainsi, I'intégrale générale de I'équation (2.7) est

Inr-06=¢, ceR.
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2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

Remarque 2.4 Les équations différentielles ordinaires d’ordre 1 de la forme

ayx+byyx)+c
arx+byy(x)+cs)’

yw=f

se ramenent, pour a; b, — ax by #0, aux équations différentielles ordinaires d’ordre 1 homo-
genes en faisant la substitution x = u+a et y(x) = v(u)+p, ot (o, P) est le point d’intersection
des deux droitesa;a+b1p+c1=0etaya+ b+ co=0.

Exemple 2.8 Trouver l'intégrale générale de I'équation
(2x+yx)+1) dx+ (x+2y(x)—1)dy(x) =0. (2.8)

Solution de I'exemple 2.8
Intégrale générale de I'équation (2.8) :

L'équation (2.8) peut, aussi, s’écrire sous la forme

2x+yx)+1

Y (x):_x+2y(x)—1'

Comme

1 2 ’ =3 #0. Alors, I’équation (2.8) représente une équation différentielle

ordinaire d’ordre 1 homogene.
Posons x = u+«a et y(x) = v(u) +p, ol (a, P) vérifiant le systeme

0,
0.

(2.9)

20+pP+1
a+2p-1

La résolution du systeme (2.9) donne (a, ) = (-1, 1). Ainsi, réalisons le changement
x=u-1ety(x)=v(u)+1dans'équation (2.8), laquelle devient

_2u+ v(u)

, —
v ==

Dans I’équation homogeéne obtenue, posons v(u) = u t(u), d’olt il vient
V' (u) = t(u) + u t'(u). Nous obtenons, ainsi,

, 2u+uv(u) , 2+ t(u)
v =——— => tuw+ut(u)=——,
u+2v(u) 1+2t(u)
2
N ut,(u):_Zt (u)+2t(u)+2,
1+2t(w)
N lf 2t(u) +1 dfe— @’
2J) P2w+tw+1 u

1 2
= Elnlt(u)+t(u)+1|:—ln|u|+c, ceR

> uV|2w+tw+1=k keR,.

En dernier, 'intégrale générale de I'équation (2.8) est

\/‘(y(x)—1)2+(y(x)—1)(x+ D+ (x+1)?| =k, keR,.

26



2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

2.3 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1 linéaires avec second
membre

Définition 2.8 On appelle équation différentielle ordinaire linéaire d’'ordre 1 avec second
membre, une équation de la forme

Y (x) = gx) y(x) + h(x), (2.10)
ot g et h sont deux fonctions continues de1 < R dans R.

Remarque 2.5 L'équation
Y'(x) =gl y(x), 2.11)

est dite équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 sans second membre.
Méthode de résolution 2.3 Pour résoudre I'équation (2.10), nous passons par deux étapes.

o Etape 1: Elle consiste a résoudre I'équation (2.11).
En effet, I'équation

¥ (%) =gx) yx),

est une équation différentielle ordinaire d'ordre 1 a variables séparées. Sa solution
générale, notée yy,, est donnée par

yr(x)=keS™,  keR.

o Etape 2 : Elle consiste a résoudre I'équation (2.10).
La méthode est de procéder par la variation de la constante, c'est-a-dire, utiliser K(x)
au lieu de k, puis le remplacer dans l'équation (2.10).
En effet, posons

y(x) =K(x) 9 = /(1) =K' (x) 59 + K (x) g (x) 57,
En remplacant y et y' dans l'équation (2.10), nous obtenons

V() =gx) yx) +h(x) = K (x)e™ +K(x) g(x) e = g(x)K(x) e + h(x),
= K'(x)=h(x) e W,
= Kx)=Hx)+c¢, ceR,

oi,, Hx) = | h(x)e ™ dx.

Ainsi, la solution générale yg de I'équation (2.10) est
Yg(X) = (H(x) +¢) Y, ceR.

Remarque 2.6 La solution la solution générale y¢ de I'équation (2.10), peut aussi s'écrire
sous la forme
Vg(x) = ceS® 4 H(x)etW, ceR,
S—— ——

yux) +  ypx)

Et, d’ou, le théoreme
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2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES D’ORDRE 1

Théoréme 2.1 La solution générale yg de I'équation
Y'(x) = g(x) y(x) + h(x),

s'obtient en ajoutant a la solution générale yj, de 'équation sans second membre
y'(x) = g(x) y(x) une solution particuliere y, de l'équation y'(x) = g(x) y(x) + h(x).
En d’autre terme
Vg(x) = yn(x) + yp(x).

Exemple 2.9 Pour tout x € R\{Z + In, | € Z}, trouver la solution générale de I'équation

2Xx (x%2+1)sin® x
yx) + —.

2.12
x2+1 CcoSs X ( )

¥ (x) =

Solution de I'exemple 2.9
Solution générale y; de I'équation (2.12) :

L'équation (2.12) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1
avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
/ 2x f dy(x) f 2x
= = d ,
Y x?+1 ya = y(x) 2

= ln|y(x)|:ln(x2+1)+c, ceR.

Donc : la solution générale de I’équation sans second membre yj, est
yr(x)=k(x*+1), keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre (méthode de la variation de la constante)
Nous avons
y(x) =K(x) (x* +1) = y'(x) =K'(x) (x* + 1) + 2xK (x).

En remplacant y et y’ dans I'équation (2.12), il découle

(x%2+1)sin® x

(2.12) => K@) ?+1)+2xK(x) = leK(x)(x2+1)+

x2 +

COS X
.3
sin® x

= fK’(x)dx:f dax.

CcosXx

Posons

t=cosx=>dt=-sinxdx.
Ainsi

i3 2_1
fK’(x)dx:fsm Ydx = K(x):ft —d1,

COS X

1
S K(x):§t2—1n|t|+cl, c eR,
1
= K(x):Ecoszx—lnlcostcl, c1 €R.

En dernier, la solution générale y; de I'équation (2.12) est : Vx € R\ {g +1In, le 7}

1
yg(x):cl(x2+1)+(x2+1) Ecoszx—lnlcosxl , c1ER.
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3. EDO D’'ORDRE 1 NON LINEAIRES PARTICULIERES

3 Quelques types des équations différentielles ordinaires
d’ordre 1 non linéaires particuliéres

Cette section a pour objective de présenter les méthodes de résolution de certaines
équations différentielles ordinaires d’ordre 1 non linéaires particuliéres.

3.1 Equations de Bernoulli

Définition 2.9 On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle ordinaire
d’ordre 1 qui peut s’écrire sous la forme

¥ (x) + g1(x) y(x) + g2(x) y*(x) =0, (2.13)

oL g1 et g» sont deux fonctions continues sur des intervalles a préciser et « est une constante
réelle différente de( et de 1.

Remarque 2.7 Poura=0 eta =1, ['équation (2.13) devient une équation différentielle or-
dinaire linéaire d’ordre 1 sans second membre.

Remarque 2.8 y(x) =0 est une solution évidente.

Méthode de résolution 2.4 L'équation de Bernoulli (2.13) peut se solutionner en la rame-
nant a la forme linéaire par la transformation

t(x) = y'%(x) quirevientat'(x) = (1 -a) y'(x) y~*(x).
En effet,

/ O
’ oo ¥ (x) y(x) Y
YT sy &0y 9=0 = “goy+ e i+ 80 50 =

> Y(X) Y %x) + g1 (x) yx) + g2 (%) =0,

)

1
> t'(x) + g1(x) £(x) + g2(x) =0,

laquelle est une équation différentielle ordinaire linéaire du premier ordre avec second
membre. Sa solution générale tg s'écrit sous la forme

te(x) = (Go(x) + )W, ceR.
En dernier, la solution générale de l'équation (2.13) est

1
Vg(x) = ‘(Gg (xX) +¢)eS1 WD ceR.

Exemple 2.10 Déterminer la solution générale de l'équation

(Y () —2x y(x)) /y(x) = x°. (2.14)
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Solution de 'exemple 2.10
Solution générale y¢ de I'équation (2.14) :

L'équation (2.14) représente une équation de Bernoulli avec o = — %, car

(Y () —2xy(0)) Vy(x) = x> = y'(x) - 2x y(x) = x3y_% (x).

1
Comme o = —5 Alors,

1+4 3 / 3 1
tX)=y " 2(x)=yz(x)=>1t(x) = 27 (%) y2 (x).
En remplacant y et y’ dans I’équation (2.14), nous obtenons
Y@ -2xy0) =y 2(x) > Y@y m-2xyx)y’x)=x,
2
= 3 t'(x) —2x t(x) = x°, (2.15)

qui est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire avec second membre. Pour
sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons

2, dt(x)
—t(x)-2xt(x)=0 > =3 | xdx,
3 t(x)
3 2
> lnlt(x)I:Ex +c¢, ceR.
Ainsi, la solution générale #;, de 'EDO linéaire sans second membre est

tx) =ke?™, keR.

. Etape 2 : EDO avec second membre (méthode de la variation de la constante)
Nous avons

1(x) =K(x) e2* = '(x) =K'(x) e2* +3xK(x) e>*.

En remplacant ¢ et ¢’ dans I'équation (2.15), nous obtenons
2
@15 = K e 1 2xK(x) e2® —2xK(x) 2™ = x3,

3
= fK’(x) dx= Efxs e 2 dx,
1 1
= K(x)= —Exz e 2 _Zmi¥ ¢, c€R.
Donc : la solution générale ¢, de I'équation (2.15) est

_ §x2 12 ].
lg(x) =ce2 —Ex _5’ c1 €R.

Comme #(x) = y% (x). Alors, la solution générale y, de I'équation (2.14) est

§x2 1 2 1 %
yg(x): cie? —Ex —5 , C1ER.
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3.2 Equations de Riccati

Définition 2.10 On appelle équation de Riccati toute équation différentielle ordinaire d'ordre
1 qui peut se mettre sous la forme

' () = g1(x0) y* (%) + g2(x) y(x) + h(x), (2.16)
oL g1, g et h sont des fonctions continues del < R dans R.

Remarque 2.9 Ce type d’équation n'admet toujours pas de solution dans le cas le plus gé-
néral. Par contre, Connaissant une solution particuliere y,(x) de I'équation de Riccati, on
peut chercher sa solution générale.

Méthode de résolution 2.5 Nous nous placons dans le cas ot l'on connait une solution
particuliére y,(x) de 'équation de Riccati.
Si on arrive a éliminer, par un changement de fonction, le terme indépendant de y (c’est-
a-dire: h(x)), nous nous ramenons a la résolution d’'une équation de Bernoulli avec o = 2.
Pour cela, posons

Y =yp(0) +2(x) = ¥ () = y,(0) + 2'(0).

En remplagant y et y' dans l'équation (2.16), nous obtenons

Y®) =810y ) +g@y@)+hx) = y,0)+2'(x)=gx) (ypx)+ 2(0)° + ga(x) x
(y1(20) + 2(x)) + h(x),
= Y0 +2'(x) = [g1(x) y{ () + g2(x) 1 (x) + h(x)]
+(281 (0 yp(x) + g2(x)) 2(x)
+81(x) 2% (%),
= Z/(0)=(281(0) ypx) + g2(x)) 2(x) + g1 (x) Z*(x),
car yy est une solution particuliére de I'équation de Riccati (2.16), i.e.;
Yp(0) = 81(%) ¥ () + g2(X) yp () + h(x).
L'équation obtenue
7 () = (2610 yp(x) + §2(x)) 2(x) + g1 (x) 2° (),

est une équation de Bernoulli avec a = 2, pour sa résolution, nous utiliserons le changement

de fonction t(x) = —.

z(x)

Remarque 2.10 Pour la résolution de l'équation de Riccati (2.16), il suffit de poser

(x) = ()+L=> "(x) = '()—M
y(x)=yplx prom Yy @) =y,lx 200

En remplacant y et y' dans I'équation de Riccati (2.16), nous obtenons une équation
différentielle ordinaire linéaire d'ordre 1 de fonction inconnue t. Sa résolution donne une
solution de la forme

te(x) = ce“Y + G(x) Y, ceR.

Et donc, la solution générale de l'équation de Riccati (2.16) est

_ -1
Yg(X) = yp(x) + (ceG(x) +G(x) eG(x)) , CeR.
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Exemple 2.11 Trouver la solution générale de l'équation
y'(x) =2x % (x) = x y(x) — x. (2.17)

Solution de 'exemple 2.11
Solution générale yg de I'équation (2.17) :

L'équation (2.17) représente une équation de Riccati. Nous remarquons que y,(x) =1
est une solution particuliere.
En effet,

(yp(x) est une solution particuliere) = ( Yp(0) —2x yi(x) +xXyp(x)+x= 0) .

Nous avons
Yp(x)=1=y,(x) =0,
Ainsi,
y;,(x)—ny,,(x)2+xyp(x) +x = 0-2x+Xx+x,
= 0.

Donc: y,(x) =1 définie bien une solution particuliére de I’équation (2.17).
Posons

=14 oo tW
Y=o TV YT T ey

En remplagant y et y' dans I’équation (2.17), nous obtenons

y'(x):2xy2(x)—xy(x)—x > - r'x) =2x (1+L)2+x(l+i)—x
t2(x) £(x) t(x) ’

= —t'(x)=2x+3x1(x), (2.18)
qui est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec second membre. Pour

sa résolution, nous passons par deux étapes.
e Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
dt
- (x)=3xtx) = f (x) :—3fxdx,
3

t(x)
= Inl|t(x)|= —Exz +c¢, ceR.
Ainsi, la solution générale de 'EDO linéaire sans second membre £, est
) =ke 2", keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre (méthode de la variation de la constante)
Nous avons

1) =K e = () =K (x)e " —3xK(x) e 2~
En remplacant ¢ et t' dans 1'équation (2.18), il vient
! ’ _352 _342 342
—trx)=3xtx)+2x = -K(x)e 2* +3xK(x)e 2" =3xK(x)e 2" +2x,

= fK'(x) d)c:—zfxe%x2 dax,

2 3,2
> K(x):—ge2 +c, creR.
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Donc : la solution générale ¢, de I'équation (2.18) est

wiln

tg(x)=cre 27 — c1 €R.

1
Comme y(x) =1+ Pk Alors, la solution générale yg de I’équation (2.17) est

2\7! 2
yg(x):1+(cle_%x2—§) , ClER et cle_%xz—g;fo.

*
3.3 Equations de Clairaut
Définition 2.11 Toute équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme
y@=xy@+g(yw), (2.19)

out g est une fonction a valeur dans R continue et dérivable surl < R, est dite équation de
Clairaut.

Méthode de résolution 2.6 Pour résoudre l'équation de Clairaut (2.19), nous utiliserons le
changement de fonction

¥ (x) = £(x).

Ainsi, Uéquation de Clairaut (2.19) devient
y@) =xy' (%) +g(y'(x) = y(x) = x t(x) + g(¢(x)).
Dérivons cette derniere équation par rapport a x, il vient

yx) =xt(x)+g(t(x) = Y(x)=t0x)+xt'(x)+1'(x) g (t(x),
= (X)) =tx)+xt'(x)+1'x)g (1(x),
= (%) (x+g'(t(x)) =0,

ainsi, on distingue deux cas :
o Premier cas: Si t'(x) =0, nous obtenons une solution générale y, de la forme

yg(x)=cx+g(c), ceR,

cart'(x)=0=t(x)=c, ceR.
o Deuxieéme cas: Si g'(t(x)) + x =0 et si la fonction g’ est une fonction inversible, nous
obtenons une solution singuliere y; de la forme

y=x(g)" 0 +g((&) " ),

-1

carg'(t(x)+x=0=>t(x)=(g')" (-x).

Remarque 2.11 La solution générale yg de I'équation de Clairaut est représentée par une
famille de droite.
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Exemple 2.12 Résoudre I'équation suivante

2

Y@ =xy @)+ (¥ (x) (2.20)

Solution de 'exemple 2.12
Solutions de I'équation (2.20) :

L'équation (2.20) est une équation de Clairaut. Pour sa résolution, posons #(x) = y'(x).
Ainsi,
YW =xy @+ 0) = yx=xtx)+ 2w,
= Y@ =tx)+xr'(x)+2tx) ' (x),
=> '(x)(x+2(x)=0.

Deux cas peuvent se présenter
 Premier cas: Si t/(x) =0. Alors, ¢(x) =¢, ceR.
Donc : la solution générale yg de I’équation de Clairaut (2.20) est

ygx)=cx+ c, ceR

. . X
e Deuxiéme cas: Six+2t(x)=0.Alors, t(x)=——.

Donc : la solution singuliere y; de I'’équation de Clairaut (2.20) est

()= -~
Ysx) ==
*
3.4 Equations de Lagrange
Définition 2.12 Toute équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme
yx)=xh(y'(0)+g(y ), (2.21)

ou h et g sont des fonctions continues et dérivables sur un intervalle1 C R, est dite équation
de Lagrange.

Méthode de résolution 2.7 Pour résoudre l'équation de Lagrange (2.21), il suffit de poser
le changement de variable u = y'(x) avec u une nouvelle variable et x et y sont des fonctions
dépendant de la variable u, i.e.;

y@) =xh(y'(0)+g(y ()= yxw) =xw) h(w) + g(w).

Dérivons cette derniere équation par rapport a u

d
y(x(w) = x(u) h(u) + g(u) = % =x'(u) h(w) + x(u) h' (u) + g'(w).
Or,
dy(x(w)  dyx(w) dx(u)
du - dx du ’
= ux'(u.
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Donc

W =xXWhw)+xwh Ww+g'w = ux'(w=x"(whw+x@w)h'(w+g W,

= (u—hw) x'(w) = h'(u) x(u) + g’ ().

Ainsi, deux cas peuvent se présenter

e Premier cas: Si u— h(u) =0. Alors, nous obtenons la solution singuliere y, de l'équa-

tion de Clairaut )

g'(u)
h'(u)

ys(u) =— h(u) + g(w),

u-hw=0 = hwxw+gw=0,

g ()

W ()

e Deuxiéme cas: Si u— h(u) #0. Alors, nous obtenons une équation différentielle ordi-
naire d'ordre 1 de fonction inconnue x et de variable u

R (1) g'(w
u—h(u x(u) + u—h(u’

Comme la solution générale de 'EDO linéaire est

= x(u=-

x'(u) =

Xg(u) =xp(u) +xp(u), ceR,
alors, la solution générale yg de I'équation de Lagrange (2.21) est
V() = (xp(w) + xp (W) h(w) + g(w), ceR.
Exemple 2.13 Soit I'équation
y(x)=2xy (x) +Iny (x). (2.22)
Déterminer sa solution générale.

Solution de 'exemple 2.13
Résolution de l'équation (2.22) :

Léquation (2.22) représente une équation de Lagrange. Pour sa résolution, posons
¥ (x) = u.
Ainsi,

yx)=2xy' (x)+Iny'(x) = yxw)=2xu) u+lnu,
= ux’(x):2ux'(u)+2x(u)+i,
= —ux'(x):ZX(u)-Fé»

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de fonction inconnue x et
de variable u (car pour tout x, y'(x) > 0). Elle peut, aussi, s’écrire comme

, 2 1
X (u):——x(u)——z. (2.23)
u u

Pour la résolution de I’équation (2.23), nous passons par deux étapes.
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o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons
;2 dx du

X=——Xx > —=-2
u X u

=> In|lx(w)|=-2Inlul+c, ceR.
Ainsi, la solution générale de 'EDO linéaire sans second membre (2.23) est

xp(w)=ku?, keR.

. Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)
Nous avons

xw)=Kwu?= x'(w) =K () u?-2Kw) u3.

En remplacant x et x’ dans I’équation (2.23), nous obtenons

' 2 1 Teo -2 3_ 2 1
xW=-—=x()-— = K@u"-2Kwu "=-—K@u " -—,
u u u u
=> fK'(u)du:—fdu,
= Kuw=-u+c;, ceR.
Donc : La solution générale xg de I’équation (2.23) est
2_ -1

Xg(wy)=cru “—u -, ceR.

En dernier, comme y(u) = 2x(u)u + Inu. Alors, la solution générale y, de I'équation
(2.22) devient
Ve(u) =2¢; ul+lnu-2, cieR.

4 Probleme a condition initiale
Dans cette section, nous allons montrer comment peut-on déterminer la valeur de la

constante ¢ en possédant une condition initiale. Pour cette constante vérifiant la condi-
tion initiale, la solution de 'EDO est dite solution particuliére.

4.1 Méthode directe
Soit le probleme de Cauchy

(2.24)

{y’(x) = f(xy®), xelcR,
J/(xo) Yo.

Résoudre le probléeme de Cauchy (2.24) revient a déterminer la solution générale de
I'équation différentielle y’(x) = f (x; y(x)), puis a remplacer la condition y(x) = yo dans la
solution générale a fin d’obtenir la valeur de la constante c.

Exemple 2.14 Trouver la solution particuliere de I'équation
2xy(x) -y (x) = -2x,

vérifiant y(0) =0.
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Solution de 'exemple 2.14
Solution du probleme de Cauchy :

Soit le probleme de Cauchy

2x y(x) +2x,
0. (2.25)

{ ¥ (%)
y(0)

L'équation associée au probleme (2.25) représente une équation différentielle ordi-
naire linéaire d’ordre 1 avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.

o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons

/ dy(x) f
:2 e 2
yx)=2xyx) = e xdx,

= In|y(x)| :x2+c, celRR.
Ainsi, la solution générale y;, de 'EDO linéaire sans second membre est
Yr(x) = ke®, keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)

Comme y(x) =K(x) e* . Alors, y'(x) =K'(x) ¥ +2xK(x) e* .
En remplacant y et y’ dans 'EDO linéaire avec second membre, nous obtenons

/ / x2 x? x?
yx)=2xyx)+2x = Kx)e +2xK(x)e" =2xK(x)e" +2x,
= fK’(x) dx:foe_x2 dx,

X

= Kx)=-e" 2+cl, ceR.

Ainsi, la solution générale y, de 'EDO linéaire compleéte est
2
yg(x)=cre’ -1, cieR.
Il ne reste qu’a trouver la valeur de la constante ¢;. Comme yg(x) = ¢ e —let y(0)=0,

alors, c; = 1.
Ainsi, la solution particuliere y;, du probleme (2.25) est

ypx)=e* —1.
*

4.2 Méthode analytique : Méthode des approximations successives de
Picard

Soit le probléme de Cauchy

{ ¥ (1)
¥(xo)

f(t’y(t))r tE[xo,X[,

(2.26)
Yo-
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La méthode des approximations successives de Picard est une méthode analytique
qui permet de trouver une solution "approchée" du probleme de Cauchy (2.26).
Si y(x) estla solution, elle s’écrit sous la forme

X

y(x) =y +f f(syw)adr, (2.27)

X0

car,

X
X0

X
yo=f(tywmn) = fy'(t)dt:f f(t;y®)dt,
X0

= y(x)—y(xo):f f(ym)adt,
X0

= y(x):y0+f f(sywm)ds.

X0

Laméthode des approximations successive de Picard consiste a itérer le procédé (2.27),
c’est-a-dire,

— Substituer yp = y(xp) sous le signe intégrale afin d’obtenir y; (x).

— En portant la valeur trouver de y; a la place de y(f) dans I'’équation (2.27), nous

trouvons y,.
Et ainsi de suite. La formule des approximations successives de Picard est donc

¥ (xo0) = Yo,

X

Vn=1 yn(x):y0+f (6 yn-1(0) dt.

X0

Remarque 2.12 En pratique, trouver la solution du probleme de Cauchy (2.26) par la mé-

thode des approximations successives de Picard revient a
. Etape 1: Déterminer la fonction f et les conditions initiales (xy, o).

o Etape 2 : Itérer le formule

X

Vn(x) :yo+f F(t; yn1 (D) dt,

X0

den=1 jusqu'a un ordre n.
o Etape 3 : Calculer lirP ¥n(x). Le résultat obtenu, s'il existe et est bien défini repré-
n—+oo

sente la solution du probleme de Cauchy (2.26).

Exemple 2.15 Trouver par la méthode des approximations successives de Picard la solu-
tion de l'équation
¥'(x) = y(x) =0,
qui satisfait la condition initiale y(0) = 1.
Solution de 'exemple 2.15
Déterminons la solution du probleme de Cauchy par la méthode des approximations
successives de Picard :

Le probléme de Cauchy correspondant est

FHe

Ainsi,
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o Etape 1: Lafonction f et la condition initiale
Nous avons
L Y(@x)=yx) = f(xy®)=yx.
2. y0)=1= (x0=0Ayp=1).

o Etape2:Les itérations

Nous avons
X
Vnzl: yp(x) = .VO+f f(t;.)’n—l(t))dt,
X
xO
= 1+f Yn-1(D)dt.
0
Ainsi,
n=0 o yolx) = 1.
X
n=1 Doynx) = 1+f dt,
0
= 1+ux.
X
n=2 Doye(x) = 1+f 1+ 0ndt,
0
= 1+x+-x°
2
X 1
n=3 Coys(x) = 1+f (1+L‘+Et2)dt,
0
1
= l+x+-x*+-x".
2 6
P B 1 2 1 n
alordren : y,(x) = 1+x+£x Heh =
n!

o Etape 3 : Passage a la limite
ATlordre n, nous avons

1
yu(x) = 1+x+§x +o+ =X,

Ainsi,

yo = lm y,x),

n +k
lim ) %,

n—>+ook 0

+00 xk

- L

= e

Donc : 1a solution particuliere du probleme de Cauchy (2.28) est

yp(x)=e”.
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5 Exercices

Exercice 2.1 Résoudre les équations différentielles suivantes

o YW
1. cosxy(x)_lny(x).
2. 2chy(@)dx— (Vx+1+vx—1)dy(x)=0.
3 dy(x)  3x+3y(x)-1
Todx 2x+2y(x)
2x+y(x)—1
4. yV(x)= ————.
Y 4x+2y(x)+5

Solution de I'exercice 2.1
Résolution des équations différentielles ordinaires :

1.
/ y()
= . 2.29
cosxy' (x) Iny( (2.29)
L'équation (2.29) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a va-
riables séparées.
Nous avons
1 d
229 = [2YD 400 :f =,
y(x) COS X
X
1 , 1+tan >
= ~(Iny@) =In|——=|+c¢, ceR,
2 1-tan—
2
x 2
1+tan—
= Iny=|2ln —)ZC +2c| , ceR.
1-tan—
2
En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.29) est
X 2
1+tan—
Yg(x)=exp [ |2In —|ta , c1€ER.
1-tan—
2
2.
2chy(x)dx - (\/x+1+\/x—1) dy(x)=0. (2.30)

L'équation (2.30) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a va-
riables séparées.
Nous avons
dy(x) dx
2chy(x) Vx+1+vx—-1

fﬂ—lf\mﬁldx—%f\/x—ldx,

e V) 4 ey 2

(2.30)

1 1
= arctan(e’™) = e 1)2 —3- 2 +¢, ceR
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En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.30) est

ceR,

t (1( PN SN
an|—(x ——(X— C
3 3

Vg(x)=In

1 3 1 3 Ll
avec g(x+ 1)2 —g(x—l)2 +c#§+ln, leZ.

dy(®) = 3x+3y(x)-1
dx  2x+2y(x)

(2.31)

L'équation (2.31) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 laquelle peut se
ramener a une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées, vu
3 3

que |, , |= 0.
Posons #(x) = x + y(x) = t'(x) = 1+ y'(x). Ainsi, 'équation (2.31) devient
@31) = f-1=-2D1
' 2t
1-1¢
= t/(X) = ﬁy
2t(x)

= f 2t0) dt(x):fdx,
1-—1t(x)

N —Zfdt(x)—z dt(x) fd
10 -1

=> =2t(x)+2Injt(x)—-1l=x+c, ceR

Comme £(x) = x + y(x). Alors, I'intégrale générale de I’équation (2.31) est

2In|y(x)+x-1|-3x-2y(x)=c, ceR.

2x+y(x)—1

, —
Y= s

(2.32)

L'équation (2.32) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 laquelle peut se

ramener a une EDO d’ordre 1 a variables séparables, vu que =0.

4 2 ’
Posons £(x) =2x+ y(x) = t'(x) =2 + y'(x). Ainsi, I'équation (2.32) devient

fr(x)—1
2t(x) +5

f2t(x)+5 " )_fdx,

5t(x) +

> fdt( )+ 7f dt(x) fdx,
5t(x)+9

—t(x)+2—1n|5t(x)+9| x+c¢, ceR.

232) > tfx)-2

Comme £(x) =2x + y(x). Alors, I'intégrale générale de I'’équation (2.32) est

10y(x) =5x+7In|5y(x) +10x+9|=c;, c1€R.
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Exercice 2.2 Intégrer les équations différentielles suivantes

1. xy(x) Y (x) =y (x) — x/x% - y2(x).

xy(x) + y*(x) e 7@
x2 '

reon Y +2 (
3. y(x)_—JH_1 +tan

2. y(x)=

y(x)—2x)
x+1 )
4. (x-2y(x0)+3)dy+(2x+y(x)-1) dx=0.

Solution de I'exercice 2.2
Intégration des équations différentielles ordinaires

1.
xy(x) ¥ (x) = y*(x) — x\/ X2 = y2(x). (2.33)
L'équation (2.33) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homo-
gene. Pour sa résolution, posons
y(x) =xt(x) = y'(x) = t(x) + x ' (x).
Ainsi,
2
(233) = y()= yx) X - (y(x)) ,
X y(x) X
1
> tx)+xt'(x)=tx) - —\/ 1-£2(x),
t
= () —dt(x)= f —
V1-12(x)
= V1-12(x)=In|x|+¢c, ceRavecc=-In|x|,
1

=> t(x)= |1 —(In|x| + c)2|2 , ceRavecc=-In|x|.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.33) est
1
yg(x)=x|1—(nlx|+0)*|?, ceRavecc=—In]xl.
2.

xy(0) + Y2 (x) e T
x? '

¥ (x) = (2.34)

Léquation (2.34) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homo-
gene. Pour sa résolution, posons

y(x) =xt(x) = y'(x) = t(x) + x ' (x).
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Ainsi,

yz(x) __x
+==—e Y

(234) = y'(x

= 1) +xt'(0) = Hx) + 2(x) e 7,

:f ! eﬁdt(x)—f@
2(x) ) x’

1
= —e™@=In|x|+c¢, ceR,

1
= ——=In|-In|x|—-c¢|, ceR.

t(x)

En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.34) est

Yg(x)=x(In|-1n|x| - cl)_l, ceRavec In|-In|x| - c| #0.
> (x) +2 (x) -2
+ —
y'(x) = yx +tan(u). (2.35)
x+1 x+1
01 -2 1 ) g . . .
Comme 1 0 ‘ #Z0 et 1 0 ‘ # 0. Alors, I’équation (2.35) représente une équa-

tion différentielle ordinaire d’ordre 1 homogene.
Posons x=u+a et y(x) = v(u) +p, ot («a, f) vérifiant le systeme

{ p+2

a+1

0,
0.

(2.36)

La résolution du systeme (2.36) donne (a, ) = (—1, —2). Ainsi, réalisons le change-
ment x=u—1 et y(x) = v(u) — 2 dans I'équation (2.35), nous obtenons

v (u) = % +tan (% - 2) ) (2.37)

Dans I’équation homogene obtenue (2.37), posons v(u) = ut(u), d’ou il vient
v (u) = t(u) + ut'(u). Nous aurons, ainsi,

(2.37) t(w) + ut' (u) = t(u) + tan(t(u) — 2),
f dt(u) B @
tan(t(u)—-2) J u’

=
=
= In|sin(t(w)-2)|=In|ul+c, ceR,
= t(uw)=arcsin(ku)+2, keR.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.35) est

Vg(x)=(x+1)(arcsin(k (x+1)) +2) -2, keR.
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(x—2y(x)+3)dy+(2x+y(x)—1) dx=0. (2.38)
L'équation (2.38) peut s’écrire sous la forme

, _—2x—y(x)+1
Y= x—-2y(x)+3 "

1
tielle ordinaire d’ordre 1 homogene.

Comme

-1
9 ‘ # 0. Alors, ’équation (2.38) représente une équation différen-

Posons x = u+a et y(x) = v(u) +f, ou (a, f) vérifiant le systeme

—2a-Pp+1 = 0,
{ a—2p+3 0. (2.39)

17
La résolution du systeme (2.39) donne (o, ) = (—g, E) Ainsi, réalisons le change-
1 7
ment x = u — = et y(x)=v(u) + = dans I’équation (2.38), nous obtenons

_ v _

I _ u
v(u)= ——ZM T (2.40)
u

Dans I’équation homogene obtenue (2.40), posons v(u) = ut(u), d’ou il vient
v (u) = t(u) + ut'(u). Nous aurons, ainsi,

(2.40) = tw)+ t’(u)—M

' W ut = w1
1 2¢(u) —
__f t(u) 1 dt= ﬂ,
2J 2w -t -1 u

-1
= |Ffw-tw-1| 2=ku, keR

En dernier, 'intégrale générale de I'équation (2.38) est

1

2 _ }

((—5y(x) 7) —(—5”’” 7)-1) :k(x+1), keR.
5x+1 5x+1 5

¢

Exercice 2.3 En utilisant les coordonnées polaires, intégrer les équations différentielles sui-
vantes

2xy(x)
x2 _ y2(x) :
2. y'(x) (x+yx)-yx) =0.

1. y(x)=
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Solution de I'exercice 2.3
Intégration des équations différentielles par l'utilisation des coordonnées polaires :

2xy(x)

¥ (x) = (2.41)

x2 _ y2 ( X) :
L'équation (2.41) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homo-
gene. Pour sa résolution, posons

x=rcos® et y=rsinb,

dx=dr cosO—rsinBd0 et dy=drsinO+rcos0db.

dr sin@+r cos0do _ 212 cos0 sinO
dr cosO—rsinf0d0  r2(cos20—sin0)’

- ﬂ:_fcosede

(2.41)

. )
r sin6
= Inr=-In|sinB|+c¢, ceR.

En dernier, 'intégrale générale de I'équation (2.41) est

k
r= E, ke R.
2.
¥ () (x+y(x) - y(x) =0. (2.42)

Léquation (2.42) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homo-
gene. Pour sa résolution, posons

x=rcosO et y=rsin0,

d’ou,
dx=dr cosO—-rsin0d0 et dy=drsin0+rcos6do.
Ainsi,
y(x)
2.42 "(x) = ,
(242) = y(x) 4 700
- drsin9+rcosed0_ 7 sin®
dr cosO—rsin0dd r(cosO+sinB)’
dr co0s(20) +sin0O cos0O
- —:—f - e,
r sin“ 0

1
= Inr=20+cotb- Elnlsinzel +c¢, ceR.
En dernier, 'intégrale générale de I'équation (2.42) est
_1
r=k (sin?0) 2 20700 feR.
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¢
Exercice 2.4 Résoudre les équations différentielles ordinaires suivantes
1. 2xy'(x) - y(x) =2x% Inx.
2. xy'(x) +5y(x) = (2x+5) **.
Solution de I’exercice 2.4
Résolution des équations différentielles ordinaires :
1. Soit, pour tout x €]0, +ool, I'’équation
2xy'(x) — y(x) =2x* Inx. (2.43)

L'équation (2.43) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire
avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
2xy'(x) — y(x)=0.
Ainsi,

dy(x) 1 dx

2xy' () -y(x)=0 => f

)

y(x) T2 X

1
= lnly(x)I:Elnx+c, ceR,

Donc : La solution générale y; de ’équation sans second membre est

yh(x)=kvVx, keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)

Nous avons Ko
Y =K@ VE= Y0 =K (1) VE+ —ma.
2Vx
En remplacant y et y’ dans I'équation (2.43), nous obtenons
, K() )
(2.43) = 2x|K'(x)vVx+—=|-Kx)vx=2x"Inx
2Vx

= fK'(x) dx:f\/}lnxdx
2 3 4 3
=> Kx)==x2lnx—=-x2+c¢;, c€R.
3 9
Comme y(x) = K(x) y/x. Alors, la solution générale y, de I'équation (2.43) est

2 4
Vg (x) :c1ﬁ+§x2 lnx—§x2, c €R.
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2. Soit, pour tout x € R*, 'équation
xy' (%) +5y(x) = 2x +5) e**. (2.44)

L'équation (2.44) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire
avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre

Nous avons
xy' (x)+5y(x)=0.
Ainsi,
dy(x) dx
xy (x)+5y(x)=0 = f =5 —,
y y e P

= In|yl|=-5In|x|+c¢, ceR.

Donc : La solution générale y;, de I'équation sans second membre est
k
(x)=—, keR.
Yh 5

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)

Nous avons
K(x) , K'(x) _K(x)
y(X) = —x5 = y (x) = x5 — _x6 .

En remplacant y et y’ dans I'équation (2.44), nous obtenons

K (x) K(x) K(x)
x4 o x° o x°

= fK'(x)dx:2fx5e2xdx+5fx4e2xdx

= Kx)=xe**+¢;, cjeR.

(2.44) = (2x+5) ¥,

K
Comme y(x) = % Alors, la solution générale y, de I'’équation (2.44) est

C1
Vg(x) = =t e**, ¢ eR.

¢

Exercice 2.5 Déterminer le type des équations différentielles ordinaires suivantes puis les
intégrer

1. 3xy'(x)— (1 +xsinx) y(x) = —y*(x) sinx.

2. 2xy'(x) y_3(x) — x* arcsin x + y_2 =0.
3. xy' (%) —yz(x) +2x+1) y(x) = x> +2x, avec y(x)=x.
4. y'(x) + y*(x) - 2sinx y(x) + sin® x — cos x = 0, avec y; (x) =sin x.
5. y(x)=xy (x) + )

y y V()

y' )

6. =xy'(0)+ ———.

y(x)=xy (x) T+ 7@

7. yx)=—xy' (x)—Iny' (x).
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8. y)—x (¥ () +m)— ()’ x) =0, meR*,

Solution de I'exercice 2.5
Intégration des équations différentielles ordinaires :

1. Soit, pour tout x € R*, I'équation
3xy'(x) — (1 + xsinx) y(x) = —y*(x) sinx. (2.45)

L'équation (2.45) représente une équation de Bernoulli avec o = 4. Pour sa résolu-
tion, posons
1) =yt = =-3y Wy ().

En remplacant y et ' dans I’équation (2.45), nous obtenons

(2.45) = 3xy'(x)y *(x)— (1 +xsinx) y 3 (x) = —sinx,
= xt'(x)+ (1 +xsinx) t(x) =sin x. (2.46)

Léquation obtenue est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec
second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
xt'(x) + (1+ xsinx) #(x) =0.

Ainsi,

/ . dt(x) dx .
xXt(xX)+(1+xsinx)t(x)=0 = f :—f——fsmxdx,
t(x) X

= In|t(x)|]=-In|x|+cosx+c, ceR.

Donc : La solution générale f; de 'équation sans second membre associée a
I’équation (2.46) est

COS X

th(x) = , keR.
X
o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)
Nous avons
K(x) eC0s X ) K (x) eCosx K(x) sin x e°s* K(x) £C0s X
(X)=z=——=>t(x)= — - 5 .
x x x

En remplacant ¢ et t' dans I’équation (2.46), nous obtenons

K X eCOSJC
(2.46) = K'(x)e“S* —K(x) sinxes* — %
. K(x) eCOSX .
+(1+xsinx) —— =sinx,
X

= fK’(x)dx:fsinxe_Cosxdx

= Kx)=e ““*+¢;, c€R.
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K(x) e“%* C e
Comme (x) = —————. Alors, la solution générale ¢, de I'équation (2.46) est
X

COS X

lg(x) = +—, c€eR.
X

En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.45) est

/ X
_ 3/ __,—Ccosx
yg(x) = 130 ocos®” cieR avec c;#-e .

2. Soit, pour tout x € [-1, 0[U]O0, 1], 'équation

2x y' (x) y_?’ (x)— x? arcsin x + y'2 (x)=0. (2.47)

Léquation (2.47) peut s’écrire sous la forme

2xy'(x) - x* arcsin x y3(x) +y(x) =0,

laquelle représente une équation de Bernoulli avec a = 3. Pour sa résolution, posons

tx) =y 2(x) = '(x) =2y (0) y 3 ().

En remplacant y et y’ dans I’équation (2.47), nous obtenons

—xt'(x) — x* arcsin x + £(x) = 0. (2.48)

L'équation obtenue (2.48) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre

1 avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons

—xt'(x)+ t(x)=0. (2.49)

Ainsi,

dt(x) dx
249 = f =] —,
t X

= Inltx)|=In|x|+¢c, ceR.
Donc : la solution générale #;, de I’équation (2.49) est

th(x)=kx, keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante)

Nous avons
tx)=Kx)x=t'(x) =K' (x) x + K(x).

En remplacant ¢ et t' dans 1'équation (2.48), nous obtenons

(2.48) > —K'(x)xz—K(x)x—x2 arcsinx +K(x) x=0,

= fK'(x) dx:—farcsinxdx
= K(x)=-xarcsinx—V1-x2+c¢;, ci€R.

Comme £(x) =K(x) x. Alors, la solution générale 7z de I'équation (2.48) est

tg(x) =C1X— x? arcsin x — xV1-x2, ¢ €R.

49



5. EXERCICES

En dernier, la solution générale de I'équation (2.47) est

N

yg(x):(clx—xzarcsinx—x\/l—xz) , c€ER avec c¢j#xarcsinx+V1-x2.

3. Soit, pour tout x € R*, 'équation
Xy (0) -y () +@x+1) y(x) =x*+2x, avec y,(x)=x. (2.50)
L'équation (2.50) est une équation de Riccati.
( ¥p(x) = x est une solution particuliere de I'équation (2.50))

= (xy;,(x) - yf,(x) +2x+1) yplx) = X2+ Zx).
Nous avons
Yp()=x=y,(x) =1,

ainsi,

x—x2+(2x+ Dx,

Xy, () — ylzg(x) +(2x+1) yp(x)

X2 +2x.

D’oui: yp(x) = x définie bien une solution particuliere de I’équation de Riccati (2.50).

1
Posons le changement de fonction y(x) = y,(x) + o Il découle,
X

(x)—x+L: "x)=1- ')
Y= £(x) Y= 2(x)

En remplacant y et ' dans I’équation (2.50), nous obtenons
—xt'(x)+ t(x)—1=0,

laquelle représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec se-
cond membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

« Etape 1 : EDO sans second membre
Nous avons
—xt'(x)+t(x)=0.

Ainsi,

X () +10)=0 = fdt(x): ax
t(x) X

= In|t(x)|=In|x|+¢c, ceR.

)

Donc: la solution générale f;, de 'EDO linéaire sans second membre est
th(x)=kx, keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre
Nous avons
r(x) =Kx) x = t'(x) =K' (x) x + K(x).
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En remplacant ¢ et t' dans 'EDO linéaire avec second membre, nous trouvons
—xt/')+1x)-1=0 > -K@x*+Kx)x+Kx)x-1=0,

= fK'(x)dx:— d—f,
X

1
=> KXx)=—+c¢, c€eR.
X

Donc : la solution générale ¢ de 'EDO lin€aire avec second membre est
tg(x) =c1x+1, ceR.

Par suite, la solution générale y; de I'équation (2.50) est

1
X)=x+ , R avec cjx+1#0.
Vg(X) cxtl 1 1 #

4. Soit, pour tout x, 'équation
y'(x) + y2 (x) =2sinx y(x) + sin® x —cosx = 0, avec yp(x)=sinux. (2.51)

L'équation (2.51) est une de Riccati.

( Vp(x) =sinx est une solution particuliere de I'équation (2.51))

> (y;j(x)+y’27(x)—Zsinxyp(x)+sin2x—cosx: 0).

Nous avons
Yp(x) =sinx = y;, (x) = cos x,
ainsi,
y;?(x) + y’%(x) —2sinx y,(x) + sin?x—cosx = cosx+sin®x—2sin®x+sinx—cosx,

= 0.
D’ou: y,(x) =sinx est une solution particuliere de I'équation de Riccati (2.51).
1
Posons le changement de fonction y(x) = y,(x) + o Il découle,

!/

2(x)

En remplacant y et ' dans I’équation (2.51), nous obtenons

1
y(x) :sinx+ﬁ = y'(x) =cosx—

t'(x)—1=0, (2.52)

laquelle représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables sépa-
rées. Ainsi,

(2.52) > fdt(x) = f dx,
= t(x)=x+c, ceR.
Donc : la solution générale ¢, de I’équation (2.52) est
h(x)=x+c¢, ceR.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.51) est

1
yg(x):sinx+—, ceR et x+c#O.
xX+c
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5. Soit, pour tout x € R*, 'équation

y(x) =xy'(x)+ (2.53)

1
y'(x)
Léquation (2.53) représente une équation de Clairaut. Pour sa résolution, posons
t(x) = y'(x). Ainsi,

1
(2.53) = yx)=xtlx)+ %,

t'(x)

/ _ / _ M
= y@)=tx)+xt(x) 2’

/ 1 _
= f'(x) (x— tz(x)) =0.

Nous distinguons deux cas

e Premier cas: Si t'(x) =0. Alors, t(x) =c, ceR.
Ainsi, la solution générale y, de I'équation (2.53) est

1
Ve(x)=cx+—, ceR".
c

VX

1
¢ Deuxieme cas:Six— ——=0.Alors, t(x)=—, x>0.
- 12 (x)

X
Ainsi, la solution singuliere y; de 'équation (2.53) est

ys(x)=2vx, x>0.

6. Soit, pour tout x € R*, ’équation

Y (x)

. 2.54
1+y'(x) (2.54)

yx) =xy'(x)+

L'équation (2.54) représente une équation de Clairaut. Pour sa résolution, posons
t(x) = y'(x). Ainsi,

t(x)
1+ t(x)

(2.54) = yx)=xt(x)+

)

() (1+t(x) — 1/ (%) t(x)
1+ t(x))?

= Y@=tx)+xt'(x)+

)

1
= t'x)|x+ ——|=0.
(1+t(0)
Nous distinguons deux cas
e Premier cas: Si t'(x) =0. Alors, #(x) =¢, ce R.
Ainsi, la solution générale y, de I'équation (2.54) est

Cc
=cx+——, ceR-{-1}.
Vg(x)=cx Tio € {-1}

V—X+X

1
e Deuxieme cas: Si x+ — = 0. Alors, t(x) =———, x<0.
- (1+1x) X
Ainsi, la solution singuliere y; de 'équation (2.54) est

Ys(x)=1-x-2vy/-x, x<0.
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7 . Soit, pour tout x € R*, 'équation
y(x)=—xy' (x)—Iny'(x). (2.55)

L'équation (2.55) représente une équation de Lagrange. Pour sa résolution, posons
¥/ (x) = u. Ainsi,

(2.55) = yxw)=-x(w)u—-Inu,
= x’(u)y’(x):—ux'(u)—x(u)—%,

1
= 2ux'(w)=-xu)—-—,
u

laquelle représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire avec se-
cond membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre

Nous avons

2ux’ (u) = —x(w).
Ainsi,

dx(u)_ 1 fdu

x(u) 2 u

2ux'(u)=-x(u) = f :
1
= In|x(w)|= —Elnu+ ¢, ceR.
Donc : la solution générale x; de I'EDO linéaire sans second membre est

xp(u) = ku_%, keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre
Nous avons

[\S][O4

x(w)=Kw)u? = x'(u) =K' () u"? - %K(u) ul
En remplacant x et x’ dans 'EDO linéaire, nous obtenons
2ux (1) = —x(u) - i = fK'(u)du = —%f u? du,
=> Ku)= u_% +c;, cleR.
Ainsi, la solution générale xg de 'EDO linéaire est

Xg(x)=c1 u_% + u_l, c eR.
En dernier, la solution générale y, de I'équation de Lagrange (2.55) est

yg(x)=—c1 u% +1-Inu, ceR.

8. Soit, pour tout x € R*, 'équation

Y@ -x (Y@ +m)-(¥) x)=0, meR*. (2.56)
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L'équation (2.56) représente une équation de Lagrange. Pour sa résolution, posons
¥/ (x) = u. Ainsi,

(2.56) = yxw)—xw) (u+m)-u*=0,
= xX'(wy'(x)— (u+m)x' () — x(u) - 2u=0,
=> mx'(u)+x(w)+2u=0, (2.57)

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire avec second membre.
Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
mx' (w) +x(u) =0, (2.58)
ainsi,
d 1
(2.58) > f x(u):——fdu,
x(u) m
1
=> In|x(w)|=——u+c, ceR.
m

Donc : la solution générale xj;, de I'équation (2.58) est
_1
xp(w)=ke m", keR.

o Etape 2 : EDO avec second membre
Nous avons

1
x(w) =K(w) e™m" = x'(u) =K'(w) e" " ~ — K@) e ml,

En remplacant x et x’ dans I’équation (2.57), il découle
! 2 lu
(2.57) = K(u)du:—a uemn”du,
1 1
= Kw=-2uen“+2men"+c;, c;€R.

D’ou, la solution générale xg de I'équation (2.57) est
xg(u)=cy e ml— 2u+2m, cj€ER.
En dernier, la solution générale y, de I'équation de Lagrange (2.56)est
-Lu 2 2
yeg)=ci(u+m)e m" —u"+2m=, ceR.
¢

Exercice 2.6 Trouver les solutions particuliéres des équations différentielles ordinaires sui-
vantes vérifiant les conditions données

1
]. . ! _t = ’ O :0'
¥y (x) —tanx y(x) P avec y(0)

2. xy(x)+y(x)—e *=0, avec y=b pour x=a.
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Solution de I'exercice 2.6
Solutions particulieres des équations différentielles ordinaires :

1. Soit, pour tout xe R— {3 —In, [€Z},I'équation
1
y'(x)-tanxy(x)=——, avec y(0)=0. (2.59)
COSX

Léquation (2.59) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1
avec second membre et une condition initiale. Pour sa résolution, nous passons par
trois étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
¥ (x) —tanx y(x) =0, (2.60)

ainsi,

(2.60) =

dy(x) _f s1nxdx’

y(x) J cosx
= In|y(x)|=—In|cosx|+¢c, ceR.

Donc : la solution générale y;, de I'équation (2.60) est
k
Yh(x)=——, keR.
cos X

o Etape 2 : EDO avec second membre

Nous avons

K(x) , K'(x) tan x
=>vy(x)= +K(x)
CcoSX

y(x)=—— .
COoSX COSX

En remplacant y et y’ dans I’équation (2.59), il s’en suit
259 = f K'(x)dx = f dx,
= KX)=x+c, ceR.

Ainsi, la solution générale y, de I'équation (2.59) est

C1 X
+ , crER.
COSX COSX

Vg(x) =

o Etape 3 : Condition initiale

Comme y(0) =0 et yg(x) = 5= + =,
En dernier, la solution particuliere y, de I’équation (2.59) avec la condition initiale
est

c1 € R. Alors, ¢ =0.

Yo = cosx’

2. Soit, pour tout x € R*, 'équation
xy’(x) + y(x) - e *=0, avec y=b pour x=a. (2.61)

L'équation (2.61) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1
avec second membre et une condition initiale. Pour sa résolution, nous passons par
trois étapes.
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o Etape 1:EDO sans second membre

Nous avons
xy'(x)+y(x) =0,
ainsi,
(262) f dy(X) = @)
y(x) X

= In|ly(x)|=—In|x|+¢, ceR.

Donc : la solution générale y;, de I'équation (2.62) est
k
=—, keR.
Yr(x) <

o Etape 2 : EDO avec second membre
Nous avons
K(x)

_ /
y(x) = o =y (x)

K@K
Y x2

En remplacant y et y’ dans I’équation (2.61), nous obtenons
2.61) = fK'(x) dx= f e*dx,
= Kx)=e‘+c¢, c€eR.
Ainsi, la solution générale y, de I'équation (2.61) est

W= emr
X)=—+—, c€eR.
yg X X

o Etape 3 : Condition initiale

e

Comme y(a)=bet yg(x) =< + <,

c1 € R. Alors, ¢; =ab— e“.

(2.62)

En dernier, la solution particuliere y, de I’équation (2.61) avec la condition initiale

est
e’ +ab— e
Yp(X) = ———.

Exercice 2.7 Soit l'équation différentielle :

x'(0) = t(x() +1),

(2.63)

avec x(0) = —1. En utilisant la méthode des approximations successives de Picard, détermi-

ner la solution de l'équation (2.63).

Solution de I'exercice 2.7

Déterminons la solution du probleme de Cauchy par la méthode des approximations

successives de Picard :

Le probléme de Cauchy correspondant est

{x’(t) = t(x()+1),
y0) = -1.

Ainsi,

(2.64)
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o Etape 1: Lafonction f et la condition initiale
Nous avons

L X' (O =t(x(0)+1)= f(5x(0) = £(x(2) +1).
2. x(0)=—1=(tp=0Axp=-1).

o Etape 2:Les itérations

Nous avons
t
Vn=1: x,(t) = x0+f f(s xn-1(8)) ds,
To
t
= —1+f s(xp-1(s) +1)ds,
0
12 ¢
= —1+—+f $Xp_1(8)ds.
21 Jo
Ainsi,
n=0 oxp(t) = —1.
12 t
n=1 cox() = —1+§+f sxo(s)ds,
tz' 9,
= —1+——f sds,
2! 0
= -1.
12 t
n=2 X)) = —1+§+f sxi1(s)ds,
té 0,
= —1+——f sds,
2! 0
= -1.
alordren : x,(t) = -1.

o Etape 3 : Passage a la limite
Comme la suite {x,} est stationnaire. Alors, la solution particuliére x;,, du probleme
de Cauchy (2.64) est

xp(H) =—1.
¢
6 Problemes et applications
Probléme 2.1 Soit l'équation différentielle ordinaire
F)y' () +g) y(x) = h(x), (2.65)

oit g et h sont des fonctions continues sur des intervalles de R et désignons par1 c R un
intervalle sur lequel f(x) ne posséde pas de racine surl.

Soit yy, une intégrale particuliére non dégénérée de I'équation sans second membre as-
sociée a lI'équation (2.65) surl, et soit y, une intégrale particuliére non dégénérée de l'équa-
tion (2.65) surl.
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1. Montrer que la solution générale yg de I'équation (2.65) surl est donnée par
Vg(X) = yp(x) + yp(x).

2. Soit l'équation différentielle ordinaire

’(x)—l (x)——M (2.66)
y xy B X )

(@) Quel est le type de l'équation différentielle ordinaire (2.66) ?
(b) Vérifier que la fonction x — e~ est une solution particuliere de (2.66).

(c) Donner, alors, la solution générale de l'équation différentielle (2.66).

Solution du probléme 2.1

1. Montrer que la solution générale yg de I'équation (2.65) surl est donnée par :

Vg(X) = yp(x) + yp(x).

( Vg estune solution générale de I'équation (2.65)) < ( fx) yé (x)+g(x) yg(x) = h(x)).

Nous avons
Yg() = yr(x) + yp(x) = Y () = y},(x) + y,, (0.
Ainsi,
FO Y0+ g0 g0 = FO) (V00 + 7))+ g0 (yn0) + yp (),
= [0 y,(x) + &) yn(x) + (%) y,(x0) + g(x) yp (),
= h(x),
car

e yp est une solution particuliére de I’équation sans second membre associée a
I’équation (2.65), alors,
F(x)y,(x) + g(x) yn(x) =0.

 yp estune solution particuliere de I'équation (2.65), alors,
)y, (0 + g(x) yp(x) = h(x).

Donc: yg(x) = yp(x) + y»(x) définie bien la solution générale de I’équation (2.65).

2. Soit I'’équation différentielle ordinaire

(@) Type de l'équation différentielle ordinaire (2.66) :

L'équation (2.66) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordrel
avec second membre.
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(b) Vérifions que la fonction x — e~ est une solution particuliere de (2.66) :

¥p(x) = e~ est une solution particuliére de I'équation (2.66))

, 1 (x+De™
< (y,,(x)—; Vp(X) = =—7—|.

Nous avons

) =e = y,x)=-e"

Ainsi,

—e ¥ _ _e—x,
X

(x+1e*
p .

) 1
Vpx) < Vp(X)

Donc: y,(x) = e~ * est une solution particuliere de I’équation (2.66).

(c) La solution générale de l'équation différentielle (2.66) :

11 suffit de déterminer la solution générale y;, de I'’équation (2.66) sans second
membre.

Nous avons

)

fdy(x)_ dx
yx) J x
= In|y(x)|=In|x|+c¢c, ceR.

! 1 _
Y (x)—;y(x)—O

Donc : la solution générale y;, de I'équation (2.66) sans second membre est
yh(x)=kx, keR.
En dernier, la solution générale y, de I'équation (2.66) est

ye(x)=kx+e™”, keR.

<4
Probléme 2.2
1. Montrer la relation suivante
Argsinh(x) =1n (x + \/ﬁ) . (2.67)
2. Soit I'équation
¥ (x) + \/% y(x)—1=0. (2.68)

(@) Donner le type de l'équation (2.68).
(b) Résoudre I'équation (2.68).
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Solution du probléeme 2.2

1. Montrons la relation (2.67) :

Posons : z = Argsinh(x), ainsi

z=Argsinh(x) <= sinh(z)=x,
el —e %
2
— ¥ -2xe°-1=0,

— =X,

pour ¢ = e®, nous obtenons un polynéme de degré 2
t*—2xt-1=0,
qui a pour solution
H=x+Vx?+1 et BH=x-Vx*+1.
Comme ¢ = €%, alors, z=1In(t). Ainsi,

z:ln(x+ \/ﬁ)

En dernier,

Argsinh(x) =In (x +V X%+ 1) .

2. SoitI’équation

¥ (x) + y(x)—1=0.

x2+1
(@) Typede l'équation (2.68) :

L'équation (2.68) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 li-

néaire avec second membre.
(b) Résolution de l'équation (2.68) :

Pour trouver la solution de I'EDO (2.68), nous passerons par deux étapes.

o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
y' (%) + y(x) =0,
x2+1
ainsi,
dy dx
2.69) => f —_ = ,
y Vx2z+1

= In|y|=—-Argsinh(x)+c¢, ceR,
= Inlyl=—In(x+Vx*+1)+¢, ceR.

Donc : la solution générale yj, de I’équation (2.69) est

k
h(x)=——, keR.
Y X+vxc+1

(2.69)
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6. PROBLEMES ET APPLICATIONS

o Etape 2 : EDO avec second membre

Nous avons
oK@ K@ K(x)
Y rvazrt x+VaxZ+1 \/x2+1(x+ x2+1)'

En remplagant y et y’ dans I’équation (2.68), nous obtenons

(2.68) > fK’(x) dx:f (x+ VvV x2+ 1) dx,

S| 1
= Kx) = x? + EArgsinh(x) - EXCh (Argsinh(x)) +¢c1, ¢ €R,

2

X 1 1
= K(x):7+51n(x+\/x2+1)+5x\/x2+1+01, c €R.

Ainsi, la solution générale y, de I'équation (2.68) est

o x2+ln(x+ x2+1)+x x2+1

X+Vxe+l 2(x+ x2+1)

yg(x) = , C1E€R.

<

Probléme 2.3 Trouver par la méthode des approximations successives de Picard la solu-
tion du systeme différentiel suivant

d
ax(t):y(t), x(0) =1,
(2.70)

d

—y(t) =—x(1), 0)=0.

p ty( )=—x(1) y(0)
Solution du probléme 2.3

Déterminons la solution du probleme de Cauchy par la méthode des approximations
successives de Picard :

Le systéeme (2.70) représente un systeme d’équations différentielles ordinaires linéaires
d’ordre 1 sans second membre avec des conditions initiales.
Pour résoudre le systeme différentiel avec des conditions initiales (2.70) par la mé-
thode des approximations successives de Picard, nous devrons passer par 3 étapes.
o Etape 1: Les fonctions f et g et les conditions initiales
Nous avons
1. X'(0)=y) = f(&; x(0), y(©) = y(0).
2. y'(1)=—x(t) = g(t; x(1), y(1)) = —x(1).
De plus,
1. x(0)=1=(to=0Axp=1).
2. y(0)=0= (/=0Ay,=0).
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o Etape 2: Les itérations

Nous avons
Vn=1: x,(1)
et
Vnz=z1l: yu()
Ainsi,
n=0
n=1
n=2
n=3

t
xo+f F (8 xn=1(8), yn-1(8)) ds,

fo

t
= 1+ [ s
0

t
Y0 +f g(8; xn-1(8), yn-1(s)) ds,

To

t
= —f Xn_1(8) ds.
0

Xo(t) = 1.
Yo(B) =

t
x1(8) = 1+f yo(s)ds,
0
t

= 1+f 0ds,
0

= 1.
t
n@ = —/0 xo(s)ds,

t
= —f ds,
0
—1.
¢
Xo(t) = 1+f yi(s)ds,
0
t
= l—f sds,
0

ye(8) = —fo x1(8)ds,

x3(t) = 1+ | y(s)ds,

y3(t) = —fo x2(8)ds,

62
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alordren : xu(t) = 1——=2+—t*+---+ (=" 2"
2! 4! 2n)!
_ i(_l)k 1 ok
k=0 (2K)!
1 3 1 5 n+l1 1
N = —t+—1— =+ (-1 ——
Q) 31" 5l U
= 2k+1)!
o Etape 3 : Passage a la limite
Nous avons
< kLo
lim x,(t) = -1 ——1t"
i, (1) I;)( G
= cos(1),
De plus,

+00 1
-1 k+1 t2k+1,
,é)( ) 2k+1D)!
= —sin(D),
= J/p(t)-

im0

En dernier, la solution particuliere (x,,, yp) du systeme (2.70) est

(xp(8), yp() = (cos(t), —sin(1)).

2n+1

)
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Chapitre 3

Equations différentielles ordinaires
d’ordre 2

Dans ce chapitre, la résolution des différents types des équations différentielles ordi-
naires d’ordre 2 sera traitée.

1 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2 a
coefficients variables

Cette section a pour but de présenter les équations différentielles ordinaires d’ordre 2
a coefficients variables ainsi que leurs différentes méthodes de résolution.

1.1 Notions préliminaires

1.1.1 Définitions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coeffi-
cients variables

Définition 3.1 Une équation différentielle ordinaire linéaire du second ordre a coefficients
variables est une équation de la forme

A(x) y"(x) +B(x) y'(x) + C(x) y(x) =H(x), 3.1

ou A, B, C et H sont des fonctions continues de1 <R dans R avec A(x) Z 0.
Les fonctions A, B et C sont appelées coefficients de 'EDO tandis que la fonction H re-
présente le second membre de I'EDO.

Remarque 3.1 L'équation (3.1) peut s’écrire sous la forme

¥ (%) + b(x) ¥ (x) + ¢(x) y(x) = h(x), (3.2)

B(x)

AG CX) = O o px) = 5D sopp des fonctions continues sur des intervalles de R.

0l b(x) = AR AX)

Remarque 3.2 La relation
¥"(x) + b(x) y'(x) + c(x) y(x) =0, (3.3)

se nomme équation différentielle ordinaire linéaire d’'ordre 2 a coefficients variables sans
second membre. Tandis que la relation (3.2) L otth(x) #0,Vx €1, est dite équation différen-
tielle ordinaire linéaire d'ordre 2 a coefficients variables avec second membre.

1. Tous les résultats présentés dans ce chapitre peuvent étre appliquer, d'une maniere appropriés, sur
I'équation (3.1).
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Exemple 3.1 L'‘équation
V') +Y )+ (¥*+1) y(x) =1,

est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables avec se-
cond membre.
1.1.2 Solutions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients

variables

L'équation (3.3) est équivalente au systeme suivant

{ z(x) ¥ (x) 3{ z(x) = y(x),
Zx) = y'(x) Z'(x) —b(x) y'(x) — c(x) y(x),

en introduisant le changement de fonction auxiliaire z(x) = y'(x).
/
Posons v:( y, ):( Y ).Alors, v’:( y, )
y z z

Ainsi,
y\_(0 1 y
( 2 )_( —c(x) —b(x) )( z ) (3.4)

ce qui montre que le systeme (3.4) admet deux solution y; = y et y» = z. Ces dernieres sont
aussi solutions de I’équation (3.3).

Donnons maintenant les définitions suivantes lesquelles portent plus de précision sur
les solutions y; et y»

Définition 3.2 On appelle un systeme fondamental de solution de l'équation (3.3) tout
couple {y1, y»} constitué de deux solutions particuliére de (3.3) telles que, pour tout x €1,
la famille des deux vecteurs de R??

( y1(x) ) ot ( y2(x) )
y1(x) V5(x) )’

soit libre dans R?.

Définition 3.3 On appelle wronskien de {y1, y»} l'application

W{yl,yz} : I - [R

y1(x)  y2(x)
Y1) y5(x)

x o Wy, (0= '

Théoréme 3.1 Un systeme {y1, y»} de solutions de I'équation (3.3) est fondamental si, et
seulement si, son wronskien est distinct de zéro pour tout x € 1.

Théoreéme 3.2 {y1, y»} étant un systeme fondamental de solutions de l'équation (3.3), alors,
la famille des solutions générales yy, de I'équation (3.3) est

Yrh(x)=c1y1(x) + 2 y2(x)

quand c, et c; parcourent R ; elle constitue un sous-espace de Uespace vectoriel €*(1, R), de
dimension 2, de base {y, y»}.

2. Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent s’étendre a I’espace C.
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Preuve. [du théoreme 3.2]
Soit yp(x) = ¢1 y1(x) + ¢2 y2(x). Alors,

VR (X) = c1 Y1 (xX) + c2 y5 (%),

et
Yp(xX) =1 y7 (2 + oy ().

Ainsi,

(1 ¥/ ) + 25 (%)) + b(x) (€1 ] (%) + €2 5 ()
+c(x) (€131(0) + €2 Y (%)),
= o (/) +b(x) y{(x) + c(x) y1(x))
+c2 (5 (X) + b(x) y5 (%) + c(x) ya(x),
= 0,

Y (x) + b(x) ¥}, (x) + ¢(x) yp(x)

vu que {y1, y»} étant un systeme fondamental de solutions de I'équation (3.3). Donc, la
famille des solutions générales y;, de I’équation (3.3) est bien

Yr(x)=c1 y1(x) + c2 y2(x).

Exemple 3.2 Pour tout x € R}, l'équation

x*y"(x) =3xy (x) +4y(x) =0,

admet comme solution générale
2 2
Yh(xX)=c1x“+cox“Inx, ¢, ceR,
vu que le systeme {y1(x), y2(x)} = {x?, x*Inx} forme un systéme fondamental.

Définition 3.4 On appelle solution particuliere d’'une équation différentielle ordinaire li-
néaire d'ordre2 a coefficients variables avec second membre de la forme (3.2) toute fonction
Vp définie surl vérifiant cette équation.

Exemple 3.3 La fonction y,(x) = x3 définie une solution particuliere de I'équation diffé-
rentielle
x*y"(x) =3xy (x) +4y(x) = x°.
Définition 3.5 On appelle solution générale y, d'une équation différentielle ordinaire li-
néaire d’ordre 2 a coefficients variables avec second membre de la forme (3.2) la famille
paramétrée a 2 parameétres de solutions yy et yp.
Autrement dit,

Ve(X)=ypn(X)+yp(x), c1,c2€R.
Exemple 3.4 Pour tout x € R}, l'équation
x%y"(x) =3xy (x) +4y(x) = x°,

admet comme solution générale

Yg(x)=c1 x>+ C X Inx+ x5, c, & ER.
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1.2 Intégration d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients variables sans second membre

Rappelons qu’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients va-
riables sans second membre s’écrit sous la forme

¥ (%) + b(x) y'(x) + c(x) y(x) =0. (3.5)

Il n’existe pas de méthode générale permettant de trouver sous forme finie la solution
générale d'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables
sans second membre. Pour cette raison, dans ce qui suit, nous présenterons de maniere,
permettons, dans certains cas de déterminer la solution générale d’'une équation diffé-
rentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables sans second membre.

1.2.1 Si on connait deux solutions particulieéres y; et y, de 'équation (3.5) linéaire-
ment indépendantes

Théoreme 3.3 Si l'on connait deux solutions particulieres de l'équation (3.5) linéairement
indépendantes, alors, la solution générale yy, de l'équation (3.5) s'écrit sous la forme

YhxX)=cay(x)+c2y2(x), c,c€R.

Preuve. [du théoréme 3.3]

Soient y; et y» deux solutions particulieres de I'’équation (3.5) linéairement indépen-
dantes.

Comme les deux solutions sont linéairement indépendantes, alors, le wronskien est
différent de zéro quelque soit x dans I. Autrement dit, le systeme {y;, y»} forme un sys-
téeme fondamental.

Donc : la solution générale y;, de I'équation (3.5) est

Y =c1y1(X)+c2y2(x), ¢, 2€R.
|
Exemple 3.5 Soit, pour tout x € R}, l'équation
x2y"(x)=3xy (x) +4 y(x) =0. (3.6)

1. Vérifier que x — x? et x — x*1In x sont deux solutions particulieres de I'équation (3.6).

2. Donner la solution générale yj, de l'équation (3.6).

Solution de I'exemple 3.5
L'équation (3.6) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second membre.

1. Vérifions que x — x* et x — x*1In x sont deux solutions particulieres de I'équation (3.6) :

Soit y; (x) = x2. y; définie bien une solution particuliere de I'équation (3.6) car

x% Y1 (%) = 3x Yy (x) + 4 31 (x)

X (2) —3x (2x) + 4 (x),
0.
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Soit y»(x) = x*In x. ¥, est une solution particuliére de 1'équation (3.6) vu que

X% Y5 (%) = 3x Y5 (x) + 4 Y (x)

x* 2Inx+3) - 3x 2xlnx+x) +4 (x*Inx),
= 0.
Donc : y1(x) = x? et y»(x) = x*In x sont deux solutions particulieres de 1'équation
(3.6).
2. Solution générale de I'équation (3.6) :

Il suffit de vérifier que, pour tout x € RY, le wronskien entre y; et y, est différent de
zéro. En effet,

x*  x%lnx

2x 2xInx+ x

= x3.

W{J’h)’z} (x)

)

Comme x € RY, alors, W{yl, 7o) (x) #0, Vx. Ainsi, la solution générale y;, de ’équation
(3.6) est
Yr(x)=c 2+ x’lnx, ¢, ceR.

1.2.2 Sion connait une solution particuliére y; de I'équation (3.5)

Théoreme 3.4 Si l'on connait une solution particuliere y, de l'équation (3.5), alors, la so-
lution générale yy, de l'équation (3.5) laquelle se rameéne a des quadrature s’écrit comme

YhxX)=canx) +cy2x), c,cER,

ol
- [bx)dx

e
Y2(x) = y1(x) f ———dx.
y1(x)
Preuve. [du théoreme 3.4]
Supposons que y;(x) #0, Vx € I est une solution particuliere de I'équation (3.5).
Cherchons les conditions que doit vérifier la fonction z pour que la fonction
x — yp(x) = y1(x) z(x) soit une solution de I’équation (3.5).

Nous avons
Yr(x) = y1(x) z(x),
donc
¥, (0) = Y1 (x0) 2(x) + y1(x) 2/ (%),
et
Yp(x) =y (1) 2(x) + 2 y1 () 2 (x0) + y1(x) 2" (%),
d’ ol

V@) + b)) y,(x0) +c(xX) yp(x)=0 <=y (x)z(x) +2y;(x) 2'(x) + y1 (x) 2" (x)
+b(x) (y1 (%) 2(x) + y1(x) 2' (%))
+c(x) y1(x) z(x) =0
= @210+ 2y, +bx) y(x)z (x)
+ (1] (0 +b(x) Y1 (x) + c(0) y1(x)) 2(x) =0,
= »x)Z"®)+(2y1(x)+bx) y1(x) 2z (x) =0,
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vu que y; est une solution particuliere de I'équation (3.5).
Pour #(x) = z(x), on obtient une équation différentielle ordinaire du premier ordre

Y1) 1'(x) + (2 Y1 (x) + b(x) y1 (%)) £(x) =0,

sa résolution donne

a1

tx) y1(x)

Y1) ' (x)=-2y1(x) = bx) y1(x) = f dx—fb(x)dx,

— |t =In|y @[ - f b(x)dx,

e—fb(x)dx
= f(x)=0c — ) € R.
y7(x)
Et donc,
e~ b(x)dx
zZ(x)=c1+ ¢ fz—dx, c1, 2 ER.
¥y (X)
D’ou,
e~/ bx)dx
Yr(x) =c1 y1(x) +c2 y1(x) fz— dx, cceR.
¥y (x)
e~ [b(X)dx
Posons y»(x) = y1(x) f T dx. y, estune solution particuliere de I’équation (3.5)
yilx
et vérifions que les deux solutions particulieres y; et y» forment un systeme fondamental.
Nous avons
e—fb(x)dx
nx)  ynkx) f ——dx
W 7 (x)
{y1, 32} (x) -/ bx)dx e—fb(x)dx !

yi(x) Yy f ¢
1 1

e—fb(x)dx.

5 dx+
¥ (%) n(x)

Ainsi, W{yl,yz} (x)#0, Vxel
Doncg, sil’on connait une solution particuliere y; de I'équation (3.5), alors, la seconde

solution particuliere est
- [b(x)dx

e
J/z(x)=J/1(x)f—

dx,
Y2 (x)

et la solution générale y;, de I'équation (3.5) est
Y =c1yi(X)+c2y2(x), ¢, 2€R,
|
Exemple 3.6 Soit, pour tout x € R}, l'équation
2

x°y"(x)-3xy (x) +4y(x) =0. (3.7)

1. Vérifier que x — x* est une solution particuliére de I'équation (3.7).

2. Donner la solution générale yy, de l'équation (3.7).
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Solution de I'exemple 3.6
L'équation (3.7) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second membre.

1. Vérifions que x — x? est une solution particuliére de 'équation (3.7) :

Soit y; (x) = x2. y; définit bien une solution particuliere de I'équation (3.7) car

X (2) —3x (2x) + 4 (x),
0.

x% Y1 (%) = 3x Y (X) + 4 31 (x)

2. Solution générale yy, de l'équation (3.7) :

Pour trouver la solution générale de l’équation (3.7), il suffit de déterminer la deuxieme

X 3
solution particuliere y,. En effet, y; (x) = x%ethb(x) = —3—2 =——, alors,
X X

e fb(x)dx
nx )f 1) X,
[

%
x° f dx,
x4

**Inx.

V2(x)

Finalement, la solution générale y;, de I'équation (3.7) est

Yr(x)=c ¥+ x’Inx, ¢, cER.

*

1.3 Intégration d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients variables avec second membre : Méthode de la va-
riation des constantes

Soit ’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables avec
second membre
¥ (x) + b(x) ¥ (x) + ¢(x) y(x) = h(x). (3.8)

La méthode de la variation des constantes permet de connaitre la solution générale y,
de I'équation complete (équation (3.8)) connaissant la solution générale yj, de 'équation
sans second membre (équation (3.5)).

Théoreme 3.5 Soit y,(x) = ¢ y1(x) + c2 y2(x), 1, ¢2 € R, la solution générale de I'équation
sans second membre (3.5). Alors, la solution générale yg de I'équation complete (3.8) s'écrit
sous la forme

Vg(x) = C1(x) y1(x) + C2(xX) y2(x),

ot les fonctions Cy et Cy sont les solutions du systeme

[
L

{ C () y1(x) + Cy(x) y2(x)

C}(x) yy(x) + Ch(x) yh(x) h(x).
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Preuve. [du théoréme 3.5]
Soit yg(x) = C1(x) y1(x) + C2(x) y2(x) la solution générale de I'équation complete (3.8).
Dérivons la solution générale y, de 'équation complete (3.8)

Yg(0) = C1(x) y1(x) + C1(x) 1 (x) + C (%) y2(x) + Ca (%) y5 ().

Choisissons les fonctions C; et C, de maniere que soit satisfaite 1'égalité
C}(20) y1(x) + Cy(x) y2(x) = 0.
Ceci étant, la dérivée premiere yﬁo, devient
Yg(0) = C1(x) y1 (1) + C2(x) y5 ().

Dérivons maintenant cette expression, nous trouvons yyg

Yg (1) = C1(x) y1 () + C1(%) y' (%) + C5 (%) y5(x) + C2(x) y5 (%)
Substituons yg, y, et yg dans I'équation (3.8)
Vgx) +b(x) yg () + ¢(x) yg (1) =h(x) <= C1(x) (] (%) + b(x) y; (x) + c(x) y1(x))

+Co (%) (15 () + b(x) y5(x) + ¢(x) y2(x)

+C](x) y1 (x) + Cy(x) ¥ () = h(x),
= Ci(x) y1(x) +C)(x) yy(x) = h(x),
vu que y; et y, sont deux solutions particulieres de I’équation sans second membre (3.5).

Ainsi, yg(x) = C1(x) y1(x) + C2(x) y2(x) est une solution générale de I'équation (3.8)
pourvu que les fonctions C; et C; satisfaisant aux équations

{ C1(x) y1(x) + C5(x) y2(x)
CL(xX) y1 (%) + C5 (%) y5 (%)

0,
h(x).

Or, le déterminant de ce systeme est le wronskien des fonctions linéairement indé-
pendantes y; et y», dong, il n’est pas nul; nous trouvons C; et C, comme fonctions de x
en résolvant le systéme précédent

Clm=w1(x) et Cyx)=yz(x).

En intégrant, nous trouvons

Cl(x):qul(x)dx+d1 et Cz(X):fWZ(X)dx+d2,

ol d; et dy sont des constantes réelles d’'intégration.

Substituant les expressions de C; et C; dans la solution générale yg, on trouve, finale-
ment, une intégrale dépendant de deux constantes réelles arbitraires d; et d», autrement
dit, la solution générale de I"’équation compléte (3.8).

n

Remarque 3.3 Sil'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables
avec second membre est écrite sous la forme

A(x) ¥ (x) +B(x) ¥ (x) + C(x) y(x) =H(x),

alors, le systeme de la variation des constantes devient

Ci(X) y1(x) +Cy(x) y2(x) = 0,
! / ! / H(x)
Cl)y(x)+Co(x) y,(x) = m
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1. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS VARIABLES

Exemple 3.7 Soit, pour tout x € R}, l'équation

¥ y"(x) +3xy (x) + y(x) =1 + x°. (3.9)

1
Trouver la solution générale de l'équation (3.9) sachant que y,(x) = — est une solution
X

particuliere de l'équation sans second membre associée a l'équation (3.9).

Solution de I'exemple 3.7
Résolution de l'équation (3.9) :

Léquation (3.9) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.

o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons

¥ y"(x) +3xy (x) + y(x) =

1
( yi(x)=— est une solution particuliere de 'équation (3. 9))

(xz ¥ (2 +3xyy(xX) + y1(x) = 0).

Comme
(x) = LS 1(x) = !
1 - « h4 - xg’
= y@)=
Alors,
Y +3xy1(x) +y1(x) = x° (—)+3x (—— + -,
x3 x2) x

1
D’oui: y;(x) = — estune solution particuliere de 'EDO sans second membre associée
X

al’équation (3.9).

B(x) 1
Comme b(x) = —— = — et y;(x) = —, alors,
(x) x X

e fb(x)dx

Y2 (x)
-3[1dx
_ lfe_dx,

X 1

x2

¥y (x) = y1(x) f

= —Inx.
X

En dernier, la solution générale y;, de 'EDO sans second membre associée a I’équa-
tion (3.9) est

1 1
Yh(x)=ci—+c2—Inx, c,c€eR.
X X
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons . )
y1(x):; = y{(x):—?,
et
1 , 1 1
yg(x):;lnx = yz(x):—?lnx+ oL
de plus,
H(x) 1+x?
h =—=—,
(x) A(x) x2

ainsi, le systeme de la variation des constantes devient

roo (2 s oo [Linx =
{ C! () 1) + Cy () y2(x) =0 C;(x) (x)+C2(x) (xlnx) =0

')V T () V! () = = 1 1 1\ 1+
G113+ G0y (0 = h(x) C\ () (—?) +CLx) (—?m“?) -
Cilx) = —1+x¥)Inx
Ci(x) = 1+ x2 ’
1 5 1 3
Cix)=—xInx+x—=x°Inx+-x"+dy,d; ER
= 3 9

1
Cg(x):x+§x3+d2, d> R

En dernier, la solution générale y. de I'équation (3.9) est
1 1 1,
yg(x):d1—+d2—lnx+1+—x , d,dyeR.
X X 9

*

2 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2 a
coefficients constants

2.1 Notions préliminaires

2.1.1 Définitions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coeffi-
cients constants

Définition 3.6 Une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre2 a coefficients constants
avec second membre est une équation de la forme

AY"(x)+By (x) +Cy(x) =H(x), (3.10)

ot A, B et C sont des constantes réelles avec A # 0 et H est une fonction continue bien définie
sur un intervallel deR.

Définition 3.7 L'équation (3.10) peut s'écrire sous la forme

' (xX)+ by (x)+cy(x) = h(x), (3.11)

B C 1
ouu b= X etc= X sont deux constantes réelles et h(x) = KH(x) est une fonction continue
bien définie sur un intervallel deR.
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Remarque 3.4 La relation
AY'(x)+By (x)+Cy(x) =0, (3.12)
ol encore,
y'(xX)+by (x)+cyx)=0, (3.13)
se nomme équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants sans

second membre.

Exemple 3.8 L'équation
y'(x) +3y'(x) —2y(x) =x e,

est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec se-
cond membre. Son EDO linéaire d'ordre 2 a coefficients constants sans second membre as-
sociée est

¥ (x) +3y'(x) - 2y(x) =0.

2.1.2 Solutions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants

Définition 3.8 La solution générale yj, de I'équation (3.12) (ou encore (3.13)) est donnée
par

Yh(X)=c1y1(x) +c2y2(x), ¢, 2€R,
oLy, et y, sontdeux solutions particulieres linéairement indépendantes de l'équation (3.12)
(ou encore (3.13)).

Exemple 3.9 L'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients variables
sans second membre
Y'(x)-4y(x) +13y(x)=0

admet comme solution générale
yr(x) = ¢1 cos(3x) € + ¢y sin(3x) €%, c1, 2 ER

Définition 3.9 La solution générale yg de I'équation (3.10) (ou encore (3.11)) est donnée
par
Vg(X) = yp(x) + yp(x),

ol yp, représente la solution générale de I'équation (3.12) (ou encore (3.13)) et y, est la so-
lution particuliere de I'équation (3.10) (ou encore (3.11)).

Exemple 3.10 La solution générale yg de l'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients variables avec second membre

yll(x) +y/(x) -2y(x)=8 sin(2x),

est
—-2x X 2 6 .
Yg(X)=cre " +cre” - E cos(2x) — 5 sin(2x), ¢, €R,

~ 2 6 : —-2x X
ou yp(x) = 5 cos(2x) — 5 sin(2x) et yp(x)=cr1e " +cxe”, ¢, 2 €R.
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

2.2 Intégration d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients constants sans second membre

Soit I'’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants sans
second membre

AY"(x)+By (x)+Cy(x) =0, (3.14)

ol A, B et C sont des constantes réelles avec A #0.

Méthode de résolution 3.1 L'équation (3.14) posséde des solutions définies sur R et l'en-
semble des fonctions y telles que (R, y) soit solution de (3.14) est un espace vectoriel de di-
mension 2, dont nous devrons trouver une base.

Soit r un nombre réel et soit y la fonction définie sur R par y(x) = e"*. Supposons que
(R, y) soit une solution de (3.14). Alors,

yx)=e™ = y@=re”’,

= yu(x) — r2 erx.

En appliquant cette solution a l'équation (3.14), nous obtenons

AY' () +BY (x)+Cy(x)=0 = Ar’e™*+Bre’*+Ce' =0,
= (Ar*+Br+C)e'*=0.

PuisqueVx € R : e #0, alors, y(x) = e"* satisfait 'équation (3.14) si et seulement si
Ar*+Br+C=0. (3.15)

Le polynome (3.15) est appelé le polynome caractéristique de l'équation (3.14).
Ainsi, pour résoudre l'équation différentielle ordinaire (3.14), nous devrons trouver les
racines du le polynéme caractéristique (3.15).
Le discriminent A est donc
A=B*-4AC,
ainsi, 3 cas peuvent se présenter
e Premiercas: Si A>0
Dans ce cas, nous obtenons deux racines réelles distinctes ry et r». Alors, la solution
yn de l'équation (3.14) est donnée par

nx

yrx)=cre +ce, ¢, ceR.

e Deuxiémecas: SiA=0
Dans ce cas, une racine réelle double r = r; = r» est obtenue. Alors, la solution yy, de
l'équation (3.14) est
ynxX)=cre*+cyxe™, ¢, ceR.
e Troisiémecas: SiA <0
Dans ce cas, nous obtenons une racine complexe conjuguée r1 =1, de la forme

—B+i\/Z

2A
—B-iVA
2A

n

a+ip

rn = a—if

oo, PeR et A=i?A avec Ae R%. Alors, la solution yy, de l'équation (3.14) est

V(%) = e (c1 cos(Px) + ¢z sin(Px)), ¢1, 2 €R.
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exemple 3.11 Soit l'équation
y"(x) —9y(x) =0. (3.16)

Trouver la solution générale yy, de I'équation (3.16).

Solution de 'exemple 3.11
Solution générale yg de I'équation (3.16) :

L'équation (3.16) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coeffi-
cients constants sans second membre. Pour sa résolution, nous construisons le polynéme
caractéristique

r’-9=0,

lequel admet deux solutions réelles distinctes r; = —3 et r» = 3. Ainsi, la solution générale
yn, de I'équation (3.16) est

yrx)=cre 3+ 3%, ¢, ceR.

*

2.3 Intégration d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients variables avec second membre
Soit I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec

second membre
Ay"(x)+By (x)+Cy(x) =H(x), (3.17)

ol A, B et C sont des constantes réelles avec A # 0 et H représente une fonction continue
bien définit sur un intervalle de R.

Pour résoudre I'équation (3.17), nous pouvons procéder par 'une des deux méthodes
suivantes.

2.3.1 Premiere méthode : Méthode de la variation des constantes

Méthode de résolution 3.2 Soit y; la solution générale de I'équation différentielle ordi-
naire sans second membre associée a l'équation (3.17). Elle est donnée par

yhxX) =@ +cy2x), c1,ceR. (3.18)

Résoudre I'équation (3.17) par la méthode de la variation des constantes revient a rem-
placer les constantes c; et ¢, dans la solution (3.18) par des fonctions C; et C, respective-
ment.

Donc : la solution générale yg de I'équation (3.17) est

Vg(x) = C1(x) y1(x) + C2(xX) y2(x),

ot les fonctions C; et C, satisfaisant le systeme

I
L

C1 () y1(x) + Cy(x) y2(x)

H
C(x) ¥/, (x) + Ch(x) V4 (%) 0
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exemple 3.12 Soit I'équation
y"(x) =9 y(x) =2€3*. (3.19)

Trouver la solution générale yq de 'équation (3.19).

Solution de I'exemple 3.12
Résolution de l'équation (3.19) :

L'équation (3.19) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 a coeffi-
cients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Léquation différentielle ordinaire sans second membre associée a I’équation (3.19)
est "' (x) —9 y(x) =0. Ainsi, d’apres I'exemple 3.11, nous avons

yh(x)=cre 3 +ce%*, ¢, ceR

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Comme yj,(x) = ¢} e 31,63, ¢, ¢ €R. Alors,
! _ -3x
= yix)=-3e "7,

= yh(x)=3e>*

e—3x

yix)=
Y2 (x) =

3x

De plus, A=1 et H(x) =23,
Ainsi, le systeme de la variation des constantes devient

Gl () +Cy(x) 2 (x) = Y { C} (x) €73 + C) (x) = 0,
CONE+C 0 = —=, C’ () 3e‘3x) +Ch(x) (3¢%%) = 2¢%,
Ci(x)e ™ +Chx) = 0
2
) —Clwe S+l = 2
1
Cl (x) — _ er’
C, (x) =
3
Ci(x) = ——e¥+d), dieR,
o BE
Co(x) = §x+d£, d) € R.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (3.19) est

Yg(x) = Ci(x) y1(c0) +Ca(x) y2(x),

1
= die ¥ +d, e + gx e, dy, dy eR.

2.3.2 Deuxieme méthode : Méthode des coefficients indéterminés

Méthode de résolution 3.3 On sait que la solution générale y¢ de I'équation (3.17) s'écrit
comme

Vg(X)=yp(X) +yp(x), c1,c2€R,
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2. EDO D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

ot yy, représente la solution générale de l'équation différentielle ordinaire linéaire d'ordre 2
a coefficients constants sans second membre associée a l'équation (3.17) et y, est la solution
particuliere de l'équation (3.17).

Lobjectif de cette méthode est de déterminer la solution particuliére y, de l'équation
(3.17). L'idée est de poser une fonction avec des coefficients a déterminer mais qui est sem-
H(x) . H(x)

oud
A A(x)

blable ou similaire a celle de dans le cas des équations différentielles or-

dinaires linéaires d’'ordre 2 a coefficients variables avec second membre). Par substitution

dans l'équation (3.17), nous déterminons les valeurs des coefficients inconnues.

. . e ; . H(x)
Remarque 3.5 Cette méthode peut étre utilisée uniquement lorsque la fonction — ou

H(x) o . . .
encore A0 est constituée de somme ou produit de fonctions polynomiale et/ou des fonc-
X

tions du type cos(ax), sin(fx), e¥*,---.

Remarque 3.6 Cette méthode peut échouer s'il y a un chevauchement entre la solution gé-
nérale yy de I'équation sans second membre et la solution particuliere y,, avec les coeffi-
cients a déterminer.

Exemple 3.13 Soit I'équation
y"(x) = 9y(x) =23, (3.20)

Trouver la solution générale yq de I'équation (3.20).

Solution de 'exemple 3.13
Solution générale yg de I'équation (3.20) :

L'équation (3.20) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 a coeffi-
cients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons

¥ (x)-9y(x)=0.

Ainsi, d’apres I'exemple 3.11, il s’en suit
yrx)=cre 3+ €%, ¢, ceR

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminés)
H(x)

3x = 2¢%* (autrement dit, le se-

Comme yp(x) = 1 et e 1,0 € R et

cond membre est identique a l'une des solutions particulieres de 'EDO sans second
membre). Alors,
¥p(x) = (ax + b) e**.

Nous avons

Yp(x)=(ax+b)e* = ¥p(X) =Bax+3b+a) e,

= yp(x)=(9ax+9b+6a)e>”.
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3. EDO D’ORDRE 2 PARTICULIERES

Ainsi, )
3x
X)==xe".
Vp(x) 3

En dernier, la solution générale y, de I'équation (3.20) est

yg(x)=c1 e 3+ + %x e3*, ¢, c€R.
*
Remarque 3.7 Le tableau ci-dessous récapitule certains cas possible que la fonction %
(ou encore II;I((;C)) ) peut étre considérer et la forme de la solution particuliére y,(x).
Forme de % (ou encore I:((;C)) Forme de y,(x)
10 a
2x2+3 ax®>+bx+c
x’+5x3 ax’ +bxS+cex®+dxt+ex® + fx>+gx+h
oAx aet*
(x%+1)e>* (ax?+bx+c)e*
cos(6x) acos(6x) + bsin(6x)
sin(13x) asin(13x) + bcos(13x)
sin(3x)e™* asin(3x)e *+ bcos(3x)e™*
x3 cos(5x)e8* (ax® +bx?+ cx+d) cos(5x)e®* + (ex® + fx* + gx+h)
x sin(5x) e®*

3 Quelques types d’équations différentielles ordinaires du
second ordre se ramenant a des équations différentielles
ordinaires du premier ordre

Lintégration de certaines équations différentielles ordinaires du second ordre peut se

ramener a celle d’équations différentielles ordinaires du premier ordre. Dans ce qui suit,
nous traiterons deux types de ce genre d’EDO.
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3. EDO D’ORDRE 2 PARTICULIERES

3.1 Type 1: Equation différentielle ordinaire ne contenant pas explici-
tement la fonction inconnue y

Définition 3.10 L'équation différentielle ordinaire du second ordre de la forme
F (% y'(0), y"(x)) =0, (3.21)

ouZF :Ix A x A, <R3 > Rest une fonction continue, x € 1 est dite la variable
ety : Ay <R — R est la fonction inconnue deux fois continument différentiable, peut se
ramener a une équation différentielle ordinaire du premier ordre du genre

F (x; 2(x), 2/ (x)) =0, (3.22)
ol z(x) = y' (x) est la solution de I'équation différentielle ordinaire du premier ordre (3.22).

Méthode de résolution 3.4 Pour résoudre I'équation (3.21), il suffit de poser z(x) = y' (x) et
Z'(x) = y"(x). Ainsi, l'équation (3.21) se transforme en une équation différentielle ordinaire
du premier ordre de la forme (3.22).

Lutilisation de l'une des méthodes présentées dans le chapitre 2 permet de résoudre
l'équation (3.22).

En dernier, l'intégration de la solution z de l'équation (3.22) donne la solution y de
l'équation (3.21).

Exemple 3.14 Intégrer I'équation suivante
Y0 + (¥ )’ =0. (3.23)

Solution de I'exemple 3.14
Intégration de l'équation (3.23) :

L'équation (3.23) est une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre 2 sans
second membre. Pour sa résolution, posons

z2(x)=y'(x) > Z(x) =y (.

Ainsi,
(3.23) © Z'(x) + z%(x) = 0.

Donc,

ZX0)+2°(x)=0 < _fdz(x) —fdx,

Z2(x)

1
o z(x)= , c1€ER avec ¢ #—x.
X+

Comme z(x) = y'(x), alors, V¢ € R avec ¢; # —x, nous avons

y(x):f ! dx.

X+

En dernier, nous obtenons

Yg(X)=In[x+c1l+c2, ou ¢, c2€R  avec ¢ #-x.
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3. EDO D’ORDRE 2 PARTICULIERES

3.2 Type 2 : Equation différentielle ordinaire ne contenant pas explici-
tement la variable indépendante x
Définition 3.11 L'équation différentielle ordinaire du second ordre indépendante de la va-

riable x e 1 =R de la forme
G(y), y' (0, y"x) =0, (3.24)

oit G : Ag x Ay x Ay S R3 — R est une fonction continue bien définie ety : Ay SR — R une
fonction deux fois continument différentiable représentant la solution de 'équation (3.24),
peut se transformer en une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme

0, (3.25)

G(y(x), 2(), 2(NZ ()

ot z(y) = y' (x) est une fonction continue sur A; < R représentant la solution de l'équation
différentielle ordinaire du premier ordre (3.25).

Méthode de résolution 3.5 Comme ['équation (3.24) ne contient pas la variable x, alors,
pour sa résolution, il suffit de poser z(y) = y'(x). Ainsi,

') =z(y) & ”(x)—i(Z( )
y =z\y y = dx yi),

oy 4z(y) dyx)
© Y= dy dx’

< Y =7z zy).

En remplacant y'(x) et y"(x) dans l'équation (3.24), nous obtenons l'équation (3.25).
Lutilisation de 'une des méthodes présentées dans le chapitre 2 permet de résoudre l'équa-
tion (3.25).

En dernier, l'intégration de la solution z(y) de I'équation (3.25) donne implicitement ou
explicitement la solution y(x) de l'équation (3.24).

Exemple 3.15 Intégrer l'équation suivante
Y®)y"(x)+y (x)=0. (3.26)

Solution de I'exemple 3.15
Intégration de l'équation (3.26) :

L'équation (3.26) représente une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre
2 sans second membre.
Il est clair que I’équation (3.26) ne dépend pas de la variable réelle x, donc, pour sa
résolution, nous posons
Yy =z(y) ey (0 =z Z Y.

En remplacent y'(x) et y”(x) par z(y) et z(y) z'(y) respectivement, I’équation (3.26)
devient
2 z2(y) Z'(y) + z(y) = 0. (3.27)

Nous remarquons que z(y) = 0 est une soliton évidente de I’équation (3.27), ce qui
implique que y¢(x) = ¢ avec ¢ € R est une solution de I'équation (3.26).
Pour z(y) #0, '’équation (3.27) devient

27 (y) +1=0,
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laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées, sa solution
générale est

1+
z(y) = ;13/, c1eR.

Comme y'(x) = z(y). Alors,

1+cy 1+c y(x)

y(x)
y(x) _f
f—l e dy(x)=| dx, c€eR,

1 dy(x)
_fdy()_ f1+cly(x) fdx ack

En dernier, I'intégrale générale de I'équation (3.26) est

z(y) = y'(x) = , C€ER,

1 1
—y) - hnll+cay@l=x+c, eR", ¢ €R.
C1 C1

4 Problemes a conditions initiales

Un probleme a conditions initiales est composé d'une équation différentielle d’ordre
2 et de deux conditions initiales (une condition sur la fonction inconnue et une autre sur
sa dérivée) comme suit

V') =f(xy@), y'(x), xel=I[xXl,
¥(Xo) = Yo,
¥ (x0) = y1,

oll f : Ix Ay x A} — R est une fonction bien définie avec /Ay x A; < R?.
Lexistence et 'unicité de la solution d’'un probléme a conditions initiales est assurée
par le théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz (théoréme 1.1).

Exemple 3.16 Résoudre le probleme a conditions initiales

y(0) =0, (3.28)

{ V') +y (x)-12y'(x) =
y'(0)=

Solution de I'exemple 3.16
Résolution du probleme (3.28) :

Le probleme (3.28) est un probleme a conditions initiales composé d'une équation
différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants sans second membre et
de deux conditions initiales.

Pour trouver la solution du probleme (3.28), il faut, d’abord, chercher la solution de
I’EDO associée au probleme (3.28).

Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est

P+r—-12=0= (r+4)(r-3) =
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Ainsi, la solution de I'EDO est

yrx)=cre ¥ +c 3, ¢, ceR.

Comme
@ =cre ™ +ce’, o, 0eR,
alors,
y,(X)=—4c e +3c6%, ¢, c€eR.
Et donc,

{ y(0)=0 - { c1+c =0,

Y (0)=1 —4c1+3¢ =1,
1
Cil=—o2,
7
= . 1
2=

En dernier, la solution y, du probléme (3.28) est

1 —4x 1 3x
X)=—=—¢e +—-e.
Vp(x) 7 7

5 Exercices

T
Exercice 3.1 Soit I'équation différentielle ordinaire définie sur R\ {0, > +in|le Z} par

cos(x) ¥ (x) + sin(x) y'(x) — cos® (x) y(x) = 0. (3.29)

Trouver la solution de l'équation (3.29) sachant qu'elle admet des intégrales particu-
lieres du type e* S,

Solution de I’exercice 3.1
Solution de l'équation (3.29) :

L'équation (3.29) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second membre.
( y(x)=e* sin(*) est une solution particuliere de 1'équation (3.29)) &

(cos(x) 7"(2) +sin(x) 7 (x) — cos® (x) 7(x) = 0).
Nous avons

o sin(x) o sin(x)

jx)=¢ = 7 (x)=acos(x)e

= 7'(x)=-asin(x)e® Sin() 4 o2 cos?(x) e* S,

En remplacant j, 7' et 7" dans 1’équation (3.29), nous obtenons

cos(x) 7' (x) +sin(x) 7 (x) = cos®* () j(x) =0 = (o —1) cos®(x) e*5"W =

= (x=z-1V(a=1).

M
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Posons y1(x) = e S et y,(x) = eS"™, y; et y, sont deux solutions particulieres de
I'équation (3.29). Il reste a montrer que les deux solutions particulieres y; et y, sont li-
néairement indépendants.

Nous avons

—sin(x) sin(x)

e
—cos(x)e”

e
W{J’l,h} (x) cos(x) esin(x)

sin(x) ’

2c082(x) £0, YR\ {o, g+ In|l e z}.

Ainsi, les deux solutions particuliéres y; et y, sont linéairement indépendants.
D’oui : la solution générale y;, de I'équation (3.29) est

Yr(x)=c e SN 4 0, oS o eR.
¢
Exercice 3.2 Soit l'équation
x* -1
W y(x)=0. (3.30)

Déterminer la solution générale de I'équation (3.30) sachant quelle admet un polynoéme
comme une solution particuliere.

Solution de I'exercice 3.2
Solution générale de I'équation (3.30) :

( y1 est une solution particuliere de I’équation (3.30)) =3

w2 w2l w0
yi () - J/ 2———= )=
! ! (x2+ 1)2

Nous remarquons que si y;(x) = a avec a € R. Alors, a = 0 laquelle est une solution
triviale.

Aussi, si y1(x) = ax+ b avec a, b € R. Alors, a = b = 0 laquelle est aussi une solution
triviale.

Posons
i =ax’*+bx+c = yj(x)=2ax+b,
= y(0)=

Ainsi, en remplacant y;, y1 et y1 dans I’équation (3.30), il découle

y(x)= x*+1.
Il reste a déterminer la deuxiéme solution particuliere y».
Nous avons y; (x) = x* + 1 et b(x) = —— X Ainsi
x=+1
—[b) 35

Y2 (X) = yl(x)f dx = ya(x)=(x +1)f( 5

+1)2 ax,

9 dx
= = +1)fx2+1

> yox)= (x? + 1) arctan(x).

En dernier, la solution générale y;, de I'équation (3.30) est

yn(x)=c1 (x* +1) +ca (x* +1) arctan(x), ¢1, c2 €R.
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i
Exercice 3.3 Déterminer, sur R\ {0, ) +In|l e Z}, la solution générale de I'équation

x*y"(x) —6xy (x) + 12 y(x) = x° tan’ x, (3.31)

sachant que y,(x) = x> est une solution particuliére de 'EDO sans second membre associée
al'équation (3.31).

Solution de I’exercice 3.3
Solution générale y; de I'équation (3.31) :

I’équation (3.31) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables avec second membre.
Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons

x*y"(x)—6xy (x) +12y(x) =0. (3.32)

(y1(x) = x3 est une solution particuliere de I'équation (3.32))
< (x% ) (x) — 6xy] (x) + 12y (x) = 0).
y1(x) = x> définie bien une solution particuliere de 'équation (3.32) car

x2(6x) — 6x(3x2) + 12x3,
0.

X%y (%) — 6xy} (x) + 12y, (x)

Comme y;(x) = x3, A(x) = x% et B(x) = —6x. Alors,
fA(X) dx
y1(x) f 2( )

d
3 et
= X dx,

%6

V2 (x)

= x4.

Ainsi, la solution générale y;, de I’équation (3.32) est
a3 4
yhx)=c1x’+c2x”, c1,2€R.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons

nx) = X o Y1 (x) = 3x%,
et

y2(0) = x* & y1(x) =4x°,
de plus,

H(x)

(A(x) = x> AH(x) = x° tan® x) (h(x) (x)

= x3 tan2 x) .
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Ainsi, le systeme de la variation des constantes devient

Ci () y1(x) +Cy(x) y2(x) =0 o | C@r+Cmxt=0
C} (%) ¥} (x) + C) () y5 (x) = h(x) Cy(x) Bx%) + Ch(x) (4x®) = x° tan® x

Ci(x)+xC(x)=0
3C (%) +4xCh(x) =x tan® x

Cj(x) =—x tan®x
< ! 2
G, (x) =tan“x

Ci(x)=—xtanx—1In|cos x|
2

X
= +?+d1, dy €R,

C(x)=tanx—x+dy, dr€eR.
Donc : la solution générale y; de I'équation (3.31) est
1
Vg(x) =dy x4+ ds x* = x%In|cos x| - EXS’ di, d> eR.

Remarque 3.8 Comme h(x) = x3 tan® x, alors, la méthode des coefficients indéterminées
ne peut pas étre utilisée.

1
Exercice 3.4 On cherche a résoudre, dans e +oo|, l'équation

@x-1)2y"(x) -2(4x-1) y'(x) +8y(x) =0. (3.33)
Trouver la solution générale de I'équation (3.33) en posant e’ =4x —1.

Solution de I’exercice 3.4
Solution générale de I'équation (3.33) :

L'équation (3.33) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second gnembre.

1 +1
Comme e’ =4x —1. Alors, x = ety(x):y(e4 )
Ainsi, posons : y(x) = z(t), il découle
el +1
z()=yx) =z)= y ek
= () = e! ,(et+1)
S 2\ )
e €[N (e
A 16 4
En substituant y, y’ et y” dans I’équation (3.33), nous obtenons
2.1 / ar pfe+1 r (e +1 e +1
Ax-1)y (x)-24x-1)y (x)+8y(x)=0 = ey 2 -2e'y 4 +8y 2 =0,
= 162"(1)-162'(t) -8z (1) +82z(t) =0,
= 27'"(0n-3Z @)+ z(n)=0, (3.34)
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laquelle est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
sans second membre.
Pour sa résolution, construisons le polyndme caractéristique associé, lequel est

2r®-3r+1=0.
Ainsi,
2r2-3r+1=0= (r—%)(r—l):o.
Donc : la solution générale z;, de I'’équation (3.34) est
zn() =1 ezl 1 crel, avec ¢, co€R.

Comme e’ =4x—1 et y(x) = z(1), alors, la solution générale y,, de I'équation (3.33) est

yhnx)=c1vdx—-1+c(4x—-1), avec c¢j,c2€R.

Exercice 3.5 Soit, pour tout m € R, l'équation
1"(x) =2y (x) + (1 + m?) y(x) = (1 + 4m?) cos(mx). (3.35)
Déterminer sa solution générale.

Solution de I'exercice 3.5
Résolution de l'équation (3.35) :

L'équation (3.35) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants avec second membre.
Pour sa résolution, nous passons par deux étapes. Cependant, deux cas peuvent se
présenter.
Premier cas: Si m =0, 'équation (3.35) devient

Y0 -2y (x0)+yx)=1. (3.36)

o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons

y'(x) -2y (x) + y(x) =0, (3.37)

son polynéme caractéristique associé est
rP=2r+l= 0,
qui peut aussi s’écrire sous la forme
(r—1*=0.

Ainsi, le polyndme caractéristique admet une racine réelle double r; =, = 1.
Donc : la solution générale y;, de I'équation (3.37) est

yrx)=cre*+cyxe*, ¢, c€R.
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o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminées)
Comme h(x) =1, alors, posons

yp¥)=a= y;(x) = y;;(x) =0.

En remplagant y,, y;, et y, dans I’équation (3.36), nous obtenons

1
p
a=1.
Donc : la solution particuliere y, de 'équation (3.36) est
yp(x)=1.
En dernier, la solution générale y, de I'équation (3.36) est

yp(X)=cre’*+coxe* +1, ¢, €R.

Deuxieme cas: Si m € R*
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
y"'(x) =2y (x) + 1+ m?) y(x) =0. (3.38)

Le polyndome caractéristique associé a I'équation (3.38) est
r?—2r+1+m?=0.

Comme le discriminant est A = (2mi)?, alors, le polyndme caractéristique admet
une racine complexe conjugué r1 =1, =1+ im.
Ainsi, la solution générale y; de I’équation (3.38) est

yn(x) = e*(c1 cos(mx) + ¢ sin(mx)), ¢, 2 €R.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminées)

Comme h(x) = (1 +4m?) cos(mx), alors, posons

Vp(x) = acos(mx) + bsin(mx) = y;,(x) = —amsin(mx) + bmcos(mx),

= yZ(x) =—am?® cos(mx) — bm? sin(mx).

En remplagant y,, y;, et y, dans I’équation (3.35), nous obtenons

Z
a=1 et b=-2m.
Donc : la solution particuliere y, de l'équation (3.35) est

¥p(x) = cos(mx) —2msin(mx).

En dernier, la solution générale y, de I'équation (3.35) est

Vp(x) = e*(c1 cos(mx) + ¢, sin(mx)) + cos(mx) —2msin(mx), ¢, 2 €R.

Exercice 3.6 Résoudre l'équation

Y (x)) . (3.39)
X

xy"(x)=y'(x) ln(
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Solution de I'exercice 3.6
Solution générale de I'équation (3.39) :

Léquation (3.39) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 non li-
néaire. Pour sa résolution, posons

Y@ =z2(x) =y (x) =2 (x).
Ainsi, en remplacant y’ et y” par z et z’ dans I'équation (3.39), nous obtenons

3.39) => xZ(x)=2z(x)In (g) ,

=> Z'(x)= ) ln(@),
x x

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 homogene, pour sa résolution,
posons
z(x)=xt(x) = Z'(x) = t(x) + x ' (x).

Donc:

z'(x):gln(?) = t(x)+xt'(x)=tx) In(t(x)),

= xt'(x)=tx) In(t(x)) - t(x),

1 1 dx
=> f dt(x):f—,
() In(t(x) -1 X
= In(In(t(x))-1)=Inlxl+¢c, ceR.

D’otui: la solution générale de 'EDO d’ordre 1 homogene est

ek1x+1

Zg(x)=x , ki eR.

Comme ' (x) = z(x) et z(x) = xeX1**1, &, € R. Alors,

yl(x):xekx+l = fdy(x):fxeklx+ldx,

1 1
= y(x):k—xek1x+1—ﬁek1x+1+kg, ki1 eR* etk €R.

1 1

En dernier, la solution générale y, de I'équation (3.39) est

1 1
y(x):k—xek1x+1——ek1x+l+k2, k'1 eR* et ]CZE[R.

2
1 Kt

Exercice 3.7 Intégrer I'équation

(V') =1+ (¥ ). (3.40)
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Solution de I'exercice 3.7
Intégration de l'équation (3.40) :

Léquation (3.40) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 non li-
néaire.

Il est clair que I’'équation (3.40) ne dépend pas de la fonction inconnue y(x), donc,
pour sa résolution, posons

y'(x) = z(x) = y"(x) = 2/ ().

De plus, I'équation (3.40) peut s’écrire sous la forme

Y =y/1+ (¥ )% (3.41)

En remplagant )’ et y’ par z et Z/, respectivement, dans 1'équation (3.41), nous trou-

vons
Z(x)=V1+22(x),

laquelle représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées. Sa
solution générale z¢ est
zg(x)=sinh(x+c¢)), c1€R.

Comme z(x) = y'(x), alors, la solution générale y, de I'équation (3.40) est

y(x)=cosh(x+c))+c2, c1,2€R.

Exercice 3.8 Déterminer l'intégrale générale de I'équation suivante
Y0y x)+y (0 =0. (3.42)

Solution de I’exercice 3.8
Solution générale de l'équation (3.42) :

L'équation (3.42) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 non li-
néaire.

Comme I’équation (3.42) ne dépend pas de la variable x, alors, pour sa résolution,
posons

yx)=z(y) =2y x) =y )7 ),
=z(» Z' (y).

Ainsi,

3.42) o yz»Z(y)+2z(y)=0,
o y*Z(y+1=0,

laquelle représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées. Sa
solution générale z, est
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Comme y'(x) = z(y). Alors,

1+cy 1+c y(x)

y(x)
y() _ f .
f 1Ty dy(x)=| dx, ceR",

1 dy(x) X
_fdy( ) — — f1+cly(x) fdx, c eR™.

En dernier, 'intégrale générale de I'équation (3.42) est

z(y) = y'(x) = , C€R",

1 1
—y(x)——21n|1+cly(x)|:x+cz, c €R*, o eR.
C1 C1

Exercice 3.9 Intégrer I'équation
V') - (Y @) +y ()’ =o. (3.43)

Solution de I'exercice 3.9
Intégration de l'équation (3.43) :

L'équation (3.43) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 non li-
néaire.
Il est clair que I’équation (3.43) ne dépend pas de la variable x, donc, pour sa résolu-
tion, posons
Y (x) =z(y) & y'(x) =207 ().

En remplacent y' et y” par z et Z/, respectivement, I’équation (3.43) devient
zZZ (Y -2 +yz () =0. (3.44)

Nous remarquons que z = 0 est une soliton évidente de 1’équation (3.44), ce qui im-
plique que y(x) = ¢ avec c € R est une solution de I’équation (3.43).
Pour z #0, I’équation (3.44) devient

Z—z+yz*=0,

laquelle est une équation de Bernoulli avec o = 2. Sa solution générale z¢ est

1
Zg(y) = m, C1 eER avec C1 #(1 - y)ey

Comme z(y) = y'(x), alors, pour tout ¢; € R avec ¢; # (1 — y)e?, nous avons

y'(x)= , CLER et c#(-ye,

_— :) _—
y—1+cre™’r y—1+ce™’V

- f(y—1+cle—y)dy(x):fdx, ci€ER et a#1-ye.

z(y) =

Ainsi, I'intégrale générale de I'équation (3.43) est

L1,
x=—ae '+t sy -y, c,eER et o #(1-y)e.
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¢

Exercice 3.10 Pour l'équation différentielle suivante, trouver la solution qui vérifie les condi-
tions indiquées
(1+x%) y"(x) - 2xy'(x) =0, (3.45)

avec y(0) =0 et y'(0) = 3.

Solution de I’exercice 3.10
Solution de I'équation (3.45) vérifiant les conditions données :

L'équation (3.45) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second membre. Les conditions associées sont des conditions
initiales.

Pour résoudre I’équation (3.45), posons

Y (@) =z(x) =y (x)=2'(x).

Ainsi,
(3.45) = (1+x%) 2'(x) — 2x z(x) =0,

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées. Sa solu-
tion générale zg est
zg(X)=ci (1+x%), ci€eR.

Comme z(x) = y'(x), alors,
Y@ =c (1+x%), ceR,

qui a pour solution générale y,

1
Ye(x)=c1 (x+ gxg) +c, c1,00€R.

Comme y(0) =0 et y'(0) = 3. Alors { ‘1= 3’ . Ainsi, la solution particuliere y, de 'EDO

=0,
(3.43) vérifiant les conditions données est

Vp(x) =3x+x°.

¢
Exercice 3.11 Déterminer, pour tout x € RY, la solution du probleme suivant
¥y (x)-Inx=0,
y()= —2, (3.46)
y'(1)=0.

Solution de I'exercice 3.11
Solution du probleme (3.46) :

Le probleme (3.46) est constitué d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
2 a coefficients constants avec second membre et des conditions initiales sur la fonction
y et sa premiére dérivée.

Pour la résolution du probleme (3.46), nous passons par trois étapes.
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o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
¥y (x)=0. (3.47)
Le polyndme caractéristique associée a 'EDO (3.47) est
r*=0.
Ainsi,
ri=r2=0.

Donc : la solution générale y;, de I'équation (3.47) est
yn(x)=c1+c2x, avec c1,c€ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)
Nous avons
y1(x)=1=y;(x)=0,
et
Y2 (X)=x= yy(x) =1.

De plus, h(x) =Inx. Ainsi, le systéme de la variation des constantes devient

{C’l(x)yl(x)+C’2(x)yz(x): 0, - {C’l(x)+C’2(x)x = 0,
Ci(x) y1(x) +C,(x) y5(x) = h(x), +C5(x) = Inx,
Cix)= —xInx,
C,(x)= Inx,
Ci(x) = —%lenx+ix2+d1,dleﬂ%,
Ci(x)= xInx—x+do, dr €R.

Ainsi, La solution générale y, de 'EDO associée au probleme (3.46) est

1 3
Vg(xX)=dy+do x + Exz Inx - sz, avec dp,dr eR.

o Etape 3 : Conditions initiales

Nous avons
1, 3 -
yg(x):d1+d2x+5x lnx—Zx, avec dp,dr €ER,
donc
yﬁg(x):d2+xlnx—x, avec dy eR.
Ainsi

3 3 3
1)=—- di+dy——=—-
y@) 1 o 1+ 1- 1
y1)=0 dr—1=0
dy=-1
dy=1 "~
En dernier, la solution du probleme de Cauchy (3.46) est

1, 3
X)==x"lnx—--x“+x-1.
Y =3 1
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6 Problemes et application

Probléme 3.1 (Circuit RLC) Dans cun circuit RLC en régime libre lorsque nous fermons
le circuit et que le condensateur C se décharge dans ce circuit, la tension u aux borne du
condensateur est régie par l'équation

U (1) +2mwo u' () + of u(t) =0, (3.48)

1 , R C>0
avec o = etm=— — .
°T VIC 2V L

Intégrer l'équation (3.48), ensuite, exprimer la solution si le condensateur est chargé a
linstant t =0s.

Solution du probléme 3.1
Intégration de l'équation (3.48) :

L'équation (3.48) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants sans second membre.
Pour sa résolution, construisons le polynome caractéristique

r+2mwgr + 05 =0, (3.49)

dont le discriminant est
2(,.2
Ainsi, trois cas peuvent se présenter
e Premiercas:Sim>1
Dans ce cas, A > 0, ainsi, 'équation (3.49) admet deux racines réelles distinctes

rn=—mwyg—woVm?—-1 et r=—mwg+wyVm?-1.
D’oti: la solution générale u; de I’équation (3.48) est

—mwo—wo\/mz—l) —mm0+u)0\/m2—1]t

uh(t):cle( t+cze( , €1, Cc€ER.

Si, dans ce cas, le condensateur est chargé a ¢ = 0s, nous avons uy(0) =E, de plus, le
courant est nul, i.e.; i(0) =0.

Or,
i(n = c_dlZ’t(t)
= C(Cl (—mwo — W m2 _ 1) e(—mwo—wom) t
+Co (—mwo +wo \/E) e(—mwomom] t).
Dong,

u@ = E c1+eo -
{i(O) _0 = (_mwo—wom) cl+(—mw0+w0 m2—1)02 o
E(vVi?=1-m)

G = W ,

= 9
E(m+m)
= 2m '
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

En conclusion, lorsque ¢ = 0s, la solution u de I'’équation (3.48) est

E ( Vm?—1- ’”) (- moo-wovmE) E ( Vm?—1+ m) (oo Vi)

2Vm? -1 2m

u(t) =

e Deuxiemecas:Sim=1
Dans ce cas, A =0, ainsi, 'équation (3.49) admet une racine réelle double

r=r=—0o.
D’otui: la solution générale u; de I’équation (3.48) est
wo

up(t)=cre '+ te™ ¢, ceR.

Si, dans ce cas, le condensateur est chargé a ¢ = 0s, nous avons uy(0) = E et le courant
estnul, i.e.; i(0) =0.

Or,
dup(1)
i(t) = C——
(1) T
= C(cl(—wo)e_‘”"t+02(1+w0t)e“”"t), c1, o ER.
Donc,
u@) = E N 1 = L,
i) =0 —wgpc1+c = 0,
- c1 = E,
Cr = E(L)().

En dernier, a 'instant ¢ = 0s la solution u de ’équation (3.48) est
u(t)=1+wot) e 0k,

e Troisiemecas:Sim<1
Dans ce cas, A <0, ainsi, '’équation (3.49) admet une racine complexe conjuguée

rn=ry=—mwo+iwgV1-—m?2, avec a=-mwgetP=woV1-—m?2.
D’ot, la solution générale uj, de I'équation (3.48) est
up(t) = e Mol (cl cos (mo 1-m? t) + ¢y sin (mo 1—m? t)), c1, ¢ €R.
Si, dans ce cas, le condensateur est chargé a ¢ = 0s, nous avons uy(0) = E et le courant

estnul, i.e.; i(0) =0.
Or,

dup(1)
C )
dt

Ce M0 t( mwg (cl cos (u)o\/ t) +co sm( 1-m? t))
—ciwoV1-m? sin((oo 1-m t)+czmo 2COS((JJ0\/ - m? t))

c1, ¢ €R.

i(1)

C1, C2 ER,
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

Donc,
{u(O):E 3{61 = E,
i0) =0 —mwgyc;+woV1—-mic, = 0,
¢ = E
= mE
Cp = ——.
V1-—m?

Finalement, pour A <0 la solution u a l'instant ¢ =0s de I'équation (3.48) est

u(t) = e Mot (E cos (u)o\/ 1-m? t) + _mE sin (u)o\/ 1-m? t))

V1-m?
<4
Probléme 3.2 (Equation de Bessel et série entieére) L'équation donnée par
" 1, i _
y (x)+;y(x)+ 1—? y(x)=0 (3.50)

ot k est une constante est dite équation de Bessel. Elle se rencontre dans un grand nombre
de problemes de mécaniques et d’électricité.
Chercher les solutions de cette équation sous la forme d’une série entiere de la forme

+00
y@) =x"Y a,x".
n=0
Solution du probléme 3.2
Solution générale yy, de I'équation (3.50) :

L'équation (3.50) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables sans second membre.
Nous avons

+00
YO =x"Y apx" = Y @)=Y (m+n)a,x"",
n=0 n=0

= y'x) = Z (m+n) (n+m-1) a,x"+"2.

n=0

En remplacant y, y’ et y” dans I’équation (3.50), nous obtenons

— n n - n =
Y (m+m)*=k?) ap X2+ Y a,x""=0
n=0 n=0

e Sik?=(n+m)?, alors, la solution évidenteyy, (x) =0 est obtenue.
o Sik?#(n+ m)?, alors, aprés développement, nous obtenons

an
kK2—(m+n+2)7?

Apso = ag(m*-k*)=0 et a;=0.

Donc : deux cas peuvent se présenter :

M Si m=k, alors,

an an-2
- >a,=———.
n+2)2k+n+2) n2k+n)

a2 =
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

e Sin=2p+1,alors, azp+1 =0vuque a; =0.
e Sin=2p,alors,

G 2p2 o
T opek+2p) YT 2@k+2)
Donc:
(1P ao

2p= 020 plk+ ) (k+2) - (k+ p)

Ainsi, la premiére solution particuliere y; est

+00

=) (1P
p=0

ap
22P pl(k+1) (k+2)--- (k+ p)

2p+k

B Si m = -k, nous obtenons la deuxieme solution particuliere y, laquelle est

+00

) o aop 2p-k
yz(X)_pgo( Y 22pp!(1—k)(2—k)--~(19—k)x '

y1 et y» étant deux solutions particulieres linéairement indépendantes, nous au-

rons, donc
+00
ao 1 2p+k e 2p—k
(x)=) (-1° x°PE 4 x-P c1c R,
Vh ,;) 220 I\ (k+1)--- (k+p) (1-K)-(p—Kk) t
1
e Sik=n>0etag= Pyt nous obtenons la fonction de Bessel d’ordre n
n!
= (-1)P 2p+n
In(X)_I;)ZH+2pP!(I’l+p)! .
<
Probléme 3.3 Considérons l'équation
X" +4tx' ) +2- ) x(t)-1=0. (3.51)

1. Montrer qu'il existe une fonction réelle X définie sur R*, et une seule, qui soit dévelop-
pable en série entiére en t et qui soit solution de l'équation (3.51).

2. Montrer que la fonction x, définie sur R* en posant pour chaque élément t de R*

cosh(t)

x1(1) =

est une solution particuliere de l'équation sans second membre associée a l'équation
(3.51).

3. Déterminer la solution générale xg de l'équation (3.51).

Solution du probléme 3.3
L'équation (3.51) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a
coefficients variables avec second membre.
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

1. Montrons qu'il existe une fonction réelle X définie sur R*, et une seule, qui soit
développable en série entiere en t et qui soit solution de l'équation (3.51) :

Si X est une fonction réelle développable en série entiere sur R* laquelle est solution
de I'’équation (3.51), alors, posons

+00
=Y apt" = FW=)Y na,t"",
n=1
+00
=> M=) nn-Da,t" >
n=2
En remplacant X, X’ et X" dans I’équation (3.51), nous obtenons

+00 +00 +00
B5D) =) n(n-Da,t"+4) na,t"+2-19Y a,t"-1=0,
n=2 n=1 n=0
soit encore,
+00
(-1+2ap) +6a1 t+ ) [(n(n-1)+4n+2)a,—an—2]t"=0.

n=2

Il en résulte que

1
a, = -,
0 2
a = 0,

et pour tout entier n supérieur ou égale a 2, nous aurons

1 1
apn=—F—"T""0p2=—"T"""""—""——"0np-2,
T2 i3n+2 2T melmr2) P
donc
a, = 0 si nestimpair,
1
a, = si nestpair.
T it 2) p

Or, nous pouvons voir que ces coefficients définissent une série entiere dont le
rayon de convergence est +oo. Donc, nous aurons

+00 t2n
X()=) —
,;) 2(rn+1)]!
par suite
9 +00 t2(n+1)
t 5&(1’) = )
,; 2(n+D]!
et
) +o0 £2p
rrx(+1= .
,;, 2p)!
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

Or,
+00 t2p
Y = cosh(z).
o ep)
En dernier, pour tout élément ¢ € R*, nous avons
o cosh() -1
X( t) = T .
) cosh(t) . . . . . C
2. Montrons que la fonction x; (t) = >— définie surR” est une solution particuliére

de l'équation sans second membre associée a l'équation (3.51) :

( 1(0) = cos ( 2 est une solution particuliere de I'équation sans second membre
associée al’équation (3.51)) o (tz x) (D) +4tx (D+2-12) x1(8) = 0).
Nous avons
cosh(t) sinh(#) 2 cosh(?)
x1 (1) = X ()= Z 3
cosh(t) cosh(t) sinh(?)
= x/()= 2 Te— A
Ainsi,
h(t inh(z inh(¢
X0+ 4t (0 + 2 - D)0 (1) = cosh(t)+6cost2( ) —4smt( )+4smt( )
cosh(f) _cosh(?)
-8 2 +2 2 —cosh(p),
= 0.
cosh(1)

Donc : pour tout ¢ € R*, la fonction x; (¢) =

2 définie bien une solution parti-

culiere de I’équation sans second membre associée a I’équation (3.51).
3. Déterminons la solution générale xg de I'équation (3.51) :

L'équation (3.51) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2
a coefficients variables avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par

deux étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
22X (O +4txX )+ 2 -2 x(1) = (3.52)
sh(z) B(r) 4
Comme x;(t) = > et b(t) = A( . ;, alors,
cosh(t) et/ %
x(f) = f 5
cosh (t)
_ cosh(t) f
- coshz(t)
h t
= costz( ) tanh(?).

Ainsi, la solution générale xj, de I'’équation (3.52) est

cosh(?) sinh(#)
xp(t)=c1 2 +c 2

, €1, C€ER.
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6. PROBLEMES ET APPLICATION

o Etape 2: EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons
cosh(?) , sinh(?) cosh(?)
x1(8) = 5 = x(0) = 5 -2 3
t t t
ot inh(1) h(f) _sinh(2)
sin cos sin
xg(t):—zsxé t) = o —2———,
t t t
de plus

(A(t) =2 AR(D) = 1) N (h(t) - é)

Ainsi, le systeme de la variation des constantes devient

, cosh(r) _, sinh()
Cl(t)T'i'Cg(t) 2 :0,
, sinh(#) _ cosh(?) , (cosh(#) _sinh(#)y 1 (3.53)
G0 (== 2= |+ G5 —2—5— ) = .
C} () = —sinh(#)
853 = { CL(1) = cosh(r),
Ci(t)=—cosh(t)+d;, dieR,
Co(t)=sinh(t) +d,, dreR.
En dernier, la solution générale x; de I'équation (3.51) est
cosh(t) sinh(r) 1
xg(t):d1 > +ds L di, dr eR.
t t t
<
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Chapitre 4

Equations différentielles ordinaires
linéaires d’ordre supérieur a2 a
coefficients constants

La résolutions des équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre supérieur a 2 a
coefficients constants sera traitée dans ce chapitre.

1 Notions préliminaires et définitions

1.1 Définitions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
supérieur a 2 a coefficients constants

Définition 4.1 On appelle équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n a coefficients
constants, toute équation de la forme

An Y0 + A1 Y@+ 4 A2 Y00 + ALY (1) + A y(0) = H(), 4.1)
outA;eR,Vi=0,n-1,A, eR* etH une fonction bien définie de1 < R dansR.
Définition 4.2 L'équation (4.1) peut s'écrire sous la forme

Y0 + a1 YV @)+ ar Y () + ay Y (%) + ag y(x) = h(x), (4.2)

A; — H(x
olta; = A—l eER,Vi=0,n—-1eth(x)= ) une fonction bien définie del < R dans R.

n n

Remarque 4.1 La relation
Any ™) + A YV + -+ A Y () + A1 Y () + Ag y(x) =0, (4.3)

ou encore,
Y x) + a1 YV 4+ ar Y (0 +ay Y (%) + ap y(x) =0, (4.4)

est appelée équation différentielle ordinaire d'ordre n linéaire a coefficients constants sans
second membre.

Exemple 4.1 L'équation
ym (x)+3 y(z) (x) —y(x)=xcosx,

représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 7 linéaire a coefficients constants
avec second membre. Son EDO sans second membre associée est

yPx) +3y?P(x) - y(x) =0.
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2. METHODE DE RESOLUTION DES EDO D’ORDRE > 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

1.2 Solutions d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre su-
périeur a 2 a coefficients constants

Définition 4.3 La solution générale yy, de I'équation (4.3) (ou encore (4.4)) est donnée par

n
yh0) =) ciyi(x), GeER,
i=1

ou les y;, i =1, n, sont les n solutions particulieres linéairement indépendantes de l'équa-
tion (4.3) (ou encore (4.4)).

Définition 4.4 La solution générale y, de l'équation (4.1) (ou encore (4.2)) est donnée par

J’g(x) :yh(x) +yp(x),

ol yy, représente la solution générale de I'équation (4.3) (ou encore (4.4)) et y, est la solution
particuliere de l'équation (4.1) (ou encore (4.2)).

Exemple 4.2 L'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3 a coefficients constants
avec second membre
Y +7yP(x0) +14y' (x) +8 y(x) = x,

admet comme solution générale

1 7 _
ye(X)=cre "+ e tege ™+ Zx——, cieR,i=1,3,
8 32
; -x —2x —4x . — 1 7
ouyp(x)=cre*+cre +c3e aveccie[R{,z:l,3etyp(x):§x—3—2.

2 Méthode de résolution des équations différentielles ordi-
naires linéaires d’ordre supérieur a 2 a coefficients constants

Résoudre I'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n a coefficients constants
Apy ™) + A YTV () + o+ A Y (1) + A1 Y (1) + Ag y () = H(x),

ol A;eER,Vi=0,n—1, A, € R* et H une fonction bien définie de I € R dans R, revient a
résoudre I’équation sans second membre associée puis chercher une solution particuliére
de I’équation complete.

2.1 Intégration del’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre su-
périeur a 2 a coefficients constants sans second membre

Soit!’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre supérieur a 2 a coefficients constants
sans second membre

Any P + A1 YY)+ + A2 Y () + A1 Y (1) + Ag y(x) =0, (4.5)

ou A;, i =0, n sont des constantes réelles avec A;, #0.

102



2. METHODE DE RESOLUTION DES EDO D’ORDRE > 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Méthode de résolution 4.1 Pour résoudre l'équation différentielle ordinaire (4.5), nous de-
vrons construire le polynéme caractéristique’

Apt " + A" e+ AT +Ap=0. (4.6)

Ainsi, plusieurs cas peuvent se présenter, parmi eux
 Premier cas: Si les n racines du polynome (4.6) sont réelles distinctes (r; #rj,
Vi,j=1,neti#j).Alors, la solution générale y;, de 'équation (4.5) est

rnx Tn—1X X

yhx)=cre +ce* +---+cpre +cpe™, cieR,i=1,n.

o Deuxiéme cas: Si par exemple, le polynome caractéristique (4.6) admet une racine
réelle de multiplicité k < n et n—k racines réelles distinctes. Alors, la solution générale
yn de l'équation (4.5) est

k-1 Pt Tn-1X

yhx)=cre™ +cyxe o x + 1 ety e +c, e,

cieRi=1,n.

» Troisieme cas : Si par exemple, le polynéme caractéristique (4.6) admet k racines
complexes conjuguées, une racine réelle de multiplicité m et n— m—2k racines réelles
distinctes. Alors, la solution générale yy, de l'équation (4.5) est

yr(x) =" (c1 cos (B1x) + ¢z sin (B1x)) + €*2% (c3 cos (B2x) + ¢4 sin (P2x)) +---
m=1 ,rygi1x

+ e (a1 €08 (Brx) + Cox Sin (Prx)) + Copr1 €2 + -+ Coprm X e
+ Copamer @2 o™t cieR,i=1,n.
Remarque 4.2 Soit le polynome
A"+ A 1"k Ap TP A T+ A =0, (4.7)
ollA;€Z,Vi=0,n—1etA,eZ*. Alors, r = p est une racine rationnelle du polynéme (4.7)

q
ou p est un multiple de Ay et q est un multiple de A,,.
Exemple 4.3 Soit a résoudre, dans R, l'équation
3y (x)+5y"(x) +10y'(x) —4 y(x) =0. (4.8)

Solution de I'exemple 4.3

L'équation (4.8) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3 a coeffi-
cients constants sans second membre.

Le polyndme caractéristique associé al’équation (4.8) est

3r3+5r2+10r-4=0.
Nous avons

Ap=—-4 sesmultiples dans Z sont +1; +2; +4,

A3 =+3 sesmultiplesdans Zsont +1;+3.

1. Laméme procédure que celle du chapitre 3 est utilisée pour déterminer le polyndme caractéristique.
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p_1 . A (s o
Nous remarquons que — = 3 est une racine du polynéme caractéristique. Ainsi,
q

3r245r24+10r-4=0 < (r—%) (r+1—i\/§) (r+1+i\/§):0,

1 —
=3 (rlzg/\rzzrgz—1+i\/§

En dernier, la solution générale y;, de I'équation (4.8) est
yr(x)=c e3% 4 o% (cz cos (\/§x) +c3 sin(\/§x)), 1, ¢, c3 €R.

*

2.2 Intégration del’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre su-
périeur a 2 a coefficients constants avec second membre

Soit!’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre supérieur a 2 a coefficients constants
avec second membre

An Yy (X)) + A YY)+ + A Y (1) + ALY (X) + Ag y(x) = H(x), (4.9)

ouA;eR,Vi=0,n—1, A, € R* et H une fonction bien définie de I =R dans R.
Pour résoudre I'équation (4.9), nous pouvons procéder par I'une des deux méthodes
suivantes.

2.2.1 Premiere méthode : Méthode de la variation des constantes

Méthode de résolution 4.2 On sait que la solution générale yy, de l'équation différentielle
ordinaire sans second membre associée a l'équation (4.9) s’écrit sous la forme

YhX) =iy +c2y2(xX)+-+cp1 Yna1(X) +cpyn(x), c1,--, cr€ER. (4.10)

Résoudre l'équation (4.9) par la méthode de la variation des constantes revient a rem-
placer les constantes cy, - -+, ¢, dans la solution (4.10) par des fonctions Cy, ---, C, respecti-
vement.

Donc : la solution générale yg de I'équation (4.9) est

Vg(x) = C1(x) y1(x) + C2(x) y2(x) + -+ + Cp—1 (%) Yn-1(x) + Cp(x) yn(x), dy, -+, dn€R,

ot les fonctions Cy, - -+, Cy, satisfaisant le systeme
Cl(X) y1(x) + -+ C,(x) yn(x) = 0,
Ci(x) y1(x) + -+ C,(x) y,,(x) = 0,
B / (n—2) / (n—2)
Cy, ") +---+C,)y, “(x) = %( :
_ _ b
Cl)y" V) +--+CLE Yy V) = A
Exemple 4.4 Soit a résoudre, dans R, l'équation
yPx) +4y¥ () +4y (20 =1. (4.11)
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2. METHODE DE RESOLUTION DES EDO D’ORDRE > 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Solution de I'exemple 4.4
Solution générale de I'équation (4.11) :

L'équation (4.11) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 4 a
coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.

o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons

yP ) +4y® () +4y"(0) =0,
le polyndme caractéristique associé est
rt+ar®+4r:=0.
Ainsi,
' +4r’+4r’=00 (n=r=0Ar3=r=-2).
Donc: la solution générale y;, de 'EDO linéaire sans second membre est

yr(X)=cr+cx+cse > +eaxe ™, ¢, ¢, 03 cLER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons
n@=1 ; px=x ; px=e ; ya(x)=xe
V=0 ;5 pw=1 ;5 pw=-2e ; y0=0-2x)e >
W@=0 ; yx)=0 ; yjx)=4e ;o Yl =(—4+4x) e,
W=0 ; 3W@=0 ; p=-8¢> ; yPw=012-8x)e>"
Hx)=1 ; As=1.

Ainsi, le systeme de la variation des constantes devient

C} (%) y1(x) + C5 () y2 (x) + C4 (x) y3(x) + Cy(x) ya(x) =0,
C] (%) ¥ (x) + C, () y5 (x) + C4 (x) y5(x) + Cy(x) y, () =0,
Cl () ¥/ (x) + C, (x) y3 (x) + C5(x) y5 (x) + C} () yy (x) = 2,1 (4.12)
C,(x0) Y& () + Ch () ¥ (1) + Ch (1) y2 () + Ch (0 yP () = %.
4
Cix) + Cixx + Cix)e + Chx)xe " =
Cix) + Ci)(-2e™*) + C,(x)(1-2x)e "
(#12) = CL(x) (4e™2%)  + CLx)(—4+4x)e2
Ci(x)(—8e™*") + Cj(x)(12-8x)e " =
, 11
Cl (x) = ——X- Z)
Cy(x) = 1,
S
Ci(x) = —(1-xe*,
C/ (x) _ iter
4 - 4 )
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2. METHODE DE RESOLUTION DES EDO D’ORDRE > 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

1 1
Ci(x) = —§x2—1x+d1, di R,
1
Co(x) = —x+d2, dr R,
) 41 2x 3 2x
C3(x) = ——xe"+—e“"+d;, d3€eR,
3(x) 3 16 3 3

Ca(x) = §e2x+d4, ds €R.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.11) est

~ ~ 1 -~ ~
yg(x) =d1+dyx+ dg €_2x+ d4xe_2x + gxz, dy, do> dg, ds eR.

2.2.2 Deuxieme méthode : Méthode des coefficients indéterminés

La solution générale y, de I'équation (4.9) est décrite par le théoréeme suivant.

Théoréeme 4.1 La solution générale yg de l'équation (4.9) est obtenue en sommant la solu-
tion générale yy, de l'équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre supérieure a2 a coeffi-
cients constants sans second membre associée a l'équation (4.9) et une solution particuliere
Vp de l'équation (4.9).
Autrement dit
Vg(x) = yn(x) + yp(x).

Méthode de résolution 4.3 Pour chercher la solution particuliére y, de lI'équation (4.9),
l'idée est de poser une fonction avec des coefficients a déterminer mais qui est semblable

o H(x)
ou similaire a celle de
n
valeurs des coefficients inconnues.

. Par substitution dans U'équation (4.9), nous déterminons les

Remarque 4.3 Cette méthode peut étre utilisée uniquement lorsque la fonction est

n
constituée de somme ou produit de fonctions polynomiale et/ou des fonctions du type cos(ax),
sin(Bx), e¥¥,---.

Remarque 4.4 Cette méthode peut échouer s'il y a un chevauchement entre la solution gé-
nérale yy, de I'équation sans second membre et la solution particuliere y,, avec les coeffi-
cients a déterminer.

Exemple 4.5 Soit a résoudre, dans R, l'équation
yPx) +4y¥ () +4y (0 =1. (4.13)

Solution de I'exemple 4.5
Solution générale de l'équation (4.13) :

L'équation (4.13) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 4 a
coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.
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o Etape 1: EDO sans second membre
Nous avons
YY) +4yP¥ 0 +4y@P(x) =0.

D’apres’exemple 4.4, 1a solution générale y;, de'EDO linéaire sans second membre
associée a I’équation (4.13) est

yh(xX)=cr+cox+cze > +eaxe ™, c1, ¢, 03, c4ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminés)
Comme h(x) =1, y;(x) =1 et y»(x) = x, alors, posons

Vp(x) = ax®+bx +c.
Ainsi,
yp(X)=ax*+bx+c = yp(X)=2ax+b,

= y,(x)=2a,

= J/f) (x) = yﬁf) () =0.

n remplacant y,, y,, v, y,; € ans I’équation (4.13), nous obtenons
E placant yy, y,, ¥, y;f) ty;f)d I'équation (4.13) bt

(x) 1
X)=—Xx".

yp 8

En dernier, la solution générale Vg de I'équation (4.13) est

—2X

yg(x):cl+02x+63e_2x+c4xe +-x°

X%, ¢1,¢2,¢3,csER.

®© |~

3 Problémes a conditions initiales

Un probleme a conditions initiales est composé d’'une équation différentielle ordi-
naire linéaire d’ordre supérieurs a 2 a coefficients constants de la forme

Apy?P () +Ap1 YV + e+ A2y (1) + A1 Y (%) + Ag y(x) =H(x),
ouA; eR,Vi=0,n-1, A, € R* et H une fonction bien définie de I € R dans R, et de n

conditions initiales sur la fonction inconnue y et sur ses n—1 premiéres dérivées y', y”, -,
(n-1)

y
¥(xo) = Yo
¥ (x0) =
{
¥ (x0) = Yn-2
Y V(X)) = yuer

Lexistence et'unicité d'un probleme a conditions initiales découle du théoreme théo-
reme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz (théoréme 1.1).
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Exemple 4.6 Soit a résoudre

yP@) -y =0,
y(0) = ¥'(0) = y"(0) = 0, (4.14)
y® = 1.

Solution de I'exemple 4.6
Résolution du probleme (4.14) :

Le probleme (4.14) représente un probléme a conditions initiales. Léquation associée
est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 4 a coefficients constants sans
second membre.

Le polynome caractéristique associé a 'EDO est

rt-1=0.
Ainsi,
-1=0 => (?-10?+i)=0,
= (n=1Ar=-1Ar3=T4=1).

Donc : la solution générale de I'équation différentielle ordinaire associée au probleme
(4.14) est
yr(x)=cre*+ce +c3cosx+cysinx, ¢y, ¢, c3, 4 ER.

Il reste a chercher les valeurs des constantes ¢y, ¢y, c3 et ¢4. Comme

yrnxX)=cre*+cre *+c3cosx+cysinx, ¢y, ¢, c3, 4 ER.

Alors,
y,(x) = cre*—ce T —cgsinx+cycosx, 1,003 CER,
y%(x) = ce“+cee *—c3cosx—cysinx, ¢y, Co, 3, CLER,
y,(f’)(x) = ce*—ce *+czsinx—cygcosx, c,Co,C3, 1 ER.
Ainsi,
y(0) =0 cp+c+cy = 0
¥ (0) 0 o) C1—Co+ ey 0
y"(O) 0 C1+C—C3 0’
y(s)(o) 1 Cl—Cr—Cq4 = 1
1
i = -
4
1
cp, = ——
> {7 4
Cc3 = 0
1
Cyk = ——
2

En dernier, la solution y,, du probleme de Cauchy (4.14) est

. R
X)=—¢€e ——¢€
Yy 4 4

1

Y — —sinx.
2
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4 Exercices

Exercice 4.1 Intégrer les équations différentielles ordinaires suivantes
1. y®(x)+y"(x)=3.
2. YO+ y(x) = x.

Solution de I'exercice 4.1
Intégration des équations différentielles ordinaires :

y&x) + " (x) =3. (4.15)

L'équation (4.15) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 3 linéaire
a coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par
deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
Y +y"(x)=0. (4.16)

Le polyndme caractéristique associé a I'équation (4.16) est

ainsi

rP+rf=0 = r’r+1)=0,

— (T'l:—l/\rg:rg:()).
D’otui: la solution générale y;, de I’équation (4.16) est
yh(x)=01 e “+cotezx, avec ¢y, 0, c3ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons
nxy=e™* 5 p@=1 ; yx)=x
n@=-e* ; yX=0 ; y=1
yi=e>* ; yj(x)=0 ; yi(x)=0,
de plus,

H(x)=3 ; Asz=1.

Ainsi, le systéme de la variation des constantes devient

Cix)e*+Cix)+Ci(x)x = 0 Ci(x) = 3e,
Ci(x) (™) +C5(x) =0 o Cy(x) = —3x-3,
Cix)e™” = 3 Ci(x) = 3,
Cix) = 3e*+d;, djeR,
3
< Co(x) = —§x2—3x+c4, cs €R,
Cs(x) = 3x+c5, ceER.
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En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.15) est

3
yg(x):dle_x+d2+d3x+5x2, avec dj, do, d3 €R.

y(3) (xX)+yx)=x. (4.17)

L'équation (4.17) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 3 linéaire
a coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par
deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons

8 (x) + y(x) =0. (4.18)

Le polyndme caractéristique associé al’équation (4.18) est
r+1=0.

Ainsi

1A el + 3
> (rn=-1Ar=rs=-+—Ii].
1 2=T3=5+
Donc : la solution générale y;, de I'équation (4.18) est
“x . Ly 3 . 3
yn(x)=cre " +e2”|co cos 7x + c3 sin 7)6 , avec ¢, C, c3€R.
o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminés)

Posons

yp(X)=ax+b = y;(x):a,
= Y0 =y, (x)=0.

En substituant y, et y,,’

dans I’équation (4.17), nous obtenons
a=1,

ainsi,
Vp(x) = x.

En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.17) est

1 V3 3
yg(x):cle_x+e§x(cz cos(7x + ¢3 sin 7x +x, avec cj, 0, c3€ER.

Exercice 4.2 Trouver la solution des équations différentielles ordinaires suivantes
1. yPx) +4y®(x) +4y"(x) =1
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2. YW ) -6y® (x) +9y" (x) —6)'(x) + 8y (x) = cos(x).

Solution de I'exercice 4.2
Résolution des équations différentielles ordinaires :

Y@ () +4y® (x) +4y"(x) = 1. (4.19)

L'équation (4.19) représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 4 linéaire
a coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par
deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons

yP(x) +4y¥ (x) +4y" (%) =0. (4.20)

Le polyndéme caractéristique associé a I’équation (4.20) est
rt+4r® +4r =0,
ainsi:

rt+ar®+4r®=0 = r(r+2°%=0,

= (7‘127‘2:—2/\7'321‘4:0).
Donc : la solution générale y;, de I'équation (4.20) est
—-2Xx —2Xx
Yh(X)=cre " +crxe " +c3+cyx, avec ci,Co, 3, C4ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes)

Nous avons
y1(x)=e ; ya(x) =xe ;o ys(0=1 ; yax)=x
y{ (X)=-2e2 ; y)=e-2xe> ; yix)s= 0 ARACE
(x) 4e—2x : /l(x) — 4e—2x + 4xe—2x ; H(x) _ ; H(x) _
qu) 2x ; qu) 12e‘2”—8xe‘2” : H%x) ; qu)
de plus

(H(x)=3AAs=1) = (h(x) =3).

Ainsi, le systéeme de la variation des constantes devient

Ci(x) e +Ch(x)xe > +CL(x)+Cj(x)x = 0,
Ci(x) (-2)e **+C)(x) 1-2x) e > +Cj(x) = 0, (4.21)
Ci(x) 4) e ** +Ch(x) (-4 +4x) e = 0, :
C! (x) (—8) e™2* + Cl(x) (12— 8x) e2* = 1.

Ci(x) = lezx

11
C’(x) — - _ 2x’
421) & { ° g4 5"
Cé (.X:) = L_L
! = —_——— —
C4(x) = 4 4x
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1
—€2x+d1, di R,

Cilx) =
3 1
Ca(x) = ———x)e2x+d2, dy €R,
o 116 8
C3(x) = —-x+c5 c5€R,
Ci(x) = 1x 1xz+c cs€R
4 - 4 8 6> 6 .

En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.19) est

1
yg(x):dle_2x+d2xe_2x+d3+d4x+gxz, avec di, do, d3, ds€R.

y W (x) -6y (x) +9y" (x) — 6/ (x) + 8y(x) = cos(x). (4.22)

L'équation (4.22) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 4
a coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par
deux étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
Y@ (x) —6y® (x) +9y" (x) — 6y (x) +8y(x) =0. (4.23)

Le polyndme caractéristique associé a I'équation (4.23) est
r*—6r° +9r° —6r +8=0.
Ainsi,

r*—6r+9r°-6r+8=0 = (r=2)r—=-4)(r—-i(r+i)=0,
=> (r1:2/\r2:4/\r3:r_4:i).

D’oti: la solution générale y;, de I’équation (4.23) est
yr(x) = c1 € + ¢y e + c3 cos(x) + ¢y sin(x), avec ¢y, c, 3, c4 ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminés)
Comme h(x) = cos(x), y3(x) = cos(x) et y4(x) = sin(x). Alors, posons

Vp(x) = (ax+ b) cos(x) + (cx+d)sinx = y;,(x) =(cx+d+a)cosx+(—ax—b+c)sinx,

= y;;(x):(—ax—b+2c‘)cosx+(—cx—d—2a)sinx,
= yS’)(x):(—cx—d—Sa)cosx+(ax+b—30)sinx,
=

y;f) (x)=(ax+b—-4c)cosx+ (cx+d+4a)sinx.

En substituant y,, y;,, yg, y® et yﬁf) dans I’équation (4.22), nous obtenons

ainsi,

3 7
Vp(X) = gx cos(x) + 1—70x sin(x).
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En dernier, la solution générale y. de I'équation (4.22) est

Vg(X) = c1 € +cp e+

3 7
c3+ —x|cos(x)+|co + —x|sin(x), avec ¢, o, c3, CcqER.
385) ()(2170)() 1, C2, C3, Ca

¢

Exercice 4.3 Résoudre l'équation différentielle ordinaire suivante
(5) 4 3) " / _ox
Yy x) =6y () + 15y (x) —20y" (x)+ 14y (x) —4y(x)=e". (4.24)

Solution de I'exercice 4.3
Solution générale de I'équation (4.24) :

L'équation (4.24) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 5 a
coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.

o Etape 1:EDO sans second membre

Nous avons

yO (x) =6y (x) +15y¥ (x) —20y" (x) + 14y (x) - 4y(x) = 0. (4.25)
Le polyndme caractéristique associé a I’équation (4.25) est
r°—6r* +15r° —20r* + 14r —4=0.
Ainsi

rP—6rt+15r° 20/ +14r-4=0 = (r—1°(r-2)(r-Q+)(r-a-n)=0,
= (rn=r=1Ar3=2Ar=T5=1+1i).

Donc : la solution générale y;, de I'équation (4.25) est
_ X X 2Xx X :
yn(x)=c1e* +coxe* + cze” + e(cy cos(x) + 5 sin(x)), avec ¢y, ¢z, 3, €4, C5 ER.

. Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminés)
Comme h(x) =e*, y1(x) =e* et y»(x) = xe*. Alors, posons

Yp(x) = (ax® + bx + c)e”.

En substituant y,, y;?, y;g', y®, yg” et y;;r’) dans I’équation (4.24), nous obtenons

1
a=——, Vb, ceR,
2

ainsi, pour b = ¢ =0, nous aurons,
X

(x) L2
X)=——X €.
Yp >

En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.24) est

. 1
Vg(x)=cre*+crxe’+c3 ezx+ex(c4 cos(x)+cs sm(x))—g x?e*, avec ci,C,cC3,Cy,CsER.
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¢
Exercice 4.4 Déterminer la solution du probléme a conditions initiales suivant
29 (1) +629 (1) + 112/ (1) +6z(1) = e,
z ,(8)::0][’ (4.26)
Z@0)=1.

Solution de I'exercice 4.4
Résolution du probleme (4.26) :

Le probleme (4.26) est constitué d’'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
3 a coefficients constants avec second membre et des conditions initiales sur la fonction
z et ses deux premieres dérivées.
Pour la résolution du probléme (4.26), nous passons par trois étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons

291 +6z2%9 1) +112 (1) +62(1) = 0. (4.27)

Le polyndme caractéristique associée a 'EDO (4.27) est
r3+6r°+11r+6=0,
ainsi,
P+6rf+11r+6=0 = (r+3)(r+2)(r+1)=0,
=> (n=-3Arn=-2Ar3=-1).

Donc : la solution générale z;, de I'équation (4.27) est

zp(h) = cle_?’t + cze_2t+ 03e_t, avec ¢y, o, c3ER.

. Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminées)

Soit la solution particuliéere

zp(t)=(at+b)e™".

En substituant z, (), z;g(t) et zg(t) dans I'équation complete associée au probleme
(4.26), nous obtenons pour b =0,

(1==te”

zp(t)=—te .

)

D’oui : 1a solution générale zg de 'EDO associée au probleme (4.26) est

-t =2t -3t 1 -1
zg(t)=c1e "+ c2e = +c3e +§te, avec c¢j, 2, c3ER.

o Etape 3 : Conditions initiales
Comme

3t t

_ _ _ 1 _
zg()=cre” "+ e +cze +§te, avec ¢y, ¢, c3€R,
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alors
! 1 1 -t -2t -3t
zg(t) =|—c + 5~ Et e "—2cpe “"—3c3e ”°, avec ¢, C,Cc3€ER,
et )
zg(t) = (61 -1+ Et et +4cze_2t +9(:3e_3t, avec cp, C, c3 €ER.
Ainsi
z(0) =0 Ci1+C+cC3 = 0
Z,(O) =1 = c1+2c+3c3 = —%,
z®@ o =1 c1+4c+93 = 2,
o = 9
L
= Cr = -4,
o = 7
S
En dernier, la solution particuliere du probleme (4.26) est
9 1 7
zp(t) = (— + —t)e_t —4e 24— 730,
4 2 4
¢
5 Problémes et applications
Probleme 4.1 Soit, pour tout x € R*, l'équation différentielle ordinaire
% y(3) (x) — 6x° y(z) (x) +15x y(l) (x)-15y(x) = x*, (4.28)

Trouver la solution de l'équation (4.28) sachant que l'équation sans second membre
associée admet des solutions particulieres du type x"", m € R*.

Solution du probléme 4.1
Solution générale de l'équation (4.28) :

L'équation (4.28) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3 a
coefficients variables avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux
étapes.

o Etape 1: EDO sans second membre

Nous avons
x2 Y3 (x) —6x2 y@ (x) +15x yP (x) - 15 y(x) = 0. (4.29)

(37 (x) = x™ est une solution particuliere de I'’équation (4.29))
o (x3 79 (%) -6x2 7P (x) +15x 7V (1) — 15 (%) = o),
Ainsi,
j =x" = J@=mx"",
= 7' () =mm-1)x"2,

=> 78 =mm-1)(m-2)x"2
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En remplacant 7, 77, 7" et 7® dans I’équation (4.29), nous obtenons

(4.29) = (mm-1(m-2)-6m(m-1)+15m-15)x"=0,
= (m-1)(m-3)(m-5)=0,
= (m=1A"my=3Am3z=5).

Posons : y1(x) = x, y2(x) = x3 et y3(x) = x°. Les fonctions Y1, ¥2 et y3 sont des solu-
tions particuliéres de I’équation (4.29). De plus,

x x x°
Wiy, 353 (X) = 1 3x% s5x* ,
0 6x 20x°

16 x5 £0, Vx € R*,

ce qui assure que les solutions particulieres sont linéairement indépendantes. Ainsi,
la solution générale y;, de I'équation (4.29) est

y(xX)=c1x+co x> +c3x°, ¢l Co, c3ER.

o Etape 2 : EDO avec second membre

Comme A3 (x) = x> et H(x) = x*. Alors, la méthode des coefficients indéterminés peut
étre utiliser. Pour cela, posons

y,,(x):ax4+bx3+cx2+dx+e > y;,(x):4ax3+3bx2+2(:x+d,
= yZ(x):lZax2+6bx+2(:,

= y5(x)=24ax+6b.

En remplagant y, et ses dérivées dans I’équation (4.28), nous obtenons

a=--—,
3

donc
() =~ x*
YpX)= 3%

En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.28) est

3 5 1 4
yg(x) =cx+cox +cx —gx , C1,C,Cc3ER.
<4
Probléme 4.2
I- Considérons l'équation différentielle suivante
y&(x) -3y?(x) +3y'(x) - y(x) =0, (4.30)

et on note par ¥ l'ensemble des fonctions solutions de I'équation (4.30) sur l'inter-
valleI = R.

1. Démontrer que si yy, y» et y3 sont des éléments de .#, alors, y, + y2» + y3 est un
élément de & .
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2. Démontrer que si y; est un élément de . et sip € R*, alors, Py, est un élément
de .

3. Démontrer que si y, est un éléments de #, alors, y| est un élément de & .

4. Démontrer que la fonction exponentielle est un élément de #. Qu'en est-il des
fonctions xe* et x*e* ?

5. Déduire la solution générale de I'équation (4.30).

II- Déterminer la solution générale de l'équation suivante
y(g) (x) - Sy(z) (x) +3y'(x) — y(x) =4xcos x.
III- Soit g une élément quelconque de #. Définissons la fonction f par

fx)=e"gx).
1. Démontrer que:Vxel, f¥(x)=0

2. Déterminer une expression de la fonction f.

Solution du probléeme 4.2

I- Soit’équation différentielle suivante
¥ (x) =3y? (x) + 3y (%) — y(x) =0, (4.31)

et soit .# ’ensemble des ces fonctions solutions sur I'intervalle I € R.

L'équation (4.31) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3
a coefficients constants sans second membre.

1. Démontrons que si yy, y» et y3 sont des éléments de #, alors, y1 + y»+ 3
est un élément de & :

On sait que
(700 est un élément de ) « ( 790 =372 () + 37 (x) - J(x) = 0).

Posons y(x) = y1(x) + y2(x) + y3(x), ainsi,

P00 =372 +37 ) - 70 = (1) + 200 + y3(0)¥ =3(31.0) + y2 ()
+13(0)? (1) +3(3100 + 2 (1) + y3(0))'
—(nx)+ yz(x) +y3(x),
= (0 -3yP 0 +3y,(0) - 31 (0)

+(18 () = 352 () + 35 (x) — y2(x))

+(P (0 -3 (2)(x)+3y3(x) y3(x)),
= 0,

car yj, )2 et y3 sont des éléments de .&.
Donc: la fonction y; + y» + y3 définit bien un élément de .%.
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2. Démontrons que si y, est un élément de # et sifp € R*, alors, By; est un

élement de & :

(Byl (x) est un élément de ,SP) o (ﬁyf’) (x)— 3[’)y(2) (x) + 3Py (x) —Py1(x) = 0).

Nous avons : pour tout f§ € R*

By (x) =3By (x) +3By; (x) — Py1 (x)

By 0 -3yP ) +3y] (0 - (),
= 0,

car y; est un élément de .. Ainsi, la fonction fy; est un élément de ..

3. Démontrons que si y) est un éléments de %, alors, y| est un élément de & :

(yi (x) est un élément de 5”) o (( )(3) (x)-3 (yl)(z) 0+3 () 0-(3) (%) = 0).

Nous avons

(yl)(S)( )-3(y )(2) ®) +3(1) - () @ ( (3)) (x) — ( (2)) x)
+3(01) 0= (n) @,

(1P -3yPw +3nw-nw),
= 0,

ainsi, si y; est un élément de .#, alors, yi I’est aussi.

4. Démontrons que les fonctions e*, x e* et x> e* sont des élément de .

On sait que
(yi(x), i=1,3 estun élément de 5”) o (yf’) (%) =3y () + 3y} (x) - yi(x) = 0).

e Posons y;(x) = e*, donc, yi (x) = yil(x) (3) (x) =
Ainsi,

e* —3e* +3e* -¢*,
0.

¥ (x) =3y2 (1) + 3y} () — y1 (%)

D’oui: y;(x) = e* est un élément de ..
e Posons y»(x) = xe*, donc,

yp(x)=xe* => yy(x)=e+xe,
= yy(x)=2e"+xe",

= (3) (x)=3e*+xe”.
Ainsi,

(3e*+xe*)-3(2e"+xe*)+3(e* +xe”)

- (xe?),

= 0.

¥ () =3y (1) +3y5(0) - y2(x)

Ce qui prouve que y,(x) = xe* est un élément de .%.
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e Posons y3(x) = x> %, alors,

i =xte’ = yi(x)=2xe"+x%e",
= yi(x)=2e"+4axe* +x%e",

= yés) (x) =6e" +6xe* +x°e”.
Ainsi,

P2 (x) =3y (%) + 34 (x) — y3(x)

(6e"+6xe’ +x°e") -3 (2e" +4xe” + x* e¥)
+3(2xe" + x* e¥) - (x* &),
= 0.

Etdonc, y3(x) = x% e* est un élément de .#.
En conclusion, les fonctions e*, x e* et x2 e* sont des éléments de .#.

5. Déduction de la solution générale y), de l'équation (4.31) :

Comme I’équation (4.31) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
3 et comme les fonctions e*, x e* et x2 e* sont des éléments de .#, alors, il suffit
de vérifier qu’elles sont linéairement indépendantes.

Pour cela, calculons le worskien W. Nous avons

e* xe* x%e*
Wx) = | e ef+xe* 2xe’+x%e” ,
e* 2 +xe® 2e*+4xer+x%er
X
= 2 #0,VxeR.

Ainsi, les fonction e*, x e* et x% e* sont des éléments de . linéairement indé-
pendantes, d’ou, la solution générale y; de I'équation (4.31) est

2

yrx)=cre*+cpxe*+c3x e, ¢, ¢ c3€R.

II- Soitl’équation
¥ (x) =3P (x) +3)' (x) — y(x) = 4xcos(x). (4.32)

Déterminons la solution générale de l'équation (4.32) :

L'équation (4.32) représente une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3
a coefficients constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par
deux étapes.
o Etape 1:EDO sans second membre
Nous avons
& (x) =3y@(x) +3y'(x) - y(x) = 0. (4.33)

De la question I. 5., nous déduirons que la solution générale y; de I’équation
(4.33) est

2

yrx)=cre*+cxe*+c3x e, ¢, ¢ c3€R.

o Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode des coefficients indéterminées)
Comme h(x) =4x cos(x), alors, posons

¥p(x) = (ax+ b) cos(x) + (cx + d) sin(x),
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ainsi
¥p() = (cx+d+a) cos(x) + (— ax—b+c) sin(x),

Yp(X) = (= ax—b+2c) cos(x) + (~cx—d—2a) sin(x),

et
yS’) (x) = (- cx—d—3a) cos(x) + (ax + b—3c) sin(x).

En substituant y,, y;,, yg et yg’) dans I’équation (4.32), nous obtenons
a=1, b=3, c=1 et d=0.
Ainsi, la solution particuliere y, de I'équation (4.32) est
Vp(x) = (x +3) cos(x) + x sin(x).
En dernier, la solution générale y, de I'équation (4.32) est
ye(x)=cre*+crxe’ +c3 x2e* + (x+3) cos(x) + x sin(x), ¢1, ¢, 3 €R.
ITI- Soit g une élément quelconque de .. Définissons la fonction f par
fx)=e*g(x). (4.34)

1. Démontrons que:¥xel, f®(x)=0:

Nous avons

f)=e*gx) > fl=—-e gx)+e*g'(x),
= ffx)=e " gx)-2e g x)+e*g"x),

=X

= f(3)(x):—e_xg(x)+3e_xg'(x)—3e g (x)+e_xg(3)(x),
= (g9 -3g"(0) +3¢' () —g(0) e,

or, la fonction g est un élément de .. Ainsi,

vxel: f® ) =o0.

2. Expression de la fonction f :

Comme

vxel: fOw=0 = f'¥)=a, ackR,
= fx)=ax+b, a beR.

Ainsi, la fonction f a pour expression

1
f(x):zax2+bx+c, a,b,ceR
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Chapitre 5

Systemes différentiels linéaires a
coefficients constants

Ce chapitre a pour objectif de traiter les méthodes de résolution des systemes diffé-
rentiels linéaires a coefficients constants vu qu'ils sont présent dans un grand nombre de
problemes.

1 Notions préliminaires et définitions

Dans cette section, les systéemes différentiels linéaires a coefficients constants ainsi
que leurs formes de solutions sont présentés.

1.1 Définitions d’'un systeme différentiel linéaire a coefficients constants

Définition 5.1 Soient] un intervalle ouvert deR, A = (a,- j) e R™"™ une matrice carrée réelle
d’ordre n € N* a coefficients constants dans R et x — f;(x),i=1,---, n, n fonctions conti-
nues surl, a images dansR. Le systemes

V) = any1(x)+a y2 (%) + -+ arp yu (%) + f1(x),
V5 (X) a1 Y1(X) + a2 Y2 (X) + -+ + G2 Yn (%) + fo (%),

(5.1)

an Y1(X)+ a2 y2(X) + -+ apyn(x) + fr(x),

¥, (x)

se nomme systeme différentiel ordinaire d’ordre 1 linéaire a coefficients constants aux fonc-
tions inconnues y;, i =1, ---, n et de variable réelle x.

Remarque 5.1 Lorsque les fonctions f; =0, Vi =1, n, le systeme (5.1) est dit systeme diffé-
rentiel ordinaire d’'ordre 1 linéaire a coefficients constants sans second membre.

Lorsqu'il existe au moins une fonction tel queVx € 1: f;(x) #0, on dit que le systeme (5.1)
est un systeme différentiel ordinaire d'ordre 1 linéaire a coefficients constants avec second
membre.

Exemple 5.1 Le systeme

y1(x)
V5 (X)

y5(x)

¥1(x) +3y2(x) +5y3(x) + €%,
3y1(%) = y2(x) +2y3(x), (5.2)
Y1(x) + y2(x) — y3(x),

est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants avec second membre.
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Définition 5.2 La forme matricielle associée au systeme (5.1) est

y1 () an  aiz -+ Qi 1 (x) fi(x)
Y5 (%) | G a2 - aan V2(x) . f2(x) |
J’Z'(x) an1 Qp2 - al.”m yn.(x) fn .(x)
ou encore
Y'(x) =AY(x) + F(x),
avec
y1(x) y1(x) an ap - aip fi(x)
Y (x) = yé.(x) yoo=| P A 2o B = fzfx)
y;,.(x) ynkx) anl Ap2 ** Qnn fn.(x)

Exemple 5.2 La forme matricielle du systeme (5.2) est

y1(x) 1 3 5 y1(x) e*
yp(x) |=|3 -1 2 y2(x) |+ O .
y5(x) 1 1 -1)\ y3(x) 0

1.2 Solutions d’'un systeme différentiel linéaire a coefficients constants

Définition 5.3 Un systeme {%%, %, -+, %}, ou%; : 1—R", Vi =1, n, est dit un ensemble
fondamental si pour tout x € 1, la famille des n vecteurs de R"

% (x) %5 (x) WYp-1(x) Wn(x)
% (x) %, (x) N & (x) ot %, (x)
2"V )\ 3"V 2,V () 2"V ()
soit libre dans R".
Définition 5.4 Le n—uple de fonctions (%,%, -+, %,) est appelé une solution du systeme

différentiel Y' (x) = AY(x) si chaque fonction%;, i =1, n et n fois dérivables, vérifiant le sys-
temeY'(x) = AY(x) et forment un ensemble fondamental.

Théoreme 5.1 Soient?,,%>, ---, %, un ensemble fondamental de solution du systeme
Y'(x) = AY(x) sur un intervallel. Alors, la solution généraleYy, du systemeY'(x) = AY(x) est

Yin(X) =% +c%+---+c, %, cieRi=1,n.

Théoréme 5.2 Soit Y, une solution particuliere du systemeY'(x) = AY(x) + F(x) et soit Yy,
la solution générale du systemeY' (x) = AY(x).
Alors, la solution généraleYg du systemeY'(x) = AY(x) + F(x) est

Yo (%) =Yp(x)+Y,(x), ci€R,i=1,n.
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2. RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES D’ORDRE 1
A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exemple 5.3 Le systeme

-3 1 3
Y (x) = ( ) Y(x) + ( _’i) (5.3)
2
admet comme solution générale
1 6 27
dl e_zx + dg €_5x + Z_}Ie_x + gx — 57
Yo (x)= , dl,d2€|R.
8 3 2
die ™ -2d, e +=e7* gx—%

La solution particuliéreY, du systéme (5.3) est

_x__

Yp(x) = % g 39|,

_x_ —
2 50

cependant, la solution généraleY), du systeme sans second membre est

die ** +d,e>*
Y (x )—( 11 2; e_5x), dy, do € R.

2 Résolution des systemes différentiels linéaires d’ordre 1
a coefficients constants

Larésolution des systémes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients constants sera
traitée dans cette section. Pour trouver la solution du systeme différentiel (5.1), nous de-
vrons d’abord chercher la solution du systeme différentiel sans second membre associé,
puis chercher la solution particuliere du systeme différentiel complet.

2.1 Résolution des systemes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients
constants sans second membre

Soit le systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants sans second membre

Y1) = anyi(X)+aiy2(X) +--+ ai, yn(x),
Vo(x) = an y1(X) + @z yo(X) + -+ + azp yn(X), 5.4
V() = am y1(X)+an2 y2(X) + -+ app yn(x),

oua;j, Vi, j=1,---, n sont des constantes réelles.

Le systeme différentiel (5.4) peut s’écrire sous la forme matricielle
Y (x)=AY(x),
ou Y est le vecteur inconnu et A € R"*",

Méthode de résolution 5.1 Le systeme différentiel (5.4) possede des solutions définies sur
R et 'ensemble des fonctions % telles que (R, %) soit solution de (5.4) est un espace vectoriel
de dimension n, dont nous devrons trouver une base.

Pour cela, cherchons la solution du systeme différentiel (5.4) sous la forme

A A
yn=ve", ygzvge)‘x, oo, Yp=vpett. (5.5)
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Nous devrons déterminer les constantes vy, V2, -+, U, A de sorte que les fonctions v, e,

vy M, .o v, €N vérifiant le systeme différentiel (5.4). En les portant dans le systeme diffé-
rentiel (5.4), nous obtenons

)\Ul e)‘x = (au NM+apv+---+any Un) e)‘x,
AvaeM = (o v1+amp Vs + -+ dop 1) €M,
Av,eM = (g v+ aps Vs + -+ anp vy) M.

Simplifions par e~ et rapportons tout les termes dans le premier membre et mettant en

évidence les coefficients vy, vy, -+, Uy, nous obtenons
(a1 —-MNvi+apve+---+apvy = 0,
apn v+ (ap—Nve+--+apv, = 0,
(5.6)
am U +an V2+---+@pn—Nv, = 0.

Choisissons vy, V2, -+, Uy et A de maniére que soit vérifié le systeme (5.6). Ce systeme
est un systeme linéaire d’équations algébriques par rapport a vy, Vs, ---, U,. Formons le
déterminant du systeme (5.6)

an—-N  ar - aip
a1 dp—A - dp
AN = ) . (5.7)
anl an2 o App—A

Si A est tel que le déterminant A est différent de zéro, le systeme (5.6) ne posseéde qu'une
solution nulle vy = v, =--- = v, =0, et par conséquent les formules (5.5) ne donnent que les
solutions triviales

V1(X)=y2(x)=---=yu(x) =0.

Donc, nous ne pourrons obtenir des solutions non triviales que pour les valeurs de A
pour lesquelles le déterminant (5.7) s’annule. Nous obtenons une équation du n—ieme
degré pour le déterminer A

an—-\ a2 - ap
ax  ap-—A - az, 0 5.8
an1 an2 v App—A

Cette équation est appelée équation caractéristique du systeme (5.4), ses racines sont
appelées racine de I'équation caractéristique.

Il est clair que les racines de I’équation caractéristique du déterminant (5.8) sont les
valeurs propres de la matrice A. Ainsi, déterminer la solution générale du systeme (5.4)
revient a trouver les valeurs propres et leurs vecteurs propres associés linéairement indé-
pendants. Autrement dit, examiner sila matrice A est diagonalisable ou pas, et donc, deux
cas peuvent se distinguer.

1. Premier cas: Sila matrice A est diagonalisable
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Méthode de résolution 5.2 Dans ce cas, il suffit de chercher las valeurs propres \;,
i =1, ndelamatriceA et les vecteurs propres associésV;, i = 1, n et ensuite exprimer la
solution générale Yy, du systeme différentiel (5.4) selon la nature des valeurs propres
obtenues.

a)

b)

c)

Si la matrice A admet n valeurs propres réelles distinctes :

Soient\;, i =1, n, les n valeurs propres réelles distinctes de la matrice A et soient
Vi, i =1, n, les n vecteurs propres linéairement indépendants associés.

Alors, la solution générale Yy, du systeme différentiel (5.4) est

Y, (x) = c; €MV + 0 Vo + -+ 0, @V, iR, i=T, 1

Si la matrice A admet une valeur propre réelle de multiplicité k < net n—k
valeurs propres réelles distinctes :

Soit A\ une valeur propre réelle de multiplicité k < n de la matrice A laquelle
admet k vecteurs propres, V;, i = I,_k, linéairement indépendants et soient A;,
i = k+1, n des valeurs propres réelles distinctes associées aux vecteurs propres
Vi, i=k+1, n.

Alors, la solution générale Yy, du systeme différentiel (5.4) est

Y, (x) = c1 €MV +cpxeM Vo4 cp xF T MVt oy @MV 4+ @MV,

avecc, €ER,i=1, n.
Sila matrice A admet k < 5 valeurs propres complexes conjuguées, une valeur

propre réelle de multiplicité m < n—2k et n — m — 2k valeurs propres réelles
distinctes :

Soient \;, i = m, des valeurs propres complexes de la matrice A associées aux
vecteurs propres Vi, i =1, 2k, et soient A\yy+, une valeur propre réelle de multi-
plicité m laquelle admet m vecteurs propresV;, i =1, m, linéairement indépen-
dants et soient \;, i =2k + m+ 1, n, des valeurs propres réelles distinctes asso-
ciées aux vecteurs propresV;, i =2k+m+1, n.

Comme dans ce cas nous avons k valeurs propres complexes conjuguées, alors,
elles s’écrivent sous la forme

Ai=«a; + Py, i=1,k,
et les vecteurs propres associés
Vi=RV)+iS(V),  i=Lk
Ainsi, la solution générale Yy, du systeme différentiel (5.4) est
Yp(x) = ¢ eo‘lx(%(vl) cos (B1x) — (V1) sin (f)lx)) + cze"‘lx(%(vl) cos (B1x)
+R(Vy)sin (ﬁlx)) +eeet czk_le“kx(%(vk) cos (Brx) — (Vi) sin (ﬁkx))
+czke°"€x(3%(vk) cos (Bxx) — (Vi) sin ([.’)kx)) + Copr1 €2 Vi

m=1_Ajri1x A X
ot Cokrm X € Vokhm + Cokrma1€ 2 Vop ar + 0
+cpeMtv,,

avecc; €R,i=1, n.
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Exemple 5.4 Trouver la solution du systeme différentiel

{y{(x) = 6y1(x) = y2(x), 5.9

Yo(x) = 5y1(x)+4ys(x).

Solution de I'exemple 5.4
Résolution du systeme différentiel (5.9) :

Le systeme (5.9) est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
sans second membre. Il peut s’écrire sous la forme

Y'(x) =AY(x),

avec

o= ) vo=( ) @ a5 )
Y(x)_(yé(x) , Y(x) = V2(x) et A= 5 4 |

Pour la résolution du systeme (5.9), nous devrons chercher les valeurs propres et les
vecteurs propres de la matrice A.

e Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons

-1
4-A
= (A=5-2i)(A=-5+2i)=0,
= )\1:)\_2:5+2i.

det(A-AId)=0 = '6;" ‘:0,

Ainsi, la matrice A admet une valeur propre complexe conjuguée A\; = A, =5+ 2i.
» Les vecteurs propres associés :

Nous avons
&y 6a—-b = (b+2i)a,
AV=MV {5a+4b = (5+2i)b,
~ a "
= V‘( (1—2i)a)’ acR’,

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

AM=5+2i = (a=5AP=2).
1 1

e boa) = v oot-( )

En dernier, la solution générale Y, du systéme est (5.9)

Yj,(x) = c; €% (( !

1 )cos(Zx) — (

0 ) sin(2x)) +cpeF (( _0

1
o 5 )cos(Zx) + (

1 )sin(Zx)),

avec ¢, ¢2 € R, ou encore,

y1(x) \ [ c1cos(2x) e + ¢, sin(2x) e* R
1) )T\ c1 (cos(2x) +2sin(2x)) € + ¢, (— 2cos(2x) + sin(2x)) €5* | V2

*
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2. Deuxiéme cas: Sila matrice A n’est pas diagonalisable

Méthode de résolution 5.3 Dans le cas ou la matrice A n'est pas diagonalisable, c’est-
a-dire, la matrice A possede une valeur propre réelle \; de multiplicité n admettent
que p < n vecteurs propres linéairement indépendants, nous somme amené a utiliser
I'exponentielle de la matrice A.

Pourquoi I'exponentielle de la matrice A ?
Nous souhaitons résoudre l'équation vectorielleY'(x) = AY(x).
Nous avons

Y () =AY(x) = f ) _ . f dx,
Y

= Yx)=e™k, keR"

En fin, pour trouver la solution générale Yy, il suffit de calculer e®*.

Nous avons
Ax = ()\iId+A—)\iId)x,
- AiIdx+(A—7\iId)x.
Donc,
AT e)\,-Idxe(A—)\iId)x
_ ohinyg e(AAitd)x
Ainsi,
A-\;1d)? A-\;1d)?
e = ehi* g Id+(A—)\iId)x+%x2+---+%xq ,

out A; est une valeur propre réelle de multiplicité n de la matrice A possédant p vec-
teurs propres linéairement indépendants et

q = n—-p,
dim(A) — dim (ker (A—A;1d)).

En dernier, la solution générale Yy, du systeme (5.4) est

A=A 1d)? A-A;1d)’
Id+(A—)\iId)x+¥x2+---+gxq k, keR"

_ )\ix
Y,(x)=e""1d 5 p

Exemple 5.5 Soit le systeme différentiel

Vi) = 2y1(x) + y2(x) +6y3(x),
Vo(x) = 2y2(x) +5y3(x), (5.10)
y5(x) = 2y3(x).

Trouver la solution générale du systeme différentiel (5.10).
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Solution de 'exemple 5.5
Résolution du systeme différentiel (5.10) :

Le systeme (5.10) est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
sans second membre, il est équivalent a

Y'(x) =AY(x),
avec
4169 2169 2 16
YY) =| yx) |, Y =] y2(0) et A= 0 2 5
y3(x) y3(x) 00 2
Pour la résolution du systeme (5.10), nous devrons chercher les valeurs propres et

les vecteurs propres de la matrice A.

o Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons

det(A-Ald)=0 = 0 2-A 5 [=0,

= (2-1)°=0,
= )\1:)\2:A3=2.

Ainsi, la matrice A admet une seul valeur propre de multiplicité 3.
¢ Les vecteurs propres associés :

Nous avons
2a+b+6¢c = 2a,
AV=AV > 2b+5c = 2b,
2c = 2c,
a
= V=| 0|, acR",
0

ainsi, la valeur propre A =2 de multiplicité 3 admet un seul vecteur propre, c’est
pour cette raison, nous devons passer par le calcul de I'exponentielle de la ma-

trice A.
« Exponentielle de la matrice A :
Nous avons
A-A;1d)? A-2;1d)?
Yy (x) =¥ Id | Id+(A—-\;1d) x + %x2+---+%xq] k, keR",

avecA;=2etqg=2.
Ainsi, la solution générale Y;, du systeme (5.10) est

e?* xe** (6x+3x%) e\ ( Kk
Y,(x)=[ 0 e** 5x 2% ko |, ki, ko, k3 eRR,
0 0 e ks

ou encore

Y2 = k2 ezx + k3 5x ezx ’ kl) kZ} k3 € IR’

! ki € + kp x e** + k3 (6x + gxz) e2*
V3 ks **
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2.2 Résolution des systemes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients
constants avec second membre

Soitle systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficient constant avec second membre

@) = any1(x)+apny (%) +- + ay yu(x) + fi(x),
Vo(X) = an y1(X)+ ax y2(X) + -+ azn yn (%) + fo (%), (5.11)
V(X)) = amy1(X) +an2y2(X) + -+ App Yn(X) + fr(x),

oua;j, Vi, j=1,---, nsontdes constantes réelles et f; : [ > R, Vi =1, n sont des fonctions

continues, dites fonctions second membre, avec 3i | f; Z 0.
L'équation vectorielle associée au systeme différentiel (5.11) est

Y (x)=AY(x) + F(x)

ou Y estle vecteur de fonctions inconnues, A € R"*" et F est le vecteur de fonctions second
membre.

Pour trouver la solution générale Yy du systeme (5.11), connaissant la solution gé-
nérale Y, du systéeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficient constant sans second
membre associée au systeme (5.11), nous utiliserons la méthode de la variation des constantes.

Méthode de résolution 5.4 La solution généraleY}, de l'équation vectorielleY'(x) = AY(x)
peut toujours s'écrire sous la forme

Yo(x)=b(x)k, keR",

ot O est la matrice fondamentale contenant les solutions.
Comme ¢ est une matrice fondamentale, alors,

¢’ (x) =AP(x).

En remplagant le vecteur des constantes k par un vecteur de fonction K dans l'équation
vectorielle sans second membre, nous obtenons

Yx)=bx)k = Y(x)=dx)K(X),
= Y'(x)=¢' () K(x) +px) K (x).

Ainsi, 'équation vectorielle complete devient

Y (x) =AY (x) + F(x) ¢' () K(x) + px)K'(x) = Adp(x) K(x) + F(x),
AP K(x) + d(x) K (x) = Adp(x) K(x) + F(x),
K'(x) = (x) F(x),

fK’(x) dx:f(b_l(x)F(x) dx,

Kx)=®x)+d, deR".

[

En dernier, la solution généraleYg du systeme (5.11) est

Yo (%) =) (P(x)+d), deR"
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2. RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES D’ORDRE 1
A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exemple 5.6 Déterminer la solution générale du systeme différentiel suivant

-3

Y'(x) :( 5

1 3x
_4) Y(x)+ (e‘x) . (5.12)

Solution de I'exemple 5.6
Résolution du systeme différentiel (5.12) :

Léquation (5.12) représente un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

Nous avons
-3 1 3x
A:( 5 _4) et F(x):(e_x).

o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre

Nous avons
PN 1
Y (x)_( s _4 Y (x). (5.13)
1. Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons
-3-A 1

2 —-4-A
= (A+2)(A+5)=0,
= ()\1:—2/\)\2:—5).

det(A-AId)=0 = ‘ ‘:0,

Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes.

2. Les vecteurs propres assocCiés :
— Pour A; = -2 : Nous avons

-3a+b
2a—4b

= \7:( a), aeR*,
a

| 1
[
NN
S

AV=MT = {

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

!

— Pour A, = -5 : Nous avons

-3a+b = -5Ha,

AV:AZV = {20—419 _ —5b,

~ a %
= V = ( _za ) ) aec R )
ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

v
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3. PROBLEMES A CONDITIONS INITIALES

En dernier, la solution générale Y, du systéme est (5.13)

1
Yj,(x)=cp e ¥ (1

1
+cpe (_2), 1, ¢ €ER,

ou encore,
—-2x

—-5x
(e e 1
Yh(X) = (e_zx —26_5x) (Cz) , C1,C2€ R. (514)
o Etape 2 : Systeme différentiel avec second membre
D’apres la solution (5.14), nous avons

2 1
= er Z,2x

e—2x e—5x -1 3@
bl = (e‘zx —2e‘5x) =¢ (= ie5x _L s
3 3
Ainsi,
K(x) = qul(x)F(x) dx,
1
2 [xe**dx+ gfexdx
= 1 y
[xe*dx— gfe4xdx
1 1
xe** -~y —e*+ d;
= 1 f 1 , dl, dz eR.
_xeSx__eSx__e4x+d2

5 25 12
En dernier, la solution générale Y, du systeme différentiel (5.12) est

Ye(x) = &(x)K(x),

1 6 27
dq e“zx +d> e_5x + lee_x gx— @7
= dy, dy eR
3 2 ’ 1, 42
die® —2d, e +—e ¥+ x——
2 5 50

3 Problémes a conditions initiales

Un probleme a conditions initiales est composé d’un systeme différentiel linéaire d’ordre
1 a coefficients constants avec second membre de la forme

Y1(x) = an y1(X) +ap yo (%) + -+ ay yu(x) + fi(x),

Vo(X) = a2 y1(X) + a2 yo (%) + -+ + o Y (%) + fo(x), 6.15)
V() = any1(X)+ an2 y2(X) + -+ pp yn(X) + (%),
ou a;j, Vi, j=1,---, n, sont des constantes réelles et f; : ISR — R, Vi = 1, n sont des

fonctions continues avec 3i| f; # 0 et de n conditions initiales sur les fonctions inconnues
J/I y "ty yl’l

nx) = yu
Y2 (Xo) = Y02
(5.16)
Yn-1(X0) = Yo,n-1,
J/n(xo) = JYon-
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3. PROBLEMES A CONDITIONS INITIALES

Le systeme différentiel (5.15) et les conditions initiales (5.16) peuvent s’écrire, respec-
tivement, comme
Y'(x) =AY(x) +F(x), (5.17)

Y(x0) = Yo (5.18)

oll Y(x) est le vecteur de fonctions inconnues, A € R™"*", F(x) est le vecteur de fonctions
second membre, xg e [cR et Yy € R".

L'existence et 'unicité d'un probléme a conditions initiales découle du théoreme sui-
vant que nous 'admettons

Théoreme 5.3 Soit I un intervalle ouvert de R, x — F(x) une fonction continue del dans
R”", A e R™", Alors, pour tout xg € 1 et toutY, € R", I'équation différentielle vectorielle (5.17)
a une solution, et une seule, x — Y(x) définie dans| et de classe €' surl telle que (5.18) soit
vérifiée.

Exemple 5.7 Déterminer la solution du systeme différentiel suivant

{yi(x) = =351+ y2(x) +3x, (5.19)
Vo(X) = 2y1(x) —4y2(x) +e™7,
vérifiant les conditions initiales
»n) = 22,
109 (5.20)
Y2(0) = ~ 55"

Solution de I'exemple 5.7
Solution du systeme différentiel (5.19) vérifiant les conditions (5.20) :

D’apres I'exemple 5.6, la solution générale du systeme différentiel (5.19) est

1 6 27
2169 die P +dye™ +-e 4 -—x——
i die > —2dye™>* +41 e " +53 x 5207 o ek
y2(0) ! 2 2 57 50
Ainsi,
271 1 27 271
no = —, d+dy+—-——=—7r
100" 4 50 100
0) = ——. dy-2dp+-——=——,
y2(0) 25 T2 507 25
dl = 2y
dr =1.
Donc, la solution du systeme différentiel (5.19) satisfaisant les conditions (5.20) est
y1(x) 2@‘2x+e_5x+ie_x+gx—§—g
(x) i 202 oty toxy 3y 2T
Y2 2 57 50
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4. REDUCTION DE L'ORDRE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
D’ORDREN

4 Réduction de I'ordre des équations différentielles ordi-
naires d’ordre n

Soit I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 7 a coefficients constants avec
second membre

V@) + a1 YV @)+ a1 Y () + ag y(x) = f(x), (5.21)

ouneN* ag;eR,Vi=0,n—-1et f: <R — R une fonction bien définie.
L'équation (5.21) peut, toujours, se transformer en un systeme différentiel de n équa-
tions différentielles ordinaires linéaires d’ordre 1 a n inconnues.

Méthode de résolution 5.5 Pour transformer l'équation (5.21) en un systeme différentiel,
nous devrons introduire le changement de fonctions auxiliaires yy, ¥2, -+, Yn.
En effet, posons

nx) = yk)
y2(x) = Yy
{ : . (5.22)
Y1) =y A )
yn(x) = y"U(x)

La dérivation du systeme (5.22), donne

yix) = ¥y
Yy (x) = y'(x)

(5.22) =4 : )
V@) =y D)
Yo =y
= f@-ap 1y VX)) - —ay'(x)—agy(x)

Ainsi, par lutilisation du systeme (5.22), l'équation (5.21) est équivalente au systeme
différentiel suivant

Y1) = yx),
V(x) = y3(x),

Vo1 (X) = yu(x),
yo(x) = f(X)=an-1yn(x)—---—ay y2(x) — ap y1 (x),

lequel peut aussi s’écrire sous la forme

y1(x) 0 1 0 - 0 0 71 (x) 0

V5 (x) 0 0 1 .- 0 0 Y2 (x) 0

y5(x) 0 0 0o - 0 0 ¥3(x) 0

. = . . . . . . +| .

Vi1 (X) 0 0 0o - 0 1 VYn-1(X) 0
Vi (X) —ay —ay —a; -+ —dap-2 —ap-1) \ Yn(X) fx)

Exemple 5.8 Soit l'équation

Y +6y? (x) +11y'(x) +6y(x) = e~ (5.23)
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4. REDUCTION DE L'ORDRE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
D’ORDREN

1. Transformer l'équation (5.23) en un systeme différentiel.
2. Déterminer la solution générale du systeme obtenu.

3. Déduire la solution générale yg de 'équation (5.23).

Solution de I'exemple 5.8
L'équation (5.23) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 3 a coefficients constants
avec second membre.

1. Transformation de l'équation (5.23) en un systeme différentiel :

Posons
i = yw),
x) = yx)
%) = ;(J;) ] n® o= YW,
(%) = y'(x) i) = y"(x),

= —6y"(x)-11y'(x) —6y(x) +e~*.
Ainsi, I’équation (5.23) est équivalente au systeme différentiel suivant

y1(x) = y(x),
Vo) = y3(x), (5.24)

X

—6y1(x) —11y2(x) —6y3(x) +e .

¥5(x)

2. Résolution du systeme (5.24) :

Le systeme (5.24) est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
avec second membire. Il peut se mettre sous la forme

Y'(x) =AY(x) + F(x),

y1(x) 0 1 o0 y1(x) 0
Yw=[rw|, A=[0o 0o 1|, Yw=|rw| e Fwx=|o |
¥5(x) -6 —-11 -6 3(x) e X

Pour la résolution du systeme différentiel (5.24), nous passons par deux étapes.
o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre

Nous avons
y1(x) 0 1 0)(nk
(yé(x)) :( 0o o0 1 ) (yg(x)). (5.25)
i) \-6 -11 -6) \y3(x)

1. Les valeurs propres de la matrice A :

Nous avons
-A 1 0
det(A-Ald)=0 = | 0 -A 1 |=0,
-6 -11 -6-A

= (A+1)(A+2)(A+3)=0,
= ()\1:—1 /\7\2:—2/\A3:—3).

Ainsi, la matrice A admet trois valeurs propres réelles distinctes.
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4. REDUCTION DE L'ORDRE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
D’ORDREN

2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A; =—1: Nous avons

b = -—a,
A\7:)\1\7 = C = —b,
—-6a-11b—-6¢ = -c,
a
= V=| —a |, aeR",
a

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’olu

1

Vi=|-1

1

— Pour A, = -2 : Nous avons

b = -2a,
AV=\,V = c = —2bh,
—-6a-11b—-6¢c = -2c¢,

a

= V=| -2a |, aeR",
4a

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’olu

1
Vo=|-2
4
— Pour A3 =-3: Nous avons
b = -3a,
AV=A3V = c = -3b,
—-6a—-11b—6¢c = -3c,
a
= V=| -3a |, aeR"*,
9

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’olu

1
Vi=|-3
9

Ainsi, la solution générale Y, du systéme différentiel (5.25) est

y1(x) 1 1 1
Y, (x)=| 120 |=cie™™| -1 |+ce® | -2 +c3e 3| =3|, c1, ¢, c3€R,
y3(x) 1 4 9
ou encore,
e ¥ e—2x e—Sx c
Y,(x)=|-e* —2e2* 33| ||, c1,cc35€R. (5.26)

e ™ 4e2  9e73 |\
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5. NOTION SUR LA THEORIE DE LA STABILITE DE LIAPOUNOV

o Etape 2 : Systeme différentiel avec second membre
D’apreés la formule (5.26), nous avons

5 1
t t t
e X o 2% e 3% 3e Ee Ee
Gx)=|-e* -2 -3¢ |=>¢tx)=|-3e* -4e?t -—e!|.
e X 4eX g 31 §e3t le?,t
2 2
Ainsi,
Kx) = f ¢ (x) F(x)dx,
1
2] @
= | —ferdx |,
1
Efezxdx
1
§x+d1
= _ex+d2 ’ dl)dzyd?)ER'
1
Z€2x+d3

En dernier, la solution générale Y, du systeme différentiel (5.24) est
1 3 -t -2t 1
y1(x) d1+§t—z e + doe + dse
1 5
Yg(x): yz(x) = (—d1—5t+ 4_1) el — 2d2€_2t - 3d36_3[ , dy, dy, d3 eR.

1 7
y?,(X) (d1+§t—z)e_t + 4d2€_2t + 9d36_3[

3. Déduction de la solution générale yg de I'équation (5.23) :

Comme y(x) = y1(x), alors, la solution générale y, de I'équation (5.23) est

1 3
Ve(X)=y1(x) = (d1 + Et_ L_L) e '+dye? +dse”3, dy, dy, dseR.

5 Notion sur la théorie de la stabilité de Liapounov

Dans cette partie, on s’'intéresse essentiellement a présenter quelques notions et ré-
sultats sur la stabilité des équations différentielles ordinaire et systemes différentiels.

5.1 Position du probleme

Comme les solutions de la plupart des équations différentielles et des systemes diffé-
rentiels ne s’expriment pas au moyen des fonctions élémentaires ou par des quadratures,
nous avons recours également a des méthodes d’intégration approchée. Le défaut de ces
méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’'une solution particuliére; pour obtenir d’autres
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5. NOTION SUR LA THEORIE DE LA STABILITE DE LIAPOUNOV

solutions particulieres, il faut faire tous les calculs. Connaissant une solution particuliere,
on ne peut pas se prononcer sur le caractere des autres solutions.
En effet, soit le systeme d’équations différentielles ordinaires

X' = fi(tx0,y0),
5.27
{ V) = (s x, yn), (527
et soient x(z) et y(1) les solutions de ce systeme satisfaisant aux conditions initiales
x(0) = Xxo,
5.28
{ y(0) = yo. (.28

Soient, encore, x(¢) et y(¢) les solutions du systeme (5.27) satisfaisant aux conditions
initiales
{ x(0) = Xo,
y0) = Y.
Définition 5.5 les solutions x(t) et y(t) satisfaisant aux équations (5.27) et aux conditions

initiales (5.28) sont dites stables au sens de Liapounov lorsque t — +oo si, pour toute > 0
arbitrairement petit, il existe 6 > 0 tel que l'on ait pour tout t > 0 les inégalités

x(6) —x(O] < ¢
— 5.29
{ ly@ -yl < g 629
des que les conditions initiales satisfont aux inégalités
X0 — %ol < §,
— 5.30
{ Yo=Yl < b 530

Remarque 5.2 De la définition 5.5, nous pouvons conclure des inégalitaires (5.29) et (5.30)
que les solutions varient peu, quel que soit t positif, lorsque les conditions initiales varient
peu.

Si, de plus, le systeme différentiel est celui d'un mouvement, le caractere du mouvement
varie peu lorsque les conditions initiales varient peu si les solutions sont stables.

Examinons, la remarque précédente, sur un exemple d’'une équation différentielle or-
dinaire du premier ordre.

Exemple 5.9 Soit I'équation
Yy =-y@®+1. (5.31)

La solution de l'équation (5.31) vérifiant la condition y(0) = 1 est-elle stable ?

Solution de 'exemple 5.9
FEtude de la stabilité de 'équation (5.31) :

L'équation (5.31) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 a variables
séparées. Sa solution générale y, est

yg()=ce '+1, ceR. (5.32)
En utilisant la condition initiale y(0) =1, la solution de I"’équation (5.31) devient

y(x)=1.
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5. NOTION SUR LA THEORIE DE LA STABILITE DE LIAPOUNOV

Trouvons, maintenant, une solution particuliere satisfaisant a la condition initiale

y(0)=Y,.

En remplacant cette condition initiale dans la solution générale (5.32), nous obtenons
la solution particuliere
YO =(Jo—1) e " +1.

Il est évident que la solution y(f) =1 est stable. En effet,

(Fo-1) e '+1)-1,
(¥o—1) e — 0, lorsque t — +oo

y(@) -y

Linégalité (5.29) est donc vérifiée quel que soit € dés que I'on a

*

Dans ce qui suit, nous allons présenter comment peut-on déterminer si un systéme
différentiel linéaire a coefficients constants sans second membre est stable.

Méthode de résolution 5.6 Considérons le systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients constants sans second membre

X'(t) = cx(t)+gyn),
{ y'(t) = ax(t)+by(n), (5.33)
avec g #0 et les conditions initiales
x(0) = X,
{ y©0) = yo. (5.34)

Voyons a quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour que la solution
x(t)=0et y(t) =0 du systeme (5.33) soit stable.

Pour cela, nous devrons examiner la solution générale du systeme (5.33). En effet, le
systeme (5.33) est équivalent au systeme

Z'(1) =AZ(1),

N () _(x(p) [c g
Zw=(5p) zo=(1g) e a=(C ¥
L'équation caractéristique associée au systeme (5.33) est

A —(b+c)A—(ag—bc) =0. (5.35)

Désignons les racines de l'équation caractéristique (5.35) par Ay et A», lesquelles repré-
sentent aussi les valeurs propres de la matrice A. Les différents cas qui peuvent se présenter
sont
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5. NOTION SUR LA THEORIE DE LA STABILITE DE LIAPOUNOV

1. Lesracines de I'’équation caractéristique (5.35) sont réelle, négatives et distinctes :
)\1 <0, )\2 <0, Al ;Cl)\z

Dans ce cas, la solution générale du systeme différentiel (5.33) est
x(1) c1eMl+ ¢y et
= A—c )\Z_Ce)‘zt , €1, C€eR.

ALt
y(l’) C1 —g e + C

La solution vérifiant les conditions initiales (5.34) est

x(1) CXo+8Yo—XoAz2 ,,  XoA1—CXo—)og oot
A=Az A=Az
(cx0+gyo—x0A2) (A1 —¢) Mi L (xoA1 = cxo~ y0g) (A2~ ¢) oot |
y(1) (A1-22)g ’ (A1-22)g
(5.36)
oitcy, c2 €R.

1l résulte de cette solution particuliere que, pour tout € > 0, nous pouvons choisir x
et yo suffisamment petits tels que l'on ait pour tous les t > 0

lx(D]<e, |y@)l<e,

étant donné que

Ml et eMl<l,

Ainsi, dans ce cas la solution x(t) =0 et y(t) =0 est stable.

2. Une racine de I'équation caractéristique (5.35) est nulle et 'autre racine est réelle
négatives :
)\1 =0, Ag <0.

Dans ce cas, la solution générale du systeme différentiel (5.33) est

x(t) 1+ ¢ et

= c A—c , €1, C€ER,
Cl—+Cz—€)\2t 1 t2
y(©) g

et, comme précédemment, la solution est stable.

3. L'équation caractéristique (5.35) admet une racine réelle négative de multiplicité 2 :
)\1 = )\2 <0.

Dans ce cas, la solution générale du systeme différentiel (5.33) est

x(1) creMi+cpreMt
= A1—c¢ 1+At—ct , C1,C0€ER.
oMty g, TR T T b2
y(1) g
Etant donné que

teMt—0 et eMi—0 lorsque t—0,
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on aura pour c, et ¢, suffisamment petits ( c'est-a-dire, lorsque xo et yo sont suffisam-
ment petits )
lx(0) <e, |yl <g,

quel que soit t > 0. Donc, la solution est stable.

4. L'équation caractéristique (5.35) admet une racine nulle de multiplicité 2 :
A1 =A2=0.

Dans ce cas, la solution générale du systeme différentiel (5.33) est

x(1) cpt+ceot
= —C 1—ct
o =S4 c , C,ceR.
(1) g g

1l est claire que, si petit que soit ¢, # 0, x et y tendent vers l'infinie lorsque t — oo,
c'est-a-dire que la solution est instable.

5. L'une des racines de I’équation caractéristique (5.35) soit positive :
A1>0, VAo
De la solution (5.36), il résulte que si petits que soient xy et Yy, Si
CXo+&Yo— XoA2 70,

autrement dit, si ¢y #0, alors, |x(t)| = oo lorsque t — oo.
Par conséquent, la solution est instable dans ce cas aussi.

6. L'équation caractéristique (5.35) admet une racine complexe conjuguée ou la partie
réelle est négative :

A a+ip
Ao = a—ip }a <0.
Dans ce cas la solution du systeme (5.33) est

x(1) c1e* cos (Br) + ¢ e sin (Be)

¢ sin B[’
(5.37)

at (@€ By ar (P
W) \ae . cos(ﬁt)+gsm([3t))+cze (gcos(ﬁt)+

ot c¢1,c€ER.

Il est évident que pour toute > 0 l'on peut prendre x, et yo de sorte que l'on ait|c,| <,

lo—c|+ 1P|
ol < € etTﬁ <eetdonc

lx(f)|<e et |y(H)]<e.

Ainsi, la solution est stable.
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7. Lesracines de I’équation caractéristique (5.35) sont des nombre imaginaires purs :

A= 0P
Ao = —ip }(x<0.

Dans ce cas la solution du systeme (5.33) est

x() c1 cos (Bt) + ¢ sin (B1)

“la % cos (Br) +Ssin(ﬁt)) +Co (g cos (Br) + i

c1, 0 €R,

sin(pz)] |’
y(®) (B1)
c'est-a-dire que x(t) et y(t) sont des fonctions périodiques de t. De la méme maniere
que précédemment, nous pouvons vérifier que dans ce cas la solution est stable.

8. Léquation caractéristique (5.35) admet une racine complexe conjuguée de partie
réelle strictement positive :

A o= O(+l.ﬁ

Ao = a—ip }0(>0.

Il résulte de la solution (5.37) que si petits que soient x, et y, ( c'est-a-dire, que pour
des c1 #0 et ¢ #0 arbitrairement petits ) les quantités |x(t)| et|y(1)| peuvent prendre
des valeurs arbitrairement grandes lorsque t croit, étant donné que e** — oo lorsque
[ — oo.

Et donc, dans ce cas, la solution est instable

Remarque 5.3 Pour donner un critere général de stabilité de la solution du systéeme (5.33),
nous procéderons comme Suit.
Ecrivons les racines de l'équation caractéristique (5.35) sous forme complexe

* e\ k¥
Ao = AL+iAY,

( si les racines sont réelle, \;* =0 et A;* =0).

Nous représentons les racines de l'équation caractéristique (5.35) par des points dans le
plan de la variable complexe. En partant des huit cas examinés ci-dessus, on peut formuler
la condition de stabilité de la solution du systeme différentiel (5.33) comme suit :

Si aucune des deux racines A; et A, de I'équation caractéristique (5.35) ne se trouve a
droite de I'’axe imaginaire et si une racine au moins est différente de zéro, la solution est
stable; s’il y a une racine a droite de I’axe imaginaire ou si les deux racines sont nulles, la
solution est instable.

A. Liapounov a étudié la question de la stabilité des solutions des systemes différen-
tiels sous des hypotheses assez générales, dans cette matiére, nous nous contentons de
ce qui a été présenté précédemment.

Exemple 5.10 Etudier la stabilité du systéme différentiel

X = —x()-9y(0,
{J/'(t) = x(t)—-y(p), (5.38)
vérifiant la condition initiale
x(0) = 0,
{y(O) = 0. (5.39)
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Solution de I'exemple 5.10
Stabilité du systeme (5.38) :

Le systeme (5.38) est un systeme d’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1
a coefficients constants sans second membre. Il admet comme solution générale

x(1) c1 (cos(3t) —sin(31)) e + ¢y (cos(31) +sin(31) e~ !

1 1 .
c1 (—5) sinBne ' +cp (g) cos(3t) e’ o eR o (5.40)

y(1)

ot les valeurs propres sont A; = A» = —1 + 3i.
La solution du systéme différentiel (5.38) vérifiant les conditions (5.39) est

(; Eg) - (8). (5.41)

Comme les valeurs propres sont de parties réelles strictement négative et que I'unique
solution du systeme différentiel (5.38) vérifiant les conditions (5.39) est nulle, alors, la
solution du systeme (5.38) est stable au sens de Liapounov

*
6 Exercices
Exercice 5.1 Trouver la solution générale du systeme différentiel suivant
1 -2 2 e *
Y)=[-2 1 =2|Y@+|-e"]. (5.42)
2 =2 1 e *

Solution de I'exercice 5.1
Solution généraleY du systeme différentiel (5.42) :

L'équation (5.42) représente un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
Nous avons
1 -2 2 e *
A=|-2 1 =2 et Fx)=|-e*]|.
2 -2 1 e *

o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre
Nous avons
1 -2 2
Yx)=(-2 1 -2]Yx). (5.43)
2 =2 1
1. Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons
1-A -2 2
det(A-Ald)=0 = | -2 1-A -2 =0,
2 -2 1-A
= (A+1)*(A-5)=0,

= ()\1:)\2:—1/\)\3:5).
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Ainsi, la matrice A admet une valeur propre réelle double et une valeur propre
réelle.

2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A; = A, =—1: Nous avons

a-2b+2c = -a,
AV=\,V > -2a+b-2c = -b,
2a-2b+c = -—c
= 2a-2b+2c=0
a
= V=| a+c |, a, ceR*
c

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1et c=1. D’ou

1 0
V1: 1 et VZZ 1].
0 1
— Pour A3 =5 : Nous avons
a-2b+2c = ba,
AV=\V = —2a+b-2c = 5b,
2a-2b+c = b¢
a
= V=| —a |, aceR*
a

En dernier, la solution générale Y;, du systéme est (5.43)

1 0 1
Yox)=cre *|1|+cxe ™| 1|+c3e®*| -1 c1, 2, c3€ER
1 2 3 ’ 1, 2, (3 ’
0 1 1
ou encore,
e 0 e*\ (c
Y,(x)=[e™* xe™* —e*||c]|, c1, 0, c3€R (5.44)
0 xe ™ &%)\

o Etape 2 : Systeme différentiel avec second membre
D’apres la formule (5.44), nous avons

e * 0 e gex lex _lex

3 :f 23
dx)=|e* xe ¥ —e|za¢pl)=|-—e" —eF —¢F
1 —5x 31x -5x ?x—Sx

0 xe ™~ eSx ge —ge ge
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Ainsi,

K(x)

f & LX) F(x) dx,
J0dx
= Jodx |,
[e %% dx
d,
- dy . dy, dp, ds€R.

1
- = e_Gx + d3

6

En dernier, la solution générale Y, du systeme différentiel (5.42) est

Y (x)

G (x) K(x),
1

die ™ +dyed—=e "

1
dl e_x+d2xe_x—d3e5x+ ée_x , dl, dz, dg € R.

dyxe ™  +dye®* — 5 e *

¢
Exercice 5.2 Déterminer la solution du systeme différentiel suivant
yi(x) = ya(x),
(0 = y3(x), (5.45)
y5(0) = y1(x) =3 y2(x) +3 y3(x).

Solution de I'exercice 5.2
Résolution du systeme différentiel (5.45) :

Le systeme (5.45) représente un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants sans second membre.lIl peut se mettre sous la forme

Y (x)=AY(x),
ou
y1(x) 0 1 0 y1(x)
YxX)=|y,x)], A=[0 0 1| et YX)=|y(x)].
¥5(x) 1 -3 3 y3(x)

Pour la résolution du systeme (5.45), nous devrons chercher les valeurs propres et les
vecteurs propres de la matrice A.
e Les valeurs propres de la matrice A :

Nous avons
-A 1 0
det(A-Ald)=0 = |0 -A 1 |=0,
1 -3 3-A
> ()\—1)3:0,

=4 Alz)\z:)\g:l.

Ainsi, la matrice A admet une valeur propre réelle triple Ay = A, = A3 =1.
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e Les vecteurs propres associés :

Nous avons
b = a,
AV=\,V > c b,
a-3b+3c = ¢
a
= V=| a |, aeR*
a

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

1
V)=

[—

1

La valeur propre A = 1 de multiplicité 3 admet un seul vecteur propre, c’est pour
cette raison, nous devons passer par le calcul de I'exponentielle de la matrice A.
» Exponentielle de la matrice A :
Nous avons
(A-A\1d)* (A-A;1d)?

Y, (x) =N *1d Id+(A-AId)x+ ———x"+--+———x9 ¢, ceR",
2! q'

avecA;=letg=2.
Ainsi, la solution générale Y;, du systeme (5.45) est

(1-x+3x*)e”  (x—x?)e 1x%e 3
Y, (x) = 3x% e (1-x-x?)e*  (x+ix?)e” ¢ |, ¢, e, ceR.
(x+3x%)e*  (-3x—x?)e* (1+2x+3x%)e" c3
¢
Exercice 5.3 Soit le systeme différentiel
X = y+1,
{y%n = x(D+1. (5.46)

1. Trouver la solution générale du systeme différentiel (5.46).
2. Transformer le systeme différentiel (5.46) en une équation différentielle ordinaire.
3. Déduire la solution de 'EDO obtenue.

Solution de I'exercice 5.3

1. Résolution du systeme différentiel (5.46) :

L'équation (5.46) représente un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

01 1
A:(1 0) et F(x):(l).

Nous avons
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o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre

Nous avons ,
x () = y(),
5.47
{ Yy = x(1). (5.47)
1. Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons
-A 1
det(A-AIld)=0 = ' ) _A' =0,
= A\-1=0,
= (M=1Aak=-1).
Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes.
2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A; =1 : Nous avons
~ b = a,
AV=\V = { a4 = b
= a=b,
= \7:( a ), a € R*,
a
ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’olu
1
-
— Pour A, = —1: Nous avons
~ ~ b = —a,
AV=X,V = { 4 - -b
= \7:( f ), aeR*,
ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’olu
1
)
En dernier, la solution générale (;h ) du systeme est (5.47)
h
o)</l reee )
=cye +ce , €1, C€R,
( Yr(®) 1€y 2 1 1 C2
ou encore,
xp(0)) (e e ') (a
(yh(t)) = (et —et] )’ c1, 2 €R. (5.48)
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o Etape 2 : Systeme différentiel avec second membre
D’apreés la formule (5.48), nous avons

- 1 1
et e ¢ . _e—t _e—t
b(1) = =¢'=14 %
el —e ! —e ——=e
2 2

Ainsi,
K(n) = fcp‘l(t)F(t)dt,

_([fetdt

o\ Sodt )
(—e‘t+d1
d

dl, dz eR.

)

En dernier, la solution générale (;g ) du systeme différentiel (5.46) est
g

(xf"m) = SOK(®),

Yg(t)
diel+dre -1
_ (dief—die‘t—l)’ di, d € R.

2. Transformation du systeme différentiel (5.46) en une équation différentielle ordinaire

Du systeme (5.46), nous avons, d'une part,
X =y +1, (5.49)

et d’autre part
Yy=x®+1 = y'®=x(),
= Y=y +1,

laquelle est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec second membre.

3. Déduction de la solution de l'équation différentielle ordinaire obtenue :

Comme la solution générale (;g ) du systeme (5.46) est
g

xg()) _(die'+dre" -1
(yg(t))_(dlet—dze_t_l ’ dl)dZE[R.

Alors, la solution générale y, de 'EDO obtenue est
ye()=die'—dre ' —1, dy,dreR.
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Exercice 5.4 Soit le probleme

() = y,
Y@ = -x(1),
(5.50)
x(0) = 1,
y©0) =

1. Trouver la solution du probléme (5.50).
2. Transformer le probleme (5.50) en un probléme d’'EDO avec des conditions initiales.

3. Déduire la solution du probleme obtenu.

Solution de I’exercice 5.4

1. Résolution du probleme (5.50) :

Le probleme (5.50) représente un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients constants sans second membre avec des conditions initiales. Pour sa résolu-
tion, nous passons par deux étapes.

o (XD (0 1 _(x(p)
Zo=() A=(5 o) e 20=()

o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre
Nous avons
{ x'(0)
y'(®

1. Les valeurs propres de la matrice A :

Nous avons

(1),

(. (5.51)

Nous avons

det(A-AId)=0 = “A 1‘:0,
= A +1=0,

= Alz)\2=i, (O(ZO/\f)Zl).

Ainsi, la matrice A admet une valeur propre complexe conjuguée.

2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A; =i : Nous avons

b ia,
—-a = 1ib,

A\7:7\1\7 =

—_—A—

= b=ia,
= \7:(? ), acR",
ia

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

= 1 1) .(O
V1:V2:(l.):(0 +1 1)
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. . . X N
En dernier, la solution générale Zj, = (yh) du systeme est (5.51)
h

Zy(1) = (;Zgg) =C] (((1)) cos(t) — ((1)) sin(t))+cz (((1)) cos(t) + ((1)) sin(t)), c1, 02 R,

ou encore,
(xh(t)) B ( ¢1 cos(t) + ¢, sin(1)

(1) —cy sin(t) + ¢ Cos(t))’ ¢, 2 €R.

o Etape 2 : Les conditions initiales

Ainsi, la solution du probleme est

(xh(t)) _ ( cos(t) )
yr())  \—sin(?)

2. Transformation du probléme (5.50) en un probleme d’EDO avec des conditions initiales:

Nous avons

d=ym = 0=y,
= x"(t)=-x(1),

laquelle est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants sans second membre.

Les conditions initiales sont
x(0)
x'0) =

I
(=

3. Déduction de la solution du probleme obtenu :

D’apres la premiere question, la solution de 'EDO obtenue avec les conditions ini-
tiales est
x(t) =cos(1).

¢
Exercice 5.5 Soit le probleme a conditions initiales
230 +6z2? (1) +112' (1) +6z(n =€,
z ,(8)::01’, (5.52)
2#(0) =1.

1. Déterminer la solution du probléme (5.52).

2. En utilisant un changement de fonctions, transformer I'équation différentielle ordi-
naire associée au probléme (5.52) en un systeme d’'EDO d’ordre 1. Préciser les condi-
tions initiales du systeme obtenu.

3. Déduire la solution du systeme obtenu.
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Solution de I'exercice 5.5

1. Déterminons la solution du probleme (5.52) :

D’apres 'exercice 4.4, 1a solution du probleme (5.52) est

_ 9 1 -t -2t 7 -3t
Zp(t)—(zl-i'gt)e —4e +Ze .
2. Transformation de I'EDO associée au probleme (5.52) et des conditions initiales :
Posons
z1(1) = z(D) zi(1) = Z'(1),
() = 2@ = zy(t) = Z'(1),
z3() = Z2'(1) zy() = Z"(1),
Zi (1) = z(1),
= zy (1) = z3(1),
zy(t) = —62z1(¢) —1125(8) —623(1) + e ".
De plus, comme
z1() = z(1) 2100 = 0,
() = Z'(r) , alors, 220 = 1,
z3(t) = 2'(1) z3(0) =

Ainsi, le probleme (5.52) peut se transformer en

Zi(1) = z(1),

zy(0) = z3(1),

zy(t) = —62z1(8) —1122(1) —623(1) + e,
1

z1(0) = 0,

20) = 1,

z3(0) = 1,

(5.53)

lequel est probléme constitué d'un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coeffi-

cients constants avec second membre et des conditions initiales.
3. Déduction de la solution du systéeme obtenu :

Comme
z1(t) = z(p),
z(t) = Z(1),
zz3(t) = Z'(p),
et

9 1 7
zp(t) = (— + —t)e‘t —4e %y Ze73,
4 2 4
Alors, la solution du probléme obtenu (5.53) est
z1(0) (lt+g) e —ae 2 LgBt
2 4
1 7 -t -2t -3t
2 |=||--t—=-]e "+8e “"——e
2 (1) ( > 4) 2

1 5 63
z5(1) (EH_Z) e_t—16e_2t+ze_3t
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¢
Exercice 5.6 Soit le probleme a conditions initiales
x'(1) = x()+y(),
Yy = 4y,
(5.54)
x(0) = 0,
y@©0) = 0.

1. Déterminer la solution du probléme (5.54).

2. Le systeme différentiel associé au probleme (5.54) est-il stable ?

Solution de I’exercice 5.6

1. Déterminons la solution du probleme (5.54) :

Le probléme (5.54) est constitué d'un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients constants sans second membre et des conditions initiales. Pour sa résolution,
nous passons par deux étapes.

Le systeme différentiel associé au probleme (5.54) est équivalent a X' (r) = AX(t) avec

oo (XD (11 _[(x(®
X(”‘(y'(t))’ A‘(o 4) et X(”‘(ym)'

o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre
Nous avons

{ x'(t) x(2) + y(1),
yi@ = 4y@.
1. Les valeurs propres de la matrice A :

Nous avons

det(A-AIld)=0 = =0,

e
= (1- )( A)=0,
=

0
AM=1AA= 4)

Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres réelle distinctes.

2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A; =1 : Nous avons

a+b = a,
4b = b,

= b=0,VacR",

AV=MT = {

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

ol
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— Pour A, =4 : Nous avons

- - a+b = Aa,
AV=\V = {419 _ 4p,
= b=3aq,
= ~:(§a), ae[R*,

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’'ou

wef)

En dernier, la solution générale du systeme différentiel associé au probleme (5.54)

est

crel +co et

xp(0) _
(J’h(t))_( 3cp et ) c, 2 €R. (5.55)

« Etape 2 : Conditions initiales
En utilisant les conditions initiales associé au probleme (5.54), la solution géné-

rale (5.55) devient
x(t)) (0
(y(t)) = (0), ci, 2 €R.

2. Le systeme différentiel associé au probléme (5.54) est-il stable?

Comme I'unique solution du probleme (5.54) est nulle et que les valeurs propres
sont réelles purement positives et distinctes, alors, le systéme est instable.

7 Problémes et applications

Probléme 5.1 Trouver la solution générale du systeme d’équations différentielles ordinaires

{ 2y1(0)+y5(0) =3y1(0) - y2(x) = x,

V(@) + Y, x) —4n () —ya(x) = €%, (5.56)

ol yy et y, sont deux fonctions réelles dérivables sur R.

Solution du probléme 5.1
Solution générale du systeme (5.56) :

Le systeme (5.56) est un systéme différentiel ordinaire linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants avec second membre.
Le systeme (5.56) est équivalent au systeme

Vi@ =-y1(0)+x-e", (5.57a)
V5(X) =51 (X) + y2(x) +2¢* — x, (5.57b)

L'équation (5.57a) est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients constants avec second membre que nous pouvons l'intégrer directement.
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L'EDO sans second membre associée a I'équation (5.57a) est

) =-y1(x),
sa solution générale est de la forme
nx)=cie™®, ceR.
En appliquant la méthode de la variation de la constante, nous obtenons
2x,

Cillx)=xe*—e

d’ ol )
Ci(x)=xe*—e* - ze2x+d1, d; eR.

Ainsi, la solution générale de I'équation (5.57a) est
x 1,
nx)=de +x—1—§e, di eR.

En portant ce dernier résultat dans I’équation (5.57b), nous obtenons

1
V5(X) = yo(x) =4x—5— Eex+501 e,

qui est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec second membre. sa
solution générale est

5 1
¥2(x) :_Edl e_x+d2ex—4x+1—§xex, dy, d> €R.

En dernier, la solution générale du systeme (5.56) est

yl(X) dle_x+x—l—1ex
- 5 ) dl, dz € [R.

V2 (x) —Edle_x+dzex—4x+1—EerC

<
Probleéme 5.2 Trouver la solution du systéme différentiel suivant

V@0 +y5(0) = y2(x) = sinx,
5.58
{ J/i(x)—yé(x)+y1(x) = X, ( )

ou y; et y, sont deux fonctions réelles dérivables sur R.

Solution du probléeme 5.2
Le systeme proposé (5.58) est un systeme d’équation différentielle ordinaire linéaire
d’ordre 1 a coefficients constants avec second membre. Il est équivalent a

1 1 1
—=y1(X) + =y2(x) + = (x +sinx),
12 12 1 (5.59)
EJ/I(X) + EyZ(x) + > (—x +sinx),

y1(x)

V5 (X)
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ol encore, a,

= 2 % + 12 ’
yé(x) E 5 yz(x) E (—x+sinx)
ou 1 1 1
y1(x%) -= = — (x +sinx)
Y(x)= . A= 2 %], Fw= :
yz(x) E E 5(—X+SIHX)

Pour déterminer la solution générale du systeme (5.59), nous passons par deux étapes.
o Etape 1: Systeme différentiel sans second membre

Nous avons ] ]
Vi) = =30+ Sye(x),
2 12 (5.60)
J/é (x) = Eyl (x)+ Eyz (x).
1. Les valeurs propres de la matrice A :
Nous avons
1
2N 3
det(A-Ald)=0 = 1 1 =0,
2 2
> M- E =0,
2
2 2
= )\1 = —£ N )\2 = £
2 2

Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes.

2. Lesvecteurs propres associés :

2
—Pour)\lz—gz
Nous avons
1 1 V2
M TpAtgb = e
AV=\;V = . . 7
-a+-b = ——b,
2 2
= b:(l—\/i)a,

a

= V(i vga) oo

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

vl )
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2
— Pour A, = % : Nous avons

1
—-a+ — b
2

:(1+\/_)

1 V2
——a+2b = 54
AV=\,V = Q
2
b

=

*

= V:(Elwaa)’ acks

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

vl L)

En dernier, la solution générale (i 1) du systeme (5.60) est
2

n@) a1 v (1
(yg(x))—me 2 (l_ﬂ)+02e2 (1+\/§), c1, 0 ER,
ou encore,
. ( e_%éx e{x ) ) R (5.61)
- , ¢, €eR. )
) \1-v2)e 7 (1+v2)e?/ |, b

o Etape 2 : Systeme différentiel avec second membre
D’apres la formule (5.61), nous avons

_V2, V2 1+\/§ f _Le‘/?zx
e 2 ez 2\/§ 2\/§
o) =>¢7'(0)=
(1-v2)e 5 (1+v2)e 1-V2 vz, 1 4,
2v2 2V2
Ainsi,
K(t) = f(p‘l(t)F(t)dt,

1+\/_
_1\/_
4

1. V2
xez xdx+4fsmxez Ydx

1 V2 ’
fxe_Txdx+L—Lfsinxe_72xdx
2+\/§x 1+\/§ 1

4 2 6
- (2—\/5 +\/2—1 1

2 . _Y2
—cosx—Esmx)e 2%+ d,

V2 Vi,
sx+Esmx ez +d;
dl,dZE[R.

X
4 2 6
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En dernier, la solution générale (i 1) du systeme différentiel (5.58) est
2

J/l(x)) 3
(yz(X) = Gp(OK(),

_V2 V2 1
die 2 +dre2*-1+x——-cosx

d, dy € R.
2 N 1 1 y A d
dl(l—\/i) e_72x+d2(1+\/§) esz+1—§cosx—§sinx

Probléme 5.3 Considérons le systeme différentiel suivant

{ y1 (%) +4 y2(x)
Yy (X) =4 y1(x)

0,

0. (5.62)

ol y; et y, sont deux fonctions a valeurs dans C définies et deux fois dérivables sur R.
1. Trouver la solution générale du systeme différentiel (5.62).

2. Parmi les solutions du systeme différentiel (5.62), quelles sont celles qui prennent
leurs valeurs dans R.

Solution du probléme 5.3
1. Résolution du systeme différentiel (5.62) :

Le systéeme (5.62) est un systeme d’équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre
2 a coefficients constants sans second membre. Pour sa résolution, nous devrons
d’abord le transformer en un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants sans second membre.
Pour cela, posons

V(@) =y3(x) et yu(x)=ya(x),

ol ys et y4 sont deux fonctions a valeurs dans C définies et deux fois dérivables sur

R, ainsi,
Y10 = y3(x) i = yx),
W = e ) pe = p,
y3(0) = y{(x) Yi(x) = —4y(x),
v = yi(x) yi(x) = 4y,

lequel est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants sans se-
cond membre, il peut, aussi, s’écrire sous la forme

y1(x) 0 0 1 0y
yo(x)| 10 0 0 1|])x)
y3(x)] 10 -4 0 O || (5.63)
V4 (x) 4 0 0 0)\ysx)
avec
y1(%) 0 0 10
_[r® o 0 01
Y(x) = a(x) et A= 0 -4 0 0
Ya(x) 4 0 00O

Trouver la solution générale du systeme différentiel (5.62) revient a résoudre le sys-
teme différentiel (5.63).
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7. PROBLEMES ET APPLICATIONS

1. Les valeurs propres de la matrice A :

Nous avons
-A 0 1 0
0 -A O 1
det(A-AId)=0 = 0 -4 -1 0 =0,
4 0 0 -A
= AM+16=0,

= (Alzxzz\/i-f-l‘\/é/\)\3:X4:_\/z+i\/§).

Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées.

2. Les vecteurs propres associés :
— Pour A\ =A2=V2+iV2:
Nous avons

(V2+iv2)a,
(V2+iv2)b,
i

AV=\V = - (V3+iv3)e,
= (V2+iv2)d,
= (=1a,
{ = (V2+iv2)a,

= (V2-iv2)a,
a
| =Da, «
| (vV2+iv2)a |’ ack,
(V2-iv2)a

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’out

U
SHCES

<

=

1

= —1
V1:V2: \/§+l\/§ .
V2—-iv2

- Pour)\3:X4: —V2+iV2:
Nous avons

AV=\3V =

U

- (VE+ivD)a

= (-v2+i 2)19,
{ ( 2)
( )

QU o
|
i
N
+
\S)
—
R

ia, %
(\/—_H\/—) , acR™,
(V2-iv2)a

U
<h
Il
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7. PROBLEMES ET APPLICATIONS

ainsi, pour des raison de simplification, nous prenons a=1. D’ou

1
V3=V, = :
ST V2+iv2|
-V2-iv2
Donc : la solution générale du systeme (5.63) est
y1(x) 1 1
y2(x) Vaa+ix| T V2(1-i)x i
= . + ,
¥3(x) ae VZ+ivz| T2 V2-iV2
ya(x) V2-iv2 V2+iv2
1 1
V2(-1+i)x Z V2(-1-i)x —i
+c3e V2+iV3 +cse Va2-iva| c1, €2, C3, c4 € C.
—-V2+iV2 —V2+iv2
Les solutions du systeme (5.62) sont donc
nw) ¢ eV2+i)x 4 c eV2-i)x 4 c3 eV2(=1+i)x 4 ca eV2(=1-i)x
Vo)) T\ ieV2Hix g, i oV20-0x 4 o oV2(E14DX i oV2(-1-Dx )

avec ci, ¢, c3, ¢4 € C.

2. Les solutions réelles du systeme différentiel (5.62) :

Les solutions réelles du systeme différentiel (5.62) s’obtiennent en exprimant le fait
que

NEW=ynk et yx)=yx),
pour tout x € R. Aprés de simple calcul, nous obtenons les conditions c¢; = ¢ et
C3 = 64.
Donc : les solutions réelles du systeme différentiel (5.62) ont la forme

y1(%) B eV2*( cos (v2x) — kp sin (v2x)
| eV2(ky cos (v2x) + ki sin (v2x)

+eV2x
+eV2

ks cos (V2x) + kq sin (v2x)
Y2(x) ks cos (v2x) — ks sin (v2x) | |

ol kl, kz, kg et IC4 eR.
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Index des notations

Dans tout ce polycopié, les notations suivantes seront utilisées. En cas de modifica-
tion, elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

EDO

N

N*

VA

R

R\ {p}

R* =R\ {0}
R

R}’l

Rnxn

C

LJ

AiER

2

E" (R, RY)

X,
z=(z1, 22, "+, 2n)
apn - AIN
A=
aN1 -* AaNN
|
Izl
y

Yi

¥ (x) = iy(X)
dx2

y'(x) = a4 y(x)
d xzn

(n) _ d
y(x) = y(x)

dx"

Equations Différentielles Ordinaires.

Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des entiers naturels privé de zéro.
Ensemble des entiers relatifs.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels privé de f € R.
Ensemble des nombres réels non nuls.

Ensemble des nombres réels strictement positifs.
Ensemble des vecteurs réels a n composants, n € N*.
Ensemble des matrices réelles a n x n composantes,
neN*.

Ensemble des nombres complexes.

Intervalles de R.

Ouvert borné de R.

Ouvert de R"?, n e N*.

Espace des fonctions 7 fois continument différentiable de R’

aR/, i, j, neN*.
Variables réelles.
Variable réelle de RY.

Matrice réelle de taille N x N.

Valeur absolue de x.

Norme euclidienne de RN.

Fonction continue n fois dérivable a une variable réelle x,
neN.

Fonction continue 7 fois dérivable a une variable réelle x,
ieN*.

Dérivée premiere de la fonction y par rapport a x.
Dérivée seconde de la fonction y par rapport a x.

Dérivée n— ieme de la fonction y par rapport a x,

neN*.
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Index des notations

F, f, fi
a%f(xl’XZ)

Y(x) = (y1(20), y2(2), -+

F(x; Y(x))
Yh

Vs
Yp

Yg
Id

ay -+ 4IN
detA=

anNi1 -+ 4NN

R(2)
3 (2)

, Yn(x)

Fonction réelle continue et dérivable a plusieurs
variables, i € N*.

Dérivée partielle de la fonction f par rapport

ala variable x,.

Fonction réelle vectorielle a une variable réelle x,

neN*.

Fonction réelle vectorielle a plusieurs variables réelles.
Solution d'une EDO de fonction inconnue y sans
second membre.

Solution singuliere d'une EDO de fonction inconnue y.
Solution particuliere d'une EDO de fonction inconnue y.
Solution générale d'une EDO de fonction inconnue y.
Matrice identité.

Déterminant de la matrice A.

Valeur propre de la matrice Aaveci=1,N.
Vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre A; aveci=1,N.

Partie réelle du nombre complexe z.

Partie imaginaire du nombre complexe Zz.
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