UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS-MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

En vue d’obtenir le dipldbme de Mémoire de

MASTER

Option : ANALYSE FONCTIONEL

Présenté par : Mlle Amina ASSOUS
Mile Wissam SEHLELOU

L’étude d’un opérateur de Volterra

Président M U. MOSTAGANEM.
Examinateur M U. MOSTAGANEM.
Encadreur Mme SAIDANI U. MOSTAGANEM.

Année universitaire : 2015-2016



Table des matiéres

L__Introductionl 1
1 RAPPELS

(1.1  Espace de Hilbert| . . . . . . . . . . . . . .. . 2

(LL1I.1 Produit scalairel . . . . . . . . . . Lo 2

(1.1.2  Suite de Cauchy|. . . . . . . . . . ... 3

(1.1.3  Suite convergente]| . . . . . . . . . ... e 3

(1.1.4  Espace complet| . . . . . . . . ... oL 3

(1.2 Opérateur sur un espace de Hilbert| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 4

(1.2.1 Opérateur borné| . . . . . . . . . . . . ... 4

[1.2.2  Valeur propre et vecteur propre| . . . . . .. ... 5

(1.2.3  La projection orthogonale : . . . . . . ... ... ... ... ..., 8

2_OPERATEUR DE VOLTERRA] 9

[2.1 Opérateur de Volterra] . . . . . . . . . . ... ... ..o 9

[3 Développement de V* oV (f) en série trigonométrique 14

[4 L’opérateur " o |/ et équations différentielles| 23

[ Conclusion| ii

[ Bibliographie| ii




Dédicace

Au meilleur des péres

A ma trés chére mamann, affable,honorable, aimable, tu présentes pour moi le
symbole de la beauté par excellence, la source de tendresse et I’exemple du dé-

vouement qui n’a pas cessé de m’encourager et prier pour moi.

A mon trés cher papa, rien au monde ne vaut les efforts fournis jour et nuit pour
mon éducation et mon bien étre. Ce travail est le fruit de tes sacrifices que tu as

consenti pour mon éducation et ma formation.
A mes chéres soeurs, pour leur amour et leur incontestable appui.
A ma chérie Amina, pour tous les instants inoubliables que j’ai passés avec toi.

A mes chers collégues, je ne peux trouver les mots justes et sincéres pour vous
exprimer mon affection et mes pensées, vous étes pour moi des fréres, sceurs et

des amis sur que je peux compter.
A toute les membres de ma famille petits et grands.
Je dédie ce travail a toutes les personnes cheres a mon coeur.

de toute ma gratitude et mon amour.

Wissam SEHLELOU



Dédicace

C’est un grand plaisir que je dédie ce modeste travail de fin étude a tous mes proches
Particulierement :
A ma trés chére mére pour tout bienfaits, sa tendresse, ses sages conseilles dont j’ai
Toujours bénéfice.
A mon cher adoré pére, pour sa patience, ses encouragements, son soutien moral et
financier qu’il a consisté depuis ma naissance jusqu’a ce jour.
A ma chere belle sceur Nawal et & mon petit frére Mohamed. .
A mon binoéme et fidéle amie Wissam et & tous mes meilleurs amis.

Je le dédie aussi & ma grande meére et aux familles : Assous, Benamara.

Amina ASSOUS



TABLE DES MATIERES




Remerciments

Tout d’abord, nous remercions le bon Dieu, notre créateur de nos avoir donné les

forces, la volonté et le courage afin d’accomplir ce travail modeste.

Nous adressons le grand remerciement a notre encadreur Madame SAIDANI qui
a proposé le théeme de ce mémoire, pour ses conseils et ses orientations du début

A la fin de ce travail.

Nous tenons également & remercier les membres de jury pour ’honneur qu’ils nous

ont fait en acceptant d’examiner ce travail.

Nos remerciements vont aussi & tous les enseignants du département mathéma-

tiques, qui ont participé & notre formation.

Enfin, nous tenons également & remercie toutes les personnes qui ont participé de

pres ou de loin a la réalisation de ce travail.

Wissam SEHLELOU

AMINA ASSOUS



Résumé

Nous nous intéressons dans ce mémoire a démontrer quelques propriétés de I’'opé-
rateur de Volterra et 'opérateur V* o V' (' la composition d’un opérateur de Vol-
terra et son adjoint) et a déterminer son spectre ponctuel, puis, nous développons
Iopérateur V* o V' en série trigonométrique qui nous permet de montrer 1'utilité
de l'opérateur de Volterra pour étudier I’équation différentielle avec les conditions

de Sturm- Liouville.



INTRODUCTION

La théorie spectrale a pour origine d’une part la généralisation aux espaces de dimension
infinie des théorémes de réduction des endomorphismes dans les espaces de dimension finie

et, d’autre part, des origines liées aux équations aux dérivées partielles.

La théorie spectrale des opérateurs est particulierement utile et importante dans I’étude des
équations aux dérivées partielles. En effet, un des buts premiers de ’étude d’un opérateur est
la détermination de son spectre, qui est la généralisation en dimension infinie de I’ensemble
des valeurs propres d’une matrice. Ceci permet de résoudre complétement des probléemes
d’évolution en mécanique, physique, etc.

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs, qui traite les endomor-
phismes continus d’un espace vectoriel normé. Cette théorie est surtout développée dans le
cas des espaces de Hilbert.

L “objectif de ce travail est d étudier les déférentes propriétés de 'opérateur de Volterra et
Popérateur V* o V' (la composition d'un opérateur de Volterra et son adjoint) ainsi leurs

utilité pour étudier I’équation différentielle avec les conditions de Sturm- Liouville.

Pour détailler notre travail, nous avons scindé ce mémoire en quatre chapitres.

Dans Le premier chapitre, nous avons rappelé tous les outils nécessaires pour I’élaboration
de ce travail. Nous définissons les espaces de Hilbert, opérateur borné, adjoint d’un opérateur
etc.

Le deuxiéme chapitre est une introduction & la notion de l'opérateur de Volterra. Nous
commencons par la définition de cet opérateur sur un espace de Hilbert en précisant son
adjoint puis quelques propriétés de l'opérateur V* o V' (la composition d’un opérateur de
Volterra et son adjoint).

Le troisiéme chapitre a pour but de déterminer un développement en série trigonomé-

trique de 'opérateur V* o V' (la composition d’un opérateur de Volterra et son adjoint) en
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utilisant une suite orthonormée totale de ’espace de Hilbert dont ’existence est montrée par

le théoreme d’approximation de Weierstrass.

Dans Le quatriéme chapitre et le dernier, nous utilisons les outils construits jusque-la
pour étudier ’équation différentielle avec les conditions de Sturm- Liouville, en établissant
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit solution. Nous relions les
vecteurs propres de 'opérateur V* o V (f) aux solutions d’une telle équation différentielle.

Ce travail est achevé par une bibliographie.



Chapitre 1

RAPPELS

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments ma-

thématiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les différents
éléments de la théorie des opérateurs et quelques connaissances acquises sur les

séries et les types de la convergence.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 Soit H un k—espace vectoriel (k est un corps complexe ou réel). Un produit
scalaire sur H noté (.,.) est une forme sesquilinéaire, hermitienne et définie positive de H x H

dans k
e Sesquilinéaire : pour tout x,y,z € H et A € k:
(r+y,2) = (z,2)+(y2)

({r,y+2) = (r,y) +(z,2)

et
(Az,y) = A(x,y)
(z,\y) = Xz,y).

e Hermitienne : (y,z) = (x,y), pour tout x,y € H.
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e Définie positive : pour tout x € H

(r,z) = 0
et
(r,x) = 0& x=0q.

Définition 1.1.2 On appelle norme sur H noté

Mg, toute forme de H dans R™ tel que :
iNv e H, ||z||; =0« 2 =0g,

i € H,YA € k, [\l = N o]l

iipz,y € H, o+ yly < ol + ol

Remarque 1.1.1 Pour tout produit scalaire sur H, on peut associer la norme

2/l = /(s @) g
1.1.2 Suite de Cauchy

Définition 1.1.3 Soient H un k—espace vectoriel (k est un corps complexe ou réel) muni
d’une norme ||.|; et (zn),cy une suite de vecteurs dans H. La suite (v,),.y est dite de

Cauchy si et seulement si
Ve > 0,3Ny € N tel que Vn,m > Ny @ ||z, — x|l 5 < €.

1.1.3 Suite convergente

Définition 1.1.4 On dit que la suite (v,,), oy de vecteurs dans H est convergente vers x € H
S1

Ve > 0,dN, € N tel que Vn > Ny : ||z, — z|| 5y < €.

1.1.4 Espace complet

Définition 1.1.5 Soit H un k—espace vectoriel normé. H est dit complet si toute suite de

Cauchy de H est convergente dans H .

Définition 1.1.6 Un k—espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace de Hilbert

si et seulement si il est complet pour la norme induite par le produit scalaire.
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Définition 1.1.7 Soit H un espace de Hilbert, on dit que les vecteurs x et y de H sont

orthogonaux et on écrit v Ly si (z,y); =0

Définition 1.1.8 Soit (z,,),-, une suite de vecteurs de H, on dit que la suite est orthogonal
si les vecteurs x,, sont deuzx & deux orthogonauz, c’est-a-dire si (T, xy); = 0 lorsque m # n,

on dit que c’est une suite orthonormée si de plus pour tout n on a ||z,| 5 = 1.

1.2 Opérateur sur un espace de Hilbert

Définition 1.2.1 Soient H et F' deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans F' est
une transformation linéaire A : D (A) C H — F telle que D (A) est l’ensemble des vecteurs

x € H pour lesquels il existe une image y € F.

On appelle Ker (A) noyau de l'opérateur A le sous espace de H défini par :
Ker (A) ={z € D(A) tel que Az = 0}.
et on appelle I'm (A) image de 'opérateur A le sous espace de F' défini par :
Im(A)={ye Ftelquey=Azx,x € D(A)}.
On note par L (H, F') 'espace vectoriel des opérateurs de H dans F.

1.2.1 Opérateur borné

Définition 1.2.2 Soient H et I’ deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans F' est
dit borné si et seulement si

sup ||A (z) ||r < 0.
xeH

Remarque 1.2.1 On note l'espace des opérateurs bornés de L (H, F) par B (H, F) qui est

un espace vectoriel sur lequel on définit la norme d’opérateurs

[Allop = sup|[A(z)|[r
zeH
= inf{M >0:||A(x)||r < M||z||x}.
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Définition 1.2.3 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T € B(E, F). T* € B(F,E) est

dit opérateur adjoint de T’ si et seulement si pour tout v € E et tout y € F

(T'(x),y) = (&, T" (y)) -

Définition 1.2.4 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et (T),), .y une suite d’opérateurs
de B(E,F), on définit les trois types de convergences suivantes :
1) Convergence en norme

(T),en converge en norme vers l'opérateur T' si et seulement si
T, —T||pery — 0, etonécritT, =T,
n—oo

2) Convergence forte

(T),en converge fortement vers lopérateur T' si et seulement si
||T, () =T (2)||r = 0, Vz € E et on écrit T, > T,
3) Convergence faible
(T}),en converge faiblement vers 'opérateur 7" si et seulement si
(T, (z),y) = (T (z),y), Yx € E,Vy € F.

1.2.2 Valeur propre et vecteur propre

Définition 1.2.5 Soient E un espaces de Hilbert et T € L (F). On appelle valeur propre de
T tout scalaire \ € k tel que (T — A d) n’est pas injectif, autrement dit, s’il existe un vecteur

reFE, x#0, tel que :

Ty = M\x

Le vecteur x est alors appelé un vecteur propre de T' correspondant a la valeur propre .

Quelques résultats d’analyse

On se propose maintenant de faire le point sur quelques propriétés des séries et

les types de la convergence des séries utilisés dans notre travail.
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Définition 1.2.6 Séries Trigonométrique : On appelle série trigonométrique toute série dont

le terme général est de la forme :
Up, = ay, €08 (nx) + by, sin (nx) (x € R)
ot (ay) et (b,) désignent deux suites de nombres réels ou complezes.

Remarque 1.2.2 Si les séries Z la,| et Z |b,| sont convergentes, la série trigonométrique
n n

Z (a,, cos (nx) + by, sin (nx)) est normalement convergente sur R.

n

Définition 1.2.7 Une partie D d’un espace topologique X est dite dense dans X si sa fer-
meture D coincide avec X .

Une partie G de H est dite dense dans H si

Vhe HVe>0,3g€G;|lg—hl<e

ou d’une maniére équivalent si tout h de H est limite d’une suite d’éléments g, de G :

| gn = ||— 0.
Exemple 1.2.1 L’ensemble Q des rationnels est dense dans R pour la topologie usuelle.
Théoréme 1.2.1 de Weierstrass (approzimation par des polynomes) [0

Pour toute application f continue sur 'intervalle compact [a, b], il existe une suite de fonctions
polyndémes (p,), convergeant uniformément vers f.

La convergence normale d’une série
Définition 1.2.8 Soit <Z fn> une série de fonctions définies sur E et || fu||g = supgep {|fn (2)]}.

On dit que la série de fonctions Z fn> est normalement convergente sur E lorsque la série

n

numérique (Z ||fn\|E> est convergente.

n

La convergence uniforme d’une série :
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Définition 1.2.9 soit Z fn une série de fonctions définies sur E C R. On dit que an

converge uniformément U67‘S la fonction f sur E ssi :
Ve > 0,dn.eNV VrekFE

(n Zna = ka(x) -
k=0

or la convergence simple est donnée par

|<)
Ve € E,Ve>0,dn.eN,Vn

(n2n5:> §€>

Remarque 1.2.3 Si une série g fn est normalement convergente alors elle converge uni-

n

> fi(@) = f (@)

k=0

n
formément.

Dérivation de série de fonction :

Théoréme 1.2.2 [6] Soit la série Z U, tel que U, € C* ([a,b]), si la série Z U, converge

n=0 n=0
(e 9]
- P / . , L, .
au moins au o € [a,b] et la série E U,, converge uniformément sur ce segment alors la série
n=0
o0
E U, (z) converge uniformément sur [a,b] et la somme S (x 5 Un (z) est un élément
n=0

n=0
de C* ([a,b]), de plus

Suite orthonormeé totale :

Définition 1.2.10 Soit H un espace de Hilbert séparable, une famille (e,,), oy C H est totale

si l’espace vect{e, , n € N*} est dense dans H.

Définition 1.2.11 Une famille orthonormée totale d’un espace de Hilbert est appelée une

base hilbertienne.
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1.2.3 La projection orthogonale :

Définition 1.2.12 Deuz éléments x et y € H sont dits orthogonauz si (z,y), = 0. Soit
M C H un sous ensemble de H. On dit qu’un élément x € H est orthogonal a M si x est
orthogonal & chaque élément de M. Un sous-ensemble N C H est orthogonal a M si chaque
élément de N est orthogonal a M. On appelle le complément orthogonal de M [’ensemble M

L de tous les éléments de H qui sont orthogonaux & M.

Si M est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H, la projection orthogonale
ou simplement projection sur M est I'opérateur borné définit par
Pz = y pour tout € H ol © = y + 2z est 'unique facon d’écrire x avec y € M et z € M+,

Toute projection P vérifie P? = P et si P # 0, alors ||P]| = 1.



Chapitre 2

OPERATEUR DE VOLTERRA

On introduit dans ce chapitre un opérateur de Volterra noté V', puis a I'aide de son adjoint,
on étudie alors un opérateur V* o V' (la composition d’'un opérateur de Volterra et son ad-
joint) autant qu’un opérateur symétrique défini positif dans un espace vectoriel euclidien de
dimension infinie en déterminant son spectre, et on relie les vecteurs propres de 'opérateur
V* oV aux solutions d’une équation différentielle. On termine ce chapitre par un théoréme

qui caractérise les valeurs propres de ce type d’opérateurs.

2.1 Opérateur de Volterra

Définition 2.1.1 Soit E [’espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur

[intervalle [0, %], muni du produit scalaire défini pour tous f,g dans E par :

(f.9) = / Y f(0) g (@) de. (2.1.1)

On note ||fllg = /{f, f)la norme associée & ce produit scalaire. On définit l'opérateur V

comme suit
EF—F
Vv
f=VI(f)
tel que
0,3] - R

vy @ = fr s aya 212

L’opérateur V' est appelé opérateur de Volterra.
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Lemme 2.1.1 L’adjoint de 'opérateur de Volterra est donné par

Vi@ = [ i (2.1.3)
pour tous f € E et x € [O, g] )

Preuve

En observant que V (f) et —V*(f) sont deux primitives de f, montrons que pour tous f, g

dans F
V(f).9)=(f,V"(9))-

Soient (f,g) € E?,

Il en résulte que :

V(f.9) € B> (V(f).g9)=(f,V"(9))

Lemme 2.1.2 L’opérateur V* o V' est symétrique défini positif et ses valeurs propres sont

positifs.

Preuve

D’apreés la propriété de symétrie du produit scalaire, nous avons pour tout (f,g) € E?,

(g, V=(V(N) = Vg,V
= (V(f),V(9)
= (LVE(V(9)-

Donc
V(f,9) € E*, (V*oV(f),9)=(f.V'oV(g)

d’ott V* oV est un opérateur symétrique.
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De plus, d’aprés la lemme [2.1.1

(V2o V(f), 1) = V), V()
= V(NP =0,

et si nous avons
(VioV(f).f)=0
alors V (f) est nulle, donc sa dérivée, qui est la fonction f est nulle, ainsi 'opérateur symé-
trique V* o V' est défini positif.
Soit A une valeur propre de 'opérateur V* o V' (qui existe par la symétrie de 'opérateur), il

existe alors f non nulle de F telle que V*o V (f) = Af, alors

(V2o V(1) f) = ML)
= AP,

comme les deux quantités (V* oV (f), f) et ||f||* sont strictement positifs, alors A > 0, ceci
acheéve la preuve.
Le théoréme suivant donne une relation entre les vecteurs propres de 'opérateur V* o V' et

les solutions d’une équation différentielle d’ordre 2.

Théoréme 2.1.1 Soient E = C [0, 2], muni du produit scalaire défini par la formule (2.1.1)),
Vopérateur V' défini par la formule (2.1.2)) , A une valeur propre de V* oV et f\ un vecteur
propre associé a . Alors f\ est de classe C? et est solution de 'équation différentielle :

Yy + %y = 0 avec les conditions y (%) =0ety (0)=0.

Preuve Comme
VoV (fy) = Afa

et V*(V (fx)) est de classe C?, alors f, est dérivable sur [0, 2] et en dérivant deux fois, on

obtient
Af)\” = _f)\v

d’ou f) est solution sur [0, g] de I’équation différentielle

" ]_
Zu=0
y + )\y Y
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f) étant continue sur [O, %} alors fy” l'est aussi et donc fy est de classe C? sur [O, —] . De

plus,
M (5) = Vv ) (5) =0
et
A (0) ==V (£,) (0) =0,
d’ou

m ’
fi(5)=0et fi0)=0.
Par suite la démonstration est compléte.

On termine ce chapitre par une caractérisation des valeurs propres de 'opérateur V* oV :

Théoréme 2.1.2 Soient E =C [0, g] , muni du produit scalaire défini par la formule (2.1.1]),
Vopérateur V- défini par la formule (2.1.2)) . Alors X\ une valeur propre de V*oV' si et seulement

1
(2n+1)% *

sl existe n € N tel que \ =

Preuve

Si A est une valeur propre V* o V| alors, d’apres le lemme et le théoréme [2.1.1], nous

avons A > 0 et f\ ( le vecteur propre associé) vérifie

y' +3y=0
{ v (3) — 5 (0)=0. (2.1.4)
donc
T+ 3fa=0
{ £(3) =Af;(0) =0 (2.1.5)

L’équation différentielle (2.1.5) du second ordre & coefficients constants a pour équation
caractéristique r? + % = 0, de racines r = j:% (A > 0). Une base de solutions de I’équation

différentielle (2.1.5)) est formée des fonctions :

 — cos (%) et © — sin <%> . (2.1.6)

La solution général de I’équation est définie par

X

£ (2) = acos (ﬁ) + psin (%) . (a,p) € R? (2.1.7)
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donc

) € vect (a: — COos (Lx) , T — sin (Lx)> .
A A

En dérivant (2.1.7) , nous obtenons

o) = s (=) + L cos ()

La condition initiale f; (0) = 0 donne donc = 0, d’oil

£ (x) = acos (%)

fr € vect <:L‘ — COS <Lx>)
VA

La condition initiale fy (%) = 0, nous obtenons

donc

T
—)|=0&)\=—— Vnez,
Iy (2> (2n + 1)?
il existe donc, n € N tel que A\ = (zn-lu)z'
Réciproquement, s’il existe n € N tel que A = m , posons pour xr € [0, %} Do () =

cos ((2n + 1) x), donc

T

Vign) () = /cos((2n+1)t) dt
sin ((2n + 1) x)
2n+1

Y

et

Jus

2

Vievig) @) = [

T

= Acos((2n+1)x),

sin ((2n + 1))

dt
2n+1

donc V*oV (g,) = Ag, alors A est une valeur propre de V*oV. Conclusion, les valeurs propres

de V* oV sont les A = w et I'espace propre associé a chaque )\, est la droite vectorielle

engendrée par g,.



Chapitre 3

Développement de V* o V (f) en série
trigonométrique

Dans cette partie, nous nous tenterons a déterminer en théoréme 3.0.3 un développement de
V*oV (f) en série trigonométrique. En utilisant une suite orthonormée totale dont ’existence
est montrée par le théoréeme de Weierstrass trigonométrique.

Nous considérons I’espace vectoriel G' des fonctions réelles définies et continues sur l'intervalle

[0, 7], muni du produit scalaire défini pour tout f, g dans G par :

. g = / £ () g (t)dt. (3.0.1)

Nous notons || f|l; = /{f, f)¢ la norme associée & ce produit scalaire.

Pour n € N, nous définissons la fonction ¢, € G par la formule ¢, (t) = cos (nt) et on note
F, = Vect (cy,c1,...,c,) le sous-espace vectoriel de G engendré par {cg,cq,...,¢,}. Nous
notons également Pr la projection orthogonale de G sur F,.

La détermination effective de la série trigonométrique nécessite quelques calculs, pour cela

nous commencons par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 3.0.3 Si P est un polynome de degré n € N, la fonction t — p(cos (t)) définie sur
0, 7] appartient o F,.

Preuve
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Soit P est un polynome de degré n défini par
p(r)=ap+ar+...+a,2", a; €k
Donc
p(cos (t)) = ag + ay cos (t) + aycos® (t) + ...+ a,cos™ (1), a; €k (3.0.2)

puisque, (F},),cy €st une suite croissante de sous espaces vectoriels de G, il suffit de montrer

que pour tout n € N, h,, (t) = cos™ (t) définit un élément de F,.

Soit t € [0, ], alors :
it | it
cost = —5 & 2cost =€t e,

donc pour tout n € N,
277, COSn (t) — (eit + e—it)”
_ Z Csei(ﬂcfn).
k=0
De méme
2"cos™ (t) = (e +e )"
— Z Cﬁei(n—ﬂﬂ)'
k=0

De I’équation ([3.0.3)) et (3.0.4) , nous obtenons

2" cos™ (t) + 2" cos™ (1) = Z C’Semk*ﬂ) + Z C’ffbe"(”’%)
k=0 k=0

ontl an (t) _ Z Cs [ei(n72k) + efi(n72k)]
k=0

= QZCSCOS(R—QIC).

k=0

La parité de cos affirme que

cos" (t) = (2% Z C* cos (n — 2k’)> € F,,
k=0

(3.0.3)

(3.0.4)

donc h,, € F,, et puisque F), est un sous-espace vectoriel, alors p (cos (t)) € F},, ceci achéve la

preuve du lemme.
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Lemme 3.0.4 Il exsite une suite de nombres réels strictement positifs (o), oy telle que la

suite (ancp) _ S0it orthonormée totale.

Preuve

Soient n, m € N, nous avons

(CnyCm)e = /cos (nt) cos (mt) dt
0

_ %/[cos((n—i—m)t)—i—cos((n—m)t)] dt.

i) Sin#m, (ch,cm)e =0,
ii) Sin=m #0,

<Cn7cn>G =

DN | —
(ORI

/ (cos (2nt) +1) dt =

iii) Sin=m=0,

(co, o) = .
Alors, sin=m #0: |lcallg = /5 et sin =m =0: |l = v/7, posons o, = \/g pour
n>1 et ayg= \/%7, alors la suite (O‘”C")nem est orthonormée. Pour montrer que (ancn)neNes’c
totale, il suffit de montrer que Vect(a,c,) dense dans G pour la norme de ||.||¢
Soit f € G, comme

Iflle < VT [ fllo s

il suffit de montrer que f est une limite uniforme d’une suite de Vect(a,c,). Posons g =
f oarccos = f (arccos) qui est continue sur [—1, 1], d’aprés le théoréme d’approximation de
Weierstrass, il existe une suite de polynomes (P, ), .y réels qui converge vers g uniformément

sur [—1, 1], alors, pour tout € > 0, il existe N un entier naturel tel que : Vn > N; Vo € [—1,1]

9 () = Py (2)] < (3.0.5)

§ie

en remplagant = par cosy, (3.0.5) devient

Vn > N;Vyel0,7],

IN

g (cosy) — Py (cosy)| = [ f(y) = Pu(cosy)]
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donc

%
=

Vn

sup | f(y) = P (cosy)| < —=.

y€[0,7] ﬁ
f est alors limite uniforme sur [0, 7] d’une suite de vect (h,, n € N) C vect (¢,, n € N),
d’apres le lemme [3.0.3| Finalement, vect (c,, n € N) dense dans G, pour la norme de la

convergence uniforme. En utilisant la définition de la norme de GG, nous obtenons

If = Pu(cos)lle < vVallf = Pa(cos)ll

< g,

ce qui implique que vect (a,,¢,, n € N) dense dans G, pour la norme de la convergence ||.||q,

alors la suite (ay,c,) _ est orthonormale totale.

Lemme 3.0.5 Soit Pg, la projection orthogonale de G sur F,. Alors pour tout f € G,
|f = Pr, (f)|la tend vers O lorsque n tend vers linfini. Si, de plus (Pg, (f)),en converge

uniformément sur [0, 7] vers une fonction g, alors g = f.
Preuve

Soient Pp, la projection orthogonale de G sur F,, et f € G. D’aprés la définition de la

projection orthogonale, nous avons

1f = Pr. () lle = inf 17 ~ glle
gEln

par suite, pour tout g € F,,

f = Pr, (N lle <IIf = glle- (3.0.6)

En utilisant le théoréme d’approximation de Weierstrass, pour tout € > 0, il existe p un
polynome de degré N, tel que
1f = p(cos) [l <€

de méme que la preuve de le lemme [3.0.3, nous avons

| —p(cos)|lc <€ (3.0.7)
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d’apres le lemme [3.0.3] p(cos) € Fiy, mais si n > N, alors Fy C F,, d’ou
f = Pr, (F)lle <IIf = Pry () lle (3.0.8)
de plus (3.0.6)) affirme que

f = Pex (F) lle < |1 = p(cos)|le- (3.0.9)

De (3.0.7)) , (3.0.8)) et (3.0.6]) , nous obtenons que pour tout £ > 0, il existe N € N, pour tout

n>N
lf = Pr, () lle <e,

d’ou ||f — Pr, (f) ||c tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

Nous supposons maintenant que (P, (f)),,cn converge uniformément sur [0, 7] vers une fonc-

tion g, puisque chaque Pr, (f) est continue sur [0, 7], g 'est aussi, donc g € G, par suite

Vn €N, |lg — Pr, (f)lle < V7llg — Pr, (f) [l

la suite (Pr, (f)),cy converge alors vers g pour la norme ||.||g, alors par unicité de la limite :

f = g. Ceci achéve la preuve du lemme.

Lemme 3.0.6 Pour tout x € [O; g} , soit la fonction g, sur [0, 7] définit par la formule :

Cf I-max(z,f) si0<t<3
gz (t) = { o (T — 1) sT<t<nm (3.0.10)
Alors
IS L (@b 1) a)cos (2K 4 1)0) = 0. (1), Vi€ [0,7]
- — cos x) cos =g, (1), 7.
T (2 + 1) g
En particulier, pour tout x € [O,g
70 4 2
— —max (x,t) = — ———cos((2k+1)x)cos ((2k+1)t).
5 a0 = 23 o eos{(26 + ) a)cos (2 + D)
Preuve
Pour tout z € [0; 2], ¢ € [0, ], nous avons
_ [ fomax(nt)  si0<t<)
g (1) { —gs (T — 1) SiT<t<nm (3.0.11)
_ 5 —max(z,t) si0<t< 7
{ max (z, T —t) — § siT<t<m (3.0.12)
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C’est clair que g, est continue sur [0, 7], donc g, € G. Nous avons
Pr, (g2) = Y {ger kCr)g s
k=0
= Z 3 (Gus k) Chi- (3.0.13)
k=0
Il reste a calculer (g, cx)q
(GerCh) = /gm (t) cos (kt) dt
0
3 T
= /gm (t) cos (kt) dt — /gz (m —t)cos (kt) dt (3.0.14)
0

VE]

Posons u = m — t, alors

s

—/gx (m —t)cos(kt) dt = /gw (u) cos (k (m —u)) du

Wl

d’ou (3.0.14) devient
3 0
(Ge,Ch) g = /ggC (t) cos (kt) dt + (—1)* /gx (t) cos (kt) dt
0 2

g (t) cos (kt) dt.

- (=)

Remarquons que (g, car); = 0. En utilisant (3.0.11]) , nous avons

o
INE]

T

(9o Conr1) g = 2 / (g - x) cos ((2k +1)t)dt +

¥ —

Nous avons

xT

/(g—x) cos ((2k + 1)t)dt = (g—x> 2k1+18m<<2k+1)x)

0

(g — t> cos ((2k+1)t) dt
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%
et pour / (% t) cos ((2k + 1) t) dt, I'intégration par partie donne
%
/ (g - t) cos ((2k + 1)t) dt (3.0.15)
- (” ) L in (2 4+ 1)a) + — / (2k+1)t) dt  (3.0.16)
= 5~ %) gy in )t 5 sin .0.

T

une deuxiéme intégration par partie de [ sin ((2k 4+ 1)t) dt, nous obtenons

" \m\:\
8 \w\:l

sin ((2k + 1)) dt = gsin ((Qk +1) g)

—zsin((2k+1)z) — (2k+ 1)

" \w\:

En remplacant (3.0.17)) dans (3.0.16)

™

<g—t> cos((2k+1)t)dt = — <§—x>

sin ((2k+ 1) z)

2k +1

<2k:+1 )

" \wm

—zsin ((2k+1)z) — (2k+ 1)

N \MH

= ST D 2 D) sin ((2k + 1) z) +

tcos((2k+1)t) dt(3.0.17)

(3.0.18)

tcos((2k+1)t) dt)

g S (2K 1)) o ((2k +1) 5)

us

2

x
2k+1

xT

= m [sin <(2k +1) g) —sin ((2k + 1) x)}

™

2

—/tcos((2k:—|—1)t) it

T

sin ((2k+ 1) z) — /t cos ((2k+1)t) dt

(3.0.19)
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FEt on a:

3 1 2

T

2 1 =
tcos ((2k+1)t) dt [2k+1

8 \Mﬁ

1 T T .
= it [5 sin ((2k +1) 5) — zsin ((2k + 1) a:)]
1 U
o feos ((2k+1) 7)) —cos(@k+ 1) a)| . (3020
i s (ke 1) —eos(@k 0] o20)
Finalement
s C =———cos((2k+1)x); (gs,cC = 0.
(9o, Cok1) (2% + 1)2 (( ) %) 5 (Gas Can)
Donc vVt € [0, 7] :
Pr (g = 1% cos ((2k + 1) ) cos ((2k + 1)¢)
xT - - P NG) T .
AT T Lo 1)
La série 2 (2k+ 7 Cos ((2k + 1) x) cos ((2k 4+ 1) t) converge normalement, donc uniformé-
k=0

ment alors par application de le lemme la suite (Pp, (92)),cy converge vers g, unifor-
mément sur [0, 7] .
43

_Z ﬁcos((% +1)z)cos ((2k + 1)t) = g, (t), Vt € [0,7].

™
k=0

En particulier, pour tout [0, %]

—+00

M

4
g—max x,t) = — 2cos((2k’+1):13) cos ((2k+1)t).

e
Ceci achéve la preuve.

Le théoréeme suivant contient I’écriture de V* o V' (f)(x) en série trigonométrique.

Théoréme 3.0.3 Soient £ =C [ ] muni du produit scalaire défini par la formule (|2 ,
Uopérateur V' défini par la formule (2.1.2) et f€ E. Alors pour tout v € [0,%], V*oV(f)(z)

[e.e]

admet un développement en série trigonométrique de type Z an (f)cos((2n + 1)x) ou
n=0

4 /2 cos((2n + 1)t) f(t) dt.

wll) = Tan e ),
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Preuve

Nous allons démontrer le théoréme en deux étapes :

1. Montrons que V*o V(f)(x) = fog(g —max(z,t))f(t) dt. Soit z € [0,Z] , en utilisant (2.1.2)
et (2.1.3)) , nous obtenons

Vo V(f)(x) = / VF(t)dt

_ gi (g) —fo(m)—/gtf(t)dt

— /0 <g—x>f(t)dt—|—/

T

8

[ME]

(g—t)f(t)dt

2. Calculons les termes a,, (f) de la série Z an (f)cos((2n + 1)x).

n=0
Utilisant alors le lemme |3.0.6, nous obtenons

Vo / ZCOS (2n+1)2) s@n+ 1)) £ dt.

2n+1

f étant continue sur le segment [O, 5], donc bornée sur ce segment, la série a 'intérieur de

I'intégrale est alors normalement et uniformément convergente pour t € [0, g] , d’oul

Vi V(f)x) = > (%/0 % Ft) dt) cos((2n + 1)x)

= Z an (f)cos((2n + 1)x),

avec -
4 2
S / cos((2n + 1)) f(¢) dt, ¥n € N.
0



Chapitre 4

L’opérateur V* oV et équations
différentielles

Dans cette partie, nous utilisons les outils construits jusque-1a pour étudier le lien qui existe
entre les solutions de I’équation différentielle au conditions de Sturm-Liouville et les valeurs
propre de V* o V| en établissant une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
soit solution. Ceci permet de construire une solution dans un cas (mais nous n’abordons pas
la question de son unicité), de trouver une infinité de solutions dans un autre cas, et on

termine par un dernier cas ou il n’y a pas de solution.

Soient h € E, A € R et ’équation différentielle

Y+ y+h=0
5 ){ y(5) =y (0)=0 (40.1)

Nous définissons ¢,, € E, pour tout n € N par la formule :

©, (t) = % cos((2n+1)t) (4.0.2)

Avant de résoudre ’équation (5), nous commengons par donner une relation entre la suite

(©,,),, et les valeurs propres de 'opérateur V* o V' :

Lemme 4.0.7 Soit ¢, € E défini par la formule (4.0.2)) . Alors pour tout f € E etn € N

1

(V*oV(f),pn) = 2t 1)? (f,0n) - (4.0.3)
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Preuve

En utilisant le théoréme et la relation ([2.1.1)), nous avons pour tout f € F et n € N

VoV (f).on) = /V*OV(f)(t)sDn(t)dt

— %/Zam (f)cos((2m + 1)t) cos ((2n+ 1) t) dt

avec

4
nll) = =g /0 cos((2m + 1)t) F(t) dt.

Et comme la série Z A, (f) cos((2m + 1)t) cos ((2n + 1) t) de fonctions continues converge
m=0

normalement sur [0, g] , alors

(V*oV(f),p,) = %Zam (f)/cos((2m+1)t)cos((2n+1)t) dt
2

car si m # n, nous avons

cos((2m + 1)z) cos ((2n+1)t) dt =0,

o\
ME

etsin=m

]cos((zm +1)z)cos((2n+1)t) dt = %
D’ou O
V'oV(e) = —za (]
= G e

La preuve du lemme est achevée.

Dans le théoréme qui suit, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction soit solution de I’équation (5). En utilisant le développement en série trigonomé-
trique de 'opérateur V* o V, nous démontrons le réle de ce dernier pour établir I’expression

de cette solution.
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Théoréme 4.0.4 Soient h € E, A € R et g € E. Alors g est une solution de [’équation
différentielle (4.0.1)) si et seulement si g = A\V* oV (g) + V* oV (h). Dans ce cas, pour tout

n €N,
(1- 5o ) e = gt (40.4)
(2n+1)2 S1én/ = (2n—|—1)2 ¥n o
et g = Y (9.0, % (4.0.5)

pour tout p, € E définie par (4.0.2)) .

Preuve

Soient n € N et ¢, € E définie par (4.0.2)) . Supposons que g est une solution de (5) alors :

{ g +Ag+h=0, (4.0.6)

9(3) =g (0)=0.

par passage & la primitive tenant compte de ¢ (0) = 0, ’équation devient
g+ (9)+V(h)=0
puis a la primitive tenant compte de ¢ (%) = 0, on obtient
g—A(V"eV(g) - (V'oV(h)) =0,

donc g = A (V= oV (g)) + (Vo V (h)).
Réciproquement si g— A (V* o V (g))— (V* o V (h)) = 0 alors g € C?. En dérivant, on obtient :

g =A(V"oV(g) —(VoV (k) =0

en dérivant encore une fois, nous obtenons

"

g AV eV (g)) = (VT eV (h) =0

donc,
{ g +Ag+h=0
g(5)=¢(0)=0
d’otll g est une solution de S.

De plus,
(9,00) = AV 0V (g),0,) + (V" oV (h),p,). (4.0.7)
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En utilisant alors le lemme précedent [4.0.7] nous obtenons

VoV(e)6) = G 0.6
. B 1
ot (VZoVi(h),¢,) = 55155%wﬁ

1

(9,0n0) = A——5(g,0,) +

(2n +1)° (s on)

(2n +1)°
1 1
= (1 — )\m) (9, 0n) = m (h, ), (4.0.8)

d’ou la relation (4.0.4) . Le théoréme [3.0.3| et (4.0.7]) nous donnent

g = AVToVi(g)+(VioV(h)
+o0

- Z (Aan (9) + ay, (h)) cos ((2n+ 1) t)

n=0

Or d’apres (4.0.2)) et (4.0.8) , nous avons

VB
B}

4

4
Aay, (9) +a, (h) = )\mo/g (t)cos ((2n+ 1)t) dt + W/h (t)cos((2n+1)t) dt

B 2N 2
T a2 T an 1)
2\ 2

A
= m (9, pn) + 7 (1 - W) (9, ¢n)

(b, ©,)

Finalement

9= cos (2n+ 1)1) —= (0.0,).

d’ou la preuve.
En précisant la nature de scalaire A, nous obtenons une autre représentation de la solution

en fonction de la fonction h et A.

Théoréme 4.0.5 Soient h € E, A € R. Si A nest pas égal au carré d’un entier impair alors

la série :
+oo 1
T N2 . h7 n n
;(2n+1)2—)\< #n)

est normalement convergente, de plus c’est une solution de l’équation différentielle (4.0.1)),

pour tout ¢, € E, définie par (4.0.2)) .
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Preuve
En effet, Pour tout ¢ € [0 } en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz sur £/ muni de son

produit scalaire, nous avons

1 2 1
——(h,p,) 0, )| < —=|————| |1 5-
o e 0] < = [ el
+00
et comme la série Z \/%? m’ ||h|| ; est convergente alors la série Z W (hy ©3) 5 Pn
n=0 n=0
converge normalement sur [O, 2} Un raisonnement comme celui appliqué a g dans Le théo-

“+oo
reme [4.0.4] permet de dire que h = Z (h, ) ¢, avec convergence normale et uniforme sur

n=0

[0.3]

+o0o
Nous avons g (z) = Z W (h,v,) p, ainsi que la série de ses dérivées terme & terme

n=0
+oo
Z ﬁ‘? (h,p,)sin ((2n + 1) x) et la série de ses dérivées secondes terme a terme
n=0

" R 2n + ]_ \/§
9@ = = i) & el s (@na D)
= (2n+ 1
- Z (B 00) P

2n+1 /\)

sont des séries de fonctions de classe C? aussi normalement convergentes sur [0, %] , et nous

avons
—+00 2 +o0
" (2n+1) ]_
)+ Ag(x) = — h7 n n+)\ h’ nirn
+oo
n=0
= —h

alors : ¢ (z) +Ag(z) +h=0deplus g (0)=0et g(Z) =0, ainsi g est une solution de S,

d’otul la preuve demandée.

Remarque 4.0.1 Si \ est égal au carré d’un entier impair c’est a dire il existe p € N tel
que A = (2p + 1)2, alors ’équation S n’admet aucune solution si <h, <pp> # 0 et admet une

infinité de solutions si <h, cpp> =0.
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Preuve

Supposons que 3 p € N tel que A = (2p + 1)2, alors si <h, <pp> # 0 on a d’apres (4.0.4))

(1-220) e = (e

(2p+1 2+ 1

0=
~ 2+1<%>

donc nécessairement <h, g0p> = 0. Par suite, si <h, g0p> # 0, la relation (4.0.4)) n’est pas vérifie
donc I'équation S n’admet donc pas de solution.

De plus, si <h, g0p> = 0, alors dans ce cas <g, <pp> peut prendre une valeur arbitraire et dans ce
+oo

cas S posséde une infinité de solutions par exemple la fonction g () = Z W (h,v,) ¢,

n=0
n7#p
définit une solution de S, et par conséquent pour tout réel a, la fonction

ga(x) =g (x)+acos(2p+ 1)z

est aussi une solution de (S) comme elle vérifie la condition g, = AV* oV (g,) + V* o V (h)
du théoréme [4.0.4, L’équation (S) admet alors une infinité de solutions. En effet, on a

V(ga) (z) = Aﬂ%@ﬁﬁ
= /Ig(t)dt%—/xacos@p-i‘1)(t)dt

= Vig)(x)+

(2pC—L|— D sin(2p+1)x

et

(2p+1)

@?%Ty/2$n@p+lﬂwdt

= V*'Vig)(x)+ W cos (2p+ 1) (x)

VioVi(ga)(x) = V'V (g)(x)+ V¥ (sin (2p +1)) (z)

= V'Vig) (x) +

d’ou

AV*oVi(ge) () +V oV (h)(x) = AV oV (g)(x)+V* oV (h)(x)

er cos (2p+ 1) (x)
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en remplacant la valeur de A et AV* oV (g) (z) + V* oV (h) (x) par g (z), on obtient

AV*oV (g.)(x)+V*oV (h)(x) = g(z)+acos(2p+1)x

= a(2)



CONCLUSION

Le sujet de ce mémoire rentre dans le cadre de la théorie des opérateurs, dont I'objectif

principal est de réaliser une étude sur 'opérateur de Volterra.

Lors de préparation de ce manuscrit, nous avons essayé de traiter quelques propriétés de cette
classe d’opérateurs de différentes facons :

Sur le plan topologique, nous avons calculé I’adjoint de ’opérateur de Volterra, la composition
de cet opérateur et son adjoint et nous avons traité les propriétés de ’opérateur composé telle

que : la symétrie, la positivié...

Sur le plan analytique, nous avons tenté a développer la composition de I'opérateur de Vol-
terra et son adjoint en série trigonométrique via une suite orthonormée totale dont I’existence
est montrée par le théoreme de Weierstrass.

Sur le plan spectral, nous avons calculé le spectre ponctuel de I'opérateur composé de I'opé-
rateur de Volterra et son adjoint, en reliant les vecteurs propres de 'opérateur aux solutions
d’une équation différentielle.

Les résultats discutés dans ce mémoire mettent en jeu de 1’algébre euclidienne, des équations
différentielles, de la topologie et des séries de fonctions, ce qui assure une bonne couverture

du programme de mathématiques.
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