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Résumé

Nous nous intéressons dans ce mémoire à démontrer quelques propriétés de l�opé-

rateur de Volterra et l�opérateur V � � V ( la composition d�un opérateur de Vol-

terra et son adjoint) et à déterminer son spectre ponctuel, puis, nous développons

l�opérateur V � � V en série trigonométrique qui nous permet de montrer l�utilité

de l�opérateur de Volterra pour étudier l�équation di¤érentielle avec les conditions

de Sturm- Liouville.



INTRODUCTION

La théorie spectrale a pour origine d�une part la généralisation aux espaces de dimension

in�nie des théorèmes de réduction des endomorphismes dans les espaces de dimension �nie

et, d�autre part, des origines liées aux équations aux dérivées partielles.

La théorie spectrale des opérateurs est particulièrement utile et importante dans l�étude des

équations aux dérivées partielles. En e¤et, un des buts premiers de l�étude d�un opérateur est

la détermination de son spectre, qui est la généralisation en dimension in�nie de l�ensemble

des valeurs propres d�une matrice. Ceci permet de résoudre complètement des problèmes

d�évolution en mécanique, physique, etc.

Ce mémoire s�inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs, qui traite les endomor-

phismes continus d�un espace vectoriel normé. Cette théorie est surtout développée dans le

cas des espaces de Hilbert.

L´objectif de ce travail est d´étudier les déférentes propriétés de l�opérateur de Volterra et

l�opérateur V � � V (la composition d�un opérateur de Volterra et son adjoint) ainsi leurs

utilité pour étudier l�équation di¤érentielle avec les conditions de Sturm- Liouville.

Pour détailler notre travail, nous avons scindé ce mémoire en quatre chapitres.

Dans Le premier chapitre, nous avons rappelé tous les outils nécessaires pour l�élaboration

de ce travail. Nous dé�nissons les espaces de Hilbert, opérateur borné, adjoint d�un opérateur

etc.

Le deuxième chapitre est une introduction à la notion de l�opérateur de Volterra. Nous

commençons par la dé�nition de cet opérateur sur un espace de Hilbert en précisant son

adjoint puis quelques propriétés de l�opérateur V � � V (la composition d�un opérateur de

Volterra et son adjoint).

Le troisième chapitre a pour but de déterminer un développement en série trigonomé-

trique de l�opérateur V � � V (la composition d�un opérateur de Volterra et son adjoint) en



TABLE DES MATIÈRES 1

utilisant une suite orthonormée totale de l�espace de Hilbert dont l�existence est montrée par

le théorème d�approximation de Weierstrass.

Dans Le quatrième chapitre et le dernier, nous utilisons les outils construits jusque-là

pour étudier l�équation di¤érentielle avec les conditions de Sturm- Liouville, en établissant

une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une fonction soit solution. Nous relions les

vecteurs propres de l�opérateur V � � V (f) aux solutions d�une telle équation di¤érentielle.

Ce travail est achevé par une bibliographie.



Chapitre 1

RAPPELS

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments ma-

thématiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les di¤érents

éléments de la théorie des opérateurs et quelques connaissances acquises sur les

séries et les types de la convergence.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

Dé�nition 1.1.1 Soit H un |�espace vectoriel (| est un corps complexe ou réel). Un produit

scalaire sur H noté h:; :i est une forme sesquilinéaire, hermitienne et dé�nie positive de H�H

dans |

� Sesquilinéaire : pour tout x; y; z 2 H et � 2 | :

hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi

hx; y + zi = hx; yi+ hx; zi

et

h�x; yi = � hx; yi

hx; �yi = � hx; yi :

� Hermitienne : hy; xi = hx; yi; pour tout x; y 2 H:
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� Dé�nie positive : pour tout x 2 H

hx; xi � 0

et

hx; xi = 0, x = 0H :

Dé�nition 1.1.2 On appelle norme sur H noté k:kH , toute forme de H dans R+ tel que :

i)8x 2 H; kxkH = 0, x = 0H ;

ii)8x 2 H;8� 2 |; k�xkH = j�j kxkH ;

iii)8x; y 2 H; kx+ ykH � kxkH + kykH :

Remarque 1.1.1 Pour tout produit scalaire sur H; on peut associer la norme

kxkH =
q
hx; xiH :

1.1.2 Suite de Cauchy

Dé�nition 1.1.3 Soient H un |�espace vectoriel (| est un corps complexe ou réel) muni

d�une norme k:kH et (xn)n2N une suite de vecteurs dans H: La suite (xn)n2N est dite de

Cauchy si et seulement si

8" > 0;9N0 2 N tel que 8n;m � N0 : kxn � xmkH < ":

1.1.3 Suite convergente

Dé�nition 1.1.4 On dit que la suite (xn)n2N de vecteurs dans H est convergente vers x 2 H

si

8" > 0;9N0 2 N tel que 8n � N0 : kxn � xkH < ":

1.1.4 Espace complet

Dé�nition 1.1.5 Soit H un |�espace vectoriel normé. H est dit complet si toute suite de

Cauchy de H est convergente dans H.

Dé�nition 1.1.6 Un |�espace vectoriel muni d�un produit scalaire est dit espace de Hilbert

si et seulement si il est complet pour la norme induite par le produit scalaire.
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Dé�nition 1.1.7 Soit H un espace de Hilbert, on dit que les vecteurs x et y de H sont

orthogonaux et on écrit x?y si hx; yiH = 0

Dé�nition 1.1.8 Soit (xn)n�0 une suite de vecteurs de H, on dit que la suite est orthogonal

si les vecteurs xn sont deux à deux orthogonaux, c�est-à-dire si hxm; xniH = 0 lorsque m 6= n,

on dit que c�est une suite orthonormée si de plus pour tout n on a kxnkH = 1:

1.2 Opérateur sur un espace de Hilbert

Dé�nition 1.2.1 Soient H et F deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans F est

une transformation linéaire A : D (A) � H ! F telle que D (A) est l�ensemble des vecteurs

x 2 H pour lesquels il existe une image y 2 F:

On appelle Ker (A) noyau de l�opérateur A le sous espace de H dé�ni par :

Ker (A) = fx 2 D (A) tel que Ax = 0g :

et on appelle Im (A) image de l�opérateur A le sous espace de F dé�ni par :

Im (A) = fy 2 F tel que y = Ax; x 2 D (A)g :

On note par L (H;F ) l�espace vectoriel des opérateurs de H dans F:

1.2.1 Opérateur borné

Dé�nition 1.2.2 Soient H et F deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans F est

dit borné si et seulement si

sup
x2H

jjA (x) jjF <1:

Remarque 1.2.1 On note l�espace des opérateurs bornés de L (H;F ) par B (H;F ) qui est

un espace vectoriel sur lequel on dé�nit la norme d�opérateurs

jjAjjop = sup
x2H

jjA (x) jjF

= inf fM > 0 : jjA (x) jjF �M jjxjjHg :
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Dé�nition 1.2.3 Soient E et F deux espaces de Hilbert et T 2 B (E;F ). T � 2 B (F;E) est

dit opérateur adjoint de T si et seulement si pour tout x 2 E et tout y 2 F

hT (x) ; yi = hx; T � (y)i :

Dé�nition 1.2.4 Soient E et F deux espaces de Hilbert et (Tn)n2N une suite d�opérateurs

de B (E;F ) ; on dé�nit les trois types de convergences suivantes :

1) Convergence en norme

(Tn)n2N converge en norme vers l�opérateur T si et seulement si

jjTn � T jjB(E;F ) !
n!1

0, et on écrit Tn � T;

2) Convergence forte

(Tn)n2N converge fortement vers l�opérateur T si et seulement si

jjTn (x)� T (x) jjF !
n!1

0, 8x 2 E et on écrit Tn
s! T;

3) Convergence faible

(Tn)n2N converge faiblement vers l�opérateur T si et seulement si

hTn (x) ; yi ! hT (x) ; yi ; 8x 2 E; 8y 2 F:

1.2.2 Valeur propre et vecteur propre

Dé�nition 1.2.5 Soient E un espaces de Hilbert et T 2 L (E) : On appelle valeur propre de

T tout scalaire � 2 | tel que (T � �Id) n�est pas injectif, autrement dit, s�il existe un vecteur

x 2 E, x 6= 0, tel que :

Tx = �x

Le vecteur x est alors appelé un vecteur propre de T correspondant à la valeur propre �:

Quelques résultats d�analyse

On se propose maintenant de faire le point sur quelques propriétés des séries et

les types de la convergence des séries utilisés dans notre travail.
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Dé�nition 1.2.6 Séries Trigonométrique : On appelle série trigonométrique toute série dont

le terme général est de la forme :

un = an cos (nx) + bn sin (nx) (x 2 R)

où (an) et (bn) désignent deux suites de nombres réels ou complexes.

Remarque 1.2.2 Si les séries
X
n

janj et
X
n

jbnj sont convergentes, la série trigonométriqueX
n

(an cos (nx) + bn sin (nx)) est normalement convergente sur R:

Dé�nition 1.2.7 Une partie D d�un espace topologique X est dite dense dans X si sa fer-

meture D coïncide avec X.

Une partie G de H est dite dense dans H si

8 h 2 H;8 " > 0;9 g 2 G; k g � h k< "

ou d�une manière équivalent si tout h de H est limite d�une suite d�éléments gn de G :

k gn � h k�! 0:

Exemple 1.2.1 L�ensemble Q des rationnels est dense dans R pour la topologie usuelle.

Théorème 1.2.1 de Weierstrass (approximation par des polynômes) [6]

Pour toute application f continue sur l�intervalle compact [a; b], il existe une suite de fonctions

polynômes (pn)n convergeant uniformément vers f .

La convergence normale d�une série

Dé�nition 1.2.8 Soit

 X
n

fn

!
une série de fonctions dé�nies sur E et jjfnjjE = supx2E fjfn (x)jg.

On dit que la série de fonctions

 X
n

fn

!
est normalement convergente sur E lorsque la série

numérique

 X
n

jjfnjjE

!
est convergente.

La convergence uniforme d�une série :
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Dé�nition 1.2.9 soit
X
n

fn une série de fonctions dé�nies sur E � R: On dit que
X
n

fn

converge uniformément vers la fonction f sur E ssi :

8" > 0;9 n" 2 N;8 ;8x 2 E 
n � n" )

�����
nX
k=0

fk (x)� f (x)
����� � "

!

or la convergence simple est donnée par

8x 2 E; 8" > 0;9 n" 2 N;8 n 
n � n" )

�����
nX
k=0

fk (x)� f (x)
����� � "

!

Remarque 1.2.3 Si une série
X
n

fn est normalement convergente alors elle converge uni-

formément.

Dérivation de série de fonction :

Théorème 1.2.2 [6] Soit la série
1X
n=0

Un tel que Un 2 C1 ([a; b]) ; si la série
1X
n=0

Un converge

au moins au x0 2 [a; b] et la série
1X
n=0

U 0n converge uniformément sur ce segment alors la série

1X
n=0

Un (x) converge uniformément sur [a; b] et la somme S (x) =
1X
n=0

Un (x) est un élément

de C1 ([a; b]) ; de plus

S
0
(x) =

 1X
n=0

Un (x)

!0
=

1X
n=0

U
0

n (x) :

Suite orthonormé totale :

Dé�nition 1.2.10 Soit H un espace de Hilbert séparable, une famille (en)n2N� � H est totale

si l�espace vectfen ; n 2 N�g est dense dans H.

Dé�nition 1.2.11 Une famille orthonormée totale d�un espace de Hilbert est appelée une

base hilbertienne.
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1.2.3 La projection orthogonale :

Dé�nition 1.2.12 Deux éléments x et y 2 H sont dits orthogonaux si hx; yiH = 0. Soit

M � H un sous ensemble de H. On dit qu�un élément x 2 H est orthogonal à M si x est

orthogonal à chaque élément de M . Un sous-ensemble N � H est orthogonal à M si chaque

élément de N est orthogonal à M . On appelle le complément orthogonal de M l�ensemble M

? de tous les éléments de H qui sont orthogonaux à M .

Si M est un sous-espace vectoriel fermé d�un espace de Hilbert H, la projection orthogonale

ou simplement projection sur M est l�opérateur borné dé�nit par

Px = y pour tout x 2 H où x = y + z est l�unique façon d�écrire x avec y 2 M et z 2 M?.

Toute projection P véri�e P 2 = P et si P 6= 0, alors jjP jj = 1.



Chapitre 2

OPERATEUR DE VOLTERRA

On introduit dans ce chapitre un opérateur de Volterra noté V , puis à l�aide de son adjoint,

on étudie alors un opérateur V � � V (la composition d�un opérateur de Volterra et son ad-

joint) autant qu�un opérateur symétrique dé�ni positif dans un espace vectoriel euclidien de

dimension in�nie en déterminant son spectre, et on relie les vecteurs propres de l�opérateur

V � � V aux solutions d�une équation di¤érentielle. On termine ce chapitre par un théorème

qui caractérise les valeurs propres de ce type d�opérateurs.

2.1 Opérateur de Volterra

Dé�nition 2.1.1 Soit E l�espace vectoriel des fonctions réelles dé�nies et continues sur

l�intervalle
�
0; �

2

�
, muni du produit scalaire dé�ni pour tous f; g dans E par :

hf; gi=
Z �

2

0

f (x) g (x) dx: (2.1.1)

On note jjf jjE =
p
hf; fila norme associée à ce produit scalaire. On dé�nit l�opérateur V

comme suit

V
E ! E

f 7! V (f)

tel que

V (f)

�
0; �

2

�
! R

x 7! V (f) (x) =
R x
0
f (t) dt

(2.1.2)

L�opérateur V est appelé opérateur de Volterra.
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Lemme 2.1.1 L�adjoint de l�opérateur de Volterra est donné par

V � (f) (x) =

Z �
2

x

f (t) dt (2.1.3)

pour tous f 2 E et x 2
�
0; �

2

�
:

Preuve

En observant que V (f) et �V � (f) sont deux primitives de f , montrons que pour tous f , g

dans E

hV (f) ; gi = hf; V � (g)i :

Soient (f; g) 2 E2;

hV (f) ; gi =
Z �

2

0

V (f) (x) g (x) dx

Par intégration par parties, nous obtenons :Z �
2

0

V (f) (x) g (x) dx = [�V (f) (x)V � (g) (x)]
�
2
0 +

Z �
2

0

f (x)V � (g) (x) dx:

Il en résulte que :

8 (f; g) 2 E2 hV (f) ; gi = hf; V � (g)i

Lemme 2.1.2 L�opérateur V � � V est symétrique dé�ni positif et ses valeurs propres sont

positifs.

Preuve

D�après la propriété de symétrie du produit scalaire, nous avons pour tout (f; g) 2 E2,

hg; V � (V (f))i = hV (g) ; V (f)i

= hV (f) ; V (g)i

= hf; V � (V (g))i :

Donc

8 (f; g) 2 E2; hV � � V (f) ; gi = hf; V � � V (g)i

d�où V � � V est un opérateur symétrique.
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De plus, d�après la lemme 2.1.1

hV � � V (f) ; fi = hV (f) ; V (f)i

= jjV (f) jj2 � 0;

et si nous avons

hV � � V (f) ; fi = 0

alors V (f) est nulle, donc sa dérivée, qui est la fonction f est nulle, ainsi l�opérateur symé-

trique V � � V est dé�ni positif.

Soit � une valeur propre de l�opérateur V � � V (qui existe par la symétrie de l�opérateur), il

existe alors f non nulle de E telle que V � � V (f) = �f; alors

hV � � V (f) ; fi = � hf; fi

= �jjf jj2 ;

comme les deux quantités hV � � V (f) ; fi et jjf jj2 sont strictement positifs, alors � > 0; ceci

achève la preuve.

Le théorème suivant donne une relation entre les vecteurs propres de l�opérateur V � � V et

les solutions d�une équation di¤érentielle d�ordre 2.

Théorème 2.1.1 Soient E = C
�
0; �

2

�
, muni du produit scalaire dé�ni par la formule (2:1:1),

l�opérateur V dé�ni par la formule (2:1:2) ; � une valeur propre de V � � V et f� un vecteur

propre associé à �: Alors f� est de classe C2 et est solution de l�équation di¤érentielle :

y
00
+ 1

�
y = 0 avec les conditions y

�
�
2

�
= 0 et y

0
(0) = 0 :

Preuve Comme

V � � V (f�) = �f�

et V � (V (f�)) est de classe C2; alors f� est dérivable sur
�
0; �

2

�
et en dérivant deux fois, on

obtient

�f 00
� = �f�;

d�où f� est solution sur
�
0; �

2

�
de l�équation di¤érentielle

y
00
+
1

�
y = 0;
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f� étant continue sur
�
0; �

2

�
alors f 00

� l�est aussi et donc f� est de classe C2 sur
�
0; �

2

�
: De

plus,

�f�

��
2

�
= V � (V (f�))

��
2

�
= 0

et

�f
0

� (0) = �V (f�) (0) = 0;

d�où

f�

��
2

�
= 0 et f

0

� (0) = 0:

Par suite la démonstration est complète.

On termine ce chapitre par une caractérisation des valeurs propres de l�opérateur V � � V :

Théorème 2.1.2 Soient E = C
�
0; �

2

�
, muni du produit scalaire dé�ni par la formule (2:1:1),

l�opérateur V dé�ni par la formule (2:1:2) : Alors � une valeur propre de V ��V si et seulement

s�il existe n 2 N tel que � = 1
(2n+1)2

.

Preuve

Si � est une valeur propre V � � V; alors, d�après le lemme 2:1:2 et le théorème 2:1:1, nous

avons � > 0 et f� ( le vecteur propre associé) véri�e�
y
00
+ 1

�
y = 0

y
�
�
2

�
= y

0
(0) = 0 :

(2.1.4)

donc �
f 00� +

1
�
f � = 0

f�
�
�
2

�
= f 0

� (0) = 0
(2.1.5)

L�équation di¤érentielle (2:1:5) du second ordre à coe¢ cients constants a pour équation

caractéristique r2 + 1
�
= 0, de racines r = � ip

�
(� > 0). Une base de solutions de l�équation

di¤érentielle (2:1:5) est formée des fonctions :

x 7�! cos

�
xp
�

�
et x 7�! sin

�
xp
�

�
: (2.1.6)

La solution général de l�équation est dé�nie par

f� (x) = � cos

�
xp
�

�
+ � sin

�
xp
�

�
; (�; �) 2 R2 (2.1.7)
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donc

f� 2 vect
�
x �! cos

�
1p
�
x

�
; x �! sin

�
1p
�
x

��
:

En dérivant (2:1:7) ; nous obtenons

f
0

� (x) = �
�p
�
sin

�
xp
�

�
+
�p
�
cos

�
xp
�

�
La condition initiale f

0
� (0) = 0 donne donc � = 0, d�où

f� (x) = � cos

�
xp
�

�
donc

f� 2 vect
�
x �! cos

�
1p
�
x

��
La condition initiale f�

�
�
2

�
= 0; nous obtenons

f�

��
2

�
= 0, � =

1

(2n+ 1)2
; 8n 2 Z;

il existe donc, n 2 N tel que � = 1
(2n+1)2

:

Réciproquement, s�il existe n 2 N tel que � = 1
(2n+1)2

, posons pour x 2
�
0; �

2

�
: gn (x) =

cos ((2n+ 1) x) ; donc

V (gn) (x) =

xZ
0

cos ((2n+ 1) t) dt

=
sin ((2n+ 1) x)

2n+ 1
;

et

V � � V (gn) (x) =

�
2Z
x

sin ((2n+ 1) t)

2n+ 1
dt

= � cos ((2n+ 1) x) ;

donc V ��V (gn) = �gn alors � est une valeur propre de V ��V: Conclusion, les valeurs propres

de V � � V sont les � = 1
(2n+1)2

et l�espace propre associé à chaque �, est la droite vectorielle

engendrée par gn.



Chapitre 3

Développement de V � � V (f ) en série
trigonométrique

Dans cette partie, nous nous tenterons à déterminer en théorème 3.0.3 un développement de

V ��V (f) en série trigonométrique. En utilisant une suite orthonormée totale dont l�existence

est montrée par le théorème de Weierstrass trigonométrique.

Nous considérons l�espace vectoriel G des fonctions réelles dé�nies et continues sur l�intervalle

[0; �], muni du produit scalaire dé�ni pour tout f; g dans G par :

hf; giG =
�Z
0

f (t) g (t) dt: (3.0.1)

Nous notons kfkG =
p
hf; fiG la norme associée à ce produit scalaire.

Pour n 2 N, nous dé�nissons la fonction cn 2 G par la formule cn (t) = cos (nt) et on note

Fn = V ect (c0; c1; : : : ; cn) le sous-espace vectoriel de G engendré par fc0; c1; : : : ; cng. Nous

notons également PFn la projection orthogonale de G sur Fn:

La détermination e¤ective de la série trigonométrique nécessite quelques calculs, pour cela

nous commençons par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 3.0.3 Si P est un polynôme de degré n 2 N, la fonction t 7! p (cos (t)) dé�nie sur

[0; �] appartient à Fn:

Preuve
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Soit P est un polynôme de degré n dé�ni par

p (x) = a0 + a1x+ : : :+ anx
n; ai 2 |

Donc

p (cos (t)) = a0 + a1 cos (t) + a2 cos
2 (t) + : : :+ an cos

n (t) ; ai 2 | (3.0.2)

puisque, (Fn)n2N est une suite croissante de sous espaces vectoriels de G, il su¢ t de montrer

que pour tout n 2 N, hn (t) = cosn (t) dé�nit un élément de Fn.

Soit t 2 [0; �] ; alors :

cos t =
eit + e�it

2
, 2 cos t = eit + e�it;

donc pour tout n 2 N;

2n cosn (t) =
�
eit + e�it

�n
=

nX
k=0

Ckne
i(2k�n): (3.0.3)

De même

2n cosn (t) =
�
eit + e�it

�n
=

nX
k=0

Ckne
i(n�2k): (3.0.4)

De l�équation (3:0:3) et (3:0:4) ; nous obtenons

2n cosn (t) + 2n cosn (t) =
nX
k=0

Ckne
i(2k�n) +

nX
k=0

Ckne
i(n�2k)

2n+1 cosn (t) =
nX
k=0

Ckn
�
ei(n�2k) + e�i(n�2k)

�
= 2

nX
k=0

Ckn cos (n� 2k) :

La parité de cos a¢ rme que

cosn (t) =

 
1

2n

nX
k=0

Ckn cos (n� 2k)
!
2 Fn;

donc hn 2 Fn et puisque Fn est un sous-espace vectoriel, alors p (cos (t)) 2 Fn; ceci achève la

preuve du lemme.
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Lemme 3.0.4 Il exsite une suite de nombres réels strictement positifs (�n)n2N telle que la

suite (�ncn)
n2N
soit orthonormée totale.

Preuve

Soient n; m 2 N; nous avons

hcn; cmiG =

�Z
0

cos (nt) cos (mt) dt

=
1

2

�Z
0

[cos ((n+m) t) + cos ((n�m) t)] dt:

i) Si n 6= m; hcn; cmiG = 0,

ii) Si n = m 6= 0;

hcn; cniG =
1

2

�Z
0

(cos (2nt) + 1) dt =
�

2
:

iii) Si n = m = 0,

hc0; c0iG = �:

Alors, si n = m 6= 0 : kcnkG =
p

�
2
et si n = m = 0 : kc0kG =

p
�; posons �n =

q
2
�
pour

n � 1, et �0 = 1p
�
, alors la suite (�ncn)

n2N
est orthonormée. Pour montrer que (�ncn)

n2N
est

totale, il su¢ t de montrer que V ect(�ncn) dense dans G pour la norme de jj:jjG
Soit f 2 G; comme

jjf jjG �
p
� kfk1 ;

il su¢ t de montrer que f est une limite uniforme d�une suite de V ect(�ncn): Posons g =

f � arccos = f (arccos) qui est continue sur [�1; 1] ; d�après le théorème d�approximation de

Weierstrass, il existe une suite de polynômes (Pn)n2N réels qui converge vers g uniformément

sur [�1; 1], alors, pour tout " > 0; il existe N un entier naturel tel que : 8n � N ; 8x 2 [�1; 1]

jg (x)� Pn (x)j �
"p
�

(3.0.5)

en remplaçant x par cos y; (3:0:5) devient

8n � N ;8y 2 [0; �] ;

jg (cos y)� Pn (cos y)j = j f (y)� Pn (cos y) j �
"p
�
;
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donc

8n � N ;

sup
y2[0;�]

j f (y)� Pn (cos y) j �
"p
�
:

f est alors limite uniforme sur [0; �] d�une suite de vect (hn; n 2 N) � vect (cn; n 2 N) ;

d�après le lemme 3:0:3: Finalement, vect (cn; n 2 N) dense dans G, pour la norme de la

convergence uniforme. En utilisant la dé�nition de la norme de G; nous obtenons

kf � Pn (cos)kG �
p
� kf � Pn (cos)k1

� ";

ce qui implique que vect (�ncn; n 2 N) dense dans G, pour la norme de la convergence jj:jjG;

alors la suite (�ncn)
n2N

est orthonormale totale.

Lemme 3.0.5 Soit PFn la projection orthogonale de G sur Fn: Alors pour tout f 2 G;

jjf � PFn (f) jjG tend vers 0 lorsque n tend vers l�in�ni. Si, de plus (PFn (f))n2N converge

uniformément sur [0; �] vers une fonction g; alors g = f:

Preuve

Soient PFn la projection orthogonale de G sur Fn et f 2 G: D�après la dé�nition de la

projection orthogonale, nous avons

jjf � PFn (f) jjG = inf
g2Fn

jjf � gjjG

par suite, pour tout g 2 Fn;

jjf � PFn (f) jjG � jjf � gjjG: (3.0.6)

En utilisant le théorème d�approximation de Weierstrass, pour tout " > 0; il existe p un

polynôme de degré N; tel que

jjf � p (cos) jj1 � "

de même que la preuve de le lemme 3:0:3; nous avons

jf � p (cos) jjG � " (3.0.7)
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d�après le lemme 3:0:3; p (cos) 2 FN ; mais si n � N; alors FN � Fn; d�où

jjf � PFn (f) jjG � jjf � PFN (f) jjG (3.0.8)

de plus (3:0:6) a¢ rme que

jjf � PFN (f) jjG � jjf � p (cos) jjG: (3.0.9)

De (3:0:7) ; (3:0:8) et (3:0:6) ; nous obtenons que pour tout " > 0; il existe N 2 N; pour tout

n � N

jjf � PFn (f) jjG � ";

d�où jjf � PFn (f) jjG tend vers 0 lorsque n tend vers l�in�ni.

Nous supposons maintenant que (PFn (f))n2N converge uniformément sur [0; �] vers une fonc-

tion g; puisque chaque PFn (f) est continue sur [0; �], g l�est aussi, donc g 2 G; par suite

8n 2 N; jjg � PFn (f) jjG �
p
�jjg � PFn (f) jj1

la suite (PFn (f))n2N converge alors vers g pour la norme jj:jjG, alors par unicité de la limite :

f = g: Ceci achève la preuve du lemme.

Lemme 3.0.6 Pour tout x 2
�
0; �

2

�
; soit la fonction gx sur [0; �] dé�nit par la formule :

gx (t) =

�
�
2
�max (x; t) si 0 � t � �

2

�gx (� � t) si �
2
� t � �: (3.0.10)

Alors
4

�

+1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) = gx (t) ; 8t 2 [0; �] :

En particulier, pour tout x 2
�
0; �

2

�
�

2
�max (x; t) = 4

�

+1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) :

Preuve

Pour tout x 2
�
0; �

2

�
; t 2 [0; �] ; nous avons

gx (t) =

�
�
2
�max (x; t) si 0 � t � �

2

�gx (� � t) si �
2
� t � � (3.0.11)

=

�
�
2
�max (x; t) si 0 � t � �

2

max (x; � � t)� �
2

si �
2
� t � �: (3.0.12)
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C�est clair que gx est continue sur [0; �] ; donc gx 2 G: Nous avons

PFn (gx) =
nX
k=0

hgx; �kckiG �kck

=

nX
k=0

�2k hgx; ckiG ck: (3.0.13)

Il reste a calculer hgx; ckiG

hgx; ckiG =

�Z
0

gx (t) cos (kt) dt

=

�
2Z
0

gx (t) cos (kt) dt�
�Z

�
2

gx (� � t) cos (kt) dt (3.0.14)

Posons u = � � t, alors

�
�Z

�
2

gx (� � t) cos (kt) dt =

0Z
�
2

gx (u) cos (k (� � u)) du

= (�1)k
0Z

�
2

gx (u) cos (k (u)) du

d�où (3:0:14) devient

hgx; ckiG =

�
2Z
0

gx (t) cos (kt) dt+ (�1)k
0Z

�
2

gx (t) cos (kt) dt

=
�
1� (�1)k

� �
2Z
0

gx (t) cos (kt) dt:

Remarquons que hgx; c2kiG = 0. En utilisant (3:0:11) ; nous avons

hgx; c2k+1iG = 2

264 xZ
0

��
2
� x
�
cos ((2k + 1) t) dt+

�
2Z
x

��
2
� t
�
cos ((2k + 1) t) dt

375 :
Nous avons

xZ
0

��
2
� x
�
cos ((2k + 1) t) dt =

��
2
� x
� 1

2k + 1
sin ((2k + 1) x)
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et pour

�
2Z
x

�
�
2
� t
�
cos ((2k + 1) t) dt, l�intégration par partie donne

�
2Z
x

��
2
� t
�
cos ((2k + 1) t) dt (3.0.15)

= �
��
2
� x
� 1

2k + 1
sin ((2k + 1) x) +

1

2k + 1

�
2Z
x

sin ((2k + 1) t) dt (3.0.16)

une deuxième intégration par partie de

�
2Z
x

sin ((2k + 1) t) dt, nous obtenons

�
2Z
x

sin ((2k + 1) t) dt =
�

2
sin
�
(2k + 1)

�

2

�

�x sin ((2k + 1) x)� (2k + 1)

�
2Z
x

t cos ((2k + 1) t) dt(3.0.17)

En remplaçant (3:0:17) dans (3:0:16)

�
2Z
x

��
2
� t
�
cos ((2k + 1) t) dt = �

��
2
� x
� 1

2k + 1
sin ((2k + 1) x)

+
1

2k + 1
(
�

2
sin
�
(2k + 1)

�

2

�
(3.0.18)

�x sin ((2k + 1) x)� (2k + 1)

�
2Z
x

t cos ((2k + 1) t) dt)

= � �

2 (2k + 1)
sin ((2k + 1) x) +

x

2k + 1
sin ((2k + 1) x) +

�

2 (2k + 1)
sin
�
(2k + 1)

�

2

�

� x

2k + 1
sin ((2k + 1) x)�

�
2Z
x

t cos ((2k + 1) t) dt

=
�

2 (2k + 1)

h
sin
�
(2k + 1)

�

2

�
� sin ((2k + 1) x)

i

�

�
2Z
x

t cos ((2k + 1) t) dt (3.0.19)
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Et on a :
�
2Z
x

t cos ((2k + 1) t) dt =

�
1

2k + 1
t sin ((2k + 1) t)

��
2

x

� 1

2k + 1

�
2Z
x

sin ((2k + 1) t) dt

=
1

2k + 1

h�
2
sin
�
(2k + 1)

�

2

�
� x sin ((2k + 1) x)

i
+

1

(2k + 1)2

h
cos
�
(2k + 1)

�

2

�
� cos ((2k + 1) x)

i
: (3.0.20)

Finalement

hgx; c2k+1iG =
2

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) ; hgx; c2kiG = 0:

Donc 8t 2 [0; �] :

PFn (gx) =
4

�

nX
k=0

1

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) :

La série 4
�

nX
k=0

1
(2k+1)2

cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) converge normalement, donc uniformé-

ment alors par application de le lemme 3:0:4; la suite (PFn (gx))n2N converge vers gx unifor-

mément sur [0; �] :

4

�

+1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) = gx (t) ; 8t 2 [0; �] :

En particulier, pour tout
�
0; �

2

�
�

2
�max (x; t) = 4

�

+1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos ((2k + 1) x) cos ((2k + 1) t) :

Ceci achève la preuve.

Le théorème suivant contient l�écriture de V � � V (f)(x) en série trigonométrique.

Théorème 3.0.3 Soient E = C
�
0; �

2

�
, muni du produit scalaire dé�ni par la formule (2:1:1),

l�opérateur V dé�ni par la formule (2:1:2) et f2 E: Alors pour tout x 2
�
0; �

2

�
; V � �V (f)(x)

admet un développement en série trigonométrique de type
1X
n=0

an (f) cos((2n+ 1)x) où

an(f) =
4

�(2n+ 1)2

Z �
2

0

cos((2n+ 1)t) f(t) dt:
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Preuve

Nous allons démontrer le théorème en deux étapes :

1. Montrons que V ��V (f)(x) =
R �

2

0
(�
2
�max(x; t))f(t) dt: Soit x 2

�
0; �

2

�
; en utilisant (2:1:2)

et (2:1:3) ; nous obtenons

V � � V (f)(x) =

Z �
2

x

V f (t) dt

=
�

2
V f
��
2

�
� xV f (x)�

Z �
2

x

tf (t) dt

=

Z x

0

��
2
� x
�
f (t) dt+

Z �
2

x

��
2
� t
�
f (t) dt

=

Z �
2

0

(
�

2
�max(x; t))f(t)dt:

2. Calculons les termes an (f) de la série
1X
n=0

an (f) cos((2n+ 1)x):

Utilisant alors le lemme 3:0:6; nous obtenons

V � � V (f)(x) =
Z �

2

0

4

�

1X
n=0

cos((2n+ 1)x)

(2n+ 1)2
cos((2n+ 1)t) f(t) dt:

f étant continue sur le segment
�
0; �

2

�
, donc bornée sur ce segment, la série à l�intérieur de

l�intégrale est alors normalement et uniformément convergente pour t 2
�
0; �

2

�
; d�où

V � � V (f)(x) =

1X
n=0

 
4

�

Z �
2

0

cos((2n+ 1)t

(2n+ 1)2
f(t) dt

!
cos((2n+ 1)x)

=

1X
n=0

an (f) cos((2n+ 1)x);

avec

an(f) =
4

�(2n+ 1)2

Z �
2

0

cos((2n+ 1)t) f(t) dt; 8n 2 N:



Chapitre 4

L�opérateur V � � V et équations
di¤érentielles

Dans cette partie, nous utilisons les outils construits jusque-là pour étudier le lien qui existe

entre les solutions de l�équation di¤érentielle au conditions de Sturm-Liouville et les valeurs

propre de V � � V , en établissant une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une fonction

soit solution. Ceci permet de construire une solution dans un cas (mais nous n�abordons pas

la question de son unicité), de trouver une in�nité de solutions dans un autre cas, et on

termine par un dernier cas où il n�y a pas de solution.

Soient h 2 E, � 2 R et l�équation di¤érentielle

(S)

�
y
00
+ �y + h = 0

y
�
�
2

�
= y

0
(0) = 0

(4.0.1)

Nous dé�nissons 'n 2 E, pour tout n 2 N par la formule :

'n (t) =
2p
�
cos ((2n+ 1) t) (4.0.2)

Avant de résoudre l�équation (S) ; nous commençons par donner une relation entre la suite

('n)n et les valeurs propres de l�opérateur V
� � V :

Lemme 4.0.7 Soit 'n 2 E dé�ni par la formule (4:0:2) : Alors pour tout f 2 E et n 2 N

hV � � V (f) ; 'ni =
1

(2n+ 1)2
hf; 'ni : (4.0.3)
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Preuve

En utilisant le théorème 3:0:3 et la relation (2:1:1), nous avons pour tout f 2 E et n 2 N

hV � � V (f) ; 'ni =

�
2Z
0

V � � V (f) (t)'n (t) dt

=
2p
�

�
2Z
0

1X
m=0

am (f) cos((2m+ 1)t) cos ((2n+ 1) t) dt

avec

am(f) =
4

�(2m+ 1)2

Z �
2

0

cos((2m+ 1)t) f(t) dt:

Et comme la série
1X
m=0

am (f) cos((2m + 1)t) cos ((2n+ 1) t) de fonctions continues converge

normalement sur
�
0; �

2

�
; alors

hV � � V (f) ; 'ni =
2p
�

1X
m=0

am (f)

�
2Z
0

cos((2m+ 1)t) cos ((2n+ 1) t) dt

=
2p
�
an (f)

�

4
;

car si m 6= n; nous avons
�
2Z
0

cos((2m+ 1)x) cos ((2n+ 1) t) dt = 0;

et si n = m
�
2Z
0

cos((2m+ 1)x) cos ((2n+ 1) t) dt =
�

4
:

D�où

hV � � V (f) ; 'ni =
2p
�
an (f)

�

4

=
1

(2n+ 1)2
hf; 'ni :

La preuve du lemme est achevée.

Dans le théorème qui suit, nous donnons une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une

fonction soit solution de l�équation (S) : En utilisant le développement en série trigonomé-

trique de l�opérateur V � � V; nous démontrons le rôle de ce dernier pour établir l�expression

de cette solution.
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Théorème 4.0.4 Soient h 2 E, � 2 R et g 2 E: Alors g est une solution de l�équation

di¤érentielle (4:0:1) si et seulement si g = �V � � V (g) + V � � V (h). Dans ce cas, pour tout

n 2 N; �
1� �

(2n+ 1)2

�
hg; 'ni =

1

(2n+ 1)2
hh; 'ni (4.0.4)

et g =
+1X
n=0

hg; 'ni'n (4.0.5)

pour tout 'n 2 E dé�nie par (4:0:2) :

Preuve

Soient n 2 N et 'n 2 E dé�nie par (4:0:2) : Supposons que g est une solution de (S) alors :�
g
00
+ �g + h = 0;

g
�
�
2

�
= g

0
(0) = 0:

(4.0.6)

par passage à la primitive tenant compte de g
0
(0) = 0, l�équation (4:0:6) devient

g
0
+ �V (g) + V (h) = 0

puis à la primitive tenant compte de g
�
�
2

�
= 0; on obtient

g � � (V � � V (g))� (V � � V (h)) = 0;

donc g = � (V � � V (g)) + (V � � V (h)) :

Réciproquement si g�� (V � � V (g))�(V � � V (h)) = 0 alors g 2 C2: En dérivant, on obtient :

g
0 � � (V � � V (g))

0
� (V � � V (h))

0
= 0

en dérivant encore une fois, nous obtenons

g
00 � � (V � � V (g))

00
� (V � � V (h))

00
= 0

donc, �
g
00
+ �g + h = 0

g
�
�
2

�
= g

0
(0) = 0

d�où g est une solution de S:

De plus,

hg; 'ni = � hV � � V (g) ; 'ni+ hV � � V (h) ; 'ni : (4.0.7)
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En utilisant alors le lemme précèdent 4:0:7, nous obtenons

hV � � V (g) ; 'ni =
1

(2n+ 1)2
hg; 'ni

et hV � � V (h) ; 'ni =
1

(2n+ 1)2
hh; 'ni

hg; 'ni = �
1

(2n+ 1)2
hg; 'ni+

1

(2n+ 1)2
hh; 'ni

)
�
1� � 1

(2n+ 1)2

�
hg; 'ni =

1

(2n+ 1)2
hh; 'ni ; (4.0.8)

d�où la relation (4:0:4) : Le théorème 3:0:3 et (4:0:7) nous donnent

g = � (V � � V (g)) + (V � � V (h))

=
+1X
n=0

(�an (g) + an (h)) cos ((2n+ 1) t)

Or d�après (4:0:2) et (4:0:8) ; nous avons

�an (g) + an (h) = �
4

� (2n+ 1)2

�
2Z
0

g (t) cos ((2n+ 1) t) dt+
4

� (2n+ 1)2

�
2Z
0

h (t) cos ((2n+ 1) t) dt

=
2�

p
� (2n+ 1)2

hg; 'ni+
2

p
� (2n+ 1)2

hh; 'ni

=
2�

p
� (2n+ 1)2

hg; 'ni+
2p
�

�
1� �

(2n+ 1)2

�
hg; 'ni

Finalement

g =

+1X
n=0

cos ((2n+ 1) t)
2p
�
hg; 'ni ;

d�où la preuve.

En précisant la nature de scalaire �; nous obtenons une autre représentation de la solution

en fonction de la fonction h et �:

Théorème 4.0.5 Soient h 2 E, � 2 R: Si � n�est pas égal au carré d�un entier impair alors

la série :
+1X
n=0

1

(2n+ 1)2 � �
hh; 'ni'n

est normalement convergente, de plus c�est une solution de l�équation di¤érentielle (4:0:1) ;

pour tout 'n 2 E, dé�nie par (4:0:2) :
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Preuve

En e¤et, Pour tout t 2
�
0; �

2

�
; en utilisant l�inégalité de Cauchy Schwartz sur E muni de son

produit scalaire, nous avons���� 1

(2n+ 1)2 � �
hh; 'ni'n (t)

���� � 2p
�

���� 1

(2n+ 1)2 � �

���� khkE :
et comme la série

+1X
n=0

2p
�

��� 1
(2n+1)2��

��� khkE est convergente alors la série +1X
n=0

1
(2n+1)2�� hh; 'niE 'n

converge normalement sur
�
0; �

2

�
: Un raisonnement comme celui appliqué à g dans Le théo-

rème 4:0:4, permet de dire que h =
+1X
n=0

hh; 'niE 'n avec convergence normale et uniforme sur�
0; �

2

�
:

Nous avons g (x) =
+1X
n=0

1
(2n+1)2�� hh; 'ni'n ainsi que la série de ses dérivées terme à terme

+1X
n=0

�(2n+1)
((2n+1)2��)

p
2
�
hh; 'ni sin ((2n+ 1) x) et la série de ses dérivées secondes terme à terme

g
00
(x) = �

+1X
n=0

(2n+ 1)2�
(2n+ 1)2 � �

�p2
�
hh; 'ni cos ((2n+ 1) x)

= �
+1X
n=0

(2n+ 1)2�
(2n+ 1)2 � �

� hh; 'ni'n;
sont des séries de fonctions de classe C2 aussi normalement convergentes sur

�
0; �

2

�
; et nous

avons

g
00
(x) + �g (x) = �

+1X
n=0

(2n+ 1)2�
(2n+ 1)2 � �

� hh; 'ni'n + � +1X
n=0

1

(2n+ 1)2 � �
hh; 'ni'n

= �
+1X
n=0

hh; 'ni'n

= �h

alors : g
00
(x) + �g (x) + h = 0 de plus g

0
(0) = 0 et g

�
�
2

�
= 0, ainsi g est une solution de S;

d�où la preuve demandée.

Remarque 4.0.1 Si � est égal au carré d�un entier impair c�est à dire il existe p 2 N tel

que � = (2p+ 1)2 ; alors l�équation S n�admet aucune solution si


h; 'p

�
6= 0 et admet une

in�nité de solutions si


h; 'p

�
= 0:
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Preuve

Supposons que 9 p 2 N tel que � = (2p+ 1)2, alors si


h; 'p

�
6= 0 on a d�après (4:0:4) 

1� (2p+ 1)
2

(2p+ 1)2

!

g; 'p

�
=

1

(2p+ 1)2


h; 'p

�
) 0 =

1

(2p+ 1)2


h; 'p

�
donc nécessairement



h; 'p

�
= 0: Par suite, si



h; 'p

�
6= 0; la relation (4:0:4) n�est pas véri�e

donc l�équation S n�admet donc pas de solution.

De plus, si


h; 'p

�
= 0; alors dans ce cas



g; 'p

�
peut prendre une valeur arbitraire et dans ce

cas S possède une in�nité de solutions par exemple la fonction g (x) =
+1X
n=0
n6=p

1
(2n+1)2�� hh; 'ni'n

dé�nit une solution de S; et par conséquent pour tout réel a, la fonction

ga (x) = g (x) + a cos (2p+ 1) x

est aussi une solution de (S) comme elle véri�e la condition ga = �V � � V (ga) + V � � V (h)

du théorème 4:0:4. L�équation (S) admet alors une in�nité de solutions. En e¤et, on a

V (ga) (x) =

Z x

0

ga (t) dt

=

Z x

0

g (t) dt+

Z x

0

a cos (2p+ 1) (t) dt

= V (g) (x) +
a

(2p+ 1)
sin (2p+ 1) x

et

V � � V (ga) (x) = V �V (g) (x) +
a

(2p+ 1)
V � (sin (2p+ 1)) (x)

= V �V (g) (x) +
a

(2p+ 1)

Z �
2

x

sin (2p+ 1) (t) dt

= V �V (g) (x) +
a

(2p+ 1)2
cos (2p+ 1) (x)

d�où

�V � � V (ga) (x) + V � � V (h) (x) = �V � � V (g) (x) + V � � V (h) (x)

+
�a

(2p+ 1)2
cos (2p+ 1) (x)



L�opérateur V � � V et équations di¤érentielles i

en remplaçant la valeur de � et �V � � V (g) (x) + V � � V (h) (x) par g (x), on obtient

�V � � V (ga) (x) + V � � V (h) (x) = g (x) + a cos (2p+ 1) x

= ga (x)



CONCLUSION

Le sujet de ce mémoire rentre dans le cadre de la théorie des opérateurs, dont l�objectif

principal est de réaliser une étude sur l�opérateur de Volterra.

Lors de préparation de ce manuscrit, nous avons essayé de traiter quelques propriétés de cette

classe d�opérateurs de di¤érentes façons :

Sur le plan topologique, nous avons calculé l�adjoint de l�opérateur de Volterra, la composition

de cet opérateur et son adjoint et nous avons traité les propriétés de l�opérateur composé telle

que : la symétrie, la positivié...

Sur le plan analytique, nous avons tenté à développer la composition de l�opérateur de Vol-

terra et son adjoint en série trigonométrique via une suite orthonormée totale dont l�existence

est montrée par le théorème de Weierstrass.

Sur le plan spectral, nous avons calculé le spectre ponctuel de l�opérateur composé de l�opé-

rateur de Volterra et son adjoint, en reliant les vecteurs propres de l�opérateur aux solutions

d�une équation di¤érentielle.

Les résultats discutés dans ce mémoire mettent en jeu de l�algèbre euclidienne, des équations

di¤érentielles, de la topologie et des séries de fonctions, ce qui assure une bonne couverture

du programme de mathématiques.
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