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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on introduit une nouvelle méthode numérique basée sur la matrice oppé-
rationnelle de dérivation fractionnaire des ondelettes de Jacobi.

Cette méthode est basée sur deux approches, la premiére utilise la matrice oppérationnelle
de dérivation D ([10]),

o v (1)
—— =Dy (t
0y
avec 1 (t) = [ty (1) ;g (t) 5 ceeeeeeennn. ¥, (1)], n € N et les coefficients de ce vecteur forment

une base orthogonales dans L? ([0, 1]) et la deuxiéme approche consiste a utiliser la matrice
oppérationnelle d’intégration P ([16]),

ou
t

/¢ (r)dr = Py (1)

Ces matrices permettent de réduire un probléme de valeur aux limites en un systéme d’équa-
tions algbriques.

Afin d’accomplir au mieux cette étude, le mémoire est structuré en trois chapitres en plus de
I'introduction et de la conclusion générale.

On commence dans le premier chapitre par des préliminaires pour rappeler quelques défi-
nitions et propriétés concernant la dérivation fractionnaire, les polyndémes de Jacobi et la
théorie des ondelettes .

Nous définirons la dérivée fractionnaire d’une fonction de classe C),, au sens de CAPUTO
qui posséde certaines propriétés : la dérivée d’une constante est nulle, la commutativité de la
composée, la propriété de Semi-groupe.

Sachant que nous allons appliquer cet opérateur, essentiellement a des polynoémes, nous
n’avons développé que, 'exemple de la dérivée fractionnaire d’une fonction monome .
Ensuite, on introduira quelques notions de base relatives aux polynémes de Jacobi avec une
variété de définitions et de formules que nous utiliserons chacune pour simplifier un calcul
précis.

Le dernier rappel concerne les ondelettes .

Aprés une introduction générale sur les ondelettes et quelques exemples illustrés par des
graphes, on developpera, en particulier, les ondelettes de Jacobi et comment approcher une
fonction par des séries d’ondelettes de Jacobi .

Le deuxiéme chapitre concerne ’objet principal de notre travail qui est la construction d’une
matrice opérationnelle de dérivation et plus généralement de dérivation fractionnaire des on-
delettes de Jacobi d’indice (0, 2), on introduira une procédure calculatoire pour les constituer.
Enfin, on consacre le dernier chapitre & la mise en pratique de cette procédure pour la réso-
lution de quelques problémes différentiels d’ordre entier et d’ordre fractionnaire, notamment
du type BAGLEY-TORVIK .
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Cette procédure est la réduction d’un systéme intégro-différentiel & un systéme linéaire
d’équations algébriques .
Des exemples concrets seront traités pour montrer 1’éfficacité de cette méthode .



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Dérivation Fractionnaire

1.1.1 Historique

Les premieres réflexions sur la dérivation fractionnaire remontent a la fin du 17 " siecle .
C’est en 1695 plus précisémment que commenga a germer 1’idée de la dérivée d’ordre non
entier. Dans les célébres corrrespondances entre LEIBNITZ , L’HOSPITAL et BERNOUILLI
,L'HOSPITAL posa la question "quelle serait la demi dérivée de la fonction "x" 7"
Réponse de Leibnitz :"c’est un paradoxe dont on tirera , un jour , d’utiles conséquences
Presque deux siécles plus tard, apparurent les premiéres définitions de Rieman et LIOUVILLE
puis de CAPUTO, mais avec des "ambiguités" qui furent bien plus tard levées par la théorie
des Distributions .

Cette notion n’est pas un caprice de mathématicien "coupeur de cheveu en quatre" mais
découle d’une motivation scientifique naturelle ; un exemple simple de mécanique des fluides
montre comment 'intégrale d’ordre un-demi apparait tout naturellemnt quand on veut expli-
citer un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de I’évolution
temporelle de la source interne (Loi de Fourier).

De méme, un intéret particulier pour la dérivée fractionnaire est lié & la modélisation méca-
nique des gommes et des caoutchoucs et toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement est dit : VISCOELASTIQUE .
DIFFERENTES APPROCHES DE LA DERIVATION FRACTIONNAIRE :

-La limite du taux d’accroissement d’une fonction se généralise sous la forme de la formule
de GRUNWALD -LETNIKOV (analyse numérique )

-Formules de RIEMANN-LIOUVILLE et de CAPUTO

-Les transformations de FOURIER et de LAPLACE associent la dérivation fractionnaire a
une multiplication par (iw)®avec « non entier.

Cependant, il n’y avait pas déquivalences entre ces différentes définitions .

Heureusement, cette incohérence a été dissipée par la théorie des Distributions .

n
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1.1.2  Définition de I’espace Cp et I’espace C}

— Soit f une fonction réelle de la variable (strictement positive) = et p un réel.

On dit, selon [11], que f est de classe C, s'il existe un réel p, (p)u), et une fonction
fi € C(Jo,+ oo[)tels que f(x) = 2P fi(z) .

— De plus , pour tout m € Nyona: ( feC})si( feC,) .

1.1.3 Opérateur d’intégration fractionnaire
Définition :
Soit f une fonction de classe C] et o un réel strictement positif. L’intégrale d’ordre o de f

est définie par :
x

1

Ve eRL, S°f(z) = m/(g; — e ()t

ol I représente 'opérateur d’intégration d’ordre «.

Propriété :

(preuves [3].)

1.1.4 Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo

Soit m un entier naturel et o un réel tel que m — 1 < a < m et soit f une fonction de classe
cr.

La dérivée d’ordre « de f est définie pour tout z strictement positif par :

xT

/(x —t)ymmet fm() dt (1.1.1)

0

1

Daf(x) = 3m f(m)(l‘) = F(m _ O_/)

Exemple
On considére la fonction monéme f définie par :

fl)=2"; peN

Sa dérivée d’ordre o est donnée par :

0 si < [a]
D(zP) = , (1.1.2)
{—Ffﬁ(ﬁrl)a)xﬁ—a si 8> [af

ou [a] deésigne le plus petit entier supérieur ou égal a «
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Abrégé de Solution :

« _ ovIn-o m v« F(ﬁ + 1) B—m
rB+1)

_ cm-a [.f—m
NCETE
F(ﬂ + 1) x F(l + 6 - m) xm—a+ﬁ+m
rg—m+1) T'(m—a+5-—m+1)
_ F(ﬁ + 1) Qjﬁ_a
F'g—a+1)

Théoréme : (composition des opérateurs D et 3°)

Soit f une fonction de classe C,, ( pr > —1 ) et m un entier naturel et o un réel tel que
m — 1 < a < m; alors, pour tout x strictement positif, on a

D* 3 f(x) = f(x) (1.1.3)
S0 fx) = flr) - 3 F0) 5 (114

Preuve :

1)On a d’aprés la définition précédente(1.1.3)

Da %af — (%mfaDm)%af

or
D" =g
donc
Da%af _ %m—a%—m%a‘f
— %m—a—m—ﬁ—af

d’aprés la propriété de semi-groupe(1.1.3)

donc
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Et, puisque
0 =171
alors,
DoS°f = f

2)D’aprés la définition (1.1.1), on a :

DY f(z) = SO D™ f(z)

Aprés un développement de Taylor de f d’ordre m, on obtient

m—1 (k)
50 f(x) = f(x) - 3 L o

0

=
Il

1.2 Polynémes de Jacobi

Les polynomes de Jacobi [7] sont des solutions de ’équation différentielle de Jacobi, Ce
sont les polynémes orthogonaux les plus simples, leur intervalle d’orthogonalité est [—1, 1]
et leur fonction poids est w*?(z) = (1 — 2)*(1 + x)”.

1.2.1 Equation de Jacobi

On appelle équation de Jacobi I’équation différentielle

1—2)y +(B-a—(a+B8+22)y +nn+a+B+1)y=0 (1.2.1)
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1.2.2 Diverses définitions d’un polynéme de Jacobi
Polynémes de Jacobi shiftés

On définit le polynome de Jacobi J2#, pour tout entier naturel m sur I'intervalle [—1, 1]
et pouvant étre géneral via la formule de récurence suivante :

B B (a+[3+2n—l)[a2—,82+t(a+ﬁ+2n)(o¢+,8+2n—2)] a,B
Jm <t) - 2n(a+B+2n—2)(a+p+n) Jmfl (t)
(atn—1)(B+n—1)(a+B+2n) ja,B —
. - n(a+ﬂ+2n—2)(a+,@+n) m—2 (t) 9 m = 2, 3 ........
ou
Jol(t) =1

“ + [ +2 B

o a a—

T =t —

En introduisant le changement de variable suivant ¢t = 2x — 1, pour utiliser ses polynémes sur
l'intervalle = € [0, 1] , nous déffinissons les polynomes de Jacobi translatés (ou shiftés)notés

Job -
T30 () = TP (20 — 1)
et donc,
JaB oy _ (etBt2n-1)[a?—F2+t(a+B+2n) (a+B+20-2)] a5
Jm (£C> - 2n(a+pB+2n—2)(a+B+n) M1 (23; — 1)

(a+n—1)(B+n—1)(a+B+2n) B o
n(a+p+2n—2)(a+p+n) m—2 (23: o 1) » 2’ 3

Ty () =1
—_— 2 _
Jf"ﬁ(x):—a+§+ (2:1;—1)+—0‘25

la condition d’orthogonalité des polynéme de Jacobi shifté est donnée par

1

—

P () JEP (1) w' ) (1) = hybpm

0

ol d,,, représente le symbole de Kronecker

avec
w(o"ﬁ)(x) = (1—2)*(1+2z)°
et
o= { B = m
et

<j%73(33),jﬁ76(a:)> 1

wa,,@
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Définition 1.2.1 Formule de récurrence

2n+a+B8+1)(a®—p%) +2l 2n+a+5+3)
F@Cn+a+08)2(n+1)(n+a+p+1)2n+a+p)
2(n+a)(n+B)2n+a+5+2) _wp

I (@) = JP) (z) (1.2.2)

- x
2+ D (ntatbrDCnrats
Exemple 1.2.1 Les 5 premiers polynomes de Jacobi d’indice(0,2)
7P (@) = 1
JI(D’Q) () = 22—1
0.2 30 5 1
JQ( (z) = gsz —5%T 7
15 3 7
J(02)(a:) = 202° — 5 r? — 3%t g
70 21 21 7 19647
JAED’Q)@) _ M2 2l [
48 2 4 2 12288
A R
//
Courbes des polynémes de Jacobi d’indice (0,2)
Définition 1.2.2 La formule de RODRIGUES
—1)" - d" n+a n
Vn e N, J@P(z) = <2nn)‘ (1—2)*(1+z)" |- 7)) (1 4 ) +5>] (1.2.3)

On T'utilisera, notamment, pour prouver I’orthogonalité .
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Définition 1.2.3 Ezpression analytique

n

VneN JOD(g) = 2in S (fznj/ﬁ ((S!?kﬁl! a1 1)F (2 +1)"* (1.2.4)

k=0

Cette définition est pratique pour la dérivation du vecteur ondelettes de Jacobi.

1.2.3 propriétés

On définit la famille des polynémes de Jacobi JP Qindice (cv, B) comme étant la famille des

polynémes orthogonaux pour le poids w(®# (z) = (1 — 2)*(1 + )%, vérifiant
Vn €N, Vo € R, J*(—z) = (=1)" JI¥9 ()

En particulier

I'(n+a+1)
((175) e
vn €N, L7 (1) T (o + 1)
et
(0f) 2I(n+B8+1)
v eN SR = D e Gy
Orthogonallité :

Le produit scalaire défini sur R [z] est :

(P.Q) = / P(2)Q(a)de

-1

En particulier pour les polynémes de Jacobi, on a :

1
V(n,m) € N2, (J&F JoP) = / JOB () TP (1) wP (t) dt
1

et la norme euclidienne

v e N[22 = (2 1) )

waaﬁ

Théoréme 1.2.1 Les polynomes de Jacobi forme une famille orthogonale sur [—1, 1] tel que

1
a o 0 L7
/ TEP () T3P () we (2) dt:{ 20 D(ntat DT (n4541) 5 _

I Gntatftnl(ntatpiy) ¢ = J
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Preuve -Sii#jona:
(g0, 037 =0

wawﬂ

En effet, d’aprés la définition du produit scalaire :

1

_ / I8 () I () w? () da

-1

W)

waaB

et d’aprés la relation (1.2.3) on a

« «, —1) (=1)7 —a — i i+a 7
(207 =SSR (- e & oot 1+
((1 —a) (1)L [(1 — Y1+ x)j+BD ((1 ) (14 x)’B> dz
T 1)J i—1 ita i . o . 1
(75,50 = S [ (8 0= ) (B0

SC O (B =t (1)) (B (- ) (L 2) ) da

201 27!
Comme 1 et -1 sont des racines alors ce qui est entre crochets est nul , et ainsi

(et i) == G (e =™ (™) (5 (=)™ (L 2)™ ) do

wawﬁ

Si on reitére ¢ fois cette intégration par parties, on obtient

(700 0p) = GO T (=)™ (™ (5 (=)™ (2™ ) o

wawﬁ

Or i # j , et supposons que i > j

Alors I (1 — )77 (1 4 2)*P = 0 (dérivée (i + 7)™ d'un polynome de degré 2j et i 4 j >

i dxi+t
25)
Donc
<J?’B,Jf’5> , =0 pour i#j
Sii=j

waaB

<J§"B, J;"B> - /_1 (1—2)*(1+2) [J;ﬂ C e

ol . i
= . / (1—z) ™1+ )™ —J*dy

i
-1 d._'L']

L(2j+a+3+1) /1 ” "
= 1—2)Y™ (1 +2)Y"d
220 (j+a+B8+1) 4( zy (A ay e
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On utilise le changement de variable (1 + ) = 2y, dx = 2dy
Alors1—z=1-(2y—1)=2-2y

1 L | |
/ (1- a:)9+0< (1+ x)J+B dr = 92%+tatB+l / (y)y+ﬁ+1—1 (1+ y)a+a+1—1 dy
—1 0

Q%MWHFU+B+DFU+Q+U
I'2j+a+p+2)

donc
2 29PN (i a+ 1)L (i + B +1)

JOP| =
(2i+a+B+1)iT(i+a+B8+1)

]

1.2.4 Dérivée d’un polynéme de Jacobi

En définie le polynome de Jacobi J# n € N sur [—1,1].
Le dérivée de J>? est définie par

d 1 o
. (Jo8 (z)) = 5 (ntatf+1) JLBED (0 (1.2.5)

On particulier, pour tout entier n positif, ona les égalites suivantes, la dérivée d’un polynome
de Jacobi d’indice (0, 2)

709 () =S (j+§) {1—<—1>"‘”‘ Y i” IO @) (126)
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1.3 Ondelettes de Jacobi d’indice (0, 2)

1.3.1 Historique ondelettes

D’un point de vue ETYMOLOGIQUE, les ondelettes portent bien leur nom : petite onde
(voir allures des courbes ).

Jean Morlet est le "pionnier" des ondelettes .

Vers 1975, et au cours de sondages des couches géologiques pour détecter des nappes de
pétrole, ce géophysicien a créé des petites fonctions mathématiques ayant des propriétés
intéressantes pour ses objectifs .

Au cours des années 1980, les travaux de Morlet sur les signaux sismiques débouchérent sur
la transformée en ondelettes .

Les outils et méthodes classiques d’ANALYSE de FOURIER s’étant averés inadapt, il pré-
senta (en1983) un algorithme d’analyse et de synthése par ondeletttes, des signaux ou se
mélent des phénomeénes d’échelles trés différentes : ce sont les bases de la transformée en
ondelettes continue (en une dimension ) reposant sur la représentation de carré intégrable
du groupe affine de translations et dilatations (ax + ) ([8]) .

Dés 1985, c’est ’émergence de cette théorie dont on citera quelques étapes et les domaines
d’utilisation :

-1985 découverte d’une base orthogonale d’ondelettes par YVES MEYER .

-1987 introduction de I’analyse multirésolution (décomposition en details et approximations
du signal) par S.Mallat.

-Théorie des filtres miroirs en quadratique.

-Mécanique des fluides (Turbulence, Fractales, E.D.P).

-1990 : extension de la théorie aux dimensions 2 puis N quelconque (opérateur de rotation).
-Traitement d’images par ondelettes et compressions (Mallat et Daubechies)

1.3.2 Définitions

Les ondelettes constituent une famille de fonctions générées par translation et par dilatation
d’une seule fonction appelée "Ondelette-Mere".([9] et [11])

Quand le parameétre de dilatation a et celui de translation b varient contintiement, ’expression
générale de ces ondelettes, générées par I'ondelette-mére W est :

bualt) = — \If(t_b) (1.3.1)

Vial \ a
ol a et b sont des réels et a # 0
- Si |Ja|] < 1 alors on dit que l'ondelette est contractée, c’est a dire qu’elle s’adapte aux
discontinuités du signal (phénomeénes de petites tailles) et donc aux hautes fréquences.
- Si |a] > 1 'ondelette est dilatée, elle analyse les grandes échelles donc les petites fréquences.
Ceci étant pour le cas continu, on va maintenant passer au cas discret ([12]).
On discrétise les valeurs de a et b telles que : a = ag?, b= kboa, 7 avecag > 1,by > 0etn
et k des entiers naturels définis pour la discrétisation de I'intervalle consideré, nous obtenons
la famille des ondelettes discrétes suivante

() = ad (aft — kbo)
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L’ensemble de ces ondelettes forme une base orthogonale deLy(R).
En particulier si ag = 2 et by = 1, alors les 1, forment une base orthonormale ; c’est-a-dire
<wjk, ¢l,n> =0;10kn (6 représente le symbole de Kronecker ) .

1.3.3 Condition pour qu’une fonction soit une ondelette-mére

11 suffit qu’elle vérifie la condition d’admissiblité :
A d
Cu= [ 19 F < .
R

Pour les fonctions de L%(R), il suffit simplement que ¥ soit de moyenne nulle, c’est-a-dire

/‘@(5)‘(15 — 0.

On peut aussi imposer des conditions de régularité telles que la décroissance et la convergence
vers 0, & l'infini.

Exemples d’ondelettes :

-Chapeau Mexicain
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-Ondelette de Morlet

la courbe en bleu reprsente la partie imaginaire et la
roge la partie reele

-Ondelette de HAAR

1si0<z < %
U(r) =S —lsiz<z<1
0 ailleurs

Remarque :
L’idée de base consiste a "jouer de I’accordéon" avec I’ondelette-mére pour lui faire prendre
toutes les "tailles" (échelles) possibles a chaque instant ¢, et ensuite les combiner pour produire

un "morceau" .
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1.3.4 Ondelettes de Jacobi d’indice («, ()

—

Elles sont générées a partir d'un polynome de Jacobi shiftés J5” (z) .
Les ondelettes de Jacobi sont définies sur [0, 1] par
B 705 . n n
1/Jz,rﬁn(x) _ %m 272 Jmﬁ(szrlJ} —2n + 1) St 5 <z < 2ik1 (132)
’ 0 atlleurs

avec

m=mn

b — 20a+F+D D (n4a+1)T(n4+5+1)
n (2n+a+B+1)nT (n+a+B+1)

ol n et k sont des entiers positifs tels que n = 0,1, ..., 287! représente le nombre de niveau
de la décomposition.
et m=0,1,..., M est le degré du polynéme de Jacobi.

Le coefficient—— assure la normalisation.
hTYL

L’ensemble des ondelettes de Jacobi forme une base orthonormale de L? ([0, 1])

Wy, *

1.3.5 Ondelettes de Jacobi d’indice (0, 2)

Calculons la famille d’ondelette de Jacobi d’indice (0, 2)
D’apreés (1.3.2) , ona

—
1

02 (1) { \/%2%J,?{2 (212 —2n+1) st 5 <z <L

0 S1 non

Prenons k = 1let M =2
m=20,1,..., M donc m = 0 ou lou 2
n=0,..2" doncn=0oul
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. 0,2 02 ,02 ,02 ,02 ,02 ;0.2
D’ou les wn:m sont : gy, ¢0717¢0,2a ¢1707¢1,1a ¢1,2
Calculons les :

1 o702 )
oo (z) = T2y (4 —1) si 0<w <3
0 st non
V3 1
vz 0<z<3

0 s1 non

VT (6022 — 402 +6) si 0<z <1

S1 non
15702 4. 1
(l),g (2) = mlfo (4 3) si ;<x<1
’ 0 st non
V3 1
Wi = § v L EsrEd
’ 0 sz non
1570204, 1
W02 (1) = T2/ (dr —3) si g<a<1
’ 0 S1 non
V5 (87 — o<
¢(£ (@) = 2 (8r—5) si 3<x<1
’ 0 S? non
19702y, 1
¢flJ,g (@) = \/52J2 (4r —3) si ;< <1
’ 0 s1 non
V7 165 1
W02 () = N (60:52 — 80x + T) si 3<x<l1
’ 0 S? non

)
o to
&
I
— —
S
e}

Courbe des wgﬁn(composantes du vecteur ondelettes de base de Jacobi) :
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80

psioo
70 psiOl |---
psio2
psi10 |---
psill
psil2 |---i

60

50

40

30 B

20

10

-10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Famille ondelettes de Jacobi d’indice
(0,2)

1.3.6 Fonction d’approximation dans la base des ondelettes de Ja-
cobi d’indice («, 3)

Toute fonction f de L?[0,1], peut s’écrire en séries d’ondelettes de Jacobi comme suit([12]) :

f@)=2_ > Cuntimn() (1.3.3)
n=0 m=0
Avec
Crim = ([, e ), ou {.,.) représente le produit scalaire dans I'espace L? ([0, 1), -
Pour des raisons de calcule numérique, la série (1.3.3), doit étre tranquée pour trouver la
série finie suivante

2k-1 M
F@) =D > Comtin(x) = CTU(x) (1.3.4)
n=0 m=0
ou
C - [CO’O, 0071, ceey CO’M, ceey Cgk—lp, CQkfljl, ceey C2Ic,1,M]T
et

U(z) = W’o,o: wo,b e QZ’o,Ma e 7702‘1“_1,0’ ¢2k—1,1a oo 77021%'—1,M]T

est le vecteur d’ondelettes de Jacobi .
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1.3.7 Fonction d’approximation dans la base des ondelettes de Ja-

cobi d’indice (0, 2)
Soit f(x) = z, pour tout x € [0, 1] calculons les coefficients de f dans la base ondelette :

2k—=1 pp

n=0 m=0

Dans notre exemple on a

n=0 m=0
Il nous reste donc a calculer les C, ,,

Coo = <$>¢g,’§>:{%§ - a[?iliz/j’g‘
= (wuity={ o L1
G = (nit)={ o 12
Cio = <%¢?jf>={ %ﬁ M e
Cii = <$>¢?12>:{ _IE)T\QE - cEzll/li’L:?l“i
Cia = <$>¢?3>:{ %ﬁ o cgzll/li;:?l“i

Et, en remplacant les C,,,, dans (%), on trouvera la décomposition voulue .



Chapitre 2

Matrices opérationnelles de dérivation
fractionnaire

Dans ce chapitre on introduit une nouvelle méthode pour dériver la matrice opérationnelle
d’ondelettes de Jacobi (dérivation et dérivation fractionnaire )([11] et [10]) .

2.1 Matrice de dérivation

Theoréme

Soit W(t) le vecteur d’ondelettes de Jacobi d’indice (0,2) définie par la relation (1.3.3) .
La dérivée de W(t) peut s’exprimer par :
dW(t)
dt

olt D est la matrice carrée 2¥(M + 1) opérationnelle de dérivation définie par :

= DU(t) (2.1.1)

F 0 0
0 F
D= (2.1.2)
0
0 0 F

ou F' est la matrice (M + 1) x (M + 1), définie par

_ m—s+1 s(s+1 0,2
261 N VM T BVES I |1 (-1 e (1)
s=1

(m+s)pair
0 sinon

(2.1.3)
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Preuve

On utilise le polynéme de Jacobi tronqué sur [0, 1], qui définie le vecteur W(¢) par la relation
(1.3.2), est :

—

1 k41

02 (1) _ B1703 ok
oum=0,1,... M

etn=0,1,.. 2!

telque
8
™ 2m+3
et X[ ni1] est la fonction caractéristique définie par :
2k ok

1sif <t<ntd
— 2k — — Qk
X[zlknTkl] (t) { 0 sinon

Dérivons par rapport a t :

d, os V2m + 3

AR 03 ok
— t) =22 =2 % (2F¢ — 0 n 2.1.5
(02, (1) R @ = (21.5)
La fonction X[z, m] étant nulle en dehors de l'intervalle [2%, ”2—*,;1} , son expression en on-
2k’ 2

delettes de Jacobi ne comporte que les éléments de la base de Jacobi dans W(t) qui sont
non-nuls dans l'intervalle [2%, ”2—*,;1] , et qui sont :
Y, (t) pouri=n(M+1)+1,n(M+1)+2 .., (n+1)(M+1).

Ainsi selon (2.1.1), le developpement en ondelettes de Jacobi s’écrit

d (n+1)(M+1)
S = > e
i=n(M+1)+1

Ceci implique que la matrice opérationnelle D est une matrice-bloc comme définie dans
I’énoncé du théoréme .
De plus, on a :

7 0”7 (t) =0
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Si on remplaceJn® (28t — n) de la relation (2.1.5) par son expression donnée par la relation

(1.2.6)du dérivée d’un polynome de Jacobi, on obtient :

m—1

d (,,0,2 _ oktl \2m+3 5k © 03 m—j (G+1)([G+2) 0,2 /ok
GWIL0) =27 Rt Y (+3) [1 - (=) ](ni+1)(fn+2)} TP @ = X[ )

=0

(j+rrjz)impair

m—1
d (,,0,2 _ okl 2mI3ok— - 2 m—j (G+1)(+2 0,2
GWhE(6) =277 GrBakt N T (/2] +3) [1—(—1) ]m] Ty (@Mt =n)x [ g an]

=0
(j—}—ng)impair

m—1 2
d (,,0,2 _ k— (vZit3)" b m—j G+DG+2) ] 7020k
402 (1) =vamts2it Y W 0N [1— (—1)m I | 02 (@ —n)x

i=0

(j—&—Tr]L)impaz'T
N : mei (G+1)(+2 0,2
GUNL0) =21 30 VEm BB [ (1 030
(j+m)_impair
LWL M) =26 N VEm A BV L [1— (-1t 02
(s—&—i;)%)ai'r
2.2 Dérivée n'"
corollaire
Pour tout entier naturel n, la dérivée n’™¢ du vecteur ondelettes de Jacobi s’écrit
d™W(t
dt( ) = D"U(t) (2.2.1)

ot D"est la puissance n“"¢ de la matrice D

2.2.1 Exemples d’application

Pour nous familiariser avec la matrice D définie par(2.1.1), traitons quelques exemples nu-
mériques .
On rappelle que
F 0
0 F
D= F
F 0
0 0 F
ol F' est une matrice (M + 1) x (M + 1)
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B m—s+1 s(s+1 0,2
9 k-1 Z V2m 4 3y/2s + 1 [1 — (=) W Uns—1(t)
s=1

(m+s)pair
0 sinon

d 0,2 _
E ( n,m (t)) -

(2.2.2)

2.2.2 1 exemple :
Prenons M =2et k=0

D sera donc une matrice 3 x 3;s=1,...m;m=1,...,2
Calculons ses éléments :
pourn=1s=2k=0,m=2

d 3
E(¢1,2(t)> = Z\/%wl,l(t)

pour s=1,m=1

d 2
% (¢1,1(t)) - g\/ﬁlh,o(t)

Les autres éléments sont tous nuls .

D’ou
0 0 0
D= %\/ 5 0 0
0 3v35 0
2 “"¢ exemple :

Pour k=1et M =1, D est une matrice carrée d’ordre 2¥(M + 1) = 2(2) = 4
Le bloc F' est une matrice 2 x 2
ets=1,m=1

d 4
E (%,1 (t)) = g\/ﬁwl,oa)

la matrice F' est

et par conséquent
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V150, 4(t)
3351y, (1)

8
3

(¥2,1(2))
(¥2,2(1))

d

dt

dt

ieme

2

érivée n
et M =2

2

n=2,m=1lou?2,s=1ou2 mais (m+ s) pair

D est une matrice carrée d’ordre 22(2 + 1) = 12;
on calcule donc :

Fest3x3:
pourn=2m=2,8=2

pourn=2m=1s=1
et les autres sont nuls .

3°"“exemple :
k=2

2.2 D
d’ou

oS O O

cCoo cooco oo o =5
o o
o)

o O O

0
0
0
0
0
0

S OO OO0 o O oo NS
SR
00

o o O

0
0
0
0
0
0
3
0
0
0

o O O

0
0
0

"o oo

0
0
0
0

O OO OO o O oo

Et par conséquent :
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2.3 Matrice de dérivation fractionnaire

Le théoréeme suivant généralise la matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de
Jacobi a l'ordre fractionnaire.

Soit W(t) le vecteur ondelettes de Jacobi définies dans (1.3.2) .

Soit v un réel strictement positif, la dérivée fractionnaire d’ordre o de W(t) s’écrit

D (t) = DV (t) (2.3.1)

ott D®) désigne la matrice opérationnelle de dérivation fractionnaire d’ordre o (au sens de
CAPUTO), N —1<a <N et N un entier naturel non nul.

Cette matrice est (2¥(M + 1)) x (2¥(M +1)).

Le (p, q)®™¢ élément de cette matrice est

/2m+31 ZZZ%@( )( : Z)
(D(a))pq — Lym—i—l, 2)19k(1+5) i fz]JO llom .
0 si 1<p<|a]
(2.3.2)
ou bj;q sont les q®me coéfficients du développement en ondelettes de Jacobi des fonctions

i) = x|

L‘H] et ]:0,,1,120,,m—2

n
2k 7 ok

Preuve

Posons p=nM + (m+1);m=0,1,... M ;n=0,1,..., 281
et soit 1, (t) le p*"® élément du vecteur W(t) .
En utilisant la troncature du polyndéme de Jacobi, U, (t) peut sécrire :

2m + 3 —~
J 25t —n)yx
g Y

2

(1) = W2 (1) = 2°F (2.3.3)

En utilisant ’expression analytique d’un polynome de Jacobi (1.2.4), on a :

okl [oi3 1 m!(m+2)! th n+1))i(2kt—(n—1))m7i
Uy(t) =272 /55 Z =D +2)! )

n
ok’

En utilisant le developpement du binéme de Newton de (2¥¢ — (n+1))" (2" — (n —1))""
on aura

m 3

U, ( 2m+3 ! Zzni( )( ) (2.3.4)
(=

1=0 j=o0 l=o0
m—i—l i—j m—i—l
D ()" (1) (= 1) ]W

m! (m + 2)12F0+0 (—
it((m — )12 (1 +2)!
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En appliquant 'opérateur D,

2 3 1 m Z m Z
Dow m+

ZZZ( )( ) (2.3.5)

=
numy+mumﬂu—nmflor+m’wn—1rhhl oG
X[ Tm =) (i + 2) ]D“ |

Posons :
fi.(t) = D* [t(jH)X — } pour j=0,..,51=0,..,m—1i
[ 57
On a alors :
DT mn+3 AN

ZZZ( )( ) (2.3.6)

m! (m + 2)12F6+0 (1) it (n + 1)i*J’ (n — l)m—z;z
X[ i((m — )12 (i + 2)! ]ﬁﬁ)

Par application de la dérivée D* selon (1.1.2), on a

] ¢ dntG+0)
a(t) = D> [tUt) / a d

4 2 ’nTJ’rfl]
2k
nt1
dr(i+)
S dx X[ n 2.3.7
—a/[t—xa“ ] X[ ( )
o
pour j =0,...,2, L =0,....m—1
Approchons les fonctions f;;(t) j=o,.: par des ondelettes de Jacobi :
1=0,...,m—1i
2k (M+1)

f]l Z b]quvz) ou bjlq = <fjvl(t>7 t)>

(2.3.8)
En remplacant f;,;(t) par cette expression dans la relation (2.3.6) précedente
et en permutant ’ordre des series, on a
2P(M+1) m i m—i .
. 2m+31 i
Dy > Xy ym() (") eso

i=0 j=o l=o0
« [m! (m—|—2)!2k(1+l)(_1)m J— l(n—}— 1

) (n— )"
T(m — D02 (i 1 2)! ]%@
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2.3.1 Exemple pour le calcul de D* avec a fractionnaire

Rappelons que :

D est une matrice 28(M + 1) x 2%(M + 1)

et son (p, q)*"® élément est donné par (2.3.2).
Prenons k=0 et M =1et =1 d'ou [o] =1
D2 est une matrice 2 x 2

et son (p, q)""® élément est :

2m+3 f T m—i — Z m!(m+2)!2k(j+l)(_1)mfjfl(n+1)ifj(n_l)mf'ifl o
(Da)pq — Z Z Z b]lq < . ) ( l ) i!((m—i)!)Q(i—i-Z)! SIp = 2

i=0 j=o l=o

0 stp=1

Il est clair que, dans ce cas, p =1 ou 2; et on sait que m = 0 ou 1
1 1 1

Les éléments de D2 sont : (D%> , <D§> , <D§> , (D§> )
1,1 1,2 2,1 2,2
Calculons -les : )
Si p=1 alors Dy, =0 donc D1 1 et Df;z sont nuls
Si p=2 etsachant que p=nh + (m+ 1), alors on aura : 2 =nM + (m + 1)
dou2=n+(m+1)
c’est-a~-dire n +m =1
orn=0,..., 2" c’est-a-dire dans ce cas n =0
donc m =1

oh = BT T () () ]
= ()0 F () () ) (2)

b 1 0\ 13!
+0101 1 0 ?

V5
= 7 [3bo11 + b101]

EMES

Il nous reste a calculer by, et byp; qui sont les ¢ coefficients de I’approximation, en

ondelettes de Jacobi, des fonctions

fj,l(t) = D%(t(jﬂ))x[o,u pour j =0ou let/=0o0ul
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c’est -a-dire

bror = (fro(t) ¥32(1)) 00 = ( DIEUR7(1))

5011 - <f01 ¢22( )> 0,2
et
Calculonsw(l)’Z(t)
()
Et ainsi b011 et b101
2vt V5
bo1 = <—, > (2t - 1)>
VT 402
2Vt V5
bion = <—; > (2t — 1)>
VT 402
donc
D3,
1
D3,
D2%,2 =

i=0 j=o l=o

- () () 24

o (1) (8)

V5
= Ve [3bo12 + b1o2]

A EEE ()

) 3!
|

O\MH o—__
<

SIS

= (Dit ()

= w[l)g(t) = \/g
? (2 — 1)

o5

| S

w02

w0:2

(2t — 1) (14 t)°dt =

(2t — 1) (14 t)°dt =

(
\

30v5  10v5
V5 [63\/_ 63ﬁ]
200
63y/7

)

l

1
1

)(

(=)' +2)12004+1)"77 (0 —

2V
N

i\/iJ{“ (t)

2\/f
VT

Lt >>

Lt )>

w02

w02

40v/5
63 /7

40v/5
63/

1)177;7[

0
0

0
0

)

)(

3!

1
1

|

A1 — )2 (i 1 2)!

)

3!

2!
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Calculons bois et bioz @ boiz = (fo1(t), 157 (1)) = <D%t, w%?(t)} = <%ﬂw2’2<t>>
I reste & calculer 937°(t)

Onap=2donc2=(n)(l)+(m+1)doun+m=1orn=0doncm=1
Donc

W20 = 820 = w320 = L 2t - 1)

Et ainsi b012 et b102

bor2 = <2—\/\/;§(2t— 1)> T /%E\/?S 2t —1)(1+t)dt = 40V5

63/

bio2 = <2—\/\/;,§(2t— 1)> N = /%?(%— D1 +1t)dt = 40v5

RN
0
donc
1 30v5 1045
D3, = V5 vf__% V5
: 637 637
1 200
D2 I
22 63/
Enfin




Chapitre 3

Applications

Dans le but de montrer la grande importance de la matrice opérationnelle de dérivation, nous
allons I'appliquer & résoudre des systémes différentiels d’odre fractionnaire avec conditions
aux limites .

Ces problémes sont choisis & cause de la forme bornée de leurs solutions .

On comparera, ensuite, les résultats obtenus par cette procédure avec les solutions analytiques

3.1 Problémes de BAGLEY-TORVIK avec valeurs aux
limites
La forme générale d’un tel probléme[l] du second ordre est :

{ AoDPy(t) + A Diy(t) + Agy(t) = (1) te 0]
y(0)=ap et y(T)=wm

ou (Ag #0), A, Ay, ap et agsont des constantes y € Ly [0,7T]. Rappelons que le symbole
D3 définit Ioperateur de dérivation fractionnaire au sens de CAPUTO.

L’existence et 1'unicité de la solution exacte ont été prouvées par PODLUBNY([3]) .

Dans ce chapitre, nous allons utiliser une méthode de résolution basée sur les développements
en base d’ondelettes de Jacobi d’indice (0, 2)et sur les matrices opérationnelles de derivation
et de dérivation fractionnaire, établies dans le chapitre 2, pour réduire le systéme différentiel
(3.1.1) & un systéme linéaire d’équations algébriques .

On approche les fonctions y(t) et f(t) par des développements en base d’ondelettes de Jacobi
(0,2)

(3.1.1)
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ou
T
C' = [€0,0,C0,15 3 COM; -y C2,M;CL05 -+ C@2+1),00 Clgpmny 1 0o C(2k—1),M]
est le vecteur inconnu GG un vecteur donné par la décomposition de f en base d’ondelettes de
Jacobi d’indice (0,2) .
En vertu des résultats précédents (théoremes (2.1.1) et (2.1.2) + corollaire (2.2.1) ), on a :

D?%(z) = CTD®)
3 u(z) T (3)y<x> (3.1.3)
Dzy(z) = C*"D\2)¥(x)
On remplace dans la 1°"¢ équation du probléme initial
[AocTD@) +4,07D(E) ¢ AQCT} U(z) = GTU(z) (3.1.4)
Posons 5
Ron(z) = [AOC’TD(2) + 4,07DG) 4 AgcT] U(z)
On génere (28(M + 1) — 2) équations linéaires, et en appliquant
(Rorri1y(x),¥j(x) =0)  pour j=0,1,...,25M +1)—2 (3.1.5)
et , en considérant les conditions aux limites (données dans I’énoncé initial du probléme ) |
on a : 0 r9(0)
Yy 0)=C*"¥(0) = (7)) . o
{ y(1) = CTU(1) = on apris 7' = 1. (3.1.6)

et ainsi on a géneré 2¥(M + 1)équations linéaires dont les inconnues sont les composantes du
vecteur C' .

En utilisant la relation (2.3.9) donnant D*W,,(¢)(dans la preuve du théoréme établi au chapitre
précédent) pour le vecteur C, on obtiendra une approximation de la solution y(z) .
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3.2 Exemples Numériques

3.2.1 Exemple 1

On se propose de résoudre le systéme différentiel suivant :

Dy(t) + aDzy(t) + y(t) = 1+ 2V +
y(0) =0 (*)
y(1) =1

Approchons la solution comme suit :
y(t) = CTU(t)

Détérminons, d’abord, ¥(¢), pour cela, prenons k =0 et M = 1
dottn =0,..., 251 c’est-a-dire dans notre cas n = 0
et m=0,..., M c’est-a-dire dans notre cas m = 0 ou 1

donc
vo= ()

avec

35 tel0,1]
g 2 Y
Yoo (1) { 0 ailleurs

Y5 (2t —1) si tel01]
= 2 ?
Yoa (1) { 0 atlleurs

La 1¢"¢équation du systéme(*) devient

CTDV (t) + VaCTD2W (t) = 1+ 2V + ¢
Le polynéme de Jacobi approprié a ce cas, est JQ(O’Q) (x) = %12 - gx - i.
En utilsant les conditions aux limites, on arrive au systéme, suivant :

\/7500,0 + \/7500,1 =1
\/7300,0 — \/7500,1 =0

: T_ |1 1
La solution est C* = [75, —5] .

Et ainsi la solution du probléme (x) est

10|75 7] [«;f—n]:t
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Remarque :on peut facilement vérifier que c’est la solution exacte, en utilisant les matrices
opérationnelles de dérivation, calculées plus tot et qu’on rappelle ici

NI

D

(& &)
= 200 200

637 637

3.2.2 Exemple 2

Soit le probléme

D2y(t) + Day(t) + y(t) = 2 + 4\/2 +2
y(0) =0 (**)
y(5) = 25

La solution exacte de ce probléme est y(t) = ¢

En effet, les conditions initiales sont trivialement vérifiées.
D’autre part

et

On sait que

r3)=T(2+1)=21=2
()Gt () -4
Dgy(t):zl\/g

Et par conséquent la 1¢*¢quation du probléme (*x) est vérifiée .

On peut, aussi résoudre ce probléme en appliquant la méthode décrite dans notre étude
précédente(chapitre3).

En prenant M = 2 et k = 1, On obtiendra 2* (M + 1) = 2! (2+ 1) = 6 équtions linéaires
dont 'inconnue est

CT = [C0,0.C01,C0.2.C10,C1.1.C1 2], en procédant d’une maniére analogue a un exemple pré-
cédents.

Donc



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié une méthode numérique pour la réduction des systémes
différentiels fractionnaires a des systémes linéaires d’équations algébriques, pour étudier 1’éf-
ficacité de cette méthode de résolution basée sur la matrice opérationnelle de dérivation
fractionnaire des ondelettes de Jacobi d’indice (0, 2).
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